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Zaklady matematiky Analyticka geometrie

7. ANALYTICKA GEOMETRIE V ROVINE

Privodce studiem

&

Kapitola Analyticka geometrie v rovine je rozdélena do Sesti mensich celki a ty jsou jeste
dale rozdéleny na mensi oddily. V kazdém oddile je nejdiive vysvétlena teorie, jsou zavedeny
nové pojmy a vzorce. Pak nasleduji Resené iilohy a po nich Ulohy k samostatnému iesent.
K témto ulohdm jsou na konci kapitoly uvedeny vysledky a pro ty, kteti by si s tlohami

nevédeli rady, také napovéda. Na samy zaver si otestujete, jak jste zvladli tuto kapitolu.

Ve vykladu soustava soutfadnic znamend kartézskou soustavu soufadnic, tzn. pravouhlou

soustavu soufadnic se stejné¢ velkymi jednotkami na oséach x, y.

Obrazky v textu byly vytvofeny pomoci programu Matematika. Hodné zdaru pfi studiu.

Cile @

Seznamite se s pojmy orientovana usecka, vektor, ptimka, kruznice, elipsa, hyperbola a

parabola (viz obrazek). Poznate jejich zapisy a rovnice. Naucite se fesit nékteré planimetrické

ulohy pocetné.

parabola

elipsa

kruznice

hyperbola

o

Predpokladané znalosti

Ptredpoklada se, ze chapete pojmy bod, ptimka a rovina. M¢li byste umét fesit jednoduché
planimetrické ulohy, line4rni a kvadratické rovnice a soustavy rovnic dosazovaci nebo s¢itaci

metodou.
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Zaklady matematiky Analyticka geometrie

7.1. Vektory

Vyklad

Orientovanou tsefkou rozumime usecku AB, kde 4 je jeji pocatecni bod a B je koncovy
bod. Krajni body orientované usecky tvoii usporadanou dvojici [A, B].

Volnym vektorem v nazveme mnozinu vSech rovnobéznych souhlasné orientovanych
usecek téze velikosti.

Kazdou orientovanou usecku, ktera znazoriiuje vektor v, budeme nazyvat umisténim

vektoru v .

Jsou-li body uréeny svymi soufadnicemi 4=|q,,a,], B=[b,b,], pak soufadnice vektoru
v=AB=B- A jsou v=(v,v,), kdev, =b, —a,, v, =b, —a,. Pro A=B sec vektor V=0
nazyva nulovy.

Soutadnice bodl zapisujeme pro rozliSeni do hranatych zavorek, soufadnice vektort do

okrouhlych.

7.1.1. Operace s vektory

Pro vektory i = (u;,u,), v =(v,,v,) plati:

Vzdslenost dvou bodii: 4B = (b, -, + (b, —a, )
Velikost vektoru: |17| =yu, +u,’

Soucet vektori: i+ = (u, +v,,u, +v,)
Rozdil vektorii: i —v = (u, —v,,u, —v,)
k-nasobek vektoru: kai = (kuy, ku, )

Opacny vektor k 1 : —ii = (~u,,~u,)

Skalarni soucin dvou vektortu :  u -V =uy, +u,v,

Odchylka dvou vektorii: cosQ =

Nenulové vektory i,V jsou k sobé kolmé, praveé kdyz uv =0.

Vektor u, pro ktery plati |L7| =1, se nazyva jednotkovy.
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Analyticka geometrie

Nenulové vektory u#,v nazveme kolinearni, pravé kdyz v =ku,k e R - {0} , tj. libovolna

jejich umisténi jsou navzajem rovnobezna.

Resené ulohy

Priklad 7.1.1. Jsou dany body A[2, 5],3[— 3, 7], C [3,—1]. Urcete souradnice vektort

—_—

G = AB,b = CB,¢ = AC . Vypotitejte obvod trojuhelniku ABC.

ReSeni:

=AB=B-A4=(-3-2,7-5)=(-5,2),
=CB=B-C=(-3-3,7-(-1))=(-6.8),
¢=AC=C-A4=(3-2,-1-5)=(1,-6).

Obvod trojithelniku je roven sou¢tu délek jednotlivych stran: o =|4B|+|AC|+|BC|.

4B = (-3-2) +(7-5)* =25+4 =29,

4C|=y(3-2)? +(~1-5) =1+36 =37,

BC| = (3—(=3)) +(~1-7) =36 +64 =100 =10,

0=+29 +/37 +10=215.

Priklad 7.1.2. Vypocitejte skalarni soucin vektort u,v , jestlize |L7| =35,

— —

uv

ReSeni: cos¢=m:> 1717:|L7||\7|cos¢) = iV =5-2-c0s30°=5+/3 .

v

=2, 0 =30°.

P¥iklad 7.1.3. UrSete odchylku vektord i, v , je-li & = (~2,-1), v =(1,3).

ReSeni: [i| = u,” +u,” =i =/(-2) + (1) =45,
|\7| =v 4y, = |\7| =412 +32 =410,

iV =-2-1+(-1)-3=-5,

uv -5

PN

V2

2
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Ulohy k samostatnému feseni

1. Vypocitejte skalarni soucin vektori, znate-li:
a) il = 242, = 6,0 = 45°, b) a=(4,-2),b =(0,-4).

2. Vypocitejte velikost isecky 4B : A[3,1],B[—4,5].

3. Vypocitejte velikost vektort a jejich odchylku: @ =(4,-2),b =(0,-4).

7.2. Primka v roviné

Vyklad

Ptimka p je zadana dvéma rtiznymi body 4, B.

Smérovym vektorem piimky p rozumime takovy nenulovy vektor u, ktery lze umistit na

pfimku p .

Normalovym vektorem piimky p rozumime nenulovy vektor 7, ktery je kolmy ke

kazdému smérovému vektoru pfimky p .

Vsechny vektory kolinearni s vektorem u = AB jsou smérovymi vektory piimky p.

Podobn¢ vsechny vektory kolinearni s vektorem 7 (7 L) jsou normalovymi vektory

piimky p.

7.2.1. Obecna rovnice pfimKky v roviné
Uvazujme nyni ptimku p, necht 7 = (a,b) je jeji normélovy vektor a necht’ 4 = [al,az] je
libovolny pevny bod pfimky p, potom libovolny bod X =[x,y] lezi na piimce p prave
tehdy, kdyz vektor X —A=(x—a,,y—a,) je kolmy k vektoru 7 =(a,b), coz je splnéno
prave tehdy, kdyz plati:

n(X-4)=0< a(x—a1)+b(y—a2):0 & ax+by+(—aa1 —baz)z 0.
Dvojclen (— aa, — baZ) je konstanta, oznac¢ime ji (— aa, —ba, ) = ¢, dostaneme rovnici

ax+by+c=0.
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Kazda ptimka v roviné se d4 analyticky vyjadfit linedrni rovnici ve tvaru
ax+by+c=0,

kde a,b,c jsou konstanty, ptic¢emz alespon jedno z ¢isel a, b je nenulové. Rovnice se nazyva

obecna rovnice primky, a, b, ¢ jsou koeficienty této rovnice.

JestliZe ma piimka p rovnici ax+by+c=0, kde (a,b) #0, je n= (a,b) jejim
normalovym vektorem, pak vektor u :(—b,a) je jejim smérovym vektorem, protoZe musi

platit # L7i=ii-ii=0= (a,b) (~b,a) =0

Poznamka

S rovnici primky jste se jiz setkali u linedrnich funkci (kapitola 2.), ale tam se pouzival tvar

v =kx+q, kterému se rika smérnicovy tvar rovnice primky.

Resené ulohy
Priklad 7.2.1. Urcete obecnou rovnici ptimky p , kterd prochazi bodem 4 [4, — 2] ama
normalovy vektor 7 =(5,8)
ReSeni:
V rovnici ax+by+c=0 je a=5,b=8,tedy 5x+8y+c=0.
Ptimka prochazi bodem A4 [4, — 2] , proto jeho soufadnice musi splilovat tuto rovnici a

po dosazeni plati:
54+8(-2)+c=0 =c=-4.

Obecna rovnice je tedy Sx+8y—4=0.
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Priklad 7.2.2. Urcete r, s tak, aby rovnice (r - l)x +12y +5—3 =0 byla rovnici ptimky
3x+4y+7=0.

Reseni:
Jsou-li ax+by+c=0 a a'’x+b'y+c'=0 rovnice téze pirimky, pak plati:

a'=ka, b =kb, ¢'=kc,kde k € R—{0}.
Odtud je r—1=3k; 12=4k; s-3=7k = k=3 r=10; s=24.

Rovnice ptimky je 9x+12y+21=0.
Priklad 7.2.3. Urcete obecnou rovnici ptimky p , kterd prochazi body A[— 4, 2] a B[3, 5].

ResSeni:
Body A4, B lezi na pfimce p, proto jejich soufadnice musi spliiovat rovnici
ax+by+c=0.

—4a+2b+c=0 3 7
a=—c,b=-—c,

=
3a+5h+c=0 26
vhodné zvolime ¢, napt. ¢ =26, pak a=3, b=-7.

Tedy p:3x—-7y+26 =0 je hledana obecna rovnice.

Priklad 7.2.4. NapiSte obecnou rovnici piimky p prochazejici bodem M [1, —3] , kterd je
rovnobéznad s pitimkou ¢ :2x—-3y+7=0.

ReSeni:
Normalovy vektor ptimky ¢ je zarovenn normalovym vektorem piimky p . Obecna

rovnice ptimky p je tedy 2x—3y+c¢=0. Konstantu ¢ ur¢ime dosazenim soufadnic

bodu M .
2-1-3(-3)+c=0=>c=-11
Obecna rovnice pifimky je p:2x—-3y—-11=0.

L]
o t’*‘i
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Priklad 7.2.5. NapiSte obecnou rovnici pifimky p prochazejici bodem M [4,—3], ktera je

kolmé k pfimce ¢ :2x-3y+5=0.

ResSeni:

Normélovym vektorem pfimky ¢ je vektor 7, =(2,-3). Aby piimka p byla kolma

k pfimce ¢, musi byt jeji normalovy vektor 7, kolmy k normalovému vektoru

piimky ¢ . Normalovym vektorem piimky p je napf. 7i, =(3,2), plati 7, -7i, = 0.

Dale muiZeme pokracovat tieba takto: 7n,(X —-M)=0, po dosazeni soufadnic

ziskame obecnou rovnici piimky p :

(x—-4)+2(y+3)=0 =

Ulohy k samostatnému feseni

4. Napiste obecnou rovnici piimky 4B, A[O, 2]7 B[3, 0].

3x+2y—-6=0.

5. Napiste obecné rovnice téznic trojuhelniku ABC, je-li A[O, 5], B[6, 7], C [1, 4].

(Souradnice stfedu S useCky 4B jsou s,

a, +b,
2
2

_G,+h

).

6. Zjistéte, zda bod C[— 1 8] lezi na pfimce x—y+2=0.

7. Urcete obecnou rovnici ptimky p , kterd prochazi bodem A4 [1, —3] a ma normalovy

vektor 7i =(-2,3).

8. Napiste obecnou rovnici ptimky p prochazejici bodem K [6, —7] , kterd je rovnobézna

s ptimkou ¢:3x+5y-3=0.

9. Napiste obecnou rovnici pfimky p prochazejici bodem R [1, 0] , kterd je kolma k pfimce

q:x—4y+9=0.

i
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7.2.2. Parametrické vyjadireni pfimky v roviné

Vyklad
Symbolem p(A, ﬁ) budeme oznacCovat pifimku p, kterd je dana bodem A4 a smérovym
vektorem # . Libovolny bod X roviny lezi na pfimce p pravé tehdy, kdyz vektor AX je
nasobkem vektoru u . Pro X = 4 je AX =6=0ii a pro X # 4 je X € ppravé kdyz vektor

AX je smérovym vektorem piimky p , a jako takovy nasobkem jejiho smérového vektoru u .

Plati tedy: AX =ti=X—-A=ti = X =A+ti,kde t € R. Rovnice se nazyva vektorova

(parametricka) rovnice ptimky p(4,u),kde € R je parametr.

Bod X|x,y] lezi na ptimce p(4,ii) dané bodem A[a,,a, ]| a smérovym vektorem i = (u,,u, )
prave tehdy, kdyz plati

X=a, +tu,
,kde teR.
y=a,+tu,

Tyto rovnice se nazyvaji parametrické vyjadieni piimky p(A4, u) v soutfadnicich.

Je-li ptimka p urcena dvéma body 4, B, jeji smérovy vektor je u = B— 4.

Resené ulohy
Priklad 7.2.6. Napiste vektorovou rovnici a parametrické vyjadreni pfimky, kterd prochazi

body 4[5, 7], B[6,-1].
Refeni:
Plati ii=B—A=(11-8).
Vektorova rovnice je X = [—5,7] + t(l l,—8), teR.

x=-5+11¢

Parametrické vyjadieni pfimky:
Y] Py 7_ 81 teR.
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Piiklad 7.2.7. Zjistéte, zda body K[0,—4], L[1,2] lezi na pfimce p: X =[1,-2]+1(1,2).

x= 1+ ¢

ReSeni:  Vektorovou rovnici rozepiseme pro jednotlivé soufadnice: 5o
y=—2+2t

Za x, y dosadime soufadnice bodu K .

Bod K [0, —4] lezi na ptfimce p pravé tehdy, kdyz existuje takové ¢islo 1€ R, Ze

o 0=1+t =t=-1 oL
plati: , to znamena, ze K € p.
—4=2+2t=t=-1

Bod L[1, 2] musi splfiovat stejnou podminku: — .+ ' ' " ° | takse L
0 2] musi spliiovat stejnou podminku: , _ ., takze Lgp.

x= 2-3t

Priklad 7.2.8. Urcete obecnou rovnici ptimky p: .
y=—1+2¢

ReSeni: Jsou dvé moznosti feseni.
Vyloucenim parametru (prvni rovnici vyndsobime dvéma, druhou vyndsobime tfemi

a pak je secteme) dostaneme obecnou rovnici 2x+3y—-1=0.

Nebo pouzijeme bod A[2,—1] a smérovy vektor & =(-3,2) piimky p . Normalovy
vektor pfimky p je ke smérovému vektoru kolmy a mé tedy soufadnice 7 =(2,3),
plati n(X —A4)=0.

Po dosazeni soufadnic dostaneme rovnici 2(x—2)+3(y+1)=0, upravime ji na

obecnou rovnici piimky p:2x+3y—-1=0.

Priklad 7.2.9. NapiSte parametrické vyjadieni piimky a:5x+y—4=0.

Refeni: K parametrickému vyjadieni je tfeba mit libovolny bod A a smérovy vektor i .
Normélovy a smérovy vektor piimky jsou k sob& kolmé: 7i=(5,1) = u=(1,-5).
Soutadnice bodu 4 vypocitame z obecné rovnice tak, Ze jednu zvolime, napf. x, =0,
a druhou vypocitdme; vyjde y =4, A[O, 4]. Zvolime-li za x, jiné ¢islo, dostaneme
jiny bod piimky. Zvolit samoziejmé miiZzeme 1 y, a vypocitatx .

X = t

Pro bod A[O, 4] je parametrické vyjadieni pfimky a :{ 45’
y=a-
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x= 33—t

Priklad 7.2.10. NapiSte obecnou rovnici ptimky p , ktera je kolma k ptimce ¢ : { e
y=—z+

a prochazi bodem M [— 1 1] %

ReSeni: Normalovy vektor pfimky p je kolinearni se smérovym vektorem piimky ¢ .
Miize tedy byt 7, =u, = (—1, 2).
Obecna rovnice bude mit tvar: —x+2y+c=0.
Dosadime bod M[— 1, 1] avypoCitame c¢: 1+2+¢c=0 = c=-3.
Hledana obecné rovnice pfimky je p:—x+2y-3=0.
Ulohy k samostatnému feseni

10. Napiste vektorovou rovnici a parametrické vyjadieni pfimky, ktera prochazi body
A[5,1],B[3,4].

11. Rozhodnéte, zda bod U[—4,2] lezi na piimee p: X =[1,-13]+7(-1,3).

x=3+4t

12. Ur¢ete obecnou rovnici piimky p: { .
y=2-5t

13. Napiste parametrické vyjadieni ptimky p: —2x+7y—-14=0.

14. Napiste parametrické vyjadieni pifimky p , ktera je kolma k pfimce ¢g:2x—y—-7=0 a
prochézi bodem Q[—4,2].%

7.2.3. Vzajemna poloha dvou pfimek

Vyklad

N
AN

Dvé ptimky v roviné€ se nazyvaji:
rovnobézné, nemaji-li spolecny bod,
riuznobézné, maji-li praveé jeden spolecny bod (prusecik),

totozné, maji-li vSechny body spolecné.

Ulohy typu — rozhodnéte o vzajemné poloze piimek — fe§ime pomoci soustavy dvou
linedrnich rovnic o dvou neznamych a podle poctu feSeni rozhodneme o vysledku.
Jedna se o polohové ulohy, kde nic neméfime. (Vzdalenosti, odchylky ani kolmost nés pfitom

nezajimaji.)
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17 - 17
_v Resené tlohy *

Priklad 7.2.11. Rozhodnéte o vzajemné poloze piimek:
a) p:2x—y—-1=0, ¢q:5x—-4y+2=0,
b) p: x—y+5=0, ¢:2x-2y+10=0,
c) p:2x—5y+2=0, ¢g:4x-10y+2=0.

ReSeni: Ve vSech piipadech feSime soustavu dvou rovnic o dvou neznamych:
2x — y—=1=0

a = x =2, y =3 soustava m4 jediné feSeni,
S5x—4y+2=0
pfimky jsou riznobézné a protinaji se v bode R[Z, 3] .

x —y+5=0

= 0-x+0-y=0= soustava ma nekonecn¢ mnoho fesent,
2x-2y+10=0

pfimky jsou tedy totozné. Zadané rovnice jsou ekvivalentni.
2x - 5y+2=0

C) = 0x+ 0y —2 = 0 = soustava nema feSeni,
4x-10y+2=0

pfimky jsou rovnobézné. Normalové vektory danych pfimek jsou kolinearni.
Priklad 7.2.12. Rozhodnéte o vzajemné poloze ptimek:

a) p:5x—2y+4:0;q:x:4—3t,y=—3—§t,

b) p:6x-3y+5=0;g:x=5+¢t,y=-3+2¢,
C) p:x+2y-T7=0,qg:x=1-4t,y=3+2¢.

Refeni: Dosadime parametrické vyjadieni piimky ¢ do obecné rovnice piimky p:

a)  5(4-31)- 2(— 3 —Etj +4 =0, zrovnice vypo¢itame, Ze ¢ = g :

Uloha ma jediné feeni, jedna se o riiznobézky. Dosazenim ¢ = 7 do parametrického
vyjadieni pfimky g dostaneme soufadnice praseciku 4 [—3, — %} .

b)  6(5+1)-3(-3+2t)+5=0=30+6t+9—6t+5=0=0-1=44,

coz nenastane pro zadné ¢ € R, proto uloha nema feseni a jedna se o rovnobézky.

¢) (1-41)+2(3+2t)-7=0=1-4t+6+4t-7=0=0-t=0=>V¢eR,

proto ma uloha nekone¢né mnoho feSeni a jedna se o totozné piimky.
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Priklad 7.2.13. Rozhodnéte o vzajemné poloze piimek:
a) p:x=5+4t,y=-2-2t; q:x=1-2s,y=T+s,
b) p:x=3+t,y=2-1¢, q:x=3s,y=-2s,
c) p:x=6+5ty=3-9¢ q:x=11-10s,y=—6+18s.

ReSeni: Z vyrazi, kterymi je vyjadiena stejna soufadnice, utvoiime soustavu dvou
rovnic o dvou neznamych.

S5+4t=1-2s S5+4t=1 — 2s
a)

= =1+0-#=15+0-5 = soustava nema
—2-2t=T+s |2 —4-4t=14+2s

feSeni, jedna se tedy o rovnob&zky.

Jind moznost feSeni je porovnat smérové vektory a ovéfit existenci spolecného bodu.

3+t= 3 C
b) Y Ss5=sat=12 , coZ je jediné feSeni.
2—t=-2s

P¥imky jsou riiznob&zné a protinaji se v bodé A[15,-10].

6+5:=11-10s |9 54+45(= 99-90s ,
C) = = 69 = 69 = soustava ma
3-9r=—6+18s |5 15-45t=-30+90s

nekone¢né mnoho feSeni, ptimky jsou totoZné.

Ulohy k samostatnému feseni

15. Rozhodnéte o vzajemné poloze piimek:

a) p:2x-3y+5=0, q:4x—-6y+10=0,
b) p:3x—y+4=0, q:6x-2y+13=0,
c) p:6x+y-7=0, q:4x-5y+1=0.

16. Rozhodnéte o vzajemné poloze pfimek:
a)a:x—y—4=0, b:x=2+t,y=-2+t,
b) a:4x-3y+7=0, b:x=3+3t,y=3+4t,
¢)a:3x+2y-5=0, b:x=5+2t,y=—1+t.

17. Rozhodnéte o vzajemné poloze ptimek:
a) k:x=4—-t,y=3+2t; [l:x=1-2s,y=9+4s,
b) k:ix=6-T7t,y=8+3t; [:x=2+7s,y=6-3s,
Q) k:x=2+t,y=3+3t; [l:x=5-4s,y=T7-Ts.
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7.2.4. Odchylka dvou pfimek

%ﬂ Vyklad

Pokud se v zadani ptikladu objevi vypocet velikosti uhlu, odchylka, kolmost nebo méteni

vzdalenosti, jednd se o metrickou ulohu.

Odchylkou dvou ptimek p, g v rovin€ rozumime velikost ostrého nebo pravého thlu, ktery

sviraji.

Méme dvé pfimky p,q vroving, u,v resp. 7i,, 7, jsou po fad€ jejich smerové resp.

normalové vektory. Pro odchylku piimek p, g plati:

17
'v Resené ulohy

Piiklad 7.2.14. Pfimka p prochazi body A[3,1], B[4, 0], ptimka ¢ prochazi body

K [2, 5],L[2, 7] . Vypocitejte odchylku téchto ptimek.

Reseni:
Pro piimku p je smérovy vektor i = B—A=(1,~1) a normalovy vektor 7i, =(I,1).
Pro pfimku ¢ je jeji smérovy vektor v=L-K = (O, 2) a jeji normalovy vektor

i, =(2,0). Odchylku Ize vypocitat dvéma zplisoby

a) jako odchylku smérovych vektort:

jiiv 1-0+(-1)-2] 2

cosa = cosg=——=——=—" = g =45",
FilE V22 2
b) jako odchylku normalovych vektort:
nn 1-2+1-0
cosa=@ cosazgzﬂzazﬁo.
‘np”nq‘ V2.2 2
7 -
AR Ulohy k samostatnému reSeni

18. Urcete odchylku ptimek p:3x—4y+7=0aqg:x+2y—-1=0.
19. Pfimka p prochazi body A[—Z, 4],B[O, 1] , pfimka ¢ prochazi body K [—2, 3],L[2, 2].

Vypocitejte odchylku téchto ptimek.
20. Urcete odchylku ptimek m:x=2+¢t,y=3+3t;n:x=5-4s,y=7-7Ts.
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7.2.5. Kolmost dvou piimek

Vyklad

Ptimky, jejichz odchylka je 90°, jsou kolmé.

Mame dv¢ pfimky p,q vroving, u,v jsou jejich smérové a 7, 71, jejich normalove vektory.

Potom nasledujici vyroky jsou ekvivalentni:

Pfimky p,q jsou kolmé.

Vektory u,v jsou kolmé, coz plati praveé, kdyz uv =0.

Vektory 7,7, jsou kolme, coZ plati prave, kdyz n,7n, =0.

Vektory u,7, jsou kolinearni (vektor 7, je smérovym vektorem piimky p a vektor u je
normalovym vektorem piimky ¢ ).

Vektory v,7, jsou kolinearni (vektor 7, je sm€rovym vektorem piimky ¢ a vektor v je

normalovym vektorem piimky p).

Resené ulohy
Priklad 7.2.15. NapisSte obecnou rovnici piimky p , ktera prochazi bodem A[l, 1] a je kolma
k pfimce ¢:5x+4y—-7=0.

Reseni:
Normélovy vektor piimky ¢, 7i, = (5, 4), je smérovym vektorem piimky p .
Jeji normalovy vektor je pak 7, = (4, - 5) a obecnd rovnice primky ma tvar

p:4x—-5y+c=0.
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Konstantu ¢ vypocitame dosazenim soutfadnic bodu A[l, 1] do rovnice ptimky:

4-1-5-1+¢c=0=c=1.

Obecna rovnice ptimky p je p:4x—5y+1=0.

Priklad 7.2.16. Urcete souradnice bodu M , ktery je patou kolmice k£ sestrojené v bodé
P[5, -5] k ptimce p:2x—5y-6=0.

ReSeni:

Hledany bod M je prasecik ptimky p a kolmice % .

Normalovy vektor pfimky p je sm€rovym vektorem pfimky k: 7, =5, = (2, —5).

Normélovy vektor piimky & je 7, =(5,2).

Piimka k& ma obecnou rovnici 5x+2y+c¢=0, ¢ vypocCitame dosazenim soufadnic

bodu P[S,—S] do rovnice: 5-5+2(=5)+c=0=c=-15.
Sx+2y-15=0

VyfteSime soustavu

2x=5y—6=0

X

Ulohy k samostatnému fe

21. Bodem A[l, 1] ved'te kolmici k pfimce p:2x -5y +1=0.

Seni

, dostanemex =3, y=0, M [3, O] je hledany bod.

22. Urcete m tak, aby pifimky a, b byly kolmé. a:3x+y—-5=0,b:mx+6y—-7=0.

23. Urcete soufadnice bodu M ', ktery je patou kolmice k& sestrojené v bodé M [1, —2] k

piimece p:3x—-2y+19=0.

7.2.6. Vzdalenost bodu od primky

Vyklad

Pro vzdalenost d (A, p) bodu A[al,az] od ptimky p:ax+ by +c =0 plati vzorec:

Poznamka

Jmenovatel zlomku \a® +b* je velikost normalového vektoru piimky p .

d(4,p)

B |aa1 +ba, + c|

Na' +b*

Pro vzdalenost rovnobézek a(A,u) a b(B,v) plati: d(a,b)=d(A4,b)=d(B,a).

i
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12 . 1y
_v Resené ulohy *

Piiklad 7.2.17. Urcete vzdalenost bodu M [1,—3] od pfimky p:3x—4y+5=0.

ReSeni: Dosadime do vzorce

_|aa1+ba2+c|:> :‘3'1_4(_3)4_5‘:@:4

d(M,p)=———"=d(M,p)
() va' +b’ ( 3?+(-4) O
Priklad 7.2.18. Napiste rovnici piimky, kterd ma od ptimky m:3x—y+7 =0 vzdalenost

d=410.

ReSeni: Bude se jednat o dvé rovnobézky a,a’, staéi nam najit jeden bod na kazdé
z nich, normalové vektory jsou stejné jako normalovy vektor piimky m .

Hledany bod bude A4 [al, az] .

a(am)-Bazet g LBaatT ge o -0,

3%+ (-1) Jio

Z vlastnosti absolutni hodnoty dostaneme dvé rovnice, z kazdé vypocitame jeden bod,

bude to hledany bod rovnobézky:

1. 3a,—a,+7=10 = a, =3a, -3, zvolime si g, =1, vypocitame a, =0 = A[l, 0],

2. —(3a,—a,+7)=10 = a, =3a,+17, zvolime si g, =1,vypotitime a, =20,
A'[1,20].

Bod A[l, O] leZi na pfimce a:3x—y+c =0,vypocitame ¢ dosazenim jeho soutadnic,
¢ =-3. Obecna rovnice piimky a:3x—y-3=0.

Bod A'[1,20] lezi na pfimce a':3x—y+c'=0, vypotitame ¢’ dosazenim soufadnic

bodu A', ¢'=17. Obecna rovnice pfimky a':3x—y+17=0.

N ) N4
ﬂ.l\ Ulohy k samostatnému feseni 7,’,-\

24. Vypocitejte vzdalenost bodu H[2,6] od piimky b:x=2+4¢,y =-3+3t.

25. Napiste rovnici piimky, ktera je rovnobézna s piimkou x — y+1=0 a ma od ni
vzdalenost d =2+/2 .

26. Urcete vzdalenost rovnobéznych ptimek p:x—-2y+4=0,g:x-2y+9=0.
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7.3. Kruznice

7.3.1. Definice kruznice

%ﬂ Vyklad %ﬂ

Mnozina vSech bodl v roving, které maji od pevného bodu konstantni vzdalenost, se nazyva

KruZnice.

Je-li S[m,n] stred kruznice, X[x,y] libovolny bod kruznice a &slo » polomér kruznice, pak

vzdalenost bodli S, X je dle definice kruZnice rovna poloméru

JGmm + () =r.

Po umocnéni dostaneme stiedovy tvar rovnice kruznice:

k: (x=m) +(y—n) =r.

Je-li S[0,0], pak rovnice kruZnice je k: x*+y>=r".

17 17
‘v Resené ulohy *

Priklad7.3.1. Upravte na stiedovy tvar obecnou rovnici kruznice x>+ y> —6x—4y—3=0.

ReSeni:
Rovnici piepiseme (x2 - 6x)+ (y2 —4 y)—3 =0 a vyrazy v zavorkach upravime na
druhé mocniny dvojc¢lenu.
(x> —6x+9)+(y> —4y+4)-3=9+4,
(x-3) +(y-2) =16.

Stfed kruznice je S [3, 2] , polomér r=4.

N7 o N
AR Ulohy k samostatnému reSeni AR

27. Upravte na stfedovy tvar obecnou rovnici kruznice:
a)x’+y> —6x+8y—-119=0,
b)x*+y* +14x-2y-31=0,

c)2x> +2y° —16x—12y =0.
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7.3.2. Vzajemna poloha kruznice a pfimky

%ﬂ Vyklad

Ptimka, kterd ma s kruznici spolecny pravé jeden bod, se nazyva te€na kruznice.
Ptimka, kterd ma s kruznici spolecné praveé dva body, se nazyva se€na kruznice.

Ptimka, kterd nema s kruznici spoleény zadny bod, se nazyva vnéjsi primka kruznice.

t te¢nakruznice, 7 bod dotyku, ST 1t¢, |ST | =r,
s secna, U,V pruseciky se€ny s kruznici, usecka |U V| je tétiva,

q vngjsi pfimka

Je-li k:(x—m) +(y—n) =r* stiedova rovnice kruznice a bod T [t1 ,tz] jeji bod, pak rovnice

te¢ny v bod¢ 7 ma tvar:

t:(x—m)(t1 —m)+(y—n)(t2 —n):rz.

17
'v Resené ulohy

Piiklad 7.3.2. Urgete rovnici te¢ny ¢ kruznice k:(x—3) +(y+12)° =100 v bod& L[9,~4].

ReSeni: Musime ovéfit , jestli bod L[9,~4] lezi na kruznici & :(x-3)" +(y+12)° =100

(9-3) +(-4+12) =100 = 6> +8> =100 = 36+ 64 =100 = 100 =100 = Lek.
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Nyni dosadime do vzorce pro rovnici te¢ny ¢:(x—m)(t, —m)+(y—n)(t,—n)=r" a
upravime:
t:(x=3)(9-3)+(y+12)(—4+12) =100,
t:6(x—3)+8(y+12)-100=0,
{16x+8y—22=0,

t:3x+4y-11=0.

ptimky m:-3x+4y+7=0 akruZnice k:(x—3)2 +(y+12)2 =100, urcete

spole¢né body, pokud existuji.

ReSeni:
Mame vyftesit soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych, jedna z rovnic je kvadraticka,
feSime dosazovaci metodou.
—3x+4y+7=0
(x=3)" +(y+12)" =100
Resime dosazovaci metodou. Z prvni rovnice vyjadiime jednu proménnou, napf.

x:4y+7 4y+7

2
, a dosadime do druhé rovnice: ( - 3) + (y +12)* =100,

4y-2Y’
upravime ji (yTj +(y+12)* =100,

L0
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2
[Mj—k(yz +24y+144) =100

9
16> =16y +4+9y* +216y+1296-900=0
25y% +200y+400=0
y? +8y+16=0
(y+4) =0 = y,, =—4, (diskriminant D =0).

4y+7

Dosadime do x = a dostaneme x =-3. Je to jediné feSeni, jedna se tedy o

te¢nu, bod A[-3,-4] je bodem dotyku.

6 -4 -20/46810 12 14 x

A k

-10
12 +S
-14
-16
-18
20

-22

Priklad 7.3.4. Rozhodnéte o vzajemné poloze piimky p:x—2y+5=0 akruznice

k:x*+y*> =10, uréete spoleéné body, pokud existuji.

Refeni: Opét mame vyiesit soustavu dvou rovnic o dvou neznamych, jedna rovnice je
kvadraticka, druha linearni.
x*+y* =10
x=2y+5=0

Z linearni rovnice vyjadiime x =2y -5, dosadime do rovnice kvadratické

(2 y— 5)2 +y* =10 a po upravé ziskame rovnici  y* -4y +3=0, jeji diskriminant
i 4+2

D =4, jeji kofeny jsou y,, = - =y =3y, =1

Dosadime postupné do rovnice x =2y —5 a vypocitame x, =1,x, =-3.

Soustava ma dvé feSeni, jedna se tedy o se€nu s pruseciky 4, [1, 3], 4, [— 3, 1].

L0
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Poznamka

Z uvedenych prikladii 7.3.3. a 7.3.4. muZeme shrnout poznatky o klasifikaci vzajemné polohy

primky a kruznice do nékolika bodii.
Pri 7eSeni soustavy 2 rovnic, linearni a kvadratickeé,volime tento postup:
a) z linearni rovnice vyjadirime jednu neznamou a dosadime do rovnice kvadraticke,
b) kvadratickou rovnici upravime a podle diskriminantu D rozhodneme takto:
je-li D <0, primka je vnéjsi primkou kruznice,
je-li D =0, primka je tecnou kruznice,

je-li D >0, primka je secnou kruznice.

Priklad 7.3.5. Urcete, pro které hodnoty parametru ¢ € R ma ptimka p: y=x+c
s kruznici x> + y* —2 =0 prave jeden spole¢ny bod, dva spole¢né body,

zadny spolecny bod.

Do rovnice kruznice dosadime rovnici pfimky a umocnime:
¥ +x’ +2xc+c’ —2=0=2x"+2xc+c’ -2=0.
D=4c* —4.2(c* —2)=—4c* +16

—4c’ +16=0=c’ =4 =|d =2

Zaver: |c| <2:pjesecna,

c| =2:pje teCna,
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Priklad 7.3.6. Zbodu M5, 2] ved'te te¢ny ke kruznici & :(x—3)* +(y+12)* =100.

ReSeni:

Bod M5, 2] je bodem tegny, ale ne bodem dotyku.
Ovétime, ze bod M je vnéjSim bodem kruznice dosazenim jeho soufadnic do rovnice
kruznice: (5-3)> +(2+12)* =4+14> =200 > 100.
Nyni jeho soufadnice dosadime do rovnice tecny
t :(x—3)(t1 —3)+(y+12)(t2 +12)=100
a tedy (5-3) (1, =3)+(2+12)(1, +12) =100.
Upravime a dostaneme linearni rovnici 2t,+14t, +62=0 = ¢ +7t,+31=0.
Soufadnice [l‘1 , t2] jsou soufadnicemi bodu dotyku, musi vyhovovat rovnici kruznice

ke (t,=3) +(t, +12) =100.
Z linearni rovnice vyjadiime jednu soufadnici, napt. ¢, =-7¢, —31 a dosadime do

kvadratické rovnice (-7¢, =31-3) +(z, +12)* =100,

tu upravime na tvar t;+10t, +24=0,
t,=—4, t; =-6,
t,=-3, t =11.

Body dotyku hledanych tecen jsou T [— 3,- 4] aT '[1 L, - 6].
Postupné dosadime soutradnice bod 7,7" do rovnice tecny
t:(x=3)(1, =3)+(y+12)(1, +12) =100,

t:3x—4y-7=0, t:4x+3y-26=0.

Y
6 -4 -2 0 / 4 6 8 10 : 12 14 16 «x
T 4
t -6 T
8 -
t
-10
12 =)
-14
16
k
-18
-20
-22
* X
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* *
*



Zaklady matematiky Analyticka geometrie

Piiklad 7.3.7. Vedte te¢ny ke kruznici & : (x - 1)2 +(y+ 2)2 =8 kolmo k piimce
p:x=ty=t.
Reseni:
Y Reseni se pokusime vy¢ist z obrazku.

Hledané tecny jsou dvé€, spojnice bodl

dotyku T7T' téchto teCen je rovnob&zna

s danou pifimkou p a prochdzi stfedem

kruznice S. Povedeme tedy nejprve
piimku p' rovnobézné¢ s p stredem

kruznice.

x=t L x= 1+¢
: = :
P y=t P y=—2+t

Najdeme priseciky pfimky p' s danou kruznici & :(x— 1)2 +(y+ 2)2 =8. Do rovnice

x= 1+t
kruZnice dosadime parametrické vyjadieni pfimky p' :{ et
y=—z+

(1+7- 1)2 +(-2+1+ 2)2 =38, zavorky upravime a mocniny secteme:

P+t =8=2=8=1t'"=4=1=12.

x= 1+¢
Parametr ¢ dosadime do parametrického vyjadieni piimky p':{ - a ziskame
y=-2+

dva body dotyku hledanych tecen.
= 1+2 = 1-2
r=14" ~[3,0]. r={" ~[-1,-4].
y=—2+2 y=-2-2

Body T, T' dosadime do rovnice te¢ny kruznice

t:(x—m)(z‘1 —m)+(y—n)(t2 —n)=r2

t:(x=1)(3-1)+(y+2)(0+2)=8,  1':(x—1)(=1-1)+(y+2)(-4+2) =8,

t:x+y-3=0. t":x+y+5=0.
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Poznamka
Podobné bychom resili ulohu, ve které by tecny ke kruznici byly rovnobézné s danou primkou
p, stredem kruznice bychom vedli kolmici k dané primce p, (viz nasledujici obrdzek).

Nasledoval by stejny postup jako v priklade 7.3.7.

Ulohy k samostatnému feseni

28. Napiste rovnici teény kruznice (x —2)° +(y —4)* = 25 v bodé Al6,1].

29. Napiste rovnice teGen kruznice (x+ 1)2 +(y- 3)2 =125, které jsou kolmé k pfimce
pix=2t,y=t.

30. Napiste rovnice te¢en kruznice (x — 2)2 +(y+ 2)2 =52, které jsou rovnobé&zné s ptimkou
p:x=2t,y=-3t.

31. Je dana kruznice £ se sttedem S[1, 2] a polomérem r = 5. Dale jsou dany body
A[2, 0], B[S, 9]. VySetiete vzajemnou polohu kruznice k a piimky AB.

32. Urcete, pro které¢ hodnoty parametru k¥ € R ma dana pifimka p: y =k(x—1) s kruznici

x> +y® +2x =0 pravé jeden spoleény bod, dva spole¢né body, zadny spole¢ny bod.
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7.3.3. Kruznice z danych prvki

Vyklad

V této kapitole se podivame na analytické vyjadieni kruznice z danych prvkl. V planimetrii

jsem pouzili pravitko, tuzku a kruzitko, zde bude tuzka stacit.
Resené ulohy
Piiklad 7.3.8. Urcete stfedovou rovnici kruznice, ktera prochazi body A[4,3], B[-2,3] a
dotyké se soutadnicové osy x.
Reseni:
Abychom mohli zapsat rovnici kruznice, potiebujeme znat souradnice stiedu S [m,n]

a polomér kruznice r .
Nejdiive se zamyslime nad posledni podminkou. Jestlize se kruznice dotyka

osy x, pak je polomér kruznice roven druhé soutadnici stfedu kruznice, » =n.
Body A[4,3], B[-2,3] lezi na kruznici, musi tedy jejich soufadnice splfiovat rovnici
kruznice k:(x—m)’ +(y—n)’ =r>. ProtoZe je r =n, rovnice kruznice bude ve tvaru
k:(x—m) +(y—n) =n. Dosadime tedy soufadnice bodti 4,B do této rovnice.
Aek: (4—m)2 +(3—n)2 =n®,
Bek: (—2—m)2 +(3—n)2 =n’.
Dostali jsme soustavu dvou rovnic o dvou neznamych. Tu nyni vyfeSime.

16-8m+m* +9—6n+n’ =n’

A4+4dm+m* +9—6n+n’ =n’

[}

Rovnice od sebe odeéteme a dostaneme

o
=~

jednu rovnici o jedné nezndmé:

12-12m=0=>m=1.

S

Dosadime do jedné z rovnic a vypocitame n: B S A

¢4

16-8+1+9—6n+n*=n’,
18—6n=0,

n=23. L

N

KruZnice ma rovnici

Ry
-
=}
N
w
x

k:(x=1+(y-3)=9. o N
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Priklad 7.3.9. NapiSte rovnici kruznice, ktera ma stfed S [5,—1] a dotyka se ptfimky

p:3x+4y+14=0.

Refeni: Vzdalenost bodu S od piimky p je rovna poloméru kruZnice.
[3-5+4(-1)+14 5
V3447

Kruznice ma rovnici  k:(x—5) +(y+1)° =25.

r=d(s,p)

Ulohy k samostatnému feseni

33. Napiste rovnici kruznice, ktera prochazi bodem A[4, 4] a pruseciky kruznice
x*+y° +4x -4y =0 spiimkou p:x+y=0.

34. Napiste rovnici kruznice, kterd prochazi body A[12, 10],B[6, 2] a sted leZi na pfimce
p:3x—4y-3=0.%

35. Napiste rovnici kruznice, ktera ma stfed na ose prvniho kvadrantu a dotyka se piimek

p:3x+4y+6=0agq:-5x+12y+38=0.%
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7.4. Elipsa

7.4.1. Definice elipsy

Vyklad

Elipsa je mnozina vSech bodit M v roving, které maji od dvou riiznych pevné zvolenych

bodut (ohnisek E, F') konstantni soucet vzdalenosti (2a ), ktery je vétsi nez vzdalenost

ohnisek. |EM | + |FM | =2a

A,B  hlavni vrcholy elipsy o, hlavni osa elipsy

E,F  ohniska 0, vedlejsi osa elipsy

C,D  vedlejsi vrcholy elipsy S stied elipsy

a= |AS| = |BS| = |EC| = |FC| = |ED| = |FD| hlavni poloosa elipsy

b= |CS | = |DS | vedlejsi poloosa elipsy, e= |FS | = |ES | excentricita elipsy

Pro a,b,e plati Pythagorova véta: a’ =e’ +b°.

V soustavé soufadnic méjme danu elipsu o stieduS [m,n], a je hlavni poloosa, b

vedlejsi poloosa, EF | x, pak stitedova rovnice elipsy ma tvar:

2 2
ol Gl
a b

Je-li stied elipsy v pocatku soustavy soutadnic, S [0, O] , pak ma jeji rovnice tvar

+2 =1,

b

2 2
2

QN| =
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Oto¢ime-li v soustavé soufadnic o pravy uhel danou elipsu o stfedu S[m, n], hlavni

poloose a, vedlejsi poloose b, pak EF] || y a stiedovy tvar rovnice elipsy bude

(x-m)® (y—n)’
2 + 7 =1.

Je-1i stfed elipsy v pocatku Oxy, S[0, 0], ohniska E, F leZi na ose y, pak jeji sttedova

2 2
. x
rovnice je I A

b a’
17
'v Resené ulohy

Priklad 7.4.1. Obecnou rovnici elipsy pfeved’te na stitedovy tvar a urcete jeji

charakteristické prvky: 4x* +9y° —8x—36y+4=0.

ReSeni:
Rovnici si pfepieme (4x* —8x)+(9y> —36y)+4=0,
ze zavorek vytkneme 4(x2 — 2x)+ 9()/2 — 4y)+ 4=0,

vyraz v zavorce doplnime na druhou mocninu dvoj¢lenu
Ax* —2x+1)+9(y> —4y+4)+4=4+36,

piepiSeme na tvar 4(x - 1)2 + 9(y - 2)2 =36,
2 2
G- (=2
9 4
a mame stfedovy tvar rovnice elipsy, S [1, 2], a=3,b=2,e=~a’-b*> =5,
E[-+/5,2], F[1++/5, 2]

vydélime 36

Priklad 7.4.2. Napiste rovnici elipsy, kterd mé ohniska E[-2, —2], F[-2, 6] a jeden hlavni
vrchol je A[-2, 7].

ReSeni:

p o “o y E+F
Hlavni osa elipsy je rovnobé&zna s osou y, stied S =

=[-2,2], a=AS =5,

e=ES=FS=4,b=~a*—e> =+/25-16 =49 =3

2 2
(42 =2 _,
9 25

Efm -224-
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Priklad 7.4.3. NapisSte rovnici elipsy, kterd ma osy rovnobézné s osami soutradnic, dotyka se

osy x 1y a jeji stfed je v bodé S[4,-2].

ReSeni:
Elipsa se dotyka osy y, to znamena, ze jeji hlavni vrchol je bodem dotyku a hlavni
poloosa a =4, zaroven se dotyka osy x, takze jeji vedlejsi vrchol jenaosexa b=2.

(=4’ 0+ _,
16 4

Rovnice elipsy ve sttedovém tvaru je

Priklad 7.4.4. Jakou rovnici ma piimka, ktera prochazi sttedem kuzelosecky

4x> +y* —16x+2y+1=0 aje kolma k piimce 2x+3y-5=07?

Reseni:
Musime nejdiive upravit rovnici na stfedovy tvar, pouzijeme stejny postup jako
v pfedchozim piikladé.
(4x” —16x)+ (> +2y)+1=0,
4(x* —4x+4)+(y7 +2y+1)=16,
(-2 (+1f |

4 16
Stied elipsy ma soufadnice S [2, — l] . Hledana ptfimka ma byt kolméd k2x+3y-5=0,

proto jeji normalovy vektor je n = (3, —2) a obecna rovnice je 3x—2y+c=0.
Dosadime soufadnice stiedu a dostaneme  3-2—2(—1)+¢c=0=c=-8.

Obecna rovnice hledané piimky je 3x—2y—-8=0.

N
AR

Ulohy k samostatnému feseni

36. Obecnou rovnici pieved’te na stiedovy tvar a urcete jeji charakteristické prvky:

a) 2x> +3y° —12x+3y+6,75=0,
b) 4x>+9y” +8x—-18y-23=0,

c) x> +16y>-8x=0.

i
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7.4.2. Vzajemna poloha elipsy a pfimky

Vyklad

Ptimka, kterd ma s elipsou spole¢ny praveé jeden bod, se nazyva te€na elipsy.
Ptimka, kterd ma s elipsou spole¢né pravé dva body, se nazyva secna elipsy.

Ptimka, kterd nema s elipsou spole¢ny zadny bod, se nazyva vnéjsi piimka elipsy.

t  tecna elipsy,
T bod dotyku,
N secna,

U,V priseciky

seCny s elipsou,

q  vné&jsi primka.

geai Gmm) (=)

p 2 =1 stfedova rovnice elipsy a bod T [tl,tz] jeji bod, pak rovnice tecny

v bodé T ma tvar:

(x=m)(4,-m) (y—n)(t,—n)

t: + =1.
a’ b*
x2 y2
Je-li — +b—2 =1 rovnice elipsy a bod T [tl ,tz] jeji bod, pak rovnice te¢ny v bod¢ 7 ma tvar:
xt, yt
[y —2=1.
a> b

Poznamka
Pro klasifikaci vzajemné polohy primky a elipsy plati stejné postupy jako u kruznice a primky,

popsané v poznamce.

Efm -226-
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17 - 17
_v Resené tlohy *

2 2

Priklad 7.4.5. NapiSte rovnice tecen elipsy o +2 1y prisecicich s ptimkou

25
p:7x—2y-50=0.

ResSeni: Nejdiive najdeme priseciky piimky a elipsy.
Mame soustavu dvou rovnic o dvou neznamych, z druhé rovnice si vyjadiime jednu

proménnou a dosadime do prvni rovnice:

2 2
:7x 50 dosadime do rovnice elipsy =42

Tx-2y-50=0 = y 100+2_5:

7x-50Y
X2 2
+ =1

100 25

b

x’ N 49x* —700x+2500 _

1,
100 100

, umocnime:

po Gprave: x* +49x* —700x + 2500 =100,
x* —14x+48=0.

Tx—50
dostaneme

Kofeny rovnice jsou x=8x'=6 a po dosazeni do y=

y=3’y’=_4'

Priiseciky jsou T'[8,3],77[6,—4].

Tecna v bode T[8,3]: t:8—x+3—y:1:t:2x+3y—25=0.
100 25
. - , 6x 4y ,
TecnavbodeT[6,—4]: t'———=1=1¢":3x-8y-50=0.
100 25

o<
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N
LN

2 2
Priklad 7.4.6. Napiste rovnici teny k elipse (x ;52) + (y _93) =1 vjejim bod¢ T [6, ?] .

ReSeni:

Nejdiive vypocitime druhou soutadnici bodu dotyku.

2 2
(6-2) ,(6-3) | 252 1501, +144=0 = 1, =22y =&

25 9 5775
Budeme mit tedy dva body dotyku
T{6,ﬁ} T’[6,§}advéteény
5 5
24 6
-3)| =—-3 (y=3)| --3
_2)(6-2) ( j ~2)(6-2
e 0N ey I
25 9 25 9
t:4x+5y—-48=0. t':4x-5y—-18=0.
y x
6 _—
5 T"
L
4
, S
? t
1 /T
2 0 2 6 8 X
1
-2
Ulohy k samostatnému feseni

37. Napiste rovnici te¢ny elipsy 5(x +2)* +25(y —1)* =100 v bodé 4[-2, 3].

38. Napiste rovnici te¢en elipsy 4x* +9y° =36 zbodu M [1 5, 10] %

(erl)2
4

39. Napiste rovnice tecen k elipse +y* =1 v prisedicich s pfimkou
m:x=1+2t,y=2+t¢.
40. Urcete pro které hodnoty parametru ¢ € R mé piimka p: y =c selipsou x> +4y° =36

pravé jeden spole¢ny bod, dva spole¢né body, Zadny spole¢ny bod.

L]
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Analyticka geometrie

7.5. Hyperbola
7.5.1. Definice hyperboly

Vyklad

Hyperbola je mnozina vSech bodii M v roving, které¢ maji od dvou riznych pevné zvolenych

bodu (ohnisek E, F') konstantni rozdil vzdalenosti (2a), ktery je mens$i nez vzdalenost

ohnisek. ‘|EM| — |FM” =2a
0,
Y
b e

ga 2
0, hlavni osa hyperboly,
A,B hlavni vrcholy hyperboly,
EF ohniska,
S stted hyperboly,
u,v asymptoty,

a= |AS| = |BS| hlavni poloosa hyperboly,

0, vedlejsi osa hyperboly,

b vedlejsi poloosa hyperboly,

e= |F S | = |ES | excentricita (vystfednost) hyperboly

Pro a,b,e plati Pythagorova véta: a’ +b> =e”.

i
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V soustavé souradnic méjme danu hyperbolu o sttedu S[m,n], a je hlavni poloosa,b

vedlejsi poloosa, EF ||x , pak stfedovy tvar rovnice hyperboly je:

(c-mf _(-nf _,
a’ b?

Obecné rovnice asymptot jsou u:bx—ay+c=0,v:bx+ay+d =0, konstanty c¢,d se

vypocitaji dosazenim soufadnic stiedu hyperboly do rovnic asymptot.
‘o .Y . b
Ve smérnicovém tvaru maji asymptoty rovnici: y—n=+t—(x—m).
a

Je-li stied hyperboly v poc¢atku soustavy soutadnic S [0,0] a ohniska E, F lezi na ose x,

pak ma jeji stftedova rovnice tvar

R
a> b
Obecné rovnice asymptot jsou u:bx—ay=0,v:bx+ay=0.

o . . b
Ve smérnicovém tvaru maji asymptoty rovnici y =+—x.
a
Otocime-li v soustavé soufadnic o pravy thel danou hyperbolu o stfedu S[m,n],hlavni

poloose a, vedlejsi poloose b, pak EF || y a stiedovy tvar rovnice hyperboly bude:

=nf _(c-m) _,
a’ b’

Obecné rovnice asymptot pak jsou wu:ax—by+c=0,v:ax+by+d =0, konstanty c,d se

vypocitaji dosazenim soufadnic stiedu hyperboly do rovnic asymptot.
‘o . . a
Ve smérnicovém tvaru maji asymptoty rovnici y—n=+—(x—m)

Je-li stfed hyperboly v pocatku soustavy soutradnic, S [0,0] ,aohniska E,F lezinaose y,

pak ma jeji stftedova rovnice tvar

2 2
X
2-2=1.
a” b
Obecné rovnice asymptot jsou u:ax—by=0, viax+by=0.

T . . a
Ve smérnicovém tvaru maji asymptoty rovnici y =+—x

S
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Analyticka geometrie

N
AN

Priklad 7.5.1.

Resené ulohy

Obecnou rovnici hyperboly pieved’te na stfedovy tvar a urcete jeji

charakteristické prvky: 9x*> —4y*> -8y —40=0.

ReSeni: Rovnici si prepiseme 9x* — (4 ¥ +8 y)— 40=0,
ze zavorky vytkneme 9x* — 4(y2 +2 y)— 40=0,
vyraz v zavorce doplnime na druhou mocninu dvojclenu
9x* —4(y? +2y+1)-40=—4,
prepiSeme na tvar 9x* —4(y+1) =36,

2

2
vydélime 36 a mame stiedovy tvar rovnice hyperboly XT - M =1.

9

Charakteristické prvky hyperboly: S[O,—l], a=2b=3e=413, o,/ x.

Rovnice asymptot: u:3x—-2y-2=0,v:3x+2y+2=0.

Priklad 7.5.2.

ReSeni:

Jakou rovnici ma piimka, ktera prochazi stiedy kuzelosecek

xP+y?—6x+2y+1=0a x* —y* +2x+4y-12=0.

Musime nejdiive upravit rovnice na sttedovy tvar, pouzijeme stejny postup

jako v piedchozim prikladé: (x2 - 6x)+ (y2 + 2y)+l =0,

(x2 —6x+9)+(y2 +2y+1):9 = (x=3) +(y+1)’ =9 - jedna se o kruznici.
(x> +2x)-(y* —4y)-12=0,

2 2
(x2+2x+1)—(y2—4y+4):9, (et1) (v-2) =1 - jedna se o hyperbolu.

Stredy

9 9
kuzelose¢ek maji soutadnice S[3,~1], S'[-1,2].

Hledana pfimka ma smérovy vektor s =S'— 8§ = (— 4, 3), jeji normalovy vektor

je (3,

4) a obecna rovnice ptimky p: 3x+4y+c=0.

Dosadime soufadnice stiedu S a dostaneme 3-3+4(-1)+c=0=c=-5.

Obecna rovnice hledané ptimky je 3x+4y—-5=0.

Ulohy k samostatnému feseni

41. Obecnou rovnici hyperboly preved'te na stiedovy tvar a uréete jeji charakteristické prvky:

a) 9x° —5y" +54x—10y+121=0,

b) 2x* -y’ —4x+2y-7=0,

c) 3x°-2y° -8y—-26=0.

i
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Analyticka geometrie

7.5.2. Vzajemna poloha hyperboly a primky

Vyklad

Ptimku, ktera ma s hyperbolou spole¢ny praveé jeden bod a neni rovnobézna s asymptotou,

nazveme te¢nou hyperboly.

Ptimku, ktera ma s hyperbolou spolecné dva body, nebo je rovnobézna s asymptotou

hyperboly, nazveme seénou hyperboly. Se¢na rovnobézna s asymptotou ma s hyperbolou

spole¢ny jeden bod.

wewrs

Ptimku, ktera nema s hyperbolou spole¢ny zadny bod, nazveme vnéjsi pfimkou hyperboly.

0, m
M
T
04
S B F
R
t V
N

u, v asymptoty hyperboly,
t  tecna hyperboly, T  bod dotyku,
p secna, U,V priseciky secny p s hyperbolou,

seCna, M , N priseciky secny m s hyperbolou,
r  secna rovnobézna s asymptotou, R prisecik se¢ny r s hyperbolou,

g  vnéjsi pfimka.

L]
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Je-li (x_m)2 _ (y_n)2

e 2 =1 rovnice hyperboly a bod T [t,,tz] jeji bod, pak rovnice tecny

v bodé T ma tvar:

2 2
Je-li (y ;zn) _ (x ;)Zm)

=1 rovnice hyperboly a bod T [tl,tz] jeji bod, pak rovnice tecny

v bodé T ma tvar:

~—

t:(y—n (tz—n)_(x—m)(ll—m) _1

17
'v Resené ulohy

Priklad 7.5.3. Urcete vzajemnou polohu pifimky p:x =5+4t,y =4+ 5t a hyperboly

x'—-y*=9.

ResSeni:
Dosadime do rovnice hyperboly parametrické vyjadfeni piimky, vyfeSime
kvadratickou rovnici a podle poctu feSeni rozhodneme o vzajemné poloze pfimky a

hyperboly.
(5+4t) —(4+5t) =9,

25+ 40 +16¢> — (16+40¢ + 257 )= 9,

9-9t2 =9,
t=0. 8

u Vv
Uloha ma jediné fe$ent, jde tedy o te¢nu, bod

4 T
dotyku ma souradnice T [5, 4], nebo o se¢nu,
A
10 ¥ B 5f 10 X

ktera je rovnobézna sjednou asymptotou.
Tuto moZnost nyni oveéfime. Rovnice
asymptot jsou x+y=0 a x-y=0,

v parametrickém vyjaddfeni x=¢y=—t a
-12

x=t,y=t, pifimka p je sasymptotami

riznobéZna a jedna se opravdu o te¢nu.
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+2) (y-3)
Priklad 7.5.4. Napiste rovnici teCny hyperboly (x 7 ) - (y12 ) =1 v jejim bod¢ T [2, ?].

ResSeni:

Dosadime danou soufadnici bodu dotyku do rovnice hyperboly a najdeme jeho

druhousoufadnici:
(2+2)° (y-3) (y=3) )
- =24~ =] —-6y-27=0 =-3, =9.
4 12 - 12 DA =Y Y

Body dotyku maji soufadnice: 7] [2,—3] , T, [2, 9].

Dosadime 7, [2,—3] do rovnice tecny ¢: (x - 2{4(2 - 2) - (y _3)1(2_3 _3) =1.

Po Gpravé ma te€na rovnici ¢, :2x+y—1=0.

Dosadime 7, [2, 9] do rovnice tecny ¢: (x+ 2{4(2 il 2) - (y _31)59 _3) =1.

Po Gpravé ma tecna rovnici ¢, : 2x—y+5=0.

2 2

Priklad 7.5.5. Urcete vzajemnou polohu pfimky 3x -2y +2 =0 a hyperboly XT EA

9

ReSeni:  Z rovnice pfimky 3x -2y +2 =0 si vyjadiime x = 2)}3—_2 ,

>
3 y_2=1

dosadime do rovnice hyperboly a dostaneme - -

4 9
L]
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upravime natvar ¥’ -2y+1-)’=9=2y=-8 = y=—4.

Dosadime do x = 2y 3_ 2

1 .
a vypoclitdme x = —?0 . Pfimka a hyperbola maji spole¢ny

pravé jeden bod. Mohlo by se jednat o te¢nu, ale protoze rovnice asymptoty nasi
hyperboly je 3x—2y =0, pak pfimka o rovnici 3x—-2y+2 =0 je s asymptotou

rovnobézna, takze se jednd o secnu.

<

Poznamka
V pripade tecny vychazi po upravé kvadraticka rovnice, ktera ma jeden dvojnasobny koren a
ten je souradnici bodu dotyku. Pokud se jednd o secnu rovnobéinou s asymptotou, pak

dostaneme linedrni rovnici a jediné reseni, coz je nas pripad.

Ulohy k samostatnému feseni
42. Napiste rovnici te¢ny hyperboly (x+ 1)2 —(y- 3)2 =9, kter4 prochazi bodem A[-6, —1].

2 2

43. Urcete vzdalenost priseciki piimky p:4x—3y—12=0 s hyperbolou % - yj =1.

44. V priseéicich piimky p:x—y+1=0 s hyperbolou (x —3)* — y*> =16 sestrojte teény
hyperboly.
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7.6. Parabola

7.6.1. Definice paraboly

Vyklad

Parabola je mnozina vSech bodiit M v roving, které maji od dan¢ho pevného bodu

(ohniska F') a od dané piimky (fidici ptfimky d ) stejnou vzdalenost.

|MF|=d(M,d)
o
F ohnisko paraboly
vrchol paraboly
F| d fidici ptimka paraboly
p parametr, p‘ = |Fd| = 2|FV]|

ol

V soustavé soufadnic méjme danu parabolu s vrcholem V[m,n] a parametrem p , 0|| Vv,
pak vrcholovy tvar rovnice paraboly je:
2
(x=m)" =2p(y—n).

Osa paraboly ma rovnici x—m = 0. Ridici pfimka ma rovnici y —n + g =0.

Je-li vrchol paraboly v poc¢atku soustavy soufadnic, V[0,0], pak jeji vrcholova rovnice ma
tvar x=2py.

Osa paraboly je totozna s osou y a tidici pfimka ma rovnici y = —g .

V soustavé souradnic méjme danu parabolu s vrcholem V[m, n] a parametrem p, 0|

x 3
pak vrcholovy tvar rovnice paraboly je:
2
(vy=n)' =2p(x—m).
Osa paraboly ma rovnici y—n = 0. Ridici pfimka mé rovnici x —m +§ =0.
Je-li vrchol paraboly v pocatku soustavy Oxy ,V[0,0] ,pak jeji rovnice mé tvar y* =2px.

Osa paraboly je totoznd s osou x a fidici pfimka ma rovnici x = —g .
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12 . 1y
_v Resené ulohy *

P¥iklad 7.6.1. Urcete vrchol, parametr a ohnisko paraboly y° —8x+6y—7=0.

Reseni:
Obecnou rovnici paraboly upravime na tvar Y +6y=8x+7,
vyraz na levé strané rovnice upravime doplnénim 9 na druhou mocninu dvojc¢lenu
Y +6y+9=8x+7+9,
piepiSeme na mocninu a z pravé strany vytkneme (y + 3)2 = 8(x + 2).
Vrchol paraboly je V[— 2,— 3] , parametr p =4, osa o//x, ohnisko F[0,-3], fidici

piimka ma rovnici x = —4.

P¥iklad 7.6.2. Urcete vrchol, parametr a ohnisko paraboly 2x*> —8x+12y-16=0.

ReSeni:
Zapis rovnice si upravime na tvar 2x* —8x=-12y+16,

z levé strany vytkneme 2 a doplnime vyraz v zdvorce na druhou mocninu dvoj¢lenu
2(x? —4x+4)=—12y+16+8,
pfepiSeme na mocninu a z pravé strany vytkneme 2(x - 2)2 = —12(y - 2),

rovnici vydélime 2 a madme vrcholovou rovnici (x - 2)2 = —6(y - 2) .

Vrchol paraboly je V[2, 2], p=3,0sa0/y, F[2, %] , rovnice fidici pfimky y = %

I Poznamka I

Parametr p urcuje, jak moc je parabola , oteviena“ ¢i ,,uzavienad“. Znaménko u parametru

oznaci smer ,, otevieni “ paraboly ( vpravo, vlevo, nahoru, dolii).

| o N/
AR Ulohy k samostatnému resSeni AR

45. Obecnou rovnici paraboly preved'te na vrcholovy tvar a urCete jeji charakteristické prvky:
a) 3x’+36x—y+108=0,

b) x*+10x—4y+37=0,
c) 3y°—x-12y+18=0.
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7.6.2. Vzajemna poloha paraboly a pfimky

Vyklad

Ptimka, kterd ma s parabolou spole¢ny pravé jeden bod a neni rovnobézna s osou paraboly, se

nazyva tena paraboly.

Ptfimka, kterda ma s parabolou spolecné pravé dva body, nebo je rovnobézna s osou paraboly,

se nazyva secna paraboly. Secna rovnobéZna s osou paraboly ma s parabolou spolecny jeden

bod.

Ptimka, kterd nema s parabolou spole¢ny zadny bod, se nazyva vnéjsi primka paraboly.

t tena paraboly
T bod dotyku

r secna

U,W priseciky secny r

s parabolou

S sefna rovnobézna s osou
paraboly
S prisecik secny s

s parabolou

q vnéjsi primka paraboly
Je-li (x—m)2 =2p(y —n) vrcholovy tvar rovnice paraboly, o//y, bod T [tl,tz] je jeji
bod, pak rovnice te¢ny v bodé¢ 7 ma tvar
t: (x—m)(t1 —m) =p(y+t,—2n).
Je-li vrcholova rovnice paraboly ve tvaru x* =2py a bod T [tl,tz] jeji bod, pak rovnice

teCny v bodé T ma tvar t: xt;=p(y+t,).

Je-li (y—n)2 =2p(x—m) vrcholovy tvar rovnice paraboly, o//x, bod T [tl,tz] je jeji
bod, pak rovnice teny v bodé¢ 7" ma tvar
t: (y—n)(t2 —n)=p(x+t1 —2m).
Je-li vrcholova rovnice paraboly ve tvaru y? =2px a bod T [tl,tz] jeji bod, pak rovnice

teCny v bodé 7 ma tvar t: yt, = p(x+t)).
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1/
-v Resené ulohy

Priklad 7.6.3. Napiste rovnici teCny paraboly (x + 1)2 =3(y—2) vbod¢ T [2, 5].

Reseni:
Nejprve si ovéfime, Ze bod T je bodem paraboly: (2+1)° =3-3=9=9,

bod T je bodem paraboly, jeho soufadnice vyhovuji rovnici paraboly.

Dosadime do rovnice te¢ny (x+1)2+1)= %( y+5-4)

a upravime na tvar t:2x—y+1=0.
Y
10
9

8 t
7
6

5 T
4
3
s
V
6 -4 2 Z 2 4 X

Piiklad 7.6.4. Urcete vzdjemnou polohu paraboly x> =4y a piimky x—2y+4=0.

ReSeni:
Z rovnice ptimky si vyjadiime x =2y —4 a dosadime do rovnice paraboly x> =4y .
(2y-4) =4y =4y" -16y+16=4y,
Y =5y+4=0=>D>0.

Kofeny jsou dva, y=1 y'=4,
dopocitame x, x=-2,x"=4.
Ptimka parabolu protind v bodech
A[-2,1} B[4,4].

Ptimka je se¢nou. 2
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N

Ulohy k samostatnému feseni
46. Napiste rovnici tecny paraboly (x - 2)2 =y +25 vbodé A[S;—l6] .

47. Je dana parabola y® = 4x apiimka x — y —3 =0, urcete délku tétivy, kterou ptimka
vytind na parabole.

48. Napiste rovnice tecen paraboly (x+ 3)2 =—2(y—4) v prisecicich s pfimkou
k:ix—y+7=0.

49. Urcete hodnotu parametru p € R tak, aby pfimka x+ 2y —1=0 byla te¢nou paraboly
y* =2px.

50. Nejprve proved’te odhad, jakou kuzelosecku miize dana rovnice vyjadiovat. Potom
upravou na stiedovy (vrcholovy) tvar rozhodnéte, zda odhad byl spravny. Urcete

charakteristické prvky kuzelosecky:
a) 2x° +3y> +12x-6y+9=0,
b) y*—4x+4=0,

c) x’+y*  +4x-6y+13=0,

d) x> -2y +4x+12y-23=0,
e) x’—2x-5y+2=0,

) x*+y*-2y-3=0,

g) 7x° +5y° —14x—-10y+18=0.

Vysledky uloh k samostatnému feseni

1.a)12; b) 8. 2. \J65. 3. |a|=20,

Z;‘=4,(p=63°26'.

4. p:2x+3y-6=0. 5. ¢, :x=Ty+35=0,¢,:5x-11y+47=0,¢,:x—-y+3=0.
6. nelezi. 7. 2x+3y+11=0. 8. 3x+5y+17=0. 9. 4x+y—-4=0.

10. X =[51]+7(-2,3); x=5-2t,y=1+3t,teR. 11. ano. 12. p:5x+4y-23=0.

13. x=7t,y=2+2t,teR. 14, x=—4+2t,y=2—-t,teR.
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15. a) p=q; b) plig;c) pxq,R[L1]. 16. a) a=b; b) a||b;c) axb, R[3,-2].
17. a) k=1;b) k||/;c) kxI,K[1,0]. 18. 63°26'. 19. 42°16'. 20. 11°19".

21. k:5x+2y-7=0. 22. m=-2. 23. M'[-52]. 24. %

25. x—y-3=0,x—yp+5=0. 26. 5.
27. a)(x-3)" +(y+4) =144, S[3,-4],r=12.
b)(x+7) +(y-1) =81, S[-7,1],r=9.
¢)(x—4) +(y-3) =25, S[4,3],r=5. 28. r:4x-3y-21=0.
29. :2x+y-26=0,t":2x+y+24=0. 30. 7:3x+2y-28=0,¢"13x+2y+24=0.

31. ptimka je secnou, pruseciky B[4, 6], B[1, —3].

vvvvvv

32. |k|<g seCna, k|:g teCna,

33. X’ +(y-4) =16. 34. (x=9)" +(y-6)" =25. 35. (x—2)"+(y-2) =16.

()C—?))2 Jr(y+0,5)2

36.2) ~— y =1, S[3;-0,5],a=6,b=2, e=+2.
(x+1), (=)
b) S =1,8[-11],a=3,b=2, e=+5.

2
o) (x1_64) +y° =1, S[4,0],a=4,b=1, e=+/15.

37. y=3.38. £:8x-9y-30=0,¢:x-2y+5=0. 39. ¢,:y=11:x=-3.

vvvvvv

40. |c|<3 seCna,

c| =3 teCna,

2 2
a0 WL 2Dy s e =30y,

rovnice asymptot u:3x—x/§y+9—\/§=0, v:3x+\/§y+9+\/§=0.

2 2
b &) G- =1, S[L1],a=2b=2V2, o [|x,e=Va’ +b* =243,

4 8
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u:\/Ex—y—\/E+1:0, v:\/Ex+y—\/§—1:0.

2 2
©) %_@:1, S[0.-2],a=6,b=3, o, || x,e=A/15,

u:3x—«/€y—2x/g:0, v:3x+\/gy+2\/€:0.

42, 5x—4y+126-0. 43. % 44, 1ix—-1.
45.0) (v+6) =1y, V[-60], p=solly. b) (x+5) =4(y-3), V[-53], p=2.
c) (y—2)2:%(x—6), v[6,2], pZ%, ollx.
46. 6x—y—46=0. 47. 8J/2. 48. y=4,2x—y+12=0. 49. p:—%.
50. a) elipsa, S[-3,1], a =\/g, b=2e=42,
b) parabola, V[1,0], p=2, F[2,0],d:x=0,0]| x,
¢) bod [-2, 3],
d) hyperbola, S[-2,3],a=3,b= %\/E, e= %\/E,

1 5 21
e) parabola, V[I,—], p=—,d:y=——,0
) p [ 5] p=2,d:y=—— Iy

f) kruznice, S[0,1], 7 =2

g) neexistuje bod, jehoz soufadnice by spliiovaly danou rovnici.

Kli¢ k feSeni uloh

1. Dosadime do vzorce pro skalarni soucin: a) uv = |zZ ||\7|cosgo, b) uv =uy, +u,v,,

2. Dosadime do vzorce pro vzdalenost dvou bodi: a) |AB| = \/ (b, —a,) +(b,—a,),

, . - > > uv
3. Dosadime do vzorce pro velikost vektoru: |u| =4u,” +u, aproodchylku cosp =——.
[
4. Soutadnice bodl dosadime do obecné rovnice pfimky, dostaneme soustavu dvou rovnic o

ttech nezndmych a,b,c.

2b+c¢c=0
3a+c=0
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Za jednu z nich si dosadime nenulovou konstantu, napt. a =2, a zbylé dvé dopocitame.

2b+c=0 = b=3
6+c=0 = c=-6

Nyni jen dosadime do obecné rovnice piimky.

5. Nejdfive vypocitame stiedy stran: A':B+C: Z,E , B':A+C: 1,2 ,
2 2°2 2 2°2

C'=

B+4 . .. . . ..
; =[3,6]. Body A4, A" uruji t&nici ¢,, B,B' urtuji t, a C,C" uréuji .. Jejich

rovnice ur¢ime stejné jako obecnou rovnici piimky v uloze 4.

6. Aby bod lezel na ptimce, musi jeho soutfadnice splfiovat rovnici piimky, dosadime tedy
soufadnice bodu do rovnice ptimky a vyjde-li 0=0, je bod bodem piimky. V opacném

ptipadé na ni nelezi.

7. Soutadnice normalového vektoru dosadime do obecné rovnice ptimky ax+by+c =0 tak,

aby a =-2,b=3. Po té dosadime do rovnice bod 4 a vypocitame c.

8. Vyuzijeme vlastnosti, ze rovnob&ézné ptimky maji rovnobézné (stejné) normalové vektory.

p:3x+5y+c=0, konstantu ¢ vypocitdme dosazenim bodu K do této rovnice.

9. Vyuzijeme vlastnosti, ze normalovy vektor kolmice je zaroven smérovym vektorem
piimky p. p:4x+ y+c =0, konstantu ¢ vypocitime dosazenim bodu R do této

rovnice.

10. Vypocitame soufadnice sm&rového vektoru i = B— 4 =(u,, u,) a dosadime do obou

rovnic.

11.Lezi-li bod na piimce, pak musi spliiovat rovnici [—4, 2] = [1, -1 3] + t(—l, 3). Tu
rozepiSeme do soustavy a pokud vyjde jediné feSeni, pak bod na ptimce lezi, v opaéném
ptipadé na ni nelezi.

12.Z parametrickych rovnic ziskdme soufadnice bodu [3, 2] a smerového vektoru (4,— 5) ,

z n&j pak normalovy vektor (5,4) a dosadime do obecné rovnice pfimky. Nebo

vylou¢ime ze soustavy parametr ¢.
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13.Normalovy vektor ma soufadnice 7 =(—2,7), z n&j budeme mit smérovy vektor (7, 2).

Bod si na pfimce vybereme, jednu jeho soufadnici zvolime, napt. x =0, dosadime do

rovnice a vypocitaime y .

14. Vyuzijeme vlastnosti, Ze normalovy vektor pfimky ¢ je smérovym vektorem

piimky p, tzn. 7, :(2,—1) =1,.

15.a) Porovname normalové vektory, jsou-li linearné zavislé, provéiime, zda neni jedna
rovnice nasobkem druhé. Pokud je, jsou totozné.
b) Porovname normélové vektory, jsou-li linearné zavislé, proveétime, zda neni jedna
rovnice nasobkem druhé. Pokud nejsou, jsou rovnobézné.
¢) Porovname normalové vektory, nejsou-li linearné zavisle, jsou ptimky rtiznobézné a

najdeme jejich priisecik vyfeSenim soustavy dvou rovnic o dvou neznamych.

16.a) Dosadime za x a y pfimky a rovnice pfimky b . Budeme mit jednu rovnici o jedné
neznamé, vyjde-li 0 =0, pak jsou pfimky totoZné.
b) Dosadime za x a y piimky a rovnice piimky 5. Budeme mit jednu rovnici o jedné
neznamé, vyjde-li 10 =0 nebo jiny nesmysl, pak jsou pifimky rovnob&ézné.
c¢) Dosadime za x a y piimky a rovnice piimky b . Budeme mit jednu rovnici o jedné
neznamé, vyjde-li t =k (k je né&jaké realné Cislo), pak jsou ptimky riznobézné a

najdeme jejich prusecik.

17.a) Porovnanim proménnych x a y dostaneme soustavu dvou rovnic o dvou neznamych,
ma-li nekone¢né mnoho feSeni, jsou piimky totozné.
b) Porovnanim proménnych x a y dostaneme soustavu dvou rovnic o dvou neznamych,
nema-li Zadné feseni, jsou pfimky rovnobé&zné.
¢) Porovnanim proménnych x a y dostaneme soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych,

ma-li jediné feSeni, jsou piimky riznob&zné a najdeme jejich prisecik.

18.Z obecnych rovnic ziskime normalové vektory 7 =(3,—4),7'=(1,2) a dosadime do

=1
n

S|

VZOrce: cosa =

n

d
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19.Body nam urdi smérové vektory i = B— 4 =(2,-3), v=L—K =(4,-1) obou piimek,
jiiv

dosadime do vzorce: cosa =——.
][]

20.Najdeme soufadnice sm&rovych vektord 5 =(1,3), 5'=(—4,-7) a dosadime do vzorce:
v

cosQq = ———-.
][]

21. Vyuzijeme vztahu: kolmé piimky maji kolmé normalové vektory nebo normalovy vektor

jedné pfimky je smérovym vektorem kolmice. k:5x+2y+c =0, konstantu ¢

vypocitame dosazenim bodu 4 do této rovnice.
22.Kolmé piimky maji kolmé normalové vektory a proto plati: 7in'=0.

23.Bodem M vedeme piimku kolmou k pfimce p , normalovy vektor ptimky p je
smérovym vektorem kolmice, k:x =1+3¢,y=-2-2¢. Pak jen dopocitame prisecik

pifimek p a k.

24. Parametrické rovnice piimky pfevedeme na obecnou rovnici a pak dosazenim do vzorce

B |aa1 +ba, +c|

Ja* +b?

d(H,b) ziskdme hledanou vzdalenost.

25.Nejlepsim navodem bude dobfte prostudovat Priklad 7.2.18..

26.Na jedné piimce si zvolime bod, napt. 4 [—9, 0] € g a vypocitame jeho vzdalenost do

C v ) |aa, +ba, + |
druhé pfimky pomoci vzorce: d( A4, p)=——=——.
Py o e

27.a) Rovnici x* + y* —6x+8y —119 = 0 upravime na stiedovy tvar tak, ze vyrazy x* —6x a
y* +8y doplnime na druhou mocninu dvojélenu.

Dostaneme (x2 —6x+ 9)+ (y2 +8y+ 16)— 9-16—119=0 a odtud stiedovy tvar rovnice

kruznice je (x—3)" +(y+4)" =144, S[3,-4] a r=12.

27. b) a c¢) budeme postupovat jako v tloze 27.a).
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28.0verime, zda je bod 4 bodem kruznice. Pak pouze dosadime do rovnice te¢ny kruznice
t: (x—m)(t1 —m)+(y—n)(t2 —n) = a upravime ji.

t:(x=2)(6-2)+(y-4)(1-4)=25 = t:4x-3y-21=0.
29. Prostudujte si PFiklad 7.3.7.. Body dotyku budou mit soufadnice 7, [9,8] ,T, [—1 1,—2] .

30. Prostudujte si Priklad 7.3.7. a poznamku, ktera za nim nasleduje. Body dotyku budou mit
souradnice 7, [8, 2] , 1, [—4, —6] .

31.Rovnice kruznice k: (x—1)* +(y—2)* =25, AB=B-A4=(3,9), primku si vyjadiime
v parametrickém tvaru p: x =2+ 3¢, y =9¢ a dosadime do rovnice kruznice. Po uprave

dostaneme kvadratickou rovnici 9¢> —3¢ -2 = 0, kterd ma dva realné kofeny
2

1 . . .
t, = 3 t, = 3 Dosadime je postupné do parametrického vyjadieni pifimky a ziskame

tak soufadnice prusecikt A [4, 6], P,[1, —3]. Pfimka je se¢nou.

32.Rovnici pfimky dosadime do rovnice kruznice a po Gprave ziskame rovnici
x*(+k*)=2x(k> =1)+ k> =0, kterd ma diskriminant D = 4(k*> —1)> =4k’ (1+k*).

B3

Po Uprave polozime D =0, to znamend: —3k* +1=0=3k> =1=|k| = 5

|k|<? secna, k|=? tecna, k|>g vngjsi piimka kruznice.

33.Nejdrive vypocitame priseciky ptimky a zadané kruznice (budeme fesit soustavu dvou
rovnic o dvou neznamych, jedna rovnice je kvadratickd). B [O, O] ,C [—4, 4]
Nyni vezmeme vSechny ti1 body, které mame a postupné je dosadime do rovnice
kruznice. Dostaneme soustavu tii kvadratickych rovnic o ttech nezndmych m,n,r .
m2 + I’l2 = I"z .
(—4—m)2 +(4—n)2 =r,
(4—m)2 +(4—n)2 =r.

Malou napovédu ziskate v Prikladu 7.3.8., tam byly dany dva body.

34.Lezi-li dva body na kruznici, dosazenim soufadnic bodt do rovnice kruznice ziskame dvé

rovnice o tfech neznamych, pouZijeme opét Pfiklad 7.3.8. jako napovédu.
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Stied lezi na pfimce p , musi pro jeho soutadnice platit 3m—4n—-3=0. To je tieti
rovnice. Soustavu vytesime.

(12=m)" +(10-n)" =12,

(6—m)2 +(2—n)2 =r,

3m—4n—-3=0.

35. Pro bod na ose prvniho kvadrantu plati, ze y =xAx >0, protoZe se jedna o stied
kruznice, jsou jeho soutadnice [m, m] . Tento bod musi mit stejnou vzdalenost od obou
piimek.

3m+4m+6| |-5m+12m+38| e ic m> 0. odstranime absolutni hodnot
= , protoze j€ m = U, odstranime abvsolutnl nodanotu a
V9 +16 J5+iaa P :

e Tm+6 Tm+38
rovnici vyresime, tzn. =

= 13(7Tm+6) = 5(Tm +38) = S6m =112 =

m=2,pakr=4.

36.a) Rovnici 2x* +3y*> —12x+ 3y + 6,75 = 0 upravime na stfedovy tvar tak, Ze vyrazy
2x” —12x a 3y* + 3y doplnime na druhé mocniny dvojélend.
2 2 1 3
Dostaneme 2(x* —6x+9)+3| y tyr|-18-24675=0a odtud

2
1 . . .
2 (x - 3)2 +3 ( V+ Zj =12 . Rovnici vydélime 12 a dostaneme stfedovy tvar rovnice

(x—3)2 +(y+0,5)2
6

e=+a’-b* =\/§.

36. b) a ¢) budeme postupovat jako v tloze 36 a).

elipsy: =1, stfed S[3;—O,5] , hlavni poloosa a = \/g, b=2,

37.0v¢time, Ze bod 4 lezZi na elipse , jeji rovnici pfevedeme na stiedovy tvar

2 2
(42 0= _,
20 4

b

a pak dosadime do rovnice tecny elipsy

Gemm)amm) (mm)(mn) |

+
a’ b?
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;L , .. Xt t
38. Hledana te¢na ma rovnici: ¢ : ?1 + 22

4

106 _

Bod M [15, 10] je bodem tecny. Dosadime ho tedy a dostaneme rovnici: ISTl 1 l.

Toto je rovnice tecny a ta ma s elipsou spolecny pravé jeden bod. Tento bod dotyku

budeme nyni hledat.
6—15¢,

Z rovnice vyjadiime jednu nezndmou: ¢, = a dosadime do rovnice elipsy

4x*> +9y* =36 za x,za y dosadime ¢,,

2
4(6_155) 191, =36.
10

Rovnici upravime a dostaneme: 25¢,° —10t, -48=0 = ¢, :§ t,'=——.

i LR 1
10 5 5°5

= 6-15, = 12 T' 2,—§ . Ziskali jsme body dotyku tecen.
10 5 55

Nyni v téchto bodech zjistime rovnice tecen a napiSeme jejich rovnice:

t,:8x-9y-30=0,¢:—x+2y-5=0.

39.Najdeme priseciky pfimky s elipsou 7;[-1,1],7,[-3,0] a v nich hledané te¢ny.

40.Do rovnice elipsy dosadime rovnici ptimky a dostaneme x> +4c> —36=0.
Diskriminant D =—4(4c” —=36), D=0=>c’> =9=|d=3

vvvvvv

|c| <3 secna, c| =3 telna,

41.a) Rovnici 9x° —5)° +54x—10y +121= 0 upravime na stfedovy tvar tak, Ze vyrazy
9x” +54x a 5y° +10y doplnime na druhé mocniny dvojélent.
Dostaneme 9(x* +6x+9)—5(y” +2y+1)-81+5+121=0 a odtud

9(x+ 3)2 —5(y+ 1)2 =—45 . Rovnici vydélime —45 a dostaneme stiedovy tvar rovnice

Ef o
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+1Y’ +3)
hyperboly: (y 5 ) _(x 5 ) =1 se stfedem S[—3,—1], hlavni osa je rovnobézna s osou

y a vedlejsi osa je rovnobézna s osou x . Jeji poloosy maji proto velikost a =3,b = J5.
Rovnice asymptot jsou u :3x—«/§y+9—\/§=0,v:3x+\/§y+9+«/§= 0.

41.b) ac) stejny postup jako v uloze a).

42. Ovéiime, Ze bod A patii hyperbole a najdeme v ném te¢nu dosazenim do rovnice:

) (mmyem)

2 2 B
a b

43. Najdeme pruseciky ptimky s hyperbolou A[3,0] ,B {5,%} , jejich vzdalenost spocitame

podle vzorce: |AB| = \/(bl —a,) +(b,-a,) .

44. Prusecik piimky y = x +1s danou hyperbolou je jeden R[-1, 0], ale to je zaroven hlavni
vrchol hyperboly A, proto rovnice tecny je x = —1, je to vrcholova tecna.

45. a) Rovnici paraboly 3x” +36x—y+108 =0 upravime na vrcholovy tvar: (x + 6)2 = % V.

Vrchol mé soutadnice V[—6, 0] , parametr p = %

b) a ¢) postup podobny jako a).

46. Ovétime, ze bod A4 lezi na parabole a pak jeho soufadnice dosadime do rovnice tecny:

t: (x—m)(tl—m)zp(y+t2 —2n), tj. (x—2)(5—2):%(y—16+50).

47. Tétiva je cast seCny, ktera lezi uvnitf paraboly. Musime najit praseciky piimky

s parabolou A[l,—2],B[9,6] a pak spocitat jejich vzdalenost podle vzorce:

|AB| z\/(bl ~a,) +(b, —a,) .

48. Najdeme pruseciky ptimky s parabolou, 4 [—3, 4] ,B [—5, 2] ,a dosadime do rovnice tecny.

t,:y=4, t;: 2x—y+12=0.

L]
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49.

50.

Obecnou rovnici ptimky pfevedeme na smérnicovy tvar y = _E(X —1) a porovname se

zapisem rovnice te€ny paraboly y¢, = p(x+¢,),takze ¢, =1, p = —% at, =-1.

Ovéfime, Ze bod dotyku 7[-1, 1] je bodem te¢ny 1 paraboly.
a) Rovnici upravime na stfedovy tvar tak, ze vyrazy 2x* +12x a 3y° — 6y
doplnime na druhé mocniny dvojc¢lenti.
Dostaneme 2(x* +6x+9)—18+3(y>* =2y +1)-3+9=0a odtud
2(x+3)* +3(y-1)*=12.

2 2
(3’ -
6 4
Z rovnice ur¢ime charakteristické prvky elipsy uvedené ve vysledku.

Rovnici vydélime 12 a dostaneme stfedovy tvar rovnice elipsy

b) Vrcholova rovnice paraboly y° = 4(x—1).
¢) Rovnici upravime nasledovné: x° +4x+4+y°-6y+9=-13+4+9 =
(x+2)> +(y—3)* =0, této rovnici vyhovuji pouze soutadnice bodu [-2, 3].

d) Jedna se o rovnici hyperboly, protoze kvadratické ¢leny maji opacnd znaménka a

upravime jeji rovnici takto: x* +4x+4-2(y> -6y +9)=23+4-18,

2 Y
(x+2)2_2(y_3)2:9:>(X+2) _(y 3) Zl,Stf'edS[—2,3],a:3,b:i2:%\/§

9 9 V2

2

e v 2 ’ r v ’
e) Rovnici si zapiSeme do tvaru x” —2x =5y -2, vyraz na levé strané doplnime na

mocninu dvojélenu x* —2x+1=5y-2+1=(x-1)> =5y 1.

Jedna se o rovnici paraboly, jeji vrcholovy tvar bude (x —1)* = 5(y — %) .

1 5 p 1 5 21
Vrchol paraboly V[l,—], p=—,0]||y,d:y=n—-—=———=——.
p yViLghp=2.0lly.d:y 5737770
f) Po tipravé dostaneme stfedovy tvar rovnice kruznice x> +(y —1)> = 4.
g) Po upravé doplnénim dvojélenti na druhé mocniny dostaneme rovnici

7(x-1)> +5(y —1)> = -6, soudet druhych mocnin se nemiiZe rovnat zapornému &islu,

proto neexistuje zadny bod, jehoz soufadnice by spliiovaly danou rovnici.
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Kontrolni otazky

1. Co je orientovand usecka a volny vektor?

2. Jak vypocitate velikost vektoru?

3. Jak vypocitate skalarni soucin dvou vektora?

4. Jak vypocitate odchylku dvou vektorii?

5. Co plati pro skalarni soucin kolmych vektorti?

7. Jak poznate kolinearni vektory?

8. Jak zapiSete obecnou rovnici ptimky?

9. Jak zapiSete parametrické rovnice piimky?

10. Co plati pro smérovy a normalovy vektor piimky?

11. Jaka je vzdjemna poloha dvou ptimek v roving?

12. Jak vypocitate odchylku dvou ptimek?

13. Jak vypocitate vzdalenost dvou bodu?

14. Jak vypocitate vzdalenost bodu od ptimky?

15. Jak vypocitate vzdalenost dvou rovnobézek?

16. Definujte kruznici, zapiste sttedovou rovnici kruznice.
17. Co je to te¢na kruznice? Zapiste jeji rovnici.

18. Definujte elipsu, zapiste stiedovou rovnici elipsy.

19. Co je to teCna elipsy? Zapiste jeji rovnici.

20. Definujte hyperbolu, zapiste sttedovou rovnici hyperboly.
21. Co je to te¢na hyperboly? Zapiste jeji rovnici.

22. Definujte parabolu, zapiste vrcholovou rovnici paraboly.

23. Co je to te¢na paraboly? Zapiste jeji rovnici.

Odpovédi najdete v textu.
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Kontrolni test

1.  Velikost vektoru a = (3,—4) je rovna:
a) 13, b) 5, ¢ 5V3, d 3.
2. Skalarni soudin vektorti @ =(1,2) a b =(-4,2) je roven:
a) 3, b) 53, ¢) 0, d -2.
3. Vektory @=(-11) a b=(-4,4) jsou:
a) kolmé, b) kolinearni, c) jednotkové, d) opacné.
4.  Kterd z uvedenych rovnic je obecnou rovnici ptimky jdouci body K [1, 2] ,L [2, 1] ?
a) x+y-3=0,b) 2x+y-3=0, c) x—-y-3=0, d y=x.
5. Normalovy vektor pfimky 3x -2y +5 =0 ma soufadnice:
a) (2,3), b) (3,2), c) (3,—2), d) (—2,5).
6. Smérovy vektor pfimky 2x—3y+ 6 =0 ma soufadnice:
a) (2,3), b) (3,2), c) (3,—2) , d) (—2,6) :
7.  Piimky x+y—-7=0a 2x-2y+13=0 jsou:
a) totozné, b) rovnobézné, c) riznobézné, d) kolmé.
8. Odchylka ptimek 4x—y+3=0 a 3x—5y+6=0 je rovna:
a) 121°13', b)  45°, c) 90°, d) 30°.
9.  Vzdalenost bodti K[1,2],L[2,1] je rovna:
a) 5, b) 2, 0 2, d) 0.
10.  Stied kruznice x* + y* +2x —24 = 0 ma soufadnice:
a) S[-10], b) S[0,-1], c) S[-L1], d) S[L0].
11.  Je danaelipsa 25x* +3y° =300. Pfimka 5x+ y—20=0 je jeji:
a) vnéjsi ptimka, b) secna, c) tecna.
12.  Je déna parabola y* —16x—4y—12=0. Pfimka 2x+3y+14 =0 je jeji:
a) vn&jsi pfimka, b) secna, c) teCna.
13.  Hyperbola x* —y* +8x+2y—10=0 ma4 stied o soufadnicich:
a) S[—4,1], b) S[4,—1], c) S[—1,4], d) S[l,4].
Vysledky testu

1.b),2.¢),3.b),4.a),5.¢),6.b),7.c)id),8.b),9.c), 10. a), 1. ¢), 12. ¢), 13. a).
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