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Zaklady matematiky Posloupnosti

5. POSLOUPNOSTI A RADY

Pravodce studiem

Seznamili jste se uz s pojmem reélné funkce jedné redlné proménné. Nyni tento pojem
rozSitime a sezndmime se s funkcemi, jejichZ defini¢énim oborem jsou jen pfirozena cisla.
UkaZzeme si, jak je uZite¢né se témito specialnimi funkcemi zabyvat. Nové védomosti

pomohou vyreSit mnoho praktickych uloh .
Cile

Objasnit pojem posloupnosti obecné, dale pojem posloupnosti aritmetické a geometricke,

limity posloupnosti a nekone¢né geometricke fady a na piikladech ukazat moznosti vyuZiti.

Predpokladané znalosti

Pojem realné funkce jedné realné proménné, ktery jste si zopakovali v kapitole 2.

5.1. Pojem posloupnosti €isel

Vyklad

M¢jme za Ukol sledovat u nemocného pacienta teplotu. DuleZita je nejen naméiena
hodnota ale i denni doba a potadi, ve kterém byla namétena. Méfeni budeme provadét

v kaZzdou celou hodinu a vysledek naSi péce o pacienta zapiSeme do tabulky.

Potadi méfeni: 1. 2. 3. 4, 5. 6. 7.
denni doba: 7°° 8e° gee 10°° 11°° 12°° 13°°
teplota: 36,6°C 36,5°C 37°C 37°C 37,2°C 37,9°C 38°C

Sledujeme-li v tomto piehledu pouze usporédané dvojice [1;36,6], [2;36,5], [3;37].... atd.,
vidime v nich, Ze ptirozenym ¢islam 1, 2, 3, 4, ... jsou prifazovana realna ¢isla 36,6; 36,5; 37;
37, 37,2; ...atd.

Toto piitazeni je funkci, jejiz argument je vZdy piirozené ¢islo, a je tedy posloupnosti.

O nameienych hodnotach mluvime jako o ¢lenech posloupnosti. Jiny, neZ tabulka ¢i

usporadané dvojice, je pouzivany zapis: a, =36,6; a, =365;a, =37, ...

Funkce, jejimz defini¢nim oborem je mnoZina N vSech ptirozenych ¢isel, se nazyva

posloupnost (nekoneénd ¢iselné posloupnost).

Efm -152-
4

o=




NV}
T\

Zaklady matematiky Posloupnosti

U funkci tohoto druhu zapisujeme argument jako index hodnoty funkce. Tedy:
f=a,f(2=a,,f(3)=a,,..,f(n)=a,,..
Posloupnost, kterd kazdému n e N pritazuje ¢islo a, € R, se zapisuje nékterym

z nasledujicich zpasobi: a3,8y,8g,...,8p,-er

(),

{an }:zl’
nebo struéné {a,, }.

Priklady posloupnosti:
1. Cisla2,4,86,8,10, 12, ... jsou prvnimi ¢leny posloupnosti sudych kladnych ¢&isel. Tato
posloupnost vznikne tak, Ze kazdému prirozenému ¢islu n piiradime jeho dvojnasobek

2n. Libovolny ¢len a, = 2n. Zapisujeme ji {2n}.

“0 1 . o o o .
2. Cisla 1, > , ..._jsou prvnimi ¢leny posloupnosti prevracenych cisel k prirozenym

N

1

3 1

e le VR 1 s . L

¢islam. Dostaneme ji ptifazovanim prevracené hodnoty — ke kazdému prirozenému ¢islu,
n

tak?e jeji libovolny &len a_ = —.
n

3. Cisla4,7,10,13, 16, ... jsou prvnimi ¢leny posloupnosti, ve které je kazdému

prirozenému Gislu n prifazeno ¢islo 1+ 3n a zapisujeme ji {1+ 3n}.

Resena tloha
Priklad 5.1.1 Jaky je rozdil mezi symboly
a) {a, },
b) {a,, neN},
c) a,.
Redeni:
a) Tento symbol oznacuje posloupnost.
b) Takto oznagujeme mnoZinu viech ¢lent posloupnosti {a,, }.

c) Toto je n-ty ¢len posloupnosti {a, }.
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Zaklady matematiky Posloupnosti

5.1.1. Grafické znazornéni posloupnosti

Vyklad

Posloupnosti znazoriiujeme v pravouhlé soustave soufadnic v roviné. Grafem posloupnosti

je vZdy mnoZzina izolovanych bodua {[n an] e N x R} .Clen a, posloupnosti realnych ¢isel

znézoriiujeme v pravodhlé soustavé soufadnic bodem A, =[n, a, ].

s/
Pan

Resené tlohy

Priklad 5.1.2. Graficky zn&zornéte prvnich pét ¢lent posloupnosti {nz}.

Resent: a, a,=n?
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Zaklady matematiky Posloupnosti

Priklad 5.1.4. Graficky znazornéte prvnich pét ¢lent posloupnosti {5}

Reseni:

5.1.2. Neékteré vlastnosti posloupnosti

Vyklad

Posloupnost s redlnymi ¢leny je zvlastnim pripadem realné funkce redlné proménné, proto

muzZeme také u ni zkoumat obdobné vlastnosti, napi. ohrani¢enost a monotonnost.

Posloupnost {a, |”, se nazyva
shora ohraniéena, existuje-li takové ¢islo he R, Ze a, <h,VneN,
zdola ohranié¢ena, existuje-li takové ¢islo d e R, Ze a, >d,VneN,

ohraniéend, je-li ohrani¢ena shora i zdola.

Posloupnost {a, | se nazyva
rostouci< Vvn e N plati, ze a,,, > a,,
klesaji < vn e N plati, ze a,,;, <a,,

neklesajici < vn e N plati, ze a,,, > a,,

n+1

nerostouci < Vn e N plati, ze a,; <a,.

Ma-li posloupnost nékterou ze ¢tyt vysSe uvedenych vlastnosti, nazyva se monoténni, pricemz

posloupnosti rostouci a klesajici se nazyvaji ryze monotonni.
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Posloupnosti

ReSené tlohy

Priklad 5.1.5. Zjistéte, zda posloupnost, ve které pro libovolny ¢len plati a, =

ryze monotonni.

n(n-1) je
n+1

Reseni: Predpokladejme, Ze tato posloupnost je rostouci a je tedy a, < a,,,. Clen

4 - n(n-1)
" n+1

aclen a

n+l —

_(+D(+)-1) (n+Dn

(n+1)+1

a, <a,,; adostaneme nerovnici

plati pro vSechna ptirozena cisla. Po jejim vynasobeni kladnym c¢islem

n+2

n(n-1) < (n+)n

n+1

n+2

dosadime do piedpokladu

, U které potrebujeme zjistit, zda

(n+)(n+2)
n

dostaneme n? +n—2<n?+2n+1. Odtud pak po Gpravé n > -3, coz plati Vne N.

Na&S predpoklad byl spravny a zjistili jsme, Ze posloupnost je rostouci a tedy ryze

monotdnni.

Priklad 5.1.6. Zjistéte, zda je posloupnost {

Redeni: Prvni ¢leny posloupnosti jsou: 1,

Lze usuzovat, Ze je rostouci, coz oveéiime platnosti vztahu a

dosazeni dostavame

2(n+1) . 2n

4

n+2

n+

2n
n+1

6
3!45

8
5 H

} ohranigena.

10 200

FONETYON

n+1

>a,,vVneN.Po

L PO dpravé 2(n” +2n+1) > 2(n* +2n) , tedy

2> 0. Vime nyni, Ze posloupnost roste, a chceme zjistit, zda je ohrani¢ena. Clen

a, =1 této rostouci posloupnosti ma nejmensi hodnotu. Zadani pro n-ty ¢len

upravime takto:z—n =2n:(n+)=2—-——
n+1

2
n+1

Z toho vyplyva, Ze viechny ¢leny posloupnosti jsou mensi nez 2. Zjevné pro vechna

prirozena ¢isla n je 1<a, <2, tedy d <|a,|<h, kde d =1,h = 2. Posloupnost je

tedy ohrani¢ena.
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Zaklady matematiky Posloupnosti

Poznamka

Na predchozich prikladech vidime, Ze je mozné nekteré posloupnosti urcit vzorcem pro n-ty
clen. Jsou vSak i jiné velmi duleZité posloupnosti, u kterych takovy vzorec udat neumime.
(Napriklad u rostouci posloupnosti viech prvocisel: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, ...) Velmi
casty a duleZity je pripad, kdy je dan prvni ¢len nebo néekolik prvnich ¢lenz posloupnosti a pro

nasledujici ¢leny je dan predpis, jak se ma urcit ¢len a_, na zaklade znalosti predchozich

n+1
cleni ay,a,,..,a,.V takovém piipade rikame, Ze posloupnost {a, } je definovana rekurentné

(latinsky recurrere = bezeti zpet).

Resené ulohy
Priklad 5.1.7. NapiSte prvnich pét ¢lena posloupnosti, které je dana rekurentné:

a =1, a, = 2, Apngg =ap —Qpy -

Priklad 5.1.8. NapiSte prvnich deset ¢lent posloupnosti dané rekurentné:

a; =0, a, =1, Apnp =ap T a;,.

Reseni: 0,1,1,2,3,5,8,13, 21, 34. Tato posloupnost se nazyvéa Fibonacciova.

Kontrolni otazky

1. Tvoii mnozina N vSech ptirozenych cisel usporadanych podle velikosti posloupnost?

n+1 Lo
2. Je posloupnost{;} monoténni?
n

3. MiZe byt grafem posloupnosti ptimka nebo poloptimka?

m -157-
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Zaklady matematiky Posloupnosti

5.2. Aritmeticka posloupnost

Vyklad

Aritmetické posloupnosti jsou specidlni typy posloupnosti, které maji velky teoreticky i

prakticky vyznam.

Aritmeticka posloupnost je kazda posloupnost uréena rekurentné vztahy:
a=a,a,,=a,+d,vneN,
kde a, d jsou dana reélna cisla.

Cislo d nazyvame diference (diference = rozdil), protoZe se rovna rozdilu a,,, —a,

kterychkoliv dvou sousednich ¢lent posloupnosti, tj. d =a,; —a, .

A\ ¥
Paxy

Uvedeme si nyni jednu vlastnost kazdé aritmetické posloupnosti, ktera je pro ni
charakteristicka. Podle definice je rozdil kazdych dvou jejich sousednich ¢lena konstantni.

Plati tedy : a,,,—a,=4a,—a,
pro kazde n e N,n > 2. Odtud dostadvame rovnici, z niz plyne pro ¢len a, :

_ anfl + an+1

" 2
Tento vztah vyjadiuje, Ze poc¢inaje druhym ¢lenem, je kazdy ¢len aritmetické posloupnosti
aritmetickym pramérem ¢lena sousednich. Obraceng, je-li v posloupnosti kazdy ¢len

a,,n>2 aritmetickym pramérem ¢lent sousednich, jedna se o aritmetickou posloupnost.
Resena uloha
Priklad 5.2.1. Urcete prvnich pét ¢lend aritmetické posloupnosti, je-li dan sedmy ¢len

a, =10 a Sesty ¢len a5 =8.

Reseni:
a;,=a,+d =>10=8+d =d=2
ag=a;+d = 8=a;+2=>a;=6
a=a,+d = 6=a,+2=>a,=4
a,=a;+d = 4=a;+2=a;=2
ay=a,+d = 2=a,+2=a,=0
L=a4+d = 0=a,+2=4a, =-2.

Efm -158-
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Vyklad

Snadno vidime, Ze n-ty ¢len aritmetické posloupnosti Ize vyjadrit pomoci prvniho ¢lenu a

potiebného nasobku diference:

a,=a,+(n-1d.

Pro libovolné dva ¢leny a,, a, aritmetické posloupnosti plati vztah:

ag=a, +(s—r)d.

Resené ulohy

Priklad 5.2.2. V aritmetické posloupnosti je dano a, =18, a, =16, urcete a,,d,ay,.

Redeni: Podle a; =a, +(s-r)d je a,=a,+3d=3d=a,-a, =d :—%.

Podle a, =a, +(n—1)d pak je a,=a,+3d=>a =a,-3d =>a, =20.

Podle a, =a, +(n—-1)d jetake  a,=2a +9d= 20+9(—§) =14.

5.2.1. Soucet prvnich n €lena aritmetické posloupnosti

Vyklad

M¢jme za ukol secist vSechna prirozena ¢isla od jedné do padesati. MiZeme si pocinat tak, Ze
napiSeme sc¢itance vzestupné a sestupné a pak je seéteme :
1+2+3+---+49+50=s

50+49+---+3+2+1=5s
Soudtem téchto rovnic dostavame :

(1+50)+(2+49)+---+(50+1)=2s =50-51=25= s=¥=1275.

Z takto reSené ulohy vidime, Ze Ize odvodit pro soucet s, prvnich n ¢lend aritmetické

posloupnosti {a, } vzorec:

A1/
an

n(al +an)
Sn =T.
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ReSené tlohy

Priklad 5.2.3. Vypoctéte soucet prvnich n piirozenych lichych ¢isel.

Reseni: Licha ptirozena &isla tvoii aritmetickou posloupnost, ve které je a, =1,d =2
Podle a, =a, +(n-1)d je a,=1+(n-1)2=2n-1;

n(a, +a,) n(l+2n-1) 2

proto podle s, = 5

jes,=1+3+5+---+(2n-1) =

Souget prvnich n lichych prirozenych ¢isel ma hodnotu n?.
Priklad 5.2.4. Trubky jsou srovnany v osmi fad&ch nad sebou tak, Ze vrchni ma 13 trubek a

kazda dalsi fada o jednu vice. Kolik je vSech trubek dohromady?

Reseni: Pocty trubek v fadach jsou prvnimi osmi ¢leny aritmetické posloupnosti, ve
které je a, =13,d =lapodle a, =a, +(n—-1)d je ag =13+7-1=20. Mame-li urcit
pocet viech trubek, urc¢ime soucet prvnich osmi ¢lend této posloupnosti.

n(a, +a,) = s _8-(13+20)
2

, : =4.33=132.

Dosadime do vzorce s, =

Trubek je tedy celkem 132.
Priklad 5.2.5. Délky stran pravouhlého trojuhelniku jsou prvnimi tiemi ¢leny aritmetické

posloupnosti.Ur¢ete délky odvésen vite-li, Ze prepona méii 30 cm.

Reseni: Ozna¢me odvésny v trojahelniku a=a,, b=a,, c=a, = 30.
a=a,—-2d=30-2d
a,=a,— d=30-d
Z Pythagorovy véty pro délky stran pravouhlého trojahelniku dostavame
(30—-2d)* +(30-d)? =307
900-120d +4d?* +900-60d +d* =900

5d* -180d +900 =0
d®-36d +180=0

 36++/36°-4-180 36+ 24
2 2

d,, = —d, =30,d,=6

Koten d; =30 pro nas tkol nema smysl.
Druhy koten d, =6=d = a, =30-2-6=18, a, =30-1-6=24.

Strany pravouhlého trojuhelniku méti 18, 24 a 30 cm.
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Priklad 5.2.6. Mezi ¢isla a = 2,6; b = 4,7 vloZte 9 cisel tak, aby s danymi dvéma ¢isly

tvorila prvnich 11 ¢lent aritmetické posloupnosti.

Reseni: V uvazované posloupnosti je zadan jeji prvni a jedenécty clen.

a=a=206
a,=b=47=47=26+10d
d :ﬂ =0,21

10

Prvnich jedenéct ¢lend posloupnosti jsou tedy cisla:
2,6, 281, 3,02; 3,23; 3,44, 3,65; 386; 407; 4.228; 449; 47.

Priklad 5.2.7. Aritmeticka posloupnost ma diferenci d =—-12 a¢len a, =15. Kolik prvnich

¢lent této posloupnosti mé soucet s, = 4567

Redeni: a, =a, —(n-1)d =15—(n-1)(-12) =15+12n-12 = 3+12n.
Pro soucet dostaneme rovnici s nezndmou n e N:

_ n(3+12n+15)

456 /-2

912=18n+12n% /:6
152 =3n+2n°> = 2n®> +3n-152=0

~3+,/9-4.2.(-152) 3435
2-2 4

n, =8, nzz—%eN.

N, =

Hledané n je n, =8.

V dané posloupnosti m& prvnich osm ¢lenu predpokladany soucet.

Priklad 5.2.8. Za dobry prospéch dal otec synovi poc¢atkem skolniho roku prvni kapesné
100 K¢ s tim, Ze mu bude v prabéhu péti mésicu toto kapesné zvysSovat bud’ po mésici
vzdy 0 4 K¢, nebo po pal mésicich vzdy o 1 K¢. Zkuste nejprve odhadnout, kterd nabidka

je pro syna vyhodnéjsi, a pak se o tom vypoctem presvédcte.

Redeni: Odhadli jste, Ze je vyhodngjsi pro syna, kdyZ mu bude otec zvySovat kapesné o
1 K¢ za pul mésice nez 0 4 K¢ za mésic? Piesvédcime se 0 tom porovnanim soucta

dvou aritmetickych posloupnosti.
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Posloupnost pfi mésiénim navySovani md a, =100,d =4,n =5.
5(100+100 + (5-1)d)
2
Pti palmési¢nim navySovani kapesného jde o jinou posloupnost, kterd méa

a, =50,d =1,n=10.

Jeji soucet je s, = =5.108 =540 .

Jeji soucet je s, = 10(50+ 502+ 10-1d) _¢ 109 _545.

Porovnanim ziskanych souctua vidime, Ze je druha varianta pro syna o pét korun

vyhodnéjsi.

Priklad 5.2.9. Urcete aritmetickou posloupnost, u které plati:

Reseni: Ur¢it mame hodnotu prvniho ¢lenu a diference. Pouzitim a, = a, + (n—1)d
dostaneme soustavu dvou linearnich rovnic o dvou neznamych a,,d , kterou

vyieSime dosazovaci metodou.

a,+d+a +2d+a, +4d =64
a,+6d —(a, +d)—(a +2d)=16

3a, +7d =64
-a,+3d =16 = a, =3d -16

3(3d ~16)+7d =64=9d -48+7d =64=16d =112 =>d =7
a,=37-16=21-16=5

Posloupnost je uréena svym prvnim ¢lenem a, =5 adiferenci d =7.

Priklad 5.2.10. Jak je hluboka studna, vime-li, Ze vykop kazdého nasledujiciho metru byl o
500 K¢ drazsi nez vykop metru piedeSlého. Za vykop posledniho metru a tretiho metru od
konce bylo zaplaceno dohromady tolik, kolik by stal vykop celé studny, pokud by kazdy

metr vykopu stél stejné jako vykop prvniho metru. Praimérna cena jednoho metru vykopu
byla 2500 Kc¢.

Reseni: Ceny za vykopy po sobé jdoucich metra studny jsou prvnimi &leny aritmetické

. . e S
posloupnosti, o které ze zadani vime, Zze d =500, —~=2500 a a, , +a, =Nna, .

n
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Hledana hloubka studny je rovna poétu n ¢lend nasi posloupnosti a zjevné je mozné
piedpokladat, Ze n > 3. UzZitim vztahu platnych v aritmetické posloupnosti
ziskdvame ze zadani:
n(a +a,)
a +a

2500=0— 2 _&F& 5 45 5000
n n 2

~ 5000—dn+d

= 2a, +(n-1)d =5000 = &, >

Pro d =500 je a =w: a, = 2750 — 250n

a,,+a,=na =>a +(n-3)d+a, +(n-1)d =2a, +2nd -4d =na, =
na, —2a, = 2nd —4d = a,(n - 2)=1000(n - 2)

Pron>3 je a, =1000.

Dosazenim dostavame: 1000 = 2750 — 250n = 250n =1750 =>n=7.

Studna je hluboka sedm metru.

Kontrolni otazky

1. Je aritmeticka posloupnost rostouci, je-li jeji diference d <0?
2. Jak ur¢ime soucet prvnich n ¢lent aritmetické posloupnosti?

3. Co je to diference aritmetické posloupnosti?

5.3. Geometrick& posloupnost

Vyklad

Aritmetické posloupnosti vystihovaly zménu, kterou bychom mohli charakterizovat jako
rovnomeérnou, nebot’ prirastky od jednoho ¢lenu k nasledujicimu byly konstantni. Nyni

sledujme micek voln¢ spustény z vysky jednoho metru, ktery se po dopadu na vodorovnou
rovinu odrazi vZdy do vySe rovné % vy3ky, ze které dopadl. Cisla 1%;2—17 ... jsou vysky,

kterych mi¢ek po odrazech dosahuje. Tvoii posloupnost, kterou nazyvame geometrickou.

= ol
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Geometricka posloupnost je kazda posloupnost urcena rekurentné vztahy
a =a, a,,,=a,0, Vne N, kde a,q jsou dana ¢isla.
Cislo q se nazyva kvocient geometrické posloupnosti. Budeme predpokladat, Ze je

a#0naq=0.V takovém ptipade je kazdé a, = 0 a z rekurentniho vztahu plyne pro

. . .. N a
kvocient (latinsky nazev pro podil), Ze q = —L
a

n

Uved’'me si na ukazku prvnich pét ¢lent geometrické posloupnosti, je-li dan jeji prvni ¢len a

kvocient .
a) a,=1q9=3 1; 3, 9; 27, 81;...
b) a =2,4q=15 2; 3; 4,5; 6,75; 10,125; ...
¢c) a =10,q :% 10; 5; 2,5; 1,25; 0,625; ...
d a=2q=-3 2,—6;18; —54;162; ...
Poznédmka

Je-li kvocient zaporny (q < 0), pak ¢leny geometrické posloupnosti realnych cisel jsou

stridave kladné a zaporné a takova posloupnost neni ani rostouci, ani klesajici; to vidime na
prikladu d).

Je-li kvocient kladny (g > 0), pak ma geometricka posloupnost realnych cisel bud’ vsechny

cleny kladné, nebo viechny cleny zaporné.

Je-li g =1, neni posloupnost ani klesajici ani rostouci, je konstantni.

Posloupnosti s kladnymi cleny, jsou pro q > 1 rostouci a pro 0 < g <1 klesajici.

Vyklad

Také pro geometrické posloupnosti realnych ¢isel je mozné odvodit charakteristickou
vlastnost, kterd plati jen pro posloupnosti geometrické.

Z definice plyne, Ze podil kazdych dvou sousednich ¢lend je konstantni. Znamena to, Ze plati:

a,

a . ox a a
q=—"1 ataké q= . Mazeme tedy porovnat % = " —a . -a, , =a’.
an apg a, an1

Sougin a,,; -a,_, je kladné ¢islo a tedy |a, | =+/a,,; @, -
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Je-li {an} geometricka posloupnost realnych ¢isel, pak absolutni hodnota kazdého jejiho
¢lenu (kromé¢ prvniho) je rovna geometrickému prameéru ¢lend sousednich, tj.
la,| = v, @, _
Obraceng, je-li v posloupnosti realnych ¢isel {an} absolutni hodnota kazdého ¢lenu

(kromé prvniho) geometrickym pramérem ¢lena sousednich, je to posloupnost
geometricka.

Z definice geometrické posloupnosti vime, Ze je uréena prvnim ¢lenem a kvocientem a plati:
a,, =a,q,

tj. a, =a,0,a; =a,q = alqz’ a =a;q= alqs,

Na zékladé toho vidime, Ze pro vypocet n-tého ¢lenu geometrické posloupnosti dané prvnim

¢lenem a, = 0 a kvocientem q = 0 plati vztah:

n-1
a, =a,q"".

Pro libovolné dva ¢leny a,, a, geometrické posloupnosti, v niz je a, # 0,q # 0, plati rovnost

S—r

a, =a,q

5.3.1. Soucet prvnich n €élenti geometrické posloupnosti

Vyklad

Pro soucet prvnich n ¢lent geometrické posloupnosti {an} plati vztahy:

q" -1

snza1q 7 prog=1, nebo s,=na proq=1.

Resené ulohy
Priklad 5.3.1. NapiSte prvnich pét ¢lena geometrické posloupnosti, je-li dano:

a)a, =4, a, =§,

b) a; = 24/3, a, = /3.
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Reseni: a) Nejprve uréime podil dvou sousednich &leni neboli kvocient nasi

geometrické posloupnosti

4
a_3 1,1
a 4 3
Z definice je pak
41 4 s 1\* 4
8 =2,0=22=7 (nebo podle a, =a,q"" je a, =a,q9° :4(§j :5),
41 4 1Y 4
a,=a0=—-=— nebo a,=aq’=4>| =—),
s =0 = o= ( s =80 [3) 57 )
4 1 4 1\* 4
a, =a,0=——=— nebo a.=a,q*=4=| =—).
s A= 57 3 T 8 ( 5 =l (3] 81)

b) Jsou dany dva libovolné ¢leny geometrické posloupnosti. Kvocient ur¢ime podle
a,=a,q°"".

35 =2,0°° =>2V3=430" >’ =2= ¢ =2.

Tato rovnice dava dvé mozné reSeni. Nejprve uréime zbyvajici ¢leny posloupnosti

proq =~/2:

a4=a3q:\/§\/§=\/€’ a2 :%

Nyni druhé tedeni pro q = —/2:

_ _ B _ 6 T3 B
a, =\3(-2)= -6, == ==

Priklad 5.3.2. Urcete pocet prvnich n ¢lena geometrické posloupnosti, znate-li

a, =—27,a, =-3 asoucet s, = —(12«/5 + 39).

Reseni: Uzitim a, = a,q"" dostaneme: —3=-27-q"" = q"* =é =q" =%.

Ef“ -166-
4



Zaklady matematiky Posloupnosti

q" -1
q-1-

Toto vyjadieni spolu se zadanim dosadime do vztahu s, = a,

q
41
—(12\/§+39)=—27% /-(—%)(q—l) pro q#1

430 +13q - 44/3-13=q -9,

1+43  1+43 1
3443 3(3+D) V3

odkud je po Upravé q =

n-1
] a1, o (1
Dosazenim do vztahu q"* =9 ziskame exponencialni rovnici (— ==,

J3 9

1\ 1Y . .
kterou prevedeme na tvar (— =|—=| ,odtud je n—-1=4,tj. n=5.

Priklad 5.3.3. Piedstavme si, Ze dva pratelé zpozorovali dne 1.ledna v 0.00 hodin pristani
vesmirné lodi s mimozemstany. Béhem ¢tvrt hodiny védély o pristani i jejich manzelky.
Béhem dalsi ¢tvrt hodiny sdélil kazdy z nich tuto udalost svému znamému, takze o
udalosti veédelo pal hodiny po pulnoci jiZ 8 lidi Piedpokladejme, Ze by se takto mohla
zprava Sifit po ¢tvrthodinach i na dalSi obyvatele Zemé. Zjistite, kdy by se o pristani

vesmirné lodi dozvedélo lidstvo celého svéta? Zkuste nejprve odhad.

Reseni: Pocty informovanych lidi po étvrthodinéch jsou &leny geometrické posloupnosti
2,4,8,16,32, ..., kde a, =2, q=2.
Musime zjistit, ktery jeji ¢len a, presahne svou hodnotou pocet obyvatel Zemé.
Vime, Ze je tento pocet priblizné Sest miliard a to zapisujeme jako ¢&islo 6-10°.
Chceme, aby a,, > 6-10°
a, =a,q""=2.2""=2"
Resime tedy nerovnici 2" >6-10°, pro n € N.. Po zlogaritmovani obou stran je

nlog2 > log6+9log10
nlog2>1log6+9-1
o5 log6+9 [I096+9:O,7782+9;32}

log2 log2 _ 0,3010

TakZe téhoz dne 1.ledna v 7hodin a 45 minut by o udalosti védélo
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2% =4 294 967 296 obyvatel a za dal3i &tvrt hodiny uZ by pocet piesahl pocet
obyvatel nasi planety, nebot’ dal$i ¢len posloupnosti je 2** = 8 589 934 592 . Odhadli

jste, Ze by k tomu stacilo pfiblizné osm hodin?

Priklad 5.3.4. MozZna jste uz nékdy dostali nebo dostanete dopis, v némz jsou uvedena ¢tyfi
vam zndma i neznama jmeéna s adresami a vyzva ke hte, jejiz pravidla jsou stru¢né
takovato — posli pohlednici hréci, jehoz adresa je z uvedenych ¢tyt adres prvni v poradi.
Pokyny k této hie ¢tyrikrat opi$ s tim rozdilem, Ze prvniho hréce vynechas a napises sebe
na étvrté misto a dopisy posli étyrem novym spoluhracam. Pak se maZze$ té&Sit, Ze v kratké
dob¢ dostane$ 256 pohlednic. Neni to lakavé? Jisté ano, zvIlasté kdyz se v jiné varianté

této hry nabizi misto pohlednic penize! Muzeme ale téch 256 pohlednic skute¢né dostat?

Redeni: Rozeslete-li dopis se svou adresou na &tvrtém miste étyiem znamym, kazdy
Z nich opét ¢tyrem znamym s vasi adresou na tretim misté atd., az se vaSe adresa
objevi na prvnim misté a vSech 256 Uc¢astnikt vam zaSle pohlednici, zdé se, Ze je vse
v poradku. Ale pozor, zatim jsme neuvazovali o tom, kolikéati v poradi jste se do hry
dostali. Predstavte si, Ze jste jednim z hraca, ktery vstoupil do hry napiiklad v osmeém

kole hry. Pocty hraca v jednotlivych kolech vytvaieji geometrickou posloupnost
4,16,64,256,...,4",..., ze které vidime, Ze v osmém kole by se muselo hry zt¢astnit
4% = 65536 hracu, abyste byli jisté Gspésni. Je ale docela mozné, Ze se do hry
dostanete aZ v kole dvanactém. Aby se v tomto piipadé dostala vaSe adresa na prvni
misto, muselo by se uz hry zGgastnit dokonce 42 =16777216 hracd, tedy vic hraca,

nez méa CR obyvatel.
Odpoved’ na nasi otazku tedy zni, Ze nejspise ne.

Kontrolni otazky

1. Jaky je geometricky prameér ¢isel 2a 8 ?
2. Co je to kvocient geometrické posloupnosti?
3. Jak ur¢ime soucet prvnich n ¢leni geometrické posloupnosti?
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5.4. UZiti geometrické posloupnosti

Vyklad

Ul
~

\:ll
/TN

Casto se setkavame s ristem nebo poklesem giselnych udaji, které jsou ¢leny geometrické
posloupnosti, a zména jednotlivych ¢leni je zadana v procentech. Vzrust kazdého ¢lenu o p

procent znamena vzrust ¢lenu ze 100% jeho hodnoty na (100+p)% této hodnoty, takze ¢leny

se stale zvétSuji v poméru 100+p _ 14-FP

100 100

Takovymi (daji jsou naptiklad pocty obyvatel v ur¢itém casovém obdobi, rozpad radia,

vypocet Uroka od banky zuloZenych vkladti a podobné. V nasledujicich piikladech se
podivame na mozna vyuZziti.

Resené ulohy
Priklad 5.4.1. Za kolik let vzroste vklad a K¢ pii stalém rocnim piiriastku o p% na k-

nésobek (k > 0) své paivodni hodnoty?

Reseni: Ozna¢me velikost vkladu po n letech a,. Stav po (n +1) letech pak je

a1 = &, +ﬁ= an(l_"ij-
100 100

Jedna se zde o geometrickou posloupnost s kvocientem q =1+ % a prvnim ¢lenem

a, =aq. Toznamena, ze a, =a,q" " =aq".

Podle zadani plati a, =ka, takze aq" =ka, odkud q" =k.

Logaritmovanim ziskame rovnici nlogq = logk , ze ktere n = _:zgz ,
tj. n= Lkp
log| 1+ ——
g[ 100j
. . - . log k
Dany vklad vzroste na k-nésobek sve pavodni hodnoty za ———— let.
Iog[1+ p)
100

Priklad 5.4.2. Ve mésté dnes Zije 85 600 obyvatel. Jaky pocet obyvatel tam mazeme
ocekavat za 6 let, predpokladame-li kazdoro¢ni prirastek 1,7% ?
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Reseni: Po roce se zvétsi pocet obyvatel na 101,7% stavu, ktery byl pocatkem roku.
Pocty obyvatel po uplynuti jednotlivych rokut tvoii geometrickou posloupnost

s kvocientem q = 1047 _ 1,017.
100

Oznacme si tedy pocatecni stav a, = 85600 . Pocet po prvnim roce bude a, =a,q a
nas zajima ¢len a, = a,q° =85600-1,017° = 94710.

Za Sest let miZzeme ve mésté ocekavat asi 94 710 obyvatel.

5.5. Limita posloupnosti

Vyklad

Tento novy pojem budeme potiebovat v dalSich Gvahach a ptitom se zamérime jen na nékolik
malo uZiti. Napiiklad pro odpovéd’ na otdzku, zda muze existovat kone¢ny soucet nekone¢né
mnoha ¢isel. Po vysvétleni tohoto nového pojmu si ukdzeme, Ze takovy soucet existovat
maZze, byt secist nekone¢né mnoho ¢isel nelze. Mozna jste sly3eli o feckém filozofovi
Zenonovi z Eleje (asi 490 — 430 pi.n.l.), ktery potrapil starovéké matematiky Skodolibym
tvrzenim, Ze rychlonohy Achilles nemutze nikdy dohonit Zelvu, méa-li Zelva ur¢ity naskok. Je
to nesmysl, ale ukazat to neni jednoduché. Limita posloupnosti nam k odpoveédi pomiZze.

Slovo limita je latinského pavodu a znamena mez nebo hranici.

e C(n+1)" y ]
VSimnéme si posloupnosti {—} .Jejicleny 2,—,—,—,—,—, ... klesaji s rostoucim n,
n=1
nikdy v3ak nebudou mensi nez 1, nebot’ a, = 1+1. Cleny této posloupnosti se zjevné blizi,
n

neboli konverguiji, k jedné. Cislo 1 je limitou této posloupnosti. To znamena, Ze od uréité

hodnoty n plati < ¢ , kde ¢ je libovolné zvolené kladné ¢islo.

pn+d
n

Rekneme, Ze posloupnost {an }‘:zl ma limitu a € R, jestlize ke kazdemu ¢ > 0 existuje

takové &islo n, € N, Ze je [a—a,| < & pro viechna n>ny,n e N. Pideme lima, =a.

n—o0
Posloupnost ma nejvyse jednu limitu.
Ma-1i posloupnost kone¢nou limitu, fikame, Ze je konvergentni (sbihava).

V opa¢ném piipadé mluvime o divergentni (rozbihave) posloupnosti.
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Posloupnosti

t+E

- &

T

1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 n

Na obrézku je vidét, Ze pro vSechna n > 3 patii obrazy ¢lena posloupnosti {an }jf:lv soustave

soufadnic v roving do vnittku pasu s ,,hranicemi“ a—¢, a+¢.

Resena Gloha

Priklad 5.5.1. Zjistéte, zda je posloupnost {Bn
+

3n—-7

Redeni: Dana posloupnost méa n-ty ¢len a, = Sl ; (1)
3n+7
po pravé a, _sner-dd g 1 1-a, = 14 (2)
3n+7 3n+7 3n+7

Sledujme nyni posloupnost {

zjistit jeji limitu. Snadno vidime, Ze je |

3n+7

14 (3)

14 |
13n+7| 3n+7’

nebot’ Vne Nje 3n+ 7 > 0. Proto miZzeme predpokladat, Ze

14
< 4
e R
a odtud po Gpravé 14 <3ns+7s = n> 143_ e _ ny. (5)
&

7} konvergentni nebo divergentni.

} a snazme se podle definice limity posloupnosti

Obréaceng, je-li n>n,, tj. plati-li (5), plati i (4). Ke kazdému & > 0 existuje tedy

takové &islo n, , Ze plati (4) pro véechna n>n, .

k%
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Ze vztahi (2), (3), (4) plyne, Ze lima, =1.
n

Protoze ke kazdému & >0 existuje n, takové, Ze [l-a | <&, Vn>ny.
Podle (1) maZeme tedy psét  lim

Dana posloupnost je konvergentni, konverguje k a =1.

Kontrolni otazky

—>0

3n-7
n—wo 3N+ 7

=1.

1. Ma kazda posloupnost svou limitu?

2. Je konstantni posloupnost konvergentni?

5.6. Nekoneéna geometricka rada

Vyklad

Vlozime-li mezi kazdé dva &leny posloupnosti {a, }, znaménko +, dostaneme schéma

o0
které zapisujeme znakem Zan (¢teme suma a,0d n =1 do nekonecna).

n=1

a +a,+a;+..+a, +...,

0
Zan nazyvame nekonecna fada. Cisla a,,a,,a,,... nazyvame ¢leny této rady.

n=1

Omezime se jen na nekonec¢né geometrické fady a ukazeme si, jak v nékterych pripadech

dospéjeme k pojmu soucet nekoneéné iady.

Vytvoiime posloupnost:

S, =a,+a,+a, +...+a

n?

kterou nazveme posloupnosti ¢asteénych souctia dané nekone¢né fady. Pro tuto posloupnost

pak mohou nastat pouze tyto dva piipady: - ma limitu s;

k%

- nema limitu.
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V prvnim pripadé fikdme, Ze dana nekone¢na rada je konvergentni, a ¢islo s nazyvame jejim

sou¢tem. V druhém pripadé¢ rikame, Ze nekoneéna fada je divergentni, tj. nema soucet.

o0
Je-li nekone¢na tada konvergentni se souétem s, pak symbolem Zan oznacujeme zapis
n=1

nejen této fady, ale takeé jeji soucet. PiSeme s = Zan .
n=1

0
Lze dokazat, Ze nekone¢na geometricka fada Zal -q" je konvergentni jenom v tom piipadg,
n=1

kdy?Z je |o| <1; jeji soucet potom je s = 1&.
—(

Pro |g|>1 je tada divergentni.

Resené ulohy

Priklad 5.6.1. Urcete soucet nekoneéné geometrické rady Z i
n=1

Reseni: Radu si nejprve vyjadiime pomoci nékolika prvnich &lend:

= 1 1 1 1
Y=l —+
iy 4" 16 64

Jeziejmé, ze a, =laq= Qq| < 1). Rada je konvergentni a pro jeji soucet plati:

N

4
S = =_,
3

Priklad 5.6.2. Najdéte feSeni dané rovnice: +
x+10 X X° X

Reseni: Na pravé strang je v rovnici nekone¢na geometrické fada s prvnim ¢lenem

a, =1 akvocientem q = _3 , kterou je nutno secist. To lze v ptipad¢, Ze je spInéno:
X

< 1. Tato nerovnice je spInéna pro véechna x e (—o0;—3) U (3;0).
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Pro tato x fada konverguje a je tedy podle s = 1a1 :
—q

= 3\ aq 1 1 X 8 X
e e 3) .. 3 x+3 x+10 x+3
o\ X —q 1_(_) 1.3 X+3 7 x+10 x+

X X

Regeni takto upravené rovnice hledame na mnozing

M = (~ o0, —=10)U(-10, - 3)U (3, ).

8 X
10" %13 I-(x+10)-(x+3)

8x + 24 = x% +10x

-2+ . 2+
X2 +2X-24=0= %, = 2+ ‘;4 24 _ 2510

X =—6, X, =4.

Oba koteny lezi v mnoziné M a jsou tedy hledanym feSenim dané rovnice.

Piiklad 5.6.3. Urcete dané racionalni periodickeé &islo a = 0,2348 ve tvaru zlomku, jeho?

Citatel i jmenovatel jsou cela ¢isla.

Redeni: Dané &islo (neryze periodické) je
a =0,23484848...= 0,23 +48-10" +48-107° +48-10° +....
Za cislem 0,23 vidime konvergentni nekone¢nou geometrickou fadu o prvnim ¢lenu
a, =48-10™* akvocientu q =107. Je tedy a = 0,23+ s, kde s je soucet té ady.

a, 48-10" 48 48

1-q 1-102 10*-10®> 9900

23 N 48  23-99+48 2325
100 9900 9900 9900

Proto je a=

Poznamka

Vzpominate si na tvrzeni filozofa Zenona, Ze Achilles nikdy nedohoni pomalou Zelvu?

Priblizme si vysvetleni tohoto paradoxu na jednodusSim tvrzeni Zenona, Ze Zadny bezec

nemuize probehnout Usek z mista A do mista B. Zenonova Uvaha byla dlouho matematicky
nevyvratitelna. Posudte sami. Ma-li bézec probehnout vzdalenost AB=1, musi probehnout
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nejdrive polovinu této vzdalenosti, potom polovinu zbyvajici vzdalenosti, potom opét polovinu

zbyvajici vzdalenosti atd. Musi tedy probehnout vzdalenost, ktera se rovné souctu

nekonechého poctu Usekiz o délkach % - % - % + % +---. A ted poloZil Zenon otézku.

Jak je moZné, Ze miize béZec piekonat nekoneény pocet Usekii za koneény ¢as?
Vysveétleni jiste uz sami vidite. Je to mozné, protoZe Useky tvori nekonecnou geometrickou

radu s kvocientem q = > tedy konvergentni nekonecnou 7adu , ktera ma konecny soucet

1
a 2

S =1. A tak je dokazano, Ze tuto vzdalenost muize bezec probehnout

2
v konechém case. Podobne bychom dokézali, Ze Achilles dohoni Zelvu.

NI RN P

Ulohy k samostatnému feseni

1. Urcete aritmetickou posloupnost, u které plati a, +a, +a, =71,a, —a, —a, = 2.

2. Sectéte prvnich dvacet ¢lent aritmetické posloupnosti, ve které je: a, =—-2,a,, =0.

3. V aritmetické posloupnosti uréené ¢lenem a, = 7 adiferenci d = -2 je soucet prvnich n
¢lent s, = —20. Urcete ¢islo n.

4. Prvni ¢len geometrické posloupnosti je zaporny. Ktera podminka musi byt spInéna, aby
posloupnost byla: a) rostouci, b) klesajici.

5. Urcete kvocient geometrické posloupnosti, je-li;a, = -3,a, = —192.

6. Urcete a,, n a q geometrické posloupnosti, u niz plati:
a, —a; =48, a; +a;, =48, s, =1023.

7. Teploty Zemé pribyva do hloubky pfiblizn¢ 0 1°C na 30 metra. Jaka je teplota na dné
dolu 1015 metra hlubokého, je-li v hloubce 25 metra teplota 9°C?

. .. b5
8. Reste rovmcug =Xx+3x2+x*+3x* +---.

9. Mezi koteny kvadratické rovnice x* — 26x + 25 = 0 vloZte ¢isla tak, aby spolu s koieny
tvorila aritmetickou posloupnost se souc¢tem 117 . Urcete tato ¢isla a diferenci.
a, —a, =15,

10.Urcete s,v geometricke posloupnosti, kde plati:
a, —a, =60.

= ol
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Zaklady matematiky Posloupnosti

Vysledky tloh k samostatnému rfeSeni
1. a,=5d=7;2 5,=10;3. n=10; 4. a) qe(01) ; b) ge(Lo); 5. q=4;
6. a,=1q=2n=10: 7. 42°C ; 8. %;_; £ 9. 471013161922 d =3 :

10. a, =5,q =4,s, = 425.

Klié k FeSeni tloh

1. Uzitimvztaht a, =a, + (n—-1)d a a, =a, +(s—r)d ziskate soustavu dvou rovnic o

oy a,+a +3d+a, +5d =71 ... 33 +8d="71
dvou nezndmych , upravime ji
a+4d—-(a, +d)—-(a,+2d)=2 —3a,+3d =6
adostaneme feeni @, =5ad =7.
n(a, +a,)

2. Uzijeme postupné vztahy a, =a, +(n-1)d, a, =a, +(s—-r)d as, = 5

a, +7d=-2 /(-1
a,+9d =0

Dostaneme soustavu apo vyieSenid =1, a, = -9,

a, =a,+19d =-9+19=10

3 20-(a, +a,)

Sy ; =10- (-9 +10) =10.

3. Uzitimvztahti a, =a, +(n—-1d a s, = ziskate kvadratickou rovnici o

n(al + an)
2

neznameé n.

n-(7+a,)

Ze vztahu — 20 = ;n e N dosazenim a Upravou dostaneme n®> —8n—20 =0,

koteny jsou n, =10,n, = -2. Ale — 2 neni pfirozené &islo, feSeni je tedy jediné n =10.

4. Posloupnosti rostouci stejné jako posloupnosti klesajici jsou monoténni. K tomu je treba,
aby jejich ¢leny nemély znaménka stridave kladna a zaporna, coz by nastalo pti nasobeni
zapornym ¢islem. Budeme tedy v obou piipadech poZadovat, aby kvocient bylo ¢islo
Kladné.

Vyjdéme z podminky pro rostouci posloupnost, ta je a,,, > a,.Kdyz zde oba ¢leny

Efm -176-
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nahradime podle vztahu a, = a,q"" dostaneme k vyieseni
nerovnice: a, -q" > a,q"" Aa, <0, které postupné upravujeme:

a,q"-a,q"" >0

a,(q" —q”‘1)>0/-ai/\al <0

1

n

q"-q"* <0,

q""(q-1)<0.

Tojesplnénopro "' <0Aq-1>0 nebopro g"*>0Aq-1<0.

Z téchto podminek je <0 A q>1 nebo qgq>0Aq<l.

Na zavér dostavame q e & nebo  qe(0,1).

Geometrické posloupnost se zdpornym prvnim ¢lenem je tedy rostouci, je-li jeji kvocient
¢islo z otevieneho intervalu (0, 1).

Nyni vyjdeme z podminky a, ., <a,.V predchozim postupu zménime znaménko

n+1

nerovnosti, geometricka posloupnost se zapornym prvnim ¢lenem je klesajici, ma-li jeji
kvocient hodnotu vétsi neZ jedna, tzn. feSenim bude interval q e (1, ).

s—r

5. Pouzijeme vztahy a, =a,q"" a a, =a,q

6. PouzZijemevztahy a, =a,q"", a,=a,q" " as, =g

n

7. Pouzijeme platné vztahy aritmetické posloupnosti.

8. Na pravé stran¢ zadané rovnice jsou dvé nekone¢né geometrickeé fady, u kterych je tieba

a .

podle s = . L urgit soucty.

9. Koteny rovnice oznacit jako prvni a n-ty ¢len aritmetické posloupnosti a uzit vztah
n(al + an)

10. Nejprve urgit prvni ¢len a kvocient uZitim vztaht a, =a,q"*", a, =a,q°" a pak pouzit

q"-1

q-1-

vztah s, =a;
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Kontrolni test

1.V aritmetické posloupnosti znate a,, = 25,a,, = —15. Urcete ¢len a,,.
a)l, b) -135, )0, d) -25.
2. Mezi koteny kvadratické rovnice x* + x —12 = 0 vloZte 6 ¢isel tak, aby spolu s kofeny

tvorila ¢leny aritmetické posloupnosti. Jaky je soucet vloZenych ¢isel?

a)soucet s=6, Db)soucet s=0, c)soucet s=4, d)soucet s=-3.

3. Obvod pravouhlého trojahelniku meéii 24 cm. Velikosti jeho stran tvoii téi po sobé jdouci
¢leny aritmetické posloupnosti. Urcete délku piepony.
a) 12, b) 10, c) 8, d) 6.

4. Aritmeticka posloupnost ma diferenci d =4 a sedmy ¢len a, = 27. Vypocitejte kolik
¢lent této posloupnosti ma soucet s, = 2107

a) -8, b) 8, c)7, d) 10.

5. Vypoctéte osmy ¢len aritmeticke posloupnosti, ve které plati a, —a, = 20,
ag+a,+a;, =57.

a) ag =31, b) a, =30, C) a; =28, d) a, =37.

6. Kolik ¢isel je tieba vlozit mezi ¢isla 5 a 640 tak, aby soucet vloZzenych ¢isel byl 630 a aby
vlozZen4 ¢isla tvorila s danymi ¢isly po sobé jdouci ¢leny geometrické posloupnosti?
a) 10, b) 6, c) 8, d) 9.

7. Kvadr, jehoz velikosti hran tvoii geometrickou posloupnost, ma povrch S = 78m?.
Soucet délek hran prochazejicich jednim jeho vrcholem je 13m. Vypoététe hodnotu

objemu takového kvadru v cm?.
a) 27, b) 24, c) 30, d) 21.

8. Soucet ¢tyt po sobé jdoucich ¢lenti geometrické posloupnosti je 80. Urcete jeji kvocient a

prvni ¢len, vite-li, Ze druhy ¢len je devétkrat mensi nez ctvrty clen.

a)lg/=2,a=5,b)q=52a=1,¢c)g=5a=7,d) =3, a=2va =—4.

Ef -178-
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9. Urcete soucet s, geometrické posloupnosti, ve které je a, —a, =18 a a, —a, =882.

a) 200, b) 123, ¢) 410, d) 171.

10. Urcete prvni ¢len a soucet s, geometricke posloupnosti, ve které je a, =1280 a a, = 20.
a) a, =4,s, =58, b) a, =5,s; =105,
c) a, =-1,s, =100, d) a, =6,s, =110.

Vysledky testu

1.b); 2.d); 3.b); 4.d); 5.a); 6.b); 7.a); 8.d); 9.d); 10.b).

Shrnuti lekce

Smyslem této kapitoly bylo piedevsim docilit pochopeni pojmu posloupnosti tak, jak je
Vv matematice pouzivan. Na ptikladech posloupnosti aritmetickych a geometrickych pak po
nutném procviceni ukazat i mozna pouZiti pii feSeni praktickych uloh. Pojem limity
posloupnosti je zde uveden jen stru¢né bez uvedeni vSech jejich vlastnosti, ale dostate¢né
jasn¢, abychom mohli pochopit i pojem nekone¢né geometrickeé fady.

Dodejme, abyste se m¢li na co tésit, Ze matematika pracuje i s jinymi fadami, naptiklad
mocninnymi, harmonickymi, alternujicimi nebo Fourierovymi, které jsou soucasti

matematické analyzy a lze s jejich pomoci fesit fadu zajimavych tloh.

= ol
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