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Zaklady matematiky Komplexni Cisla

4. KOMPLEXNI CiSLA

Privodce studiem

Kapitola Komplexni &isla navazuje na kapitolu 1.Ciselné obory, kde byl obor p¥irozenych
¢isel postupné rozsSifovan az na obor redlnych cisel.

Kapitola je rozdélena do péti podkapitol, z nichz nékteré jsou jesté dale rozclenény na
mensi oddily. V kazdém oddile jsou nejprve zavedeny nové pojmy a vzorce. Pak vétSinou
nasleduji Resené ulohy, slouzici jako ukazka praktického pouziti pravé zvladnuté latky a
napomahajici jejimu osvojeni. Mezi nimi je zafazeno i nckolik zajimavych uloh k ovéteni
platnych vztahl, které jsou pifinosem k vykladu. Na zavér je umisténo piehledné Shrnuti
kapitoly a Kontrolni otdzky. Dale jsou zadany Ulohy k samostatnému ieseni, k nimz jsou
dodany Vysledky uloh k samostatnému reseni a pro ty, ktefi by si s nékterou ulohou neuméli
poradit, je Upln¢ na konci dodano i Kompletni reseni uloh k samostatnému reseni. Kontrolni

test vam poslouzi k tomu, abyste si ovéfili, jak jste tuto kapitolu zvladli.

Cile

Cilem této kapitoly je vysvétlit pojem komplexni ¢islo, sezndmit s moZnymi zplsoby
zapisu komplexnich ¢isel a provadénim operaci s nimi. Po zvladnuti této kapitoly byste
méli byt schopni bez problému pracovat s komplexnimi Cisly, tj provadét s nimi bézné

pocetni operace, stejn¢ zbchle jako dosud s readlnymi Cisly.

Predpokladané znalosti

Predpoklada se, ze ovladate upravu algebraickych vyrazii, pocetni operace s dvojcleny,
binomickou vétu, goniometrické funkce, zékladni trigonometrické vzorce, Ze umite fesit
linedrni a kvadratické rovnice, soustavy dvou linedrnich rovnic dosazovaci nebo scitaci

metodou.

Vyklad

Zavedeni komplexnich ¢isel v matematice ndm umoziuje fesit problémy, které jsou v
oboru redlnych Cisel nefesitelné. Napt. odmocnina ze zaporného c¢isla v oboru redlnych Cisel
neni definovana. V dasledku toho napt. v oboru realnych ¢isel nelze urcit koteny kvadratické
rovnice se zapornym diskriminantem, ani kofeny nékterych algebraickych rovnic vysSich

stupitl.
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Zaklady matematiky Komplexni Cisla

Obor komplexnich ¢isel C je rozsifeni oboru realnych ¢isel R — to znamend, ze obor

realnych Cisel je soucasti oboru komplexnich ¢isel C (R < C).

V oboru komplexnich ¢isel je definovana odmocnina kazdého komplexniho Cisla (jak

uvidime dale), tedy i odmocnina redlného zédporného cisla.

Komplexni ¢isla maji své praktické uplatnéni i v jinych védnich oborech opirajicich se o

matematiku, hlavné ve fyzice a elektrotechnice.

4.1. Definice komplexnich ¢isel

Komplexnimi ¢isly (prvky oboru C) nazyvame uspotadané dvojice redlnych Cisel, pro néz je

definovana rovnost, operace s¢itani a nasobeni.
Znalime z = [x,y], x,yeR.
Cislu x € R se tika redlnd ¢ast (redlna slozka) komplexniho ¢isla z,

¢islu y € R se fikd imaginarni ¢ast (imagindrni slozka) komplexniho ¢isla z .

Symbolicky se pise:
Rez =x,
Imz=y.

Pro dvé komplexni ¢isla z, =[x, ], z, =[x,,¥,] definujeme:

Rovnost: z, =z, & (x; =x,)A (), =y,).

Dvé komplexni ¢isla z,, z, jsou si rovna pravé tehdy, kdyz jsou si rovny jejich redlné casti
(x, =x,) ajejich imaginarni ¢asti (y, = ,).

Soucet: z, +z, = [x1 +X,, ¥, +y2].

Soucet dvou komplexnich ¢isel je komplexni Cislo, jehoZ realna ¢ast je rovna souctu redlnych
slozek téchto dvou komplexnich ¢isel a imaginarni ¢ast je rovna souctu imaginarnich slozek

téchto dvou komplexnich cisel.
Souctin: z, -z, = [xlayl]'[xzayz]z [x1x2 EPAPLIRIRS +x2y1].

Pozn.: Vhodnost této definice souc¢inu dvou komplexnich ¢isel pozname po jeho vyjadieni

v algebraickém tvaru.
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Zaklady matematiky Komplexni Cisla

Poznamka

Ndzev komplexni je z latiny a znamena souborny, uplny, slozeny. Podle definice (viz vyse) je

komplexni cislo tvoreno dvema slozkami (realnou a imaginarni), je to tedy cislo slozenée.
Ndzev imagindrni (neskutecny, pomysiny) se uziva z ditvodii tradicnich. Piivodné se jako
imaginarni (neskutecna) cisla nazyvaly ciselné vyrazy, k nimz se nékdy pri formalné spravném

pocitani doslo a v nichz se vyskytovaly druhé odmocniny ze zapornych cisel.

4.2. Geometrické znazornéni komplexnich ¢isel

Zopakujeme: kazdé realné Cislo x z oboru redlnych ¢isel R lze zobrazit jako bod na
pfimce (realné ¢iselné ose). Zobrazeni mnoziny realnych ¢isel na mnoZzinu boda reélné ¢iselné

osy je vzajemn¢ jednoznacéné.

¥eR

Kazdé komplexni ¢islo z = [x, y] z oboru komplexnich ¢isel C lze zobrazit jako bod Z

roviny komplexnich ¢isel, nazyvané téz Gaussova rovina. Je to bod, jehoz x-ova soufadnice
je rovna x, tj. redlné slozce komplexniho ¢isla z, a y-ovd soufadnice je rovnay, tj.
imaginarni slozce komplexniho ¢isla z. Zobrazeni mnoziny komplexnich ¢isel na mnozinu
bodi Gaussovy roviny je vzajemné jednoznacné.

Gaussova rovina je rovina, ve které je zavedena kartézskd soustava soufadnic (tj.
soufadnicové osy na sebe kolmé, jejich prisecik je pocatek [0;0], pfi¢emz jednotky na obou
osach jsou shodné). Vodorovna osa x se nazyva redlna osa, svisld osa y se nazyva

imaginarni osa.
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Na obrazku ndzorné vidime, Ze obor komplexnich ¢isel C je rozSifenim oboru redlnych

¢isel R (redlnd osa x je soucasti roviny komplexnich ¢isel).
Pro z =[x, ] je:

a - argument nebo také amplituda komplexniho ¢isla z. PiSeme argz=a (a je

orientovany uthel, ktery svira spojnice obrazu komplexniho ¢isla z a pocatku s kladnym

smerem osy X ).

iz =+/x® +y? - absolutni hodnota nebo také velikost ¢i modul komplexniho &isla z

(vzdalenost obrazu komplexniho ¢isla z v Gaussove roving od pocatku).

| Poznamka

Tyto dva pojmy (argument a absolutni hodnota komplexniho cisla) najdou své uplatnéni pri

vyjadreni komplexniho cCisla v goniometrickém tvaru. S tim se seznamite v podkapitole 4.5.

17
'v Resena uloha

Piiklad 4.2.1. Zobrazte komplexni &isla z, =[2;4], z, =[-3;-2,5] jako body Gaussovy

roviny, vypoctéte jejich absolutni hodnoty, oznacte jejich absolutni hodnoty a argumenty.

ReSeni:

|z, =22 +4% =20 24,47,

2] =(=3) +(-2,5) =0+ 6,25 = 15,25 =3,90.
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4.3. Klasifikace komplexnich €isel

Vyklad

RozliSujeme tyto dva druhy komplexnich ¢isel z = [x, y]:

Je-li y=0, pak z = [x,O] = x je realné Cislo - usporadana dvojice [x,O] je tedy jen formou
vyjadieni realného ¢isla x v oboru komplexnich ¢isel C. V Gaussové roviné leZi obrazy
realnych &isel na realné ose. Napk. [3;0] =3, [0;0]=0, [-5,3;0] = -5,3.

Je-li y#0, pak z = [x, y] se nazyva imaginarni ¢islo, jeho obraz v Gaussové roviné lezi
mimo redlnou osu. Napf. [3; 4], [2,5;-3,2]. Je-li specialn¢ x =0, pak z = [O, y] se nazyva
ryze imaginarni ¢islo, jeho obraz v Gaussové roviné lezi na imaginarni ose. Obecné ma
tvar [O;c] ,kde c € R. Napr. [0;3], [O;—5,27].

Dalsi pojmy

Komplexni ¢islo i:[O;l] se nazyvd imaginarni jednotka. Pro imaginarni jednotku i plati
dilezity vztah: i*=-1 (Ize odvodit zdefinice nasobeni komplexnich &isel:
i? =i-i=[0;1]-[0;1]=[0-1;0+0]=[-1;0]=-1).

Poznamka

Nekdy, zejména v elektrotechnice, se imaginarni jednotka oznacuje pismenem j .

Komplexni ¢islo —z = [— x,—y] se nazyva opaéné k Cislu z = [x, y], jeho obraz v Gaussové
roviné je sttedoveé soumérny s obrazem ¢isla z podle pocatku soustavy soutadnic.

Komplexni ¢islo Z =[x,—y]se nazyva komplexné sdruZené k ¢islu z =[x, y], jeho obraz
v Gaussove roving je osoveé soumerny s obrazem c¢isla z podle osy x.

(Pro jednoduchost se obraz komplexniho ¢isla v Gaussové roviné oznacuje stejn¢ jako dané

komplexni ¢islo.)
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I Poznamka

Je zjevné, Ze plati: |z| = |E| = |—z|.

Komplexni ¢isla z, pro ktera plati ‘z‘ =1, se nazyvaji komplexni jednotky. Komplexni

jednotky jsou vSechna komplexni ¢isla, jejichz obrazy v Gaussové roving lezi na kruznici

se sttedem v pocatku a polomérem jedna. Patii k nim napt. ¢isla

{l. V3 }’[l;_ﬁng;%l} , &isla [1;0], [-1;0] - tj. red1na ¢isla 1, —1 a &isla [0;1],

;——1
22 22
[O;—l] - tj. imaginarni jednotka i a —i.

| g . 1 s
Komplexni ¢islo — se nazyva prevracené (reciproké) k ¢islu z (z#0).
zZ

17
'v Resené ulohy

Priklad 4.3.1. Urcete, je-li dané komplexni ¢islo imaginarni, ryze imagindrni nebo redlné:

a=[0;-2], b=[-3,25,0], ¢ =[-3,72;-11,23], d =5.
ReSeni: a — ryze imaginarni &islo, b — realné &islo, ¢ — imaginarni &islo, d — realné &islo.
Priklad 4.3.2. Jsou déna komplexni ¢isla a = [—3,5;4] , b= [O; —21'] , C= [1, 25;—4] ,

d= [2,5; 0] . Ke kazdému z nich urcete ¢islo komplexné sdruzené a ¢islo opacné a

znazornéte je geometricky v Gaussove roving.

ReSeni: pro a=[-3,54] je a =[-3,5;-4], —a=[3,5;-4],
pro b=[0;-2i] je b =[0;2i], —b=[0;2i].

Y

ro
&
™
I
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Pro c:[l,25;—4] je 52[1,25;4], —c:[—1,25;4],
pro d =[2,5;0] je d =[2,5;0], —d =[-2,5;0].

1
31
3|

e

S

f+ R~
w1l
_h__
ey

41

Piiklad 4.3.3. Urcete absolutni hodnoty komplexnich &isel a =[0,9;-0,25], b=[-0,6;0,8],
c=[0,3;0,7], d =[0;—1], e=[-5,2;0]. Je-li n€které z nich komplexni jednotka, uved'te

to.

ReSeni: |a|= \/0,92 +(-0,25)" =4/0,81+0,0625 =/0,8725 = 0,934,
|b|= W =0,36+0,64 =/1 =1 (b je komplexni jednotka),
| =/0.37 +0,7% = /0,095 0,49 = /0,58 = 0,76,
|d| = \/m =1 (d je komplexni jednotka; d = —i),
le| = m =5,2.

4.4. Algebraicky tvar komplexniho €isla

Vyklad

Algebraickym tvarem komplexniho ¢isla z = [x, y] nazyvame zapis z = x + yi , kde ¢islo

i =[0;1] je imaginarni jednotka.

Ef -122-
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Obdrzime ho postupnou upravou zapisu komplexniho ¢isla z :
z= [x,y] = [x,0]+ [O,y] = [x,0]+y . [O;l] =x+yi.
Algebraicky tvar ¢isla opaéného k ¢islu z: —z=-x—yi.

Algebraicky tvar ¢isla komplexné sdruzeného k ¢islu z: zZ=x—yi .

* 4 w7 A r r wr b A A r 1 w7
Algebraicky tvar Cisla prevraceného k Cislu z dostaneme rozsifenim zlomku — Ccislem
z

Z=x—Ji:

[S—

1 z _ xX—yi X—yi x Yy

z Z-E_(x+yi)(x—yi)_x2+y2 _x2+y2 szry2

i.

Resena uloha

Priklad 4.4.1. Pfeved’te na algebraicky tvar a urcete ¢islo opacné, komplexné¢ sdruzené a

pievracené ke komplexnimu &islu z =[-1;4].

Reseni:
z=-1+4i,
—z=1-4i,
z=—1-4i,
1 (-1-4i) -1-4 -1-4 1 4.
—= = = =———-—1.
z (-1+4i)(-1-4i) 1-16° 17 17 17

4.4.1. Scitani a nasobeni komplexnich €isel v algebraickém tvaru

Vyklad

Déna dvé komplexni ¢isla z, = x, + y,i, z, =x, + y,i:
21tz = (xl +y1i)+(x2 +y2i)= (xl +x2)+(yl +y2)i

212, = (% + i) (% + 2of) = (%%, + 5250+ yi+ mani® ) = = (6%, = 313) + (03, + 5,3, )

Komplexni ¢isla v algebraickém tvaru s¢itdme a nasobime podobné jako redlné

dvojéleny, slou¢ime ¢leny bez ,,i“ a's ,,i “, vyuzijeme vztahu i* = —1 .
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4.4.2 Odcitani a déleni komplexnich ¢isel v algebraickém tvaru

Stejn¢ jako v oboru redlnych ¢isel R, i v oboru komplexnich ¢isel C jsou operace

odc¢itani a d€leni inverzni operace k operacim s¢itani a ndsobeni, tedy:

z,—z,=2z,+(-z,) prokazdéz, z, €C,

1 .
=z,-— prokazdé z, z, €C, z, #0.
Z Z

Pro dvé komplexni ¢isla z, = x, + y,i, z, = x, + y,i plati:
Z Ty = (xl + Y1i)_ (xz + Y2i) = (xl —x2)+ (yl _yz)i

4 _Z4% (3 +31) (x5 = 25) _ 0K YNy BN XD
z, 2,5, (G+yi)(n-»i) x*+3,°  +y,°

Pii déleni komplexniho ¢isla z, komplexnim Ccislem =z, #0 v algebraickém tvaru

iy s 21 - « v . . , -
rozsifujeme zlomek —1 &islem Z, komplexné& sdruzenym ke jmenovateli z, (tim zajistime,
z
2

ze jmenovatel je realné Cislo).

Resené ulohy
Priklad 4.4.2. Preved’te na algebraicky tvar a uréete soucet, rozdil, soucin a podil

komplexnich &isel [;-2], [2;3].

Refeni:
[,-2]=1-2i, [2:3]=2+3i,
(1-2i)+(2+3i)=3+1,
(1-2i)—(2+3i)=-1-5i,
(1-20)(2+3i)=2+3i—4i—6i* =8—1i,

1-2i _1-2i 2-3i  2-3i—4i+6i’ _ ;
2+3i 2+43i 2-3i 4+9 13 13 13
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Priklad 4.4.3. Preved’te komplexni Cislo a = [al, az] na algebraicky tvar a vypocitejte
a) a+a, b) a-a.
Reseni:
a=a,+a,l
a) a+a=(a +ayi)+(a;—ayi)=2a, (tj. soutet dvou komplexn& sdruzenych &isel je
realné Cislo, rovné dvojnasobku jejich shodné realné slozky).
b) a—a=(a,+ayi)—(a,—ayi)=2a,i (4. rozdil dvou komplexné& sdruzenych &isel je

ryze imaginarni ¢islo, rovné dvojndsobku imaginarni slozky prvniho z nich).

Priklad 4.4.4. Dokazte, Ze pro komplexni ¢islo z =[x, ] plati: z-Z=x"+ ) € R, tedy

absolutni hodnotu komplexniho ¢isla z je mozno vyjadtit rovnéz jako |z| =z-Z.

ReSeni:

(x+ yi)(x— yi) = x> —xyi+xyi — y*i* =x* =y (=) = x* + 2.

3-2i

Priklad 4.4.5. Najdéte redlna Cisla x, y, kterd jsou feSenim rovnice o =2x+yi.
+1
Reseni:
3-2i  (3-2i)(1-i) 3-2i-3i-2 1-5i —l—éi
1+i  (A+i)1-0) 2 2 2 ’
2x+yi=———1;

komplexni ¢isla jsou si rovna, rovnaji-li se jejich realné a imaginarni slozky, proto

2x:l,odtud x:l a y:—é.
2 4 2
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4.5. Goniometricky tvar komplexniho €isla

Vyklad

Je dano komplexni cislo z=[x, y], z#0, jehoZ obraz v Gaussové roviné je bod Z

o soufadnicich [x, y].

R . I
Z obrazku plyne: cosa = 2% sinag=-"2 =2 kde iz =/x*+y? - odtud

4 z

jednoznaéné ur¢ime thel o €< 0,27 > .

Redélnou slozku komplexniho €isla z, x = Rez mizeme tedy vyjadfit jako x = ‘z‘ cosa,
analogicky jeho imaginérni slozku y = Im z mozno vyjadfit jako y = ‘Z‘ sino .
Dosazenim do algebraického tvaru komplexniho ¢isla z za slozky x, y a po vytknuti |Z|

dostaneme: z = \z‘(cosa +isina) - tzv. goniometricky tvar komplexniho ¢isla z = [x, y].

Pfipomenime si:
o je argument nebo také amplituda komplexniho €isla z, (a €< 0;27)), piSeme argz=«,
je mozno uvadét v radianech nebo ve stupnich;
‘z\ je absolutni hodnota nebo také velikost ¢i modul komplexniho ¢isla z .

Kazdé komplexni ¢islo je témito dvéma idaji jednoznaéné urceno.
Protoze funkce sinus a kosinus jsou periodické speriodou 27, lze vzit za argument

komplexniho ¢isla z # 0 také kazdé realné Cislo tvaru a'=a +2kx , kde k je libovolné celé

gislo. Cislu a €< 0;27) se fika hlavni (zdkladni) hodnota argumentu komplexniho &isla z .
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12 . 1y
_v Resené ulohy *

Priklad 4.5.1. Pfeved’te na goniometricky tvar komplexni ¢isla a = 3+ i, b=-8.

3+ =a=2,

cosa=—, sinazl,odtud a:ﬁ ,resp. a=30°,
2 2 6

Reseni: Rea=«/§, Ima=1, |a

a= 2(cos%+isin%), resp. a =2(cos30° +isin30°).

Reb =

cosff=—1,sinf=0,odtud f=r,resp. f=180°,

b=8(cosz+isinrx), resp. b=8(cos180" +isin180°).

Priklad 4.5.2. Pfeved’te na algebraicky tvar komplexni ¢isla ¢ = 2(cos135°+isin135°),

d= 6(cosi7z+isini7r).
3 3

Reseni: c-2(—£+ £)_ 2 +/2i, d:6(—%—i§):—3—3\/§i.

4.5.1. Soucin a podil komplexnich €isel v goniometrickém tvaru

E‘W Vyklad %T—I

Necht jsou dana dvé libovolna nenulovéa komplexni ¢isla v goniometrickém tvaru:
z, :\zl\(cosal +ising,), z, = ‘zz\(cosa2 +isina,),
pak jejich soucin

By = |zl||22|(cos(051 +a,)+isin(a, +a,))

a jejich podil
z
A u (cos(a, —a,) +isin(a, —a,)).
z, |z
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Pti nasobeni komplexnich ¢isel v goniometrickém tvaru se jejich absolutni hodnoty nasobi a

argumenty scitaji.

Pti déleni komplexnich ¢isel v goniometrickém tvaru se jejich absolutni hodnoty déli a

argumenty odc¢itaji.
Tyto vzorce lze snadno odvodit uzitim souctovych vzorcti pro funkce sinus a kosinus.
Odvozeni:
2y 2y = |zl||z2 | (cosa; +ising,)(cosa, +isina,) =
|z1 | |zz| (cosa, cosa, +icosq, sina, +ising, cosa, —sing, sina, ) =
|Z1 | |22 | (cosq, cosa, —sing; sina, +i(sina; cosa, +cosa; sina, ) =

|z1 | |Zz| (cos(a + ) +isin(a, +a,)).

Z 2% _ |zl|(cosal+isinal)|zz|(cosa2—isinaz) B

z, 2%, |z,|(cosa, +isina,)|z,|(cosa, —isina,)

|z1 | (cosq; cosa, —icosq sina, +ising, cosa, +sing,sina,)

|z2|(cos2 a +sin’ )

|—1 (cosa, cosar, +sina, sina, +i(sing, cosa, —cosa, sina,)) =
2|

z .

||—1| (cos(a, —a,) +isin(a, — ).

Resené ulohy

Priklad 4.5.3. Urcete soucin a podil komplexnich ¢isel ¢ = 3(cos§ +isin %) ,
7 = 2(cosz +isin z).
6 6
Reseni:
T T . T T RY/2 . 37
c-d=3-2(cos(—+—)+isin(—+—))=3-2(cos—+isin—) =
(cos( 3 6) (3 6)) ( P P )
= 6(cos£+isin£),
2 2

c 3 T 7. .. T T 3 T .. T
—==—(cos(———=)+isin(———))=—(cos—+isin—).
p 2( (3 6) (3 6)) 2( c )
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Vyklad

Vypocet soucinu a podilu dvou komplexnich ¢isel tedy zvladneme jak v algebraickém

tvaru, tak i v goniometrickém tvaru.

Goniometricky tvar komplexniho ¢isla se uplatni hlavné pii vypoctu 7 -té mocniny a n-té

odmocniny komplexniho ¢isla.

4.5.2 Definice a vypocet n-té mocniny komplexniho Cisla

n-ta mocnina komplexniho ¢isla z pro n € N se definuje stejné jako 7 -t4 mocnina redlného

¢isla v oboruR :

z" =z-z-...-z, pro kazdé komplexni ¢islo z a n e N
%,_/

n—krat
z° =1, pro kazdé komplexni ¢islo z # 0

—n

1
z " =—, pro kazdé komplexni Cislo z#0 a neN
z

V oboru C tudiz plati pro vypocet mocnin s celo¢iselnymi mocniteli stejna pravidla jako

v oboru R.
Vypocet mocniny komplexniho ¢isla je mozny i v algebraickém tvaru:
(a+bi)" pocitdime jako mocninu dvojélenu pomoci binomické véty, vysledkem je
komplexni Cislo, jehoz redlna ¢ast je tvoiena souctem ¢lend bez ,,i“, imaginarni ¢ast je

tvofena souctem Clenud s ,,i .
Napt.: (2+3i)° =8+36i +54i° +27i° =8—54+36i —27i = —46+9i.

Pro vypocet vysSich mocnin uz se nam vyplati prevést komplexni ¢islo z tvaru
algebraického na goniometricky a vypocitat mocninu komplexniho ¢isla v goniometrickém

tvaru, coz je jednodussi.

Vypocet mocniny komplexniho ¢isla z v goniometrickém tvaru odvodime ze vzorce pro

soucin komplexnich ¢isel v goniometrickém tvaru:

ZyZy = |z1 | : |zz| (cos(ay +a,) +isin(e, +,)).
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Pro z = \z‘(cosa +isin) je

z? =z z=|z]-|Z(cos(a + @) +isin(a + a)) = \z\z(cos 20 +isin2a) .

Vysledek 1ze zobecnit:

z" = (‘z\(cosa +isin@))" = ‘Z‘H(COS na+isinna)

nebo z" = |z|" (cosn(a +2kr)+isinn(a+2krx)), ke Z.

n-ta mocnina komplexniho ¢isla z je komplexni ¢islo, jehoz absolutni hodnota je rovna 7 -
té mocniné absolutni hodnoty Cisla z a argument je roven (popiipad¢ az na cely nasobek

¢isla27) n-nasobku argumentu cCisla z .

Poznamka

. 7 . n . e o Ve, 7
Je-li z komplexni jednotka, dostaneme ze vzorce: z" = |z| (cosna +isinna) duleZity vztah,

tzv. Moivreovu vétu: (cosa +isina)" = cosna +isinna.

Moivreovu vetu miizeme pouzit, chceme-li vyjadrit cosna, sinna, kde ne N, pomoci cosa

asingo.

Resené ulohy
P¥iklad 4.5.4. Urdete (1+i)’ a) v algebraickém tvaru,
b) v goniometrickém tvaru.
Reseni:
a) (1+i)° =1+3-1-i+3-1-i> +i° =1+3i -3+’ =-2+3i—i=-2+2i,

b) ¢islo(1+17) nejprve prevedeme na goniometricky tvar:

(1+i)=ﬁ([+ T) (([ () ((cos—ﬂsm )

pak urc¢ime jeho tfeti mocninu (v goniometrickém tvaru, tu pak pfevedeme na

algebraicky tvar):

)2(((

(1+i)’ =(«/§)3(cos3:+ism 2(—+i—)=-2+2i.

Vysledky feseni a), b) jsou shodné.
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Priklad 4.5.5. Odvod'te pravidlo pro vypocéet mocniny ", kde i je imaginarni jednotka,

neN.

ReSeni: > =—1, odtud plyne:

P=iti=—i, i*=0)=(1)=1, P=i"i=1i=i, i*=i*-i"=1-(-1)=—1,

i'=it =1 ==, *=i"=1"=1, " =" =i, atd.

Obecné: n-tou mocninu ¢isla i vypocitdme, kdyz mocnitele n délime ¢tyimi a Cislo
4442

i umocnime na zbytek. Napt. i'"* =i**"? =i* = 1.

Priklad 4.5.6. Vyjadiete sin4a , cos4a pomoci sina a cosa .

< . . y . \4 ..
ReSeni: Podle Moivreovy véty: (cos a +isin a) =cos4a +isinda .

(cosa +isina)* =cos* a+4cos’ a-isina+6cos’ @-i* -sin* a +4cosa i’ -sin’ o +sin o =

=cos* @ —6cos” asin® a +sin @ +i(4cos’ asina —4cosasin’® ), odtud
cosda =cos* @ —6cos? asin® a +sint a,

sinda =4cos’ asina —4cosasin’ a .

4.5.3 Definice a vypocet n-té odmocniny komplexniho €isla

Vyklad

n-ta odmocnina komplexniho éisla z (z#0, z = \z‘(cosa +isina), n e N) je kazdé

komplexni ¢islo s, pro které plati: s” =z.

o S a .. a. .
Ze vzorce z" :|z|" (cosna +isinna) plyne, ze Cislo z, =,"/|z|(cos—+zs1n—) je n-tou
n n

odmocninou ¢isla z, nebot’ umocnime-li ho na »n-tou, dostaneme prave ¢islo z .

. s a+2r .. a+2rx L . . ,
Avsak také Cislo z, = 4"/|z| (cos +isin j resp. (uvadime-li velikost thlu ve
n

n
stupnich) z, = (l/ﬁ[cos o + 3607

n

a+360°) . . "
n j je n-tou odmocninou ¢isla z, nebot’
n

7" =|z|(cos(a +27x)+isin(a +27)) = || (cos @ + isina) = z.

Ziejmé tedy kazdé Cislo

a+2kr .. a+2kr . s s . . Y
z, = 4”/|z| cos +isin , kde k je celé ¢islo, je n-tou odmocninou Cisla z .
n n
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, . . a+2knr . . a+2kr .
Zvolime-li ve vzorci z, = ,"/|z| cos———+isin——— | postupné k£ =0,1,....n—1,
n n
dostaneme n odmocnin z, z,...,z,_;, které jsou navzajem rtizné, nebot’ tthly

a a 2n a 4z a (n-1)2n
—_t .., —+—

jsou navzajem rizné a zadné dva z nich se nelisi o

’ ’ 00 9

n n n n n n n

cely nésobek ¢isla 27 .

a+2kr . . a+2kn e . . o
Ze vzorce z, =4/|| | cos +isin snadno vidime, Ze zvolime-li za k jiné celé
n n

¢islo, nez n€které z ¢isel k£ =0,1,...,n —1, nedostaneme (az na celé nasobky ¢isla2x) jiz Zadné

jiné Ghly.
Pro k=n+1:
@ Ao e @ Gt @, g @ 2T i ot i 1),
n n n n no o n non
pro k =-1:
2(-1 — —
2 ( )ﬂ—g+ 27T:g—2—7[+27r:g+M (stejny uhel jako pro k =n—1).
n n n n n n n

Kazdé komplexni ¢islo ze C ma v C pravé n riznych n-tych odmocnin z,,z,,...,z

<yl
jejichZ vypocet je dan vzorcem z, =1/|z| (costknﬂ'sinLan), k=01,..,n—1.
n n

Tedy vSechny n-t¢ odmocniny komplexniho ¢isla z maji tutéz absolutni hodnotu rovnou

. : 2 -
z| a jejich argumenty jsou rovny £+£, kde £k =0,1,..,n—1, tj. 1i8i se o celocCiselné
n n

n

2
nasobky cisla .
n

Pro obrazy Yz v Gaussové roviné plati:
Je-li n =2, pak odmocninami komplexniho ¢isla z jsou dvé opacna komplexni &isla, jejichz

obrazy v Gaussove roving jsou body soumérné sdruzené podle pocatku, lezici na kruznici

se sttedem v pocatku a polomérem rovnym ¢islu /|z| .
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Je-li n>2, pak obrazy n-tych odmocnin komplexniho ¢isla z, tj. ¢isel zj,z,...,z,
v Gaussové roving tvoii vrcholy pravidelného 7 -uhelnika vepsaného kruZznici se sttedem
v pocatku a polomé&rem rovnym &islu %/ |z| .

Graficky sestrojime v Gaussové roviné obrazy vSech n n-tych odmocnin ¢isla z tak, Ze na

kruznici se sttedem v pocatku a polomérem r =2/ Z| sestrojime nejprve vrchol, odpovidajici

sy . . v f s , « , o vr
odmocniné z, (jeho spojnice se stfedem svird s kladnym smérem osy x uhel —), dalsi
n

360°

e O Cixrn N g 2
vrcholy dostaneme tak, ze k uhlu — postupné pricitime (pfidavame) uhel il (resp.
n n

).

Poznamka

Tedy i kazdé realné cislo r (jako specialni pripad komplexniho cisla r = [r;O] )mav C n

n-tych odmocnin, zatimco v R je jen pro r 20 definovano jediné cislo s = Yy, 520,

Resena uloha
Priklad 4.5.7. Reste rovnici z* +1=0.
ReSeni: Madame najit vSechna komplexni ¢isla z, jejichZz ¢tvrtd mocnina je rovna —1,
coz znamena najit v§echny ¢tvrté odmocniny cisla — 1.
Vime, Ze budou Ctyfi: z,z,,2z,,z;.

Cislo — 1 ma absolutni hodnotu 1 a argument 7 (resp. 180°).

m -133-




Zaklady matematiky Komplexni Cisla

a+2kr
in

a
Podle vzorce z, = 1/|z| (cos ) dostaneme:

a8

n

zo—\/_(cos +zs1n—)—

2 b
y “r " 2r & o

z, dostaneme tak, Ze k argumentu ¢isla z, pficteme 7 5 (resp.90°):

3z 3z f J_
zy = 1(cos—+151 —)=——

4 4 2 2
obdobné

51 st. N2 A2 T 7. 2 \F
2y =1(cos - tisin o) =~ 2 i 52 2 —l(cos—+zs1n—)——— B

4 4 2 2 4 4 2 2

Obrazy ctvrtych odmocnin ¢&isla —1 tvofi vrcholy pravidelného ctyfuhelnika

(Ctverce).

4.5.4. Reseni kvadratickych rovnic v oboru komplexnich éisel

Vyklad

V podkapitole 3.2. Kvadratické rovnice bylo konstatovano, ze je-li diskriminant D <0,
pak kvadratickd rovnice nema v oboru redlnych Ccisel feSeni. Ukdzeme, Ze v oboru

komplexnich ¢isel ma kvadratické rovnice vzdy feSeni.

V oboru C si mizeme zaporné &islo, napi. —25 vyjadiit jako 25i°, tedy

J=25 =~/25i% =25 =5i .

Efm -134-
4




Zaklady matematiky Komplexni Cisla

Vzorec pro urCeni kofent kvadratické rovnice

b+
Xip = b;—c;/ﬁ tedy pro D <0 vypada néasledovné¢:
~b+i\|D| o < drand k¥
Xip = 2, (dostaneme dva imaginarni komplexné¢ sdruZené koteny).

Resené ulohy

Piiklad 4.5.8. Reste v oboru C kvadratickou rovnici 9x> —6x+10=0.

ReSeni: D=b—4ac=36-4-9-10=36-360=-324,
D<0, D =i/|D| =iv324 =18,

618 143
Ma= e Ty

Kvadraticka rovnice ma dva imaginarni komplexné¢ sdruzené koteny:

1 1
X =—+i, x,=——1i.

3
Priklad 4.5.9. Urcete, pro které hodnoty realného parametru m bude mit kvadratické rovnice

(m+5)x* —=2mx+(m—1)=0 imaginarni kofeny.

Refeni: D =4m’ —4(m +5)(m—1) = 4(m2 -m? +m—5m+5) = 4(5—4m) .
Kvadraticka rovnice ma imaginarni (komplexné¢ sdruzené) koteny, pravé kdyz D <0,

tedy 4(5—4m)<0. Odtud 5-4m<0 = m>%.

5 . , s S TR
Pro m e (Z’ +o0 | ma dana kvadraticka rovnice imaginarni kofeny.

Poznamka

Podobné Ize zobecnit rozklad kvadratického trojclenu v R na rozklad kvadratického

trojclenu v C.

Piiklad 4.5.10. Rozlozte v C kvadraticky trojélen ¥ = x> —10x + 26 ..

ReSeni: VyfeSime nejdiive kvadratickou rovnici

104v—4 1042
2 2
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Ptiklad 4.5.11. Rozlozte v C kvadraticky dvojélen ¥ = x* +1.

ReSeni: x”+1=x—(-1)=x"—i*, V =(x+i)(x—i).

Poznamka

Exponencialni tvar komplexniho Cisla

V aplikacich se zpravidla pracuje s tzv. exponencidlnim tvarem komplexniho cisla: z =re'?,

, a

ktery dostaneme z goniometrického tvaru z:‘z‘(cosgp+isin(p), polozime-li r:‘z

cosp+ising=e'?, kde e je Eulerovo cislo. Vyhoda exponencidlniho tvaru komplexnich
cisel spociva v tom, Ze jejich nasobeni, déleni a umocnéni prirozenym cislem se provadi podle

analogickych pravidel jako pro mocniny v oboru R :
pro komplexni cisla z| = rlei A, 2y = rzei(/’2 je

212y =7 1?2 = 1y P12,

i
2 _ne? _n itg-g)
23 pe?? n

pro komplexni ¢islo z=re'? je 7 = (rew’) =r"e"?.

Shrnuti kapitoly

Obor komplexnich ¢isel C je rozsifenim oboru realnych ¢isel R (R < C).

Komplexni ¢islo z je definované jako uspotadana dvojice redlnych Cisel (z = [x, y], X je
redlnd slozka, y je imaginarni slozka komplexniho ¢isla z) a lze ho zobrazit jako bod
Gaussovy roviny.

Nejcastéji je pouzivan algebraicky tvar komplexniho Cisla (z = x + yi), ktery umoziuje
pocitat s komplexnimi &isly jako s realnymi dvojéleny, pfiem? je vyuZivan vztah i* =—1.

rowr

Komplexni ¢isla v algebraickém tvaru lze s¢itat, odcCitat, nasobit, délit i umocnit.
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Goniometricky tvar komplexniho ¢isla z :|z|(cosa+isin o) umoznuje jeho vyjadieni
pomoci absolutni hodnoty \z\ a argumentu «. V tomto tvaru lze komplexni ¢isla pohodIng
nasobit, délit, umocnit.

Vypocet n n-tych odmocnin komplexniho ¢isla z je mozny jen v goniometrickém tvaru.

Podle potieby lze komplexni Cislo z = [x, y] zapsat v algebraickém nebo goniometrickém
tvaru, ¢i prevést ho z jednoho tvaru do druhého.

Pozn.: V aplikacich se zpravidla pracuje s tzv. exponencidlnim tvarem komplexniho ¢isla:

z=re'?, ktery dostaneme z goniometrického tvaru z =|z|(cos¢ + isin @), polozime-li r =]

b

cosp+ising =e?, kde e je Eulerovo &islo.

Kontrolni otazky

1. Je-li R obor redlnych ¢isel, C obor komplexnich ¢isel, ktery z nasledujicich vztaha je
spravny: C < R nebo Rc C?

Jak mizeme geometricky znazornit kazdé komplexni ¢islo?

Jaké druhy komplexnich ¢isel rozliSujeme?

Co je imaginarni jednotka, co je komplexni jednotka?

Které tvary zapisu komplexniho ¢isla pouzivame?

Kterou operaci nelze provést s komplexnimi ¢isly zapsanymi v algebraickém tvaru?

NS kR

Které dvé operace nelze provést s komplexnimi ¢isly zapsanymi v goniometrickém
tvaru?

8. K ¢emu lze pouZzit Moivreovu vétu?

9. Kolik n-tych odmocnin mé kazdé komplexni ¢islo z v oboru komplexnich ¢isel C ?

10. Kolik je druhych odmocnin ze zaporného realného ¢isla v oboru komplexnich ¢isel C?

Odpovédi najdete v textu.

Ulohy k samostatnému feseni
1. Pievedte komplexni Cisla ¢ = [2;4], d= [3;—2,5] , €= [0,5;0], f= [O;—3,5], g= [— 1,5;3]

do algebraického tvaru a znazornéte je v Gaussove roving.
2. Urcete, je-li dané komplexni ¢islo imaginarni, ryze imaginarni nebo realné: a =3-4,5i,

b=-3i,c=-15+2i,d=5.
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3.

10.
11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.
18.

19.

20.

21.

Ke komplexnimu ¢islu a =2+ 1,5/, b=3i, ¢ =-2,5-3i, d = 4,2 urcete ¢islo
komplexné sdruzené a ¢islo opacné a znazornéte je v Gaussove roving.

Pro ktera komplexni Cisla plati vztah a =ia, jsou-li Cislaa, a komplexné sdruzena?
Urcete absolutni hodnoty (velikosti) komplexnich ¢isel a =3+4i, b=-2+i, c=—4i,

d=-5, e=0,6-0,8i. Je-li nekteré z nich komplexni jednotka, uved’te to.
Pro ktera realna ¢isla x jsou Cisla a) i— xi, b) 3x+4xi komplexnimi jednotkami?
Urcete a) soucet, b) rozdil, c¢) soucin, d) podil komplexnich ¢isel x =1+2i a y=3-5i.

Vypoctéte L .
3-i

Urcete absolutni hodnotu ¢isla——~

1--3i

Urcete kvadratickou rovnici s realnymi koeficienty, jejiz jeden koten je 2 +3i.

1+ﬁi

Pro ktera realna Cisla x, y plati: (2+3i)x+(4—-3i)y =33i—8?

V oboru komplexnich ¢isel C feste rovnici (5— 1')2 =z(1-i)+12.
1

RY .
a stanovte, pro které

Urcete redlnou a imaginarni ¢ast komplexniho Cisla a =1L
+ix

hodnoty ¢isla x by komplexni ¢islo a bylo redlné a pro které ryze imaginarni.
Urcete goniometricky tvar komplexnich ¢isel a =1+, b=—-1+ J3i,e==3,d=5i.

Urcete algebraicky tvar téchto komplexnich ¢isel:

a =5(cos315°+isin315°), b=cos§+isin§,
¢ =7(cos180°+isin180°), d =3(c055+zsmz).

Urcete soucin a podil komplexnich ¢isel ¢ = 3(cos§+ isin %) , d= 8(cos§7z +i sin%ﬂ) .

Vyjadiete cos3a a sin3a pomoci cosa a sina.
Vypoététe (1—i)® a) jako mocninu komplexniho &isla v algebraickém tvaru,

b) jako mocninu komplexniho ¢isla v goniometrickém tvaru.
12
Urcete (1—\/31') .
Urcete a) i, b) I-1a vysledky znazornéte graficky.

Vypodtéte Y5+ 543i .
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Vysledky uloh k samostatnému feseni
1. ¢=2+4i,d=3-25i,¢=0,5+0i=0,5, f=0-3,51=-35i, g=-1,5+3i.

Jejich obrazy v Gaussove roving:

[l

2. a je imaginarni Cislo, b je ryze imaginarni ¢islo, ¢ je imaginarni Cislo, d je realné Cislo.

3. a=2-15i,-a=-2-15i; b =—b=-3i. Jejich obrazy v Gaussove roving:
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4,

Vztah plati pro vSechna komplexni ¢isla a, jejichz redlnd a imaginarni slozka jsou cisla

opatnd, tj. a =q, —aq,i , kde q, je libovolné realné ¢islo.

5.

b =-I5,

‘a‘zS,

c‘=4,

d=5,

e‘ =1 (e je komplexni jednotka).

7 1
a) pro x=t—:; b) pro x=1+—.
) P 2 ) P s

7. a) 4-3i; b) —2+7i; ¢) 13+i; d) —l+£i.
34 34
8. —i+ii.
10 10
9. ‘z‘ =1, jde o komplexni jednotku.
10. x*—4x+13=0. 11. pro x=6, y=-5. 12. z=3+i.
13. Rea= 5, Ima=— 51, a bude realn¢ prox =0, ryze imaginarni prox = 1.
1+x I+x
T .. T 2r . . 2rm ..
14. a=\/§(0052+lsmz), b=2(cos?+zsm?), ¢=3(coszw+isinx),
d=5(cos§+isin£).
2 2
15. a :Sf—Sfi, b:;+f ', ¢ =—7 (realné ¢islo), d =3i (ryze imaginarni ¢islo).
16. cd=24(coszzr +isin17z), £=§(cos§7z+isin§7r).
4 4 d 8 4 4
17. cos3a = 4cos’ a—3cosa, sin3a=3sina—4sin’ a. 18. 16. 19. 2'%.
. r .7 N2 2. 5 .. 5 V2 V2,
20. a) /i zy =cos—+isin— =+ "} 7 =cos=m+isin =z = —~—— .
4 4 2 2 4 4 2 2
i
F
1
Ay
xl'
Z1
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Komplexni Cisla

b) Y-1: zozcos£+isin£:l+£i,
3 32 2

zy =cosr+isinzr=-1,

3

. 1 :
Z, =COS—rm+isin=zr=———:Ii.
3 2 2

by

21, Y-5+53i: ZO—\/—(COS%+ZSIH—) \/—(£ l :@(ﬁﬂ'),
zZ = r(cos%ﬂﬂsmzﬂ) \/7( 1+£)—£

zZ, = (‘/ﬁ(cos%nﬂ'sin%ﬁ) = i‘/ﬁ(—g—l

2

Zy = «/_(cos—ﬂﬂsm—/r) «/_(l—iz)—£

' ..**‘*

(—1++3),
(f—)

(1-~/3).
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Kontrolni test

1. Zobrazte komplexni ¢islo z=[2;-4,5] jako bod Gaussovy roviny.

a) b) c
J $ Y 4 J 4
2l . 2l 2l
1 ] 14 14
—t+— T — ] - —t -~
3212 % 54324, 12 % 2, 1237
L2t 2+ 2+
ot sl
P44 44 :
Zé____j_ 1 5 _:"_"éZ
2. Které z nésledujicich komplexnich c¢isel je ryze imaginarni?
3. Je-li komplexni ¢islo z; =3+4i, pak z, =3-4i jek z
a) opacné, b) prevracené, ¢) komplexn¢ sdruzené.
4. Absolutni hodnotu komplexniho ¢isla z = [x, y] je mozno vyjadfit jako
a)Jz-z, b) %+ 2, o) ¥+ 7, d) (z-2).
5. Uved'te, které¢ komplexni Cislo je komplexni jednotkou:
Q) (2, b 21 0| 2ix]. @22,
5 4 2 2 2 4 5 5
6. Vypocitejte soucin komplexnich ¢isel u = 6(c0s% +isin %) , V= %(cos% +isin %) .
Vysledek vyjadrete v algebraickém tvaru.
a) —1++/3i, b) —3+i, C) 2 +2i.
7. Vyjadrete v goniometrickém tvaru komplexni ¢islo 12_—3 :
+1
a) V2 cos§ﬂ+isin§7z , b) 1,5 cos = +isin > , c) 2 cosZ—isinZ |
4 4 3 3 4 4
8. Vypoctéte (1—1’)6.
a) 8—8i, b) 0+8i, c) 3-4i.

9. Vypoditejte 3/—2+2i .

Efm -142-
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a) z, :ﬁ(coslﬁﬂ'sinlnj, b) z, :2(coslﬂ+isin17r],
4 4 3 3
7, =2 Co8 1 7 + isin Lz , z =2(cosz+isinrx),
12 12
z, =\/§(cosgﬂ+isin£ﬂj, z, =2(cos§7z+isin§7z],
12 12 3 3

c) -2+ 32 .
10. Reste v oboru C kvadratickou rovnici x> —6x+25=0.

Vysledky testu
l.c); 2.b); 3.c); 4.a),c); 5.b),d); 6.a); 7.a); 8.b); 9.a); 10.c).

Kompletni feSeni uloh k samostatnému reseni

1. Algebraicky tvar komplexniho ¢isla z = [x, y] je z=x+yi. Komplexni ¢islo z = [x, y]
se zobrazi v Gaussov¢ roviné jako bod o soufadnicich [x,y]. Tedy c=2+4i,

d=3-25,e=05+0i=0,5, f=0-3,5/=-3,5, g =-15+3i.

[

Efm -143-
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Zaklady matematiky Komplexni Cisla

2. Komplexni cislo z= [x,y] =x+yi je imaginarni Cislo, je-li x#0 a y#0, ryze
imaginarni Cislo, je-li x=0 a y # 0, realné Cislo, je-li y =0. TakZe: a je imaginarni
Cislo, b ryze imaginérni ¢islo, ¢ imaginarni ¢islo; d realné ¢islo.

3. Ke komplexnimu ¢islu z = [x, y] =x+yi je z =x— yi Cislo komplexné sdruzené,

—z =—x—yi Cislo opacné; tedy pro a =2+1,5/ je a =2-1,5{, —a=-2-1,5; pro

b=3i je b =-3i, —b=-3i. Jejich obrazy v Gaussové roviné:

pro ¢ =-2,5-3i je c=-2,543i, —c=2,5+3i;prod =42 je d =4,2, —d =—4,2.

Jejich obrazy v Gaussové roving:

i
Y
—_— 4--
Co——-3p - ¢
.
| 1 |
d 1 | d=d
+—f H — o
54 312-1,0 12345 x
|
2
ct——-3
44
4. Necht a=a,+ay)i ,a=a —a,i.
Polozimea =ia, tj. a,—a,i = i(a,+ayi) =—a, +a;i.
Z rovnosti komplexnich ¢isel plyne: @, = —a,. To znamena4, ze vztah plati pro vSechna

Efm -144-
4
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komplexni ¢isla a, jejichZ redlna a imagindrni slozka jsou ¢isla opacna, tj. a =a, —ayi,
kde q, je libovolné realné ¢islo.
Ovéfeni: napt. pro a=3-3i je ia=i(3—3i)=3i—3i* =3+3i =a.

5. Absolutni hodnota (velikost) komplexniho ¢isla a=a, +a,i je «/alz + az2 , tedy:
N T R N BN GRYSTIE)
ld|=(=5)* +0% =5, le| =+/0,6> +0,82 =./0,36+0,64 =1 =1,

e je komplexni jednotka.

2
6. a) Necht a =2—xi; a| = (%] +x* ; ma-li &islo a byt komplexni jednotka, musi

platit: ‘a‘ =1. Dostaneme tedy rovnici:

i+x2 =1, odtud
\16
J7

9+16x2 =16 = 16x°=7 = xziT.

Pro x = J_rT7 je Cislo a = i— xi komplexni jednotkou.

b) Necht b =3x+4xi, b| =/9x? +16x* ; ma-li &islo b byt komplexni jednotka, musi

platit: ‘b\ =1. Dostaneme tedy rovnici:

V9x% +16x% =1, odtud

25x° =1 = xz:L = x:+l.

25 5
Pro x:i% je ¢islo b =3x+4xi komplexni jednotkou.
7. x+y=1+2i+3-5i=4-3i,
x—y=1+2i—-3-5)=1+2i-3+5=-2+7i,

x-y=(1+2i)(3-5))=3-5i+6i—10i* =13+i,

x _xy _ (1+2)(3+50) _ 3+5i+6i+10i° _—7+11i__l+£i
y yy (3-50)3+5i) 9+25 34 34 34
i i+ —1+3i 1 3.

10 10

' ..**‘*

3—i 3-i)@+i) 9+l
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9. Nejprve uréime vysledek podilu:

Z_1+\/§i_ (V31 ++3) _ (1++30)° 14243437 _ —2+23i 1 3

1=Bi A=BiA+B) 1-32 4 T4 2 2
Y (BY T3

|z|: — | +| — | =,/—+—=1, jde o komplexni jednotku.
2 2 4 4

10. Ma-li kvadraticka rovnice s realnymi koeficienty imaginarni kofen, pak je i druhy kotfen
imaginarni, komplexné sdruzeny. Nase rovnice ma tedy kofeny 2+3i, 2-3i. Upravou
soucinu kofenovych ¢initelii obdrzime:

(x—(2+3))(x—(2-3i) = (x=2-3i)(x = 2+3i) = (x—2)° = (3i)* =x" —4x+4+9,
hledana kvadratick4 rovnice: x* —4x+13=0.

11. Rovnici (2 + 3i)x + (4 —3i)y =33i —8 upravime:
2x+3xi+4y—3yi =-8+33i - komplexni Cisla vlevo a vpravo od rovnitka jsou si rovna,
rovnaji-li se jejich redlné 1 imaginarni slozky:

2x+4y=-8
3x-3y=33

prvni rovnici vydélime dvéma, druhou rovnici vydélime tfemi, dostaneme:
x+2y=-4

x—y=11

z druhé rovnice vyjadiime x: x = y+ 1/ a dosadime do prvni rovnice:
y+1142y=—-4,o0dtud, 3y=-15 = y=-5, x=y+11=6.
Resenim rovnice je x=6, y=-5.

12. Neznamé z = x + yi, pak z = x— yi ; komplexni ¢islo —l_:—l-lz_—l:i,

i i i (-1
feSime tedy rovnici:
S+i)(x—yi)=(x+yi))(1-i)+12
Sx—=Syi+xi+y=x—xi+yi+y+12
Sx+y+(x=5y)i=x+y+12+(y—x)i
4x-12+(x=5y)i=(y—x)i
rovnost komplexnich ¢isel na levé a pravé stran€ rovnice vyjadiime soustavou rovnic:

4x-12=0 , 5 " 4x-12=0
po upravé obdrzime:
X=Sy=y-x 2x-6y=0

o t’*‘i
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13. a=

14.

z prvni rovnice vyjadiime x: x = % =3 adosadime do druh¢ rovnice:2-3-6y =0,

tedy y=1. ReSenim dané rovnice je komplexni &islo z=3+i.

1-ix (1—ix)? _1—2ix+i2x2_1—x2—2ix_1—x2_ 2x ;
l+ix  (+ix)-(1—ix)  1-ix 14 x2 1+x° 1+x%

2x
1+x

Cislo a bude realné, pokud jeho imaginarni slozka ( ] =0 = x=0.

2

y 1= x2
Cislo a bude ryze imaginarni, pokud jeho realna slozka ( al J= 0 = x==I1.

1+x2

a=1+i: Rea=a, =1, Ima=a, =1, tedy

|a|:\/a12+a22=\/12+12=x/5, cosa:ﬁ=i=£ sing = -2 L=£,

d 2 27 T o 2 2

odtud o = % . Goniometricky tvar komplexniho &isla a = /2 (cosﬁ +isin %) .

b=—1+-/3i: Reb=b =—1, Imb=b, =-/3, tedy

|b|=«/b12+b22 =\/(—1)2+x/§2 =J4=2, cosa=ﬁ:_71, sina=%=£,

i

2 . . 2 . 2
odtud a = 77[ . Goniometricky tvar komplexniho ¢isla b = 2(c057ﬂ+ isin —”) .

c=-3:Rec=¢ =-3, Imc=c, =0, tedy |c|=\/012+c22 =\/(—3)2+02 =3,

jde o realné Cislo, jehoz obraz v Gaussove roving je bod na realné ose x se soufadnici -3,

odtud a =z . (Potvrdilo by se 1 vypoctem: cosa = 3 =—1, sina = 2 =0).

Goniometricky tvar komplexniho ¢isla ¢ = 3(cos 7 +isin ).

d=5i:Red=d, =0, Imd =d, =5, tedy |d|=\/d> +d,’ =\/(0)* +5° =5,

jde o ryze imagindrni Cislo, jehoz obraz v Gaussove roviné je bod na imaginarni ose y

' ..**‘*
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w1 . T
se soufadnici 5, tedy jeho argument o = 5

Goniometricky tvar komplexniho ¢isla d = 5(cos —+isin~-).

15 77Iﬁﬁﬁ

. a=>5(cos315°+isin315°) = S(COSZﬂ'+lSH’147Z') 5(— i—)=5—-5—:1,

2 2
By _1 B

b= cos§+isin§ =1(cos60° +isin 60°) = 1(; —) =—

2

¢ =7(cos180° +isin180°) = 7(cos 7z +isinx) = 7(—1+i-0) = -7 (redlné ¢islo),

b

d = 3(cos% +isin %) = 3(c0s90° +isin90°) = 3(0+i-1) = 3i (ryze imaginarni &slo)

16. c¢-d =3-8| cos Z+§7r +isin E+§7z =24 COSZ7Z'+iSinZ7Z' ,
2 4 2 4 4 4
T .. T
3| cos—+isin—
c ( 2 2) 3 T 5 .. (7T 5
— = =—| COS| ———m |+i1Sm| ———7x =
d 5 .5 j 8 2 4 2 4
8| cos—m+isin—rx
4 4
3 . 3 3 3 L 3
cos| ——m |+isin| ——x | |==| coS| —— 7w+ 27 |+isin| ——x+27x | |=
4 4 8 4 4

5 ..°5
cos—m+isin—r |.
4 4

17. Podle Moivreovy véty:
(cosa +isina)’ = cos3a +isin3a,
rovnéz plati (uzitim binomické véty):
.. 3 3 . 2 . ) . .3
(cosa +isina)” =cos” @ +3icos” asina—3cosasin” a—isin” « .
Z rovnosti pravych stran obou vztahtl plyne:
cos3a =cos’ a —3cosasin® a = cos® @ —3cosa(l—cos® @) = 4cos’ @ —3cosa,
a dale (pro Cleny s ,,i “):
. . 2 . 3 .2 . <3 . .3
sin3a =3cos” asina —sin” @ =3(1—-sin” a¢)sina —sin” ¢ =3sina —4sin” « .

18. a) Uzitim binomické véty:

_-8_8 8,_n0 8 ! 8 6, 2 8 5. 3 8 4, 4

(1-19) _(Ojl( i) +(1]1 (—1) +(2]1 (—1) +(3]1 (—1) +(4]1 (i) +
+@13(—i)5 +@12(—i)6 +(§jll(—i)7 + @ 1°(-i)* =

% [
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=1+8(—i)+ 28(—i)* +56(—i)* + 70(=i)* +56(—i)° +28(=i)° + 8(—i)” +(—i)* =
=1-8i—28+56i+70—56i—28+8i+1=16.

Upravou vyrazu lze vypocet zjednodusit:
1= =((1-))* =(1-2i+)* =(1-2i-1)* =(=2i)* =16i* =16-1=16.

b) urc¢ime goniometricky tvar komplexniho ¢isla z =(1-17):

z|:\/12+(—1 2 =2, cosa:%, sina:%,tedy a:Zﬂ,

Rez=1Imz=-1,

(1-i= x/E(cosZﬂwLisinZ;z) ,

(1-i)® = ﬁg(cos(8%ﬂ)+isin(8%7z)) =2%(cosl4z +isinl4z)=16(cos0+isin0)=16.

19. Komplexni &islo z =1-+/3i prevedeme na goniometricky tvar: |z =/1+3=+/4=2,

Rez 1 Imz ﬁ

cosa=——=—_,sina = =—— :azéﬂ, tedy z:2(cos§7z+isin§7z).
E E 2 3 3 3

Z12 =212 [cos(u-%{jﬂ'sin(u %ZD =212 (0056077[+isin6077[) =

=2 (cos207z +isin207) = 212 (cos0+isin0)= 212,

20. Odmocnovana komplexni ¢isla vyjadiime v goniometrickém tvaru a vypocet odmocnin

2 . 2
provedeme podle vzorce z, = /|z| (cos o+ 2kz +isinZ hl kn)’ k=0,..,n-1:
n n

i T n 2krx w2k
a) i=1(cos—+isin—),Vi =2z, =cos(—+——)+isin(—+——), kde £k =0,1
) i =1(cos” +isin )i =z = cos(+ ) +isin(+ =)

. .7 N2 2. S5 .S V2 V2
neboli z, =cos—+isin—=——+——i, z =cos—rm+isin—7=————1I:
4 4 2 2 4 4 2 2
A
F
i
Zg
xl'
I

o t’*‘i
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b) —1=cosxz+isinr,

%/jlzzk =cos(§+2kTﬂ)+isin(§+2kTﬂ), kde £=0,1,2,

7r1\/§

neboli z, =cos—+isin—=—+—1i,
3 3 2 2

V3.

. 5 . ..5 1
zy=cosr+isinr=-1, z,=cos—m+isin—7m=————:i:
3 3 2 2

¥

21. Odmocnované komplexni ¢islo vyjadiime v goniometrickém tvaru a vypocet odmocnin

provedeme podle vzorce z, = 1/|z| (cos a+ 2kn +isin axt 2k7r) ,k=0]1,..,n-1:
n n

Oznatimez =—-5+5/3i, |4=-/25+75=10,
-5 1 . 553 3 27

cosg=—-=——,sina=——=—=>a=—:3; tedy z:lO(cosz—ﬁﬂ'sinz—ﬁ).
10 2 10 2 3 3 3

x/;—zk—\/—(cos(—+T)+ (—2+—)) \/_(cos(—+k—)+zs1n(—+k ))

kde £ =0,1,2,3,

neboli ZO—\/_(COS—+lSln ) \/—(\/7 l Z@(\E"‘l),

z, = \/7(C0527Z'+ZSII’127Z') \/7(—l £z)—£( 1+\/7)
22=i‘/ﬁ(cos%ﬂﬂ'sin%ﬁ)=%(—§—%i)=@(—x/§—i),

23—\/—(c0s—7r+zsm—7r) \/—(1—£ \/_(1 \/_)

Ef -150-
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