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7. Diferencialni pocet funkci vice proménnych

7. DIFERENCIALNi POCET FUNKCi DVOU PROMENNYCH

7.1. Definicéni oblasti

Ulohy k samostatnému feseni

1. Urcete definiéni obor funkce:
a) Z=4X-y—-3X-Y,

¢) z=In(2-x)+arccos2y,

e) Z= ,/XJFsz —arctg{%j ,

9 2=NoX 9,

i) z=In(2+x+y)-In(2-x+y),

k) z=x*—y*,

Vysledky uloh k samostatnému feSeni

j) z=e
=

7.2. Parcialni derivace

Ulohy k samostatnému feseni

2. Vypocitejte prvni parcialni derivace:

a) z=4x+5y-3,
c) z=Xy +4xy’ —4x,
0  _XEY
y— X
X—1
g) I=—"o,
1-y

Vysledky uloh k samostatnému feSeni

3. Vypocitejte prvni parcialni derivace:
a) Zz=ysinXx,

y

c) Z=tg—,
X

. X
e) Z=arcsin—,

g) Z =;—arctg\/;,
arctg \N

Vysledky uloh k samostatnému feSeni

i

b) z =arcsin(x2 +y’ —4) )

d) z=\X"+y*—4,

4_X2_ 2
f) Zﬂ/z—yza

I-x"—-y
h) Z:arcsinﬁ,

1+x2—y

2
x> —4
y’ -1

b) z=l+\/§,

X
d) z=3x-2xy+y*xy,
f) z:\/x3+3y2+xy—7,

h) z:(xy+\/my.

b) z=sinXcosy,

d) z=3sinxy+Yy’cotg(y—x),

f) z=arccos{X’ +Yy*,

h) z:sin(x2+ 1+ y).
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4. Vypodcitejte prvni parcialni derivace:

[2_ 2
a) z=eV"7",
y
c) z=2%,
X
e) z=—e",

g) z=In

Vysledky uloh k samostatnému fe$eni

X+4y -1

y+e -1

5. Vypocitejte prvni parcialni derivace:

a) Zzﬁsin(XJr\/y),

X
c) = ytg(x+—},
y

. X
e) 2= Xarcsm(y——j,
y

) 7= arctgx/;
s arctg\/y ’

Vysledky uloh k samostatnému fe$eni

6. Vypocitejte druhé parcialni derivace:

a) Z2=4xXy+5y’x-3,

¢) z=sin(xy),

. X
g) Z=arcsin—,

Vysledky uloh k samostatnému fe$eni

7.3. Tecna rovina a normala

Ulohy k samostatnému feseni

b) z=ln(x+«/x2—y2),
4—/Xy

d =1

) Z n4+\/g,

) z=yxX+y In(x+y),
Xty

h) z=3""

=3

) z :sin(x2 —2y)cosy,

d) z=3sinXxcotg(y+3x),

f) z:(y+\/1—xz)arccosx,
h) z=42Xx+ysinx’.

b) z= yJ;l+«/y2+x2 ,

X
d) z=3x-2x’y+y*,

) z=Inyx*+y*,
h) z=xy+X+YVy.

7. Napiste rovnici te¢né roviny a normaly funkce v bodé¢:

a) =Xy +4xy’ —4x, T =[1,-17],

b) z=2x+4y’—x*,T =[3,5,7],

c) Z=In

I-x+Yy
I+XxX+y

:T :[_1:1")] )
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. T
d) 2= T=|Z%9
) z=Xsin(X+Y), [4,4, }
e) Z=arctg(1—xy),T=[2,l,?],
f) z=\*+3y’+2y-8,T =[2,1,],

g) 2=25-X —\/y*=9,T =[-4,5,7],

. T
h) z= 2x+3y),T|—,—,? ],
) z=sin(2x+3y) {2 3 }

i) z=x"-2xy+3y-4,T[1,4,7],
j) z =1n(x2+y2),T[1,0,?],

k) z= arccotg%,T [1,1,?],

) z= sin X—sin y T :[o,ﬁ,?}.
cos Y —cos X 3

Vysledky uloh k samostatnému feSeni

8. Napiste rovnici te¢né roviny plochy, ktera rovnobézna s danou rovinou, urcete bod
dotyku:
a) Z=6Xy—2Xy’ +7X—-8y—2,a:23x-6y-2+8=0,
b) z=xe’ —cosy+3,a:X+2y—-2+6=0,
C) Z=X{y +X—-6y+3,a:23x-16y—-62+7=0,
d) z=3x*y -2y’ +7xy—-5y—-4, a:12Xx-2y—-7+8=0,
) z=In(x-2y+6),a:x-2y-2=0,

f) z= /u,a:4x—5y+3z—2=0.
X=y

Vysledky uloh k samostatnému feSeni

7.4. Lokalni extrémy, vazané extrémy

Ulohy k samostatnému feseni

9. Urcete lokalni extrémy funkce:

a) 2=4%X>+5y’ 12X +15y +6, b) z=3%"—4xy+6X+4y’ —4y+9,
c) z:ex*y(x2+y2), d) z=3y’-6xy+y*+3,
e) z=4-X +X’y-3y* +20y, f) z:4x—y+l—l,
Xy
g) Z=X —4xy+Yy’ +4x+1, h) z=In(xy)-4x-9y,
) z=(x-1)(y’ -4), D) z=xJy - X —y+6x+5,
k) z:ln(x2+y2+2x—4y+14), ) z:ey’x(x2+y2).

Vysledky uloh k samostatnému feSeni

Ef o
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10. Naleznéte vazané extrémy funkce pii danych podminkach:
a) z=X"+3xy—y’, podm. x+y=3,
b) z=x+Yy,podm. xy=1,
¢) z=4Iny—x, podm.y=x>,
d) z=sin(y+1)+cosx, podm.y—x=-1,
e) Z=4x+Xy—5y,podm. x—-y=4,

1
z=4x(y*-2y+4), podm. xy =—,
f) (v =2y+4), podm. xy =

g) 7=2x>+x-y* =3y +1, podm. y =X ,
h) z=In(x+Y), podm. xy =1.

Vysledky uloh k samostatnému feSeni
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Vysledky uloh k samostatnému reSeni

b)

d)
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g) h)

k) 1)
y
y
..... 4
y=-X 4 y=X o
X=-2 3 x=2|
3
2
2
RO il
’
4 3 B2 o 3 4 M
4 3 2 A 1 2 3 4 M o
-1 y=_1
2
2
3
3
4
4
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!

’ ’ . _ _ r __ 3 2 r __ 2.,2 .
2. 2)z,=4,7,=5; b)g_—;pzy_zjy, ) z, =2Xy  +4y" —4,2, =3X"y" +8xy;
' yz\/y ' 5 ' 2y ' _2X
d) z, =6X-2y+ L2 ==2X+=Y /XY ; e) Z, = L2 = ;
2 2 (y=x)""" (y=x)
, 3x° + , 6y + X .1, x-1
f)z = 3 2y 2y = 3 yz ’ g =07, = 22
ZJX +3y +xy—-7 ZJX +3y*+xy—7 1-y (1-y)

h)z;:z(xy+wﬁify){y+

1
2x+y

3. a) z; = ycosX, z, =sinX;

],Z;=2(Xy+m)(X+ 1

2\X+Yy

].

b) z, =cosXcosy, z, =—sinXsiny;

0z =—T =
x* cos? L xcos? Y
X X
y’ y?
d) z, =3ycos Xy +——=——, Z, =3xcos Xy + 2y cotg(y — X) ———+——
sin’ (y - x) sin” (y - X)

& 2= 7 = )7} X 7 = y :
X \/yz_XZ’ y y\/yz_XZ, X \/x2+y2\/l—x2_y2’ y \/X2+y2\/1—x2_y2a
! , 1
g) Zx__ ’Zy:_ . :
2\/;(1+X) 2\/§(1+ y)arctg \/y
1
h) 7, =2xcos(X* +1+Y ), z; =cos(X* +/1+ .
) Z, coS( Y) ; cos( y)2 —
r_ X Z_y? . _y \/)(2_72
4. a) 7, = X2—yze y,zy_ﬁe v
/ 1 X ’ ) y
b) z, = 1+ 7 = - ;
s e
' —yX , | ’ » | D
z :_2X1 2’Z :_2X1 29 d Zx: > = ;
c) X X2 n y X n ) \/;(16—Xy) y \/§(16_xy)
2
e)4=i€“+mwﬁ;:méew+iﬁw;
y y y
2 2 5 -
Dz = 2 2ln(x+y)+m32’= Zy 2ln x+y)+@;
oy oy BT ey -

* X

* *

* *

* *

* gk
4

-89 -



Sbirka uloh z matematiky 7. Diferencialni pocet funkci vice proménnych

0 7 - Y —1-xfy? —1-1 . yWe —1-xfy 141
' \/X2—1(x+\/y2—1)(y+\/x2—1)’ ’ \/xz—1(x+«/y2—1)(y+\/x2—1)’
b 2 -—2Y 39132 =—2X 3 3.

(x-y) (x=y)

: 2 : 2
Sin X Sin X
= +2X4/2X+ Yy cos X*, 2, =

J2X+y Yoo 2x+y

5. a) z;:\/Vcos(x+\/§)’z,y:Sin(2X\/%\/§)+cos(x2+\/§);

b) z; —2Xcos(x —2y)cosy, v —2cos(X —2y)cosy sm(x2—2y)siny;

PSRN () N L N
COS2 (X-FXJ y y COS2 (X-l-xj y

y y
9sin X 3sin X
d) 7. =3 t ) m(ya ) T s (y )
) Z, =3cos Xco g(y+ X) sinz(y+3X) y sinz(y+3X)

( J (y +x)

e) z, =arcsin| y—— |— =;
\/y y —X y\/y y —X

, Yy—Xarccos X

72 =
f) z, —

1 S arctgxf
2\/— 1+X arctg\/_ \/_(l—i-y )arctg \/_

: 2 : 2
sin X 5 sin X
h) z) = +2X/2X+ Yy cosX’, 2) =

o 2x+y 22x+y

! .
+1, Z, =arccosX;

sin x> sin x>
2= —— +2X2X+ Yy cosX’, 2, =———. 6. a) 75 =8y, 7} =8x+10y, 2}, =10X;
2X+Yy 22x+y
b) ZN _6(y+1)+ y2 Z” _—_2_ Xy
XX X4 X2+y2 (X2+y2)’ Xy X3 W(Xz—’_yz),
X2
Z\Zy = ) C) Z:(’x = _y2 sin Xy R Z::y = COS Xy_xysin Xy, Z;y :_X2 sin Xy,
X4y (X +y?)
d) Z)'(’x :12X_4y7 Z:y =_4X, Z;,'y =12y2, e) Z:('X = 4y Z” — _2y_2X Zﬂ _ 4x :

(y=x)"" " (y=x) T (y-x)

Ef o
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. y2—x2 . “oxy . Xz_yz . . X
) z,, (x2+y2)2 s Ly (x2+y2)2 s Ly (x2+y2)2 ’ 8) Z, \/yz_xz (yz_xz)’
R B . I A e
m(yz_xz) yz yz_Xz (yz_x2) y2_X2 4(y+x)~/y+x
- 1 y 1

b _1_4(y+x)\/m’ b :_4(y+x)\/m'
7. a) 7:2X+5y+2+4=0,n:x=1-2t,y=—-1-5t,z=-1-t,teR;
b) 7:5X+5y—-4z=0, n:x=3+5t,y=5+5t,z=10-4t,te R;
¢) 7:4X+2y+32+2-3In3=0, n:x=—-1+4t,y=1+2t,z=In3+3t,teR;

d) 7:x-2=0, n:x=£+t,y=£,z=£—t,teR;
4 4 4

e) r:x+2y+22—4+%:0, n:x:2+t,y:1+2t,z:—%+2t,teR;

f) 7:2X+4y—-z2-7=0, n:x=2+2t,y=1+4t,z=1-t,teR;
g) 7:16X—-15y—-12z+127=0, n:x=—4+16t,y=5-15t,z=-1-12t,t e R;

h) 7:2x+3y-z2-27=0, n:x:%+2t,y:%+3t,z:—t,teR,

i) 7:-4x+5y-22-6=0, n:x=1-4t,y=4+5t,z=5-2t,teR;
j7:2x-2-2=0,n:x=142t,y=0,z=—-t,teR;

K) r:—x+y—22+§:0, n:x:l—t,y:1+t,z:%—2t,teR;

1) r:2x+2y+z—2?”—\/§=0, n:x=2t,y=§+2t,z:«@+t,teR.

8. a) 7:23x—6y-z-16=0,T =[LL1]; b) 7:x+2y-7+6=0,T =[2,0,4];
¢) 7:23x-16y-62-47=0,T =[5,2,6]; d) 7:12x-2y-z-12=0,T =[1,1,-2];
e) 7:X—2y—z+5=0,T =[3,4,0]; f) 7:4x-5y+32-2=0,T =[5,4,3].

9. a) {%,—%,—%} lokalni minimum; b) [-1,0,6] lokalni minimum; ¢) [0,0,0] lokalni

minimum, [—1,—1,2e*2] neni extrém; ; d) [0,0,3] neni extrém; e) [4,6,48] lokalni

) 10 , . 15 , . 1 , . 1 ,
maximum, 0,? neni extrém, 5,? neni extrém; f) 5,1 neni extrém, _E’_l neni

Ef i o
* *
" ‘*
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extrém, {%,—1,6} lokalni minimum, [—%,1,—6} lokdlni maximum; g) [2,4,1] lokalni

minimum, [— % ,— g} neni  extrém,; h) [i , é ,—2—1In3 6} lokalni  maximum;

i) [O, 0,4] lokalni maximum, [1,2] neni extrém, [—1,2] neni extrém, [—1,—2] neni extrém,
[-1,-2] neni extrém;  j) [4,4,17] lokalni maximum; k) [-1,2,0] lokalni minimum;

1) [0,0,0] lokalni minimum, [1,—1] neni extrém.

10. a) [%,%} lok. max.; b) [2,%} lok. min., [—2,—%} lok. max. ; ¢) [8, 64] lok. max.;
d) {£+2k7z,£—l} lok. max., {£+(2k +1)7z,£—1} lok. min. ; e) {2,—3} lok. min. ;
4 4 4 4 2> 2

f) {%,2} lok. min.,{—%,—% lok. max.; g) [1,1]lok. min.; h) [1,1]lok. min..

Ef i o
* *
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