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Matematika Il Uvod

STUDIJNI OPORY S PREVAZUJICiMI DISTANENIMI PRVKY PRO PREDMETY
TEORETICKEHO ZAKLADU STUDIA

je nazev projektu, ktery uspél v ramci prvni vyzvy Opera¢niho programu Rozvoj lidskych
zdroja. Projekt je spolufinancovan statnim rozpo¢tem CR a Evropskym socialnim fondem.
Partnery projektu jsou Regionalni stredisko vychovy a vzdélavani, s.r.o. v Most¢, Univerzita
obrany v Brn¢ a Technicka univerzita v Liberci. Projekt byl zahajen 5.1.2006 a bude ukoncen
4.1.2008.

Cilem projektu je zpracovani studijnich materiala z matematiky, deskriptivni geometrie,
fyziky a chemie tak, aby umoznily piedevsim samostatné studium a tim minimalizovaly pocet
kontaktnich hodin s ugitelem. Je ziejmé, Ze vytvorené texty jsou uréeny studentaim vsech
forem studia. Studenti kombinovane a distan¢ni formy studia je vyuZiji k samostudiu, studenti
v prezenéni formé si mohou doplnit ziskané védomosti. VSem studentim texty pomohou pfi
procviceni a ovéieni ziskanych védomosti. Nezanedbatelnym cilem projektu je umoznit
zvySeni kvalifikace Sirokému spektru osob, které nemohly ve studiu na vysoké 3kole

z ruznych davoda (socialnich, rodinnych, politickych) pokracovat bezprostredné po maturité.

V rdmci projektu jsou vytvoieny jednak standardni ucebni texty v tisténé podobg,
koncipované pro samostatné studium, jednak e-learningové studijni materidly, ptistupné
prostrednictvim internetu. Soucasti vystupa je rovnéZ banka testovych uloh pro jednotlivé

piedméty, na niZ si studenti ovéii, do jaké miry zvladli prostudované ucivo.

v v

Prejeme vam mnoho Uspéchu pii studiu a budeme mit radost, pokud vam piedlozZeny text
pomuZe pii studiu a bude se vam libit. ProtoZe nikdo neni neomylny, mohou se i v tomto
textu objevit nejasnosti a chyby. Pfedem se za né¢ omlouvdme a budeme vam vdécni, pokud

nas na né upozornite.

ESF — ROVNE PRILEZITOSTI PRO VSECHNY

k%


http://www.studopory.vsb.cz/

o=

Matematika Il Pokyny ke studiu

POKYNY KE STUDIU

V Gvodu si vysvétlime jednotnou pevnou strukturu kazdé kapitoly textu, kterd by vam
méla pomoci Kk rychlejsi orientaci pii studiu. Pro zvyraznéni jednotlivych ¢asti textu jsou

pouZivany ikony a barevné odliSeni, jejichZz vyznam nyni objasnime.

Pravodce studiem

Vvas struéné seznami s obsahem dané kapitoly a s jeji motivaci. SlouZi také k instrukci, jak

pokracovat dal po vyreSeni kontrolnich otadzek nebo kontrolnich text.

Cile

vas seznadmi s ucivem, které v dané kapitole poznate a které byste po jejim prostudovani

méli umét.

Predpokladané znalosti

shrnuji stru¢né ucivo, které byste meli znat jeste diive nez kapitolu za¢nete studovat. Jsou

nezbytnym piedpokladem pro Uspé&$né zvladnuti nasledujici kapitoly.

Vyklad

oznacuje samotny vyklad uc¢iva dané kapitoly, ktery je ¢lenén zpusobem obvyklym

v matematice na definice, véty, pfipadné dikazy.

o=

Definice 1.1.1.

Zavadi z&kladni pojmy v dané kapitole.

Véta 1.1.1.

Uvadi z&kladni vlastnosti pojmt zavedenych v dané kapitole.

Dikaz: Vychazi z predpokladu véty a dokazuje tvrzeni uvedené ve véte.

k%




Matematika Il

Pokyny ke studiu

Poznamka

neformalne komentuje vykladanou latku..

ReSené Glohy

s/
Pan

oznacuji vzorové piiklady, které ilustruji probrané ucivo.

Priklad Uvadi zadani piikladu.

Redeni:  Uvadi podrobné feSeni zadaného piikladu.

Ulohy k samostatnému Feseni

obsahuji zadani piikladt k procviceni probraného ugiva. Ulohy oznadené % patii

v vrvzs

Vysledky Gloh k samostatnému feSeni

obsahuji spravné vysledky predchozich prikladd, slouzi ke kontrole spravnosti reseni.

Kontrolni otazky

obsahuji soubor otazek k probranému ucivu véetné nékolika odpoveédi, z nichZ je vZdy

alespon jedna spravna.

Odpovédi na kontrolni otazky

uvadgji spravne odpoveédi na kontrolni otazky.

k%
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Matematika Il Pokyny ke studiu

Kontrolni test

obsahuje soubor piiklada k probranému ucivu.

Vysledky testu

uvadgji spravné odpovédi na piiklady kontrolniho testu.

Literatura

obsahuje seznam knih, které byly pouzity pii tvorbé piislusného textu a na které byly

piipadné uvedeny odkazy k hlubSimu prostudovani tématu.

Piktogram, ktery upozornuje na dulezité vztahy nebo vlastnosti, které je nezbytné si

zapamatovat.




Matematika Il 1. NEURCITY INTEGRAL

INTEGRALNI POCET FUNKCi JEDNE PROMENNE
1. NEURCITY INTEGRAL

Privodce studiem

o

V kapitole Diferencialni pocet funkci jedné proménné jste se seznamili s derivovanim
funkci. Jestlize znate derivace elementarnich funkci a pravidla pro derivovani, jste schopni
derivovat libovolnou funkci. Mozna Vas napadne, zda je mozno z derivované funkce néjakym
zpisobem ziskat ptivodni funkci. Opacnou operaci k derivovani je integrace (anglické texty
pouzivaji termin antiderivace). V této kapitole se seznamite s pojmem primitivni funkce.
Mnozinu vSech primitivnich funkci k dané funkci nazveme neurcitym integralem. Seznamite
se zékladnimi metodami integrace (substituni metoda a metoda per partes). V zavéru se

budeme vénovat zplisobiim integrace nékterych vybranych druhi funkci.

1.1. Primitivni funkce a neurgity integral

Cile
Seznamite se s pojmem primitivni funkce a neurcity integral funkce jedné proménné.

Predpokladané znalosti

Predpokladame, ze umite dobtfe derivovat funkce jedné proménné, ze znate tabulku
derivaci elementarnich funkci. Predpokldda se 1 zakladni znalost pojmu diferencial

funkce.

Vyklad

V kapitole Diferencialni pocet funkci jedné proménné jste se seznamili s derivovanim
funkci. Pro danou funkci f(x) dovedeme nalézt jeji derivaci f'(x) = g(x). Vénujme se nyni
opacné uloze. Hleddme takovou funkci F(x), aby dand funkce f(x) byla jeji derivaci, tj. aby
platilo F’'(x)= f(x). Tato funkce, pokud ovSem existuje, se nejen v matematice hledd velmi

casto a jmenuje se primitivni funkce. Postup hledani primitivni funkce se nazyva integrovani

(opacna operace k derivovani).
Priklad 1.1.1. Pro funkci £ (x) = 3x2 —evovani_ p1ivy _ 6y = o(x)

integrovant

Opacné tloha F(x)=x> f(x)=3x?, protoze plati

Fi(x)=[ } =3x% = f(x).

i

(B ]




Matematika Il 1.1. Primitivni funkce a neurcity integral

Definice 1.1.1.

Rikame, Ze funkce F(x) je v intervalu (a,b) primitivni funkei k funkci f(x), plati-li pro

vSechna x € (a,b) vztah F'(x)= f(x).

5

Resené ulohy

Priklad 1.1.2. Najdéte primitivni funkci k funkei f(x) = x v intervalu (-1,1).

ReSeni:

Hledame funkci F(x), jejiz derivace se na intervalu (—1,1) rovna x. Je zfejmé, ze to bude

n¢jaky nasobek funkce x%. Po kratkém experimentovani zjistime, ze je to funkce

2

2 27
F(x)= %, nebot’ F'(x)= l:x?} = 2% =x= f(x). Podle véty 1.1.1 budou 1 funkce, které¢

se lisi konstantou, primitivni k dané funkci.

Priklad 1.1.3. Najdéte primitivni funkci k funkci f(x) = x v intervalu (—o0, ).

ReSeni:

Jelikoz vSechny tvahy v fesSeni piikladu 1.1.2 plati pro libovolné redlné x € (—o0,0), je

2
Yo - X
feSenim stejnd funkce F(x)= BN

Priklad 1.1.4. Najdéte primitivni funkci k funkei f(x)=x", ne N v intervalu (—o0,00).

ResSeni:

;o Do e, , X
Podobnymi tvahami dojdeme k tomu, Ze primitivni funkce ma tvar F(x) = "
n+

=x" = f(x).

n+l

X _(n+Dx"
n+l

pro vSechna x € (—o0,) , protoze F'(x)= [
Priklad 1.1.5. Najdéte primitivni funkci k funkei f(x) = 1 v intervalu (0,0) .
X

ReSeni:

Vidime, Ze vztah uvedeny v piikladu 1.1.4 nelze pouzit pro n=—1. Snazime se najit

funkci, jejiz derivaci je f(x) = x 1= l Z piehledu derivaci elementarnich funkci vime,
X

i
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Matematika Il 1.1. Primitivni funkce a neurcity integral

7e touto funkci je funkce F(x)=Inx, nebot F'(x)=[Inx] = 1. f(x) pro x € (0,).
X

Priklad 1.1.6. Najdéte primitivni funkci k funkci f(x) = 1 v intervalu (—o0,0).
X

Reseni:

Podobnymi tvahami jako v piedchézejici Casti zjistime, ze primitivni funkci k funkci

f(x) :% pro x € (—,0) je funkce F(x)= ln|x| =In(-x).

Funkce F (x):1n|x| je primitivni funkci k funkci f (x):% pro x e (—©,0)u(0,0).
Avsak také funkce F(x) =ln|x|+5 bude primitivni funkci k dané funkci, nebot’ plati
F '(x):[ln|x|+5]' :iz f(x), protoze derivace konstanty je rovna nule. Je ziejmé, Ze

tvrzeni plati nejen pro konstantu 5, ale 1 pro libovolnou jinou konstantu C.

Véta 1.1.1.
Je-li F(x) primitivni funkce k funkci f(x) v intervalu (a,b), pak také funkce F(x)+C,

kde C je libovolna realna konstanta, je primitivni funkei k funkci f(x) v intervalu (a,b).

Ditkaz: Jelikoz na intervalu (a,b) plati [F(x)+C] = F'(x) = f(x) dostaneme podle
definice 1.1.1 uvedené tvrzeni.

Poznamka

K dané funkci existuje nekonecné mnoho primitivnich funkci, které se lisi konstantou.

Definice 1.1.2.
MnoZina vSech primitivnich funkci k funkci f(x) na intervalu (a,b) se nazyva neurcity

integral této funkce. PiSeme:

[fydx=F)+C .

Poznamka

- j se nazyva integracni znak,

- f(x) jeintegrovana funkce (integrand),
- dx je diferencial integracni promenné,

- Cjeintegracni konstanta.

i




Matematika Il 1.2. Zakladni neurcité integraly

Priklady 1.1.5 a 1.1.6 bychom mohli v souladu s definici 1.1.2 formulovat: Integrujte

funkci f(x) :l na daném intervalu. Zapis: Ildx. Vysledek, ktery jsme ziskali (mnoZina
x X
viech primitivnich funkci F(x)=In|x|+C), zapiSeme: jldx =In|x|+C. Tento vztah plati
X

. < NPT 1 . y
pro vSechna x, pro néz jsou ptislusné funkce (— a 1n|x|) definovany, tj. pro vSechna x #0.
X

V takovych pripadech ¢asto vynechavame interval, ve kterém pracujeme.
1.2. Zakladni neurcité integraly

Operace integrovani (tj. operace urCovani primitivni funkce) a derivovani jsou navzajem
inverzni. Z tabulky derivaci elementdrnich funkci hned dostaneme tabulku neurcitych
integralll (tab. 1.2.1). O spravnosti uvedenych vztahi se podle definice 1.1.1 snadno

presvédcime derivovanim.

Tabulka 1.2.1. Tabulka zakladnich integralQ

[1.] j()dx =C

[2.] jldx=x+c

n+l

[3.] jx"dx=x +C pro x>0, n#-1
n+1
[4.] jldx=1n|x|+c pro x # 0
X

[5.] Isinx dx=—-cosx+C

[6.] Icosx dx =sinx+C

[7.] j 12 dx=tgx+C prox¢(2k+l)§, keZ
COS X

1
[8.] I S—dx=—cotgx+C pro x#krm, keZ

sin” x
[9.] I ! = dx = arcsinx +C pro x € (—L1)
I-x
[10.] I ! ~dx =arctgx+C
I+x
[11] [a*dx="—+C pro a>0, a#l
Ina

i



Matematika Il

1.2. Zakladni neurcité integraly

[12.] jexdx =e"+C

[13.] j%dx =In|f(x)|+C

[14.] j =larctgf+c
a +X a a

= arcsm +C

[15][\/7

[16.] jf(ax +b)dx = lF(ax +b)+C
a

pro a>0

pro x € (—a,a), a>0

pro a#0

Poznamka
Existuji rozsdhlé tabulky, ve kterych lze nalézt

K vysledkiim miizeme dospét pouzitim pravidel a

mnozstvi dalSich neurcitych integralii.

metod integrace, které budou uvedeny

v nasledujici casti. Dnes vsak tyto tabulky ztraceji vyznam, nebot jsou dostupné matematické

programy, které zvladnou integraci sloZitych funkci (napr. Derive, Maple, Mathematica). Na

Internetu lze nalézt radu online kalkulatoru (napr. http://integrals.wolfram.com/index.jsp,

http://www.webmath.com/integrate.html a dalsi). Po zadani integrované funkce je nalezena

primitivni funkce.

Neurcité integraly z dalSich funkci 1ze ziskat riznymi integracnimi metodami.

Z pravidel pro derivovani funkci (f+g)'=f'+g

primitivni funkce okamzité plyne:

¢ = konst. a z vlastnosti

L) =,

Véta 1.2.1.

Maji-li funkce f(x) a g(x) naintervalu(a,b) primitivni funkce, pak plati:

[(Fe) = g()dr = f(x)dx [ g(x)dx
Icf (x)dx = c_[ f(x)dx , ¢ =konst.
[ /' dx =)+ C

Resené ulohy (Gpravou integrandu)

2 1 4x+2

Priklad 1.2.1. Vypoctéte integral J. — dx.

3x

-13 -

i
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Matematika Il 1.2. Zakladni neurcité integraly

ReSeni:

I3x2+4x+2

2
dx=jxdx+ijxodx+zjldx=x—+ﬂx+zln|x|+C.
3x 3 37 x 2 3 3

Priklad 1.2.2. Vypoctéte integral j (1—\/;)2dx.

ReSeni:
3
Vo e z e
j(l ) dx = I(l 2\Ux +x)dx = Idx 2Ix dx+J.xa’x xX— 2?+7+C:
2

2
X— 4 Vx + zic.
3 2
Priklad 1.2.3. Vypoctéte integral I tgzx dx .
Reseni:

R e et |

CoS X CoS X

—ljdx:tgx—erC.
cos? x

Priklad 1.2.4. Vypoctéte integral I cotgx dx.
Reseni:

dx:1n|sinx|+C.

J‘COS)C

J. smx)

Icotg X dx =
sin x

Sin x

(Pouzili jsme vztah [13] z tabulky 1.2.1)

Priklad 1.2.5. Vypoctéte integral I dx.
e’ +1
ReSeni:
3x X
J. I(e (e —e +1)dx:'f(e2x—ex+l)dx=lezx—ex+x+C.
e* +1 e’ +1 2

P¥i Gipravé &itatele zlomku jsme pouzili vztah o’ +b° = (a +b)(a® —ab+b?).

dx

I\/8—6x—9x2 '

Priklad 1.2.6. Vypoctéte integral

Ef o o
* *
" ‘*

- *



Matematika Il

1.2. Zakladni neurcité integraly

%
PN

ReSeni:

dx dx

J- dx =J' dx =J~ _ _
V8= 6x-9x% 8- (6x+9x%) AB-(1+3x)2+1  9-(x+1)?

1 J- dx 1 .
— | —/——==—arcsin
3

1_(3x+1j2
3

Poznamka

3x+1

+C Pouzili jsme vztah [16] z tabulky 1.2.1.

1 kdyz vsechny primitivni funkce k funkci f(x) maji az na konstantu stejny tvar, miize se stdt,

Ze pri pouziti riiznych integracnich metod dostaneme pokazdé ,, trochu jiny *“ vysledek. V tomto

pripade je vidy mozZno prevést jeden tvar vysledku na druhy. Napriklad prvni metodou

dostaneme

I 2tgx dx = ! + C . Jinou metodou nam vyjde I 2tgx dx =1+tg2 x+C. Oba vysledky

0052 X 0052 X

COS2 X

sin2 X cos2 x+sin2 x 1

Jjsou spravné, nebot’ 1+ tg2 x=1+ 5

Kontrolni otazky

COS X COS2x COS X

1. Kolik primitivnich funkei existuje k funkci ¢** 2 Uved'te nékteré z nich.

2. Ke které funkci je funkce F(x)= x(Inx—1) primitivni?

3. Je funkce sinx—%sin3

4. Je funkce

4+ x?

x primitivni funkce k funkci cos® x?

primitivni funkce k funkci %arctgg ?

5. Lze pfi vypoctu nasledujiciho integralu pouzit naznaceny postup?

[ +$)dx = 4J‘2xdx+%j%dx

6. Plati j 3% sin2xdx:3jexdxj sin 2xdx ?

Ulohy k samostatnému feseni

i

3x—x2
b) J(\/742)dx c) J-3x\/x3\/;dx

X
4 2
& J‘x +8xdx f J-x +2 5
x+2 1+ x2
-15 -

1%
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Matematika Il 1.2. Zakladni neurcité integraly
2
(27-3Y) 0
2. J.gdx b) J(1+c052x—sin2 x)dx c) J.ﬁ
6" sin” xcos” x
2
d) Isinxcosx dx e) '[cotg x dx f) J‘cosz2x dx
cos“ x
dx dx
3. a) b) c)
'[x2+9 J-xz+3 J- X2 —4x+7
dx dx
) [5—— o [—— n
2 2
+3x+3 Vax—x L{l_x_xz
dx dx 3x dx
4. a) | 1 b | 0[5
rinx V1-x? arccos x x~+3
x x
d) sin2x+e? ldx tg2x dx f) i
J. j Jex+2
2
5. 2) [|107 +5cosx—\3x" + 23 de b) j&dx
x“+4 xz(x2+l)
1 2 3 2
J- +x2 d) _[x2+3dx o) _[3 chtg X
x“+2 cos” x
Vysledky uloh k samostatnému fesSeni
, 5 1 R L B |
1. a) §x2—2x2+C; b) -3x 3-6x3+x+C; ¢) qu +C; d) 3" +2x2+x+C
5060
1 4 2 3 2 .
e) —x X +2x°+C f) x+arctgx+C. 2. a) L+~~~ -2x+C;
4 2 3
In= In>
3 2
1 . 1
b) x+3s1n2x+C; c) tgx—cotgx+C; d) —Zc052x+C; e) —cotgx—x+C;
f) 2x—tgx+C 3. a) larctg£+C' arctg—+C C) arctg _2+C'
I R f ﬁ f N

2x+3

d) 2 arctg——
V3 V3

b) —1n|arccosx|+C; c) %1n(x2+3)+C;

* X

* *

* *

* *

* gk
4

+C;

-2
+C;

X
e) arcsin

-16 -

. 2x+
f) arcsin

d) —%COSZX+2€2 +C;

Lic. 4.9 In|lnx|+C;

e) —%ln|cos 2x|+C;
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—X _
f) ln(ex+2)+C. 5. a) —1101 +5$inx—£x2+iarctg£+C; b) —l+arctgx+C;
n x
. 1 X
c) arcsinx+C; d) x+—=arctg—+C; e) 3tgx—5x+C.
NoRRN ¢
Kontrolni test ‘@
3 2

1. Ke které funkci je funkce F(x)= % arctg x — % + é In(1+ xz) primitivni?

3 [—
a) x—2+x2 arctgx+1—xz, b) X2 arctg x ,
3+3x 3(1+x%)
2 X X X -x
C) X arctgx ——+———-, d) —
30+x7) 31+ x%)

2. Ke které funkci je funkce F(x)=arcsine™ —\/1— > primitivni?

2x X 2x
1
a) -—— b) =t ——,
Vi—e? 21— Vi—e? 21—
X X 2x
0 e (l+e ), d) I+e .
l_er l_er

3. Ke které funkci je funkce F(x)= x? —§\/(4 —x? )3 primitivni?
a) 2x—%\/4—x2 , b) x(2+V4—x?),
¢) x2—V4-x?), d) 2x(1+V4-x%).

2
s 3 2
4. Vypoctéte neurcity integral I %dx.

I

a) %%/37+6é/§+c, b) x> +2x+33x+C,
¢) 9%—3&%, d)33Jx7+2%/§+c.
33/x 7

Ef i o
* *
" ‘*

- =
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_1Xy\2
5. Vypoctéte neurcity integral I —j)dx.
6
2 5 3.x 2.5, 2 3.0, 3
a) ()" —2x+(>)"+C, b) (=)' In=—2x+(=)" In=+C,
) (3) (2) ) (3) 3 (2) 5
X=X _aXnH—X Xq@—X XA—X
023 =327 s, §E3 327 Hic.
In2—1In3 In2—1In3

\/x +2+x

6. Vypoctéte neurcity integral I —d

a) 1n|x|—i+c b) —l—i+c,
4x* X 5%
c) ln|x|—i6+C, d) 1n|x|—£—L4+C.
X 2x°  4x
“ox N , 1+cos? x
7. Vypoctéte neurcity integrall ————dx.
1+cos2x
1 2 1 x 1
a) ——cotg" x+—x+C, b) —+—tgx+C,
) 2 g 2 ) 2 2 8
c) — + cotgx+C d) %tgx+x+C.
8. Vypoctéte neurcity integral J. cotg2 x dx .
a) cotgx—x+C, b) tgx—x+C,
c) —cotgx—x+C, d) - .1 -x+C.
sin x
o 8—x°
9. Vypoctéte neurcity integral _[ dx .
x—2
x3 2 x3 2
a) —+x"+4x+C, b) ——+x"+4x+C,
4 3
¢) 81n|x—2|—%+c, d) —%—x2—4x+C.

Ef o o
* *
..’ *i

- *
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S

10. Vypoctéte neurcity integral I &
V5—4x—x?
a) arccosx+2+C, b) arcsinx_2+C,
. ox+2 X —
c) arcsin +C, d) arccos +C.

Vysledky testu

1.b); 2.¢); 3.b); 4.a); 5.¢); 6.a); 7.b); 8.¢); 9.d); 10.c).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné v 8 ptipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opacném piipadé je tieba prostudovat kapitoly 1.1 a 1.2 znovu.

Shrnuti lekce

V prvych dvou kapitolach jste se sezndmili s pojmy primitivni funkce a neurcity integral.
Operace integrovani (tj. operace urCovani primitivni funkce) a derivovani jsou navzijem
inverzni. Tabulka 1.2.1 obsahuje piehled zdkladnich integralii. Doporucujeme vytisknout si
Vsechny ptiklady a cviceni v kapitole 1.1.2 vyfeSime tak, ze integrovanou funkci upravujeme,

az dostaneme zdkladni integraly uvedené v tabulce 1.2.1.

i
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-

1.3. Integrace metodou per partes

Priivodce studiem

V ptedchézejici kapitole jsme poznali, Ze integrovani souctu funkci 1ze provést jednoduse,
zname-li integraly jednotlivych séitanci (véta 1.2.1). Soucin funkci uz obvykle nelze
integrovat jednoduse. Problém je v tom, Ze neexistuje univerzalni algoritmus pro integrovani
souc¢inu funkci (to je podstatny rozdil proti derivovani soucinu funkci!). V nékterych
ptipadech lze integrovat soucin funkci metodou per partes (€ili po castech).

Cile

Seznamite se s principem integrace metodou per partes a se zakladnimi typy integrald,

které 1ze touto metodou vypocitat.

Predpokladané znalosti

Ptedpokladame, ze znate pojem primitivni funkce k dané funkci, znate zédkladni integraly
uvedené v tabulce 1.2.1 a umite vypocitat jednoduché integraly tpravou integrované

funkce (integrandu).

Vyklad

Pro integrovani sou¢inu dvou funkei f(x)- g(x)

[ f()-g()dx=] f(x)dx~j 2(x)dx obecné neplati!!!
Avsak ze vztahu pro derivovani soucinu dvou funkci
(u-v)=u"-v+u-v' dostaneme u'-v=(u-v)'—u-v

a odtud integrovanim

J.u"v dx:J-[(u'v)'—u-v'] dx=u'v—ju-v'dx.

-

Véta 1.3.1. (Integrovani per partes, Cili po ¢astech)

Maji-li funkce u(x) a v(x) v intervalu (a,b) spojitou derivaci, pak v (a,b) plati

Iu'(x) v(x) dx =u(x)-v(x) - ju(x) V'(x)dx .

L

Poznamka
Integracni metoda se nazyva per partes (po Ccastech), nebot se integral z funkce

f(x)=u'(x)-v(x) vypocte jen zcasti. Zbyva totiz vypocist dalsi integrdl z funkce

i

L




Matematika Il 1.3. Integrace metodou per partes

g(x) =u(x)-v'(x) . Integrovini metodou per partes vyzaduje urcitou ,,proziravost*“, abychom
volili funkce u'(x) a v(x) tak, aby byl integral '[ g(x)dx = '[ u(x)-v'(x)dx, pokud mozno,

jednodussi.

17 . 1s
* Resené dlohy *

Priklad 1.3.1. Vypoctéte integral I(xz +Xx)cosx dx

ResSeni:

Pouzijeme metodu per partes, pti¢emz polozime

u'=cosx , v:x2+x,
takZze u=sinx, v =2x+1.
. 2 2 . )
Proto je J(x +x)cosx dx=(x +x)s1nx—_[(2x+1)smx dx .

K vypoctu posledniho integralu opét pouzijeme metody per partes, pficemz polozime
u'=sinx , v=2x+1,
takze U=-—Ccosx, V=2,

Dostaneme j(2x+l)sinx dx =—(2x+1) cosx+2jcosx dx=—(2x+1)cosx+2sinx+Cj.
Je tedy J.(x2 + x)cos x a’x=(x2 +x)sinx+(2x+1)cosx—2sinx+C.

Kdybychom v daném integralu zvolili u'= X2 +x , V=COSX,

3 2
bylo by u = x? + % V' =—sinx a dany integral bychom dostali ve tvaru

3 2 3 2
X X X X . v .. , T v
I(xz +x)cosx dx = (? + 7} Cos X + J-(? + 7] sinx dx, coz je integral slozitéjsi nez

puvodni.

Priklad 1.3.2. Vypoctéte integral sz In x dx

Pokud bychom stejné jako v tloze a) volili
u'=Inx , v=x’ , dostaneme u = jln xdx . Tento integral je vSak pro
nas v tomto okamziku obtizny. Proto volime

u' = x? , v=Inx,

i
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3

b 1

takze u=—, Vi=—.
3 X

x3 x3 3

2
sz Inx dx:—lnx—J‘x—dx:—lnx—x—+C.
3 3 3 9

Pro jednoduché typy integralti postupujeme podle nasledujiciho schématu:

Jednoduché typy integralii FeSitelnych metodou per partes.

Je-li P(x) polynom stupné¢ n>1, pak u integralt typu:
[ Px)sinx dx,
IP(x) cos x dx,
J‘ P(x)e*dx,
j P(x)a” dx
polozime v = P(x), takze v'=P'(x),

kdezto u integralt typu:
j P(x)Inx dx,

.[P(x) arctg x dx ,
j P(x)arccotg x dx,
J.P(x) arcsin x dx ,
IP(x) arccos x dx
polozime u'= P(x), takze u= IP(x)dx ,

kde P(x) je polynom stupné n >0 (tedy i konstanta).

Resené ulohy
Piiklad 1.3.3. Vypogtéte integral [arctgx dx
Reseni:
Integrovanou funkci miizeme vyhodné€ zapsat ve tvaru arctgx =1-arctgx .
u'=1 v=arctgx

2x

1+x2

X

1
1 |=xarctgx— dx = xarctg x ——
Hex e xarctg x Il+x2 x = xarctg x 2I

1+x2

i

J‘arctg xdx =

dx =

5%
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= xarctgx—%ln(l+x2)+ C.
Pti vypoctu druhého integralu jsme pouzili vztah [13] z tabulky 1.2.1.

2 _
Priklad 1.3.4. Vypoctéte integral I x e Ydx.

Reseni:
— 2
2 _ u=e* v=x _ B
jx e Ydx = — —x2e x+j2xe Ydx =
u=—e = v =2x
' —X
u'=e v=2x _ _ _ _ _ _
= ——x%e* _2xe x+2_[e Xix=—x2¢* —2xe ¥ —2e X +C.
u=—e* v=2

Priklad 1.3.5. Vypodtéte integrél j X" Inx dx

ReSeni:
u'=x"  v=Ihnx
n X 1 n
J.x Inx dx = n+l 1 1= Inx—— | x"dx=
u—x " n+1 n+
n+l1 X
n+1 n+l n+1
LS, P c=2 (mx—L}c
n+l (n+1)? n+l n+l

Specialng pro n=0 dostdvame

[inx dx=x(inx—1)+C.
Priklad 1.3.6. Vypodtéte integral j e~ cos(2x)dx .

Reseni:
V tomto piipadé Ize volit u’ = e *. K cili vSak povede i volba u’ = cos(2x).

'—e ¥ = 2
[e*cos@oar=|" "¢ " COsRX) | cos(ax) - 2[ & sin(2x)dx =
u=-e* Vv =-2sin(2x)

= - =i 2
u'=e v=sin(2x) | cos(2x) - 2[_6—)6 sin(2x) + 2 f e COS(2X)dX} =

u=-e * v =2cos(2x)

Ef o o
* *
..’ *i

- *
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—e ¥ cos(2x) + 2 sin(2x) — 4 j e~ cos(2x)dx .
Jestlize hledany integral ozna¢ime symbolem [ = je_x cos(2x)dx , dostavame rovnici

I =—e ¥ cos(2x)+2e *sin(2x)—41 .
Z této rovnice vypocteme neznamou /

51 =—e " cos(2x)+2e " sin(2x),

/- %[—e_x cos(2x)+2¢ sin(zx)} - ?[2 sin(2x) - cos(2x)]+ C .

Poznamka

Stejné jako v prikladu 1.3.6 se nékdy stava, Ze pri pouziti metody per partes dostaneme
nasobek hledaného integralu: '[ f(x)dx = F(x) +kj f(x)dx (k je konstanta). Je-li k #1, Ize

hledany integral vypocitat prevedenim integralii na stejnou stranu rovnice. Tedy

(=)[ f(¥)dx = F(x), odkud
[ foax = ﬁF(x) +C.

Kontrolni otazky

1. Proc€ se integra¢ni metoda nazyvana per partes?

2. Lze integral I e e dx = Iezx dx - Ie3 Ydx poé¢itat naznatenym zptsobem? Cemu se
rovna tento integral?

3. Jak by se podle véty 1.3. vypocital integral typu ju(x) V'(x) dx?
4. Jak volit funkce u'(x) a v(x) pfi vypoctu integralu Ix3 sinx dx?
5. Jak volit funkce u'(x) a v(x) pfi vypoctu integralu I lnxdx?
6. Jak volit funkce u'(x) a v(x) pii vypocCtu integralu jlnz xdx?

7. Jak volit funkce u'(x) a v(x) pii vypoctu integralu J‘er sinxdx?

2 2
X lnx_x__l_c'
4

8. Doplite funkci v(x), je-li u'(x) = x a vysledny integral je / =

i
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9. Doplite funkei v(x), je-li u'(x) =sin3x a vysledny integral je

1 :—lxcos3x+lsin3x+C.
3 9

10. Dopliite funkci v(x), je-li u'(x) =1 a vysledny integral je I = xIn?x—2xInx+2x+C.

N
AN

Ulohy k samostatnému feseni
1. a) [x?sinxdx b) I(2x+3)cos 2xdx ¢) J3x cosgdx
*
d) Ixezxdx e) J(xz +2x)e3dx f) Ix22_xdx
2. a) '[ X In xdx b) '[ 2 x arctg xdx c) J. Jx In 2xdx
Inx 2 3
d ——=dx e xIn” xdx 4x” arctg xdx
I )] f  [dxiarceg
3. a) I In xdx b) jlnz xdx c) Iarctg xdx
d) J. arccotg xdx e) J. arcsin xdx f) J. arccos xdx
4. a) I e cos xdx b) I ¢~ sin 3xdx ¢) I 2% cos 2xdx
d) J.cos(ln x)dx e) J.sin(ln 2x)dx f) J.e*" sin”xdx
2x In(cos x)
5. a) dx b) ———=dx c) arctg(2x+3)dx
'[sin2 X '[ cos” x ‘[ ( )
. X
d [T e [’ xdx n [
/ 2 2
1-x (x + 1)

Vysledky uloh k samostatnému resSeni

N
AN

1. a) (2—x2)cosx+2xsinx+C; b) (x+%jsin2x+%cos2x+€;

X

c) 6(xsin§+2005§j+€; d) %ezx (x—%j+€; e) 3e3 (x2—4x+12)+C;

x 3
f) _2 x2+ 2x + 2 ) 2. a) L(lnx—1]+C; b) (x2+1)arctgx—x+C;
In2 In2 1p22 3 3
2
c) %@[1ﬂ2x—§j+€; d) %%/xj(lnx+%j+c; e) %(1ﬂ2x—lnx+%j+C;

i
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3
f) (x4 —l)arctgx—x?+x+C.

3. a) xInx—x+C; b) x(lnzx—2lnx+2)+C;

1 1 ) [
c) xarctgx—gln(l+x2)+C; d) xarccotgx+51n(1+x2)+C; e) xarcsinx+ 1-x2 +C;

f) xarccosx —V1-x2 +C.

b) —%e_Zx (3cos3x+2sin3x)+C;

d) g(cos(ln x)+sin(In x)) +C;

e ™ [l—%sin2x+%cos2xj+ C.

2

b) tgx(ln(cosx)+1)—x+C;

1 .
4. a)Eex (sinx+cosx)+C ;

2%*21n2
C P —

cos2x—In2sin2x)+C;
4+1n%2

e) %(sin(lnx)—cos(lnx))+€;
5. a)21n|sinx|—2xcotgx+C ;

c)(x+%}arctg(2x+3)—iln(4x2 +12x+10)+C ;

X

d) x—1-x2 arcsinx+C ; e)x(ln3x—3ln2x—6lnx+6)+C ; D * _+cC.

Kontrolni test

x+1

. N : : l .
1. Doplnte funkci v(x), je-li u'(x)=x a vysledny integral je [ = —%cos 2x+§sm 2x+C.

a) v(x)=sin2x, b) v(x)=sinxcosx,

¢) v(x)=xsin2x, d) v(x)= sing .

2. Doplite funkci v(x), je-li u'(x)=1 a vysledny integral je / =xIn®x—2xInx+2x+C.

a) v(x)=1In2x, b) v(x)=2Inx, c) v(x)=In X2 , d) v(x)= In? x.

3. Jak volit funkce u'(x) a v(x) pfi vypoctu integralu Ixarctgxdx ?

a)u'=x, v=arctgx,

c)u'=1, v=uxarctgx.

b) u' =arctgx, v=ux,

d) u'=xarctgx, v=1

3

4. Jak volit funkce u'(x) a v(x) pii vypoctu integralu I x—xdx?
e

3 by
a)u'=x7, v=e",

1
c) u':—x, v=x",
e

i

b) u':x3, v=e ¥,

dyu'=1, v=xe .
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5. Vypoctete neurcity integral J x2 dx .
cos” x
a) xcotgx—ln|sinx|+C, b) xtgx+ln|cosx|+C,
c) xtgx—ln|cosx|+C, d) xcotgx+ln|sinx|+C.
o, (]
6. Vypoctéte neurcity integral J. nccz)sxdx.
sin” x
a) —cotgxIncosx—x+C, b) —cotgxIncosx+x+C,
c) cotgxIlncosx—x+C, d) cotgxIncosx+x+C.

7. Vypoctéte neurcity integral J. (x2 —x)sin 2xdx .

2
a) (—x?+x)cos2x—%(x—1)sin2x+%c052x+C,

b) (x2 —2x)c052x—(x—1)sin2x+%0052x+C,

2
c) (—%+x)cos2x+(x—1)sin2x—%cos2x+C,

2
1 . 1
d) (—x?+x)cos2x+5(x—1)sm2x+zcos2x+C.

8. Cemu se rovna neuréity integral Ix3xdx ?

X
a) x3*In3-3"1n?3+C, b) 3—(x—L)+C,
In3 In3
X X
¢) x3* —3"In3+C, o2 3 e
In3 |32

9. Cemu se rovna neuréity integral J-x In(1—-x)dx?

2 2 2 2
x“ -1 1 X x° -1 1 X
Inl-x)——(x+—)+C, b Inl-x)+—(x+—)+C,
a) n(1-x) 2(x 2) ) n(1-x) 2(x 2)
2 3 2
X 1 x° x -X
—Inl-x)+—(—-—)+C, d —+In(l-x)+C.
c) 5 n(1-x) 2(3 2) )l—x n(1-x)

Ef o o
* *
..’ *i

- *
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10. Cemu se rovna neurdity integrél jezx sin xdx ?

1 . 1 .
a) gezx(251nx+cosx)+C, b) gezx(Zsmx—cosx)JrC,

c) %ezx(sinx—cosx)JrC, d) %ezx(cosx+25inx)+C.

g Vysledky testu g

1.b); 2.d); 3.a); 4.¢); 5.b); 6.a); 7.d); 8.b); 9.a); 10.b).

N
'4 ; Privodce studiem

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné v 8 piipadech, pokracujte dalsi kapitolou.
V opacném piipad¢ je tieba prostudovat kapitolu 1.3 znovu a propocitat dal§i tlohy

k samostatnému reseni.

Z Shrnuti lekce Z

Pro integraci soucinu dvou funkci f(x)-g(x) nelze nalézt obecnou formuli (na rozdil od
derivovani soucinu funkci). Pfi integraci sou¢inu funkce a derivace jiné funkce lze casto uzit
metodu per partes (po ¢astech). Nejcastéji je tato metoda vyuzivana pii vypoctu integralti typu
jP(x)- f(x)dx, kde P(x) je polynomicka funkce (mize byt i P(x)=1) a f(x) je
trigonometrickd, exponencialni, logaritmickd nebo cyklometrickd funkce. Metoda bude

uspesna, pokud zbyvajici integral bude jednodussi nez integral ptivodni.

i
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o=

1.4. Integrace substituci

Pravodce studiem

Integraly, které nelze teSit pomoci zékladnich vzorcu, lze velmi ¢asto teSit substitucni
metodou. Vzorce pro derivace elementarnich funkci a véty o derivaci souctu a soucinu funkci
nam v kapitolach 1.2 a 1.3 umoZznily nalézt vzorce, resp. metody pro vypocet nékterych

neurcitych integralt. V této kapitole pro vypocet vyuzijeme vétu o derivaci slozene funkce.

vvvvvv

metod integrovani — substitu¢ni metodu. Pfipominame, Ze neexistuje univerzalni navod, kdy
substitu¢ni metodu pouZzit, ani jakou substituci zvolit. Doporucujeme pec¢livé prostudovat tuto
kapitolu a propocitat si reSené ulohy. Dulezité je ziskat zkuSenosti se substitu¢ni metodou

samostatnym feSenim vétSiho mnoZzstvi piikladi.

Cile

Seznamite se s principem integrace substitu¢ni metodou a se zakladnimi typy integréalu,

které lze touto metodou vypocitat.

Predpokladané znalosti

Predpokladame, Ze znate pojem primitivni funkce k dané funkci, znate zakladni integraly
uvedené v tabulce 1.2.1 a umite vypocitat jednoduché integraly Gpravou integrované
funkce (integrandu). Bude uzivano pravidlo pro vypocet derivace sloZzené funkce,

diferencialu funkce jedné proménné a inverzni funkce.

vyklad

Velmi ¢asto se vyskytuji integraly typu

[ f(p00)¢'(x)dx

nebo integraly, které se daji na tento tvar upravit. Tento tvar ma naptiklad integral

J-szin(x2 +1)dx.

V tomto pripadé je f(u)=sinu, u=¢(x)= x> +1,a tedy u' = ¢'(x) = 2x.
Vsimnéte si, Ze integrovana funkce ma tyto vlastnosti:

- Je souginem dvou funkci f (¢(x)) a ¢'(x).
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- Prvni z nich je sloZena funkce s vn¢jsi funkci f a vnitini funkci @. Druha je derivaci
vnitini funkce.

Predpokladejme, Ze funkce f(u) je spojitd naintervalu («, ) a funkce u=¢@(x) ma
derivaci ¢'(x) na intervalu (a,b), a necht pro kazdé xe(a,b) plati ¢(x)e(a,p)

(funkce @(x) zobrazuje interval (a,b) do intervalu («, A) ).

Protoze funkce f(u) je spojita na intervalu («, £), ma na ném spojitou primitivni funkci
F(u), takZe plati f(u)=F'(u). Funkce F(u) je na uvedeném intervalu sloZzenou funkci

F (¢), tedy pro derivaci slozené funkce plati:

[Fe00)] = F'(u)e'(x) = f ()e'(x) = f (@(x)e'(X).

To znamena (podle definice 1.1.1), Ze funkce F(¢(x)) je primitivni funkci k funkci

f (p(x))e'(x) naintervalu (a,b) atedy
[ (p0))¢'()dx = F(p(x)) = F(u) = [ f (u)du.

Ziskany vysledek zformulujeme ve vété:

Véta 1.4.1. (Integrovani substitu¢ni metodou ¢(x) =u)
Necht F(u) je primitivni funkce ke spojite funkci f (u) naintervalu («, £) . Necht’ ma
funkce u = ¢(x) derivaci ¢'(x) naintervalu (a,b) a necht’ pro kazdé x e (a,b) plati
o(X) € (a, p) . Potom je funkce F(@(x)) primitivni funkce k funkci f (¢(x))@'(x) na
intervalu (a,b). Tedy plati

[ fet) @ (x)dx=] f(u)du.

Poznamka

Vzorec ve vete 1.4 si zapamatujeme velmi snadno. V integralu J f (p(x))e'(x)dx polozime

u=¢@(x) (provedeme substituci). Diferencovanim dostaneme du = ¢'(x)dx. TakZe za vyraz

¢'(x)dx v daném integralu muizeme forméalne dosadit du .
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Matematika Il 1.4. Integrace substituci

Tvrzeni véty 1.4.1 mtzeme pirehledné shrnout:

Substituce typu ¢(x) =u
Mame vypogitat integral typu I f (X))@' (x)dx.

Jsou-li splnény predpoklady véty 1.4.1, poloZime (provedeme substituci)

o(X)=u. Diferencovanim této rovnice dostaneme

@' (X)dx =du . Dany integral tedy pievedeme na tvar
[ flotn @ (dx=[fudu.

Postup bude Gsp&dny, pokud umime vypocitat integrél _[ f(u)du.

ReSené tlohy

Priklad 1.4.1. Vypocététe integral Iszin(xz +1)dx.

Reseni:
Je ziejmé, Ze pro vSechna x e (—w,) je 2xdx diferencial funkce x2 +1. Proto poloZime
u=x>+1= o(X), a tedy du=2xdx=¢'(x)dx. Funkce f(u)=sinu je spojitd pro

véechna ue(—wo,0) a ma na tomto intervalu primitivni funkci F(u)=cosu. Jsou

spinény predpoklady véty 1.4.1, proto plati:

J'szin(x2 +1)dx = jsin udu=—cosu+C =-cos(x* +1)+C .

Priklad 1.4.2. Vypoctéte integral jsin3xcosxdx.

Reseni:
Je ziejmé, Ze pro vSechna xe(—oo,0) je cosxdx diferencial funkce sinx. Proto
poloZzime

u=sinx, potom du=cosxdx.

substituce: 4 4
] ) u sin™ x
j3|n3xcosxdx=u:5|nx :Iu3du:T+C: 1 +C.
du = cos x dx

Priklad 1.4.3. Vypoctéte integral j f(ax+b)dx pro a=0, (vzorec [16] v tabulce 1.2.1.)
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Matematika Il 1.4. Integrace substituci

Reseni:

O platnosti vzorce [16] v tabulce 1.2.1 jsme se mohli snadno presveédcit derivovanim. Ke
stejnému vysledku muZzeme dospét substituci. Je-li funkce f(u) spojita na intervalu
(a, B) , ma na ném spojitou primitivni funkci F(u). Vnitini funkce u = ¢@(x) =ax+b ma
na intervalu (—oo,00) nenulovou derivaci ¢'(x) =a pro a=0, a proto

substituce: . . .
If(ax+b)dx_—jf(ax+b)adx_u_ax+b :—If(u)du:—F(u)+C:—F(ax+b)+C.
a a a
du = adx

Podle tohoto vztahu dostavame:

—dx=—|n|3x+5|+C (ax+b=3x+7=u a f(u)——)
3X+5

i(a—zx)f’+C

| (3-2x)%dx = e

——%(3—2x)5+c (ax+b=-2x+3=u a f(u)=u4),
jezxdx=%ezx+c (ax+b=2x=u a f(u)=e").

Priklad 1.4.4. Vypoctéte integral J 3xV/5+ x2dx.

Reseni:
substituce: 3 3
3 3 3u? Py
J'3x 5+ x2dx =|u =5+ x2 :EJ'ZX 5+ xzdx:gjxﬂdu :§?+C =u2+C=
du = 2xdx 2
3
(5+ x2) +C.
Priklad 1.4.5. Vypoctéte integrél J%x
X
Reseni:
substituce: substituce:
I%x: u=+x ZJ cozt?/_«/_ dx = chotgudu Zj‘wdu_ t=sinu =
sinu
X dt = cosudu
du ——dx
2%

:ZI%dt:2ln|t|+C=2In|sinu|+C:2In‘sin\/§‘+c.

k%
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Misto druhé substituce bylo mozno ptimo pouZit vzorec [13] v tabulce 1.2.1.

Priklad 1.4.6. Vypoctéte integrél j si%dx'
Reseni:
Pti vypoctu integralu jﬂ%dx se musime omezit na n&jaky interval, v némz se sinx
nikdy nerovnd nule (pro jednoduchost napt. na xe(0,7)). Pro Upravu integrandu

pouZzijeme vztah sin2a = 2sina cos« .

substituce:
_idx:'[;dx:u:5 :J-_;duﬂ'.;du:
sin x 2sin X cos X 2 sinucosu SINU 062
2 2 1 cosu
du ==dx
2
=J';2du pro u e(O,z).
tgucos“u 2
Jelikoz 5 je derivace funkce tgu, provedeme substituci t=tgu (tedy t>0).
cos“u
Dostaneme
. . substituce: .
_—dx:j42du:t:tgu :I—dtzln|t|+C:Int+C:Intgu+C:
sin x tgu cos“ u q t
u
dt = >
cos“u
X
=Intg—+C.
J 2
Vyklad

Podle véty 1.4.1 jsme integral

J' f (p(x))@'(x)dx substituci ¢(x)=u prevedli na integral J' f (u)du.

V n¢kterych pripadech je vhodné zvolit opa¢ny postup.

Méame vypogcitat integral J' f(x)dx. Substituci x=¢(t) (tedy dx =¢'(t)dt) se snazime

tento integral pievést na integral I f(p(1)) @'(t)dt, ktery mize byt jednodussi. Otazkou
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je, zda po nalezeni primitivni funkce k funkci f(¢(t))¢'(t) dovedeme najit primitivni

funkci k funkci f(x) . Je to moZné, pokud vedle piedpoklada véty 1.4.1 jesSté plati:

- funkce o(t) je naintervalu («, ) ryze monotonni,

- pro kazdé te(a,pB) je ¢'(t)=0.

Za uvedenych predpoklada k funkci x=¢(t), te(a,B) existuje inverzni funkce

t= (o_l(x) =w(x) pro x e (a,b) atato inverzni funkce ma derivaci
1
o'(t)
Je-li G(t) primitivni funkce k funkci f (p(t)) ¢'(t) naintervalu («, ), pak plati
G'(t) = f(p(1) ¢'(t) -

Slozena funkce F(x)=G(w(x)) definovana na intervalu (a,b) je na tomto intervalu

v (x)=

primitivni funkci k funkci f (x), protoZe podle véty o derivaci sloZzené funkce plati:

F/(x) = G/ () =  (p() ¢/ () — = f (p(t)) =  (¥).
o'(t)

Ziskany vysledek zformulujeme ve véte:

Véta 1.4.2 (Integrovani substitu¢ni metodou x = ¢(t))
Necht funkce x = ¢(t) zobrazujici interval («, #) nainterval (a,b) je rostouci, popt.
Klesajici, na intervalu («, #) a ma tam spojitou derivaci ¢'(t) =0 a necht’ funkce
t =w(X) je inverzni funkce k funkci x = ¢(t) naintervalu (a,b). Je-li f(x) spojita
funkce na intervalu (a,b) aje-li G(t) primitivni funkce k funkci f (p(t)) ¢'(t) na

intervalu («, B) , potom pro viechna x € (a,b) plati

[ £00dx=[ (o)) ¢'(®) dt = G(t) + C = Gy (X)) +C..

Tvrzeni véty 1.4.2 mtzeme pirehledné shrnout:

Substituce typu x = ¢(t)
Mame vypocitat integral typu [ f (x)dx.

Jsou-li splnény piedpoklady véty 1.4.2, poloZime (provedeme substituci)

x=o(t). Diferencovanim této rovnice dostaneme

dx =¢'(t)dt. Dany integrél tedy pievedeme na tvar

Ef 4 o
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[ £(dx=[ (@) o' Ot

Postup bude Usp&dny, pokud umime vypocitat integrél J f(pt)) @'(t)dt.

Poznamka

P7i vypoctu integrali substitucni metodou obvykle pocitame podle vzorce z vety 1.4.1 nebo

1.4.2, dokud nenalezneme primitivni funkci. Obvykle teprve potom zkontrolujeme, zda jsou
splneny predpoklady pouzité vety. O spravnosti vysledku se mizeme snadno presvedcit

derivovanim nalezené primitivni funkce.

NV

an

Resené tlohy

Priklad 1.4.7. Vypoctéte integral I Va—x2dx.

Reseni:
Funkce f(x):\/4—x2 je spojitd pro xe(-2,2). Zavedeme substituci x=2sint,

dx =2costdt. Je vSak nutno omezit proménnou x tak, aby bylo mozno nalézt funkci
inverzni t=arcsin§. Pro te(O,%) bude xe(0,2) a funkce ¢(t)=2sint bude mit

rostouci nenulovou derivaci ¢'(t) = 2cost . Dostaneme

substituce:
j 4—x2%dx =|x = 2sint :.[\/4—4sin2t 2costdt=4I\/1—sin2t costdt =
dx = 2costdt

=4[ cos tdt :4_[%'[ = 2[ (L+cos2t)dt =

:2£t+s'r]22tj+c =2t +2sintcost+C = 2t+23int\/1—sin2t+C =

2 2
—2arcsin >+ x,[1-| X +C=2arcsin§+X4—_x+C.
2 2 2 2

Pti vypoctu jsme pouZili vzorce

o 1+cosa . ]
cosE: > a sin2a=2sinacosa .

Analogicky vysledek bychom dostali pro t e (—%,O) , kdy xe(-2,0).
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Priklad 1.4.8. Vypoctéte integral I sin~/xdx .

Redeni:
Integrovana funkce je definovana pro x e<0,). Provedeme substituci x =2, abychom
odstranili odmocninu v integrandu. Ze substituce vyplyva, 7e t=+/x nebo t=—vx.

Zvolimet =+/x , takZe t je z intervalu (0,0) . Dostaneme

substituce:

jsinﬁdx:x:tz :2_[tsintdt.
dx = 2tdt

Ziskany integral reSime metodu per partes podobné jako piiklad 1.3.1:

. u'=sint v=
zjtsmtdtz
Uu=-cost Vv'=

:2(sin\/§—\/§cos\/§)+c .

Sami vyzkousejte, Ze pro volbu t = —/X tj. t e (—»,0) dostaneme stejny vysledek.

dx
Vi+ X2

t
JJ =2(-t cost+J'costdt) =2(-tcost+sint)+C =

Priklad 1.4.9. Vypoctéte integral j

Reseni:

Funkce

je spojita pro x e (—w,0). PoloZime x=cotgt. Funkce cotgt je pro
1+x

t € (0, 7) klesajici a zobrazuje tento interval na interval (—oo, ).

’ substituce: . . . .
X —
| =[x=cotgt |= dt = dt =
-2 _ )
V14 x? 1 y1+cotg?t sin“t /sm2t+c032t sin“t

sint
= I|I |dt— I—dt nebot pro te (0,7) je sint>0.
sin’t sint

Dostali jsme integrél, ktery jsme teSili v piikladu 1.4.6.

- idt_—lntg +C_—Intg( arccotng+C
sint

Poznamka

Pokud zadéme integral nejakému matematickému programu (naps~. Derive, Maple,
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Mathematica), ziskame vysledek In(x+\/x2 +1). Na prvni pohled se zd4, Ze se jedna o Uplné

jinou funkci. Derivovanim se viak snadno presvedcime, Ze vysledek je spravny. Znamena to,

Ze programy pouZzily jinou metodu vypoctu, nez jsme uvedli my.

V literatuie [9] lze nalézt postup, jak pievést jeden vysledek na druhy. Druhé teSeni

muzeme dostat nasledujicim postupem:

Provedeme substituci 1+ x2 =t—x.

) o t?-1 2% 42
Po umocnéni uvedené rovnice snadno vypocteme x:2—t atedy dx=

dt.
4t2

Dosazenim do integralu dostaneme:

j j z(t +1)dt—_|.—dt Injt[+C = In

Z

x+\/x2+1

C.

Jelikoz je x+Vx2+1>0, dostaneme In X+VX2 +1 In(x+\/x +1), coZ je hledany

vysledek.

Poznamka

vvvvvv

z racionalni funkce, ktera navic obsahuje vyraz typu ax? +bx+c. Podrobnejsi informace

naleznete v literature [6], [9], [14], [17].

P¥iklad 1.4.10. Vypoctéte integral J' \/—
1+\/—
Redeni:
Jx 11
Funkce X je definovana pro x e<0,). Ve funkci se vyskytuji mocniny x2, x3.

1+§/§
Zavedeme substituci x =t* tak, abychom odstranili vSechny odmocniny ve vyrazu.
V naSem piipadé bude k nejmensi spole¢ny nasobek ¢isel 2 a 3. Pro x =8 bude Vx =t3

a Ix =t2. Analogicky jako v ptikladu 1.4.8 budeme volit t = §/x pro t e<0,0).
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%
FALN

substituce: a
IL;(dx= x =18 J' 6t5dt—6j dt:6j(t8:(t2+1))dt=
1+3x 5 1+t2 1+t2
dx = 6t dt
7 5 .3
GI +t2 -1+ L dt=6 t——t—+t——t+arctgt +C=
1+t2 75 3

+C.

67 6/5 6.3
_6{\/3_\/;7+\/;T—§/§+arctg§/§J

Kontrolni otazky

1. Uvedte princip substitu¢ni metody.
2. Kdy a za jakych podminek pouZijeme substituci typu ¢(x) =u ?
3. Kdy a za jakych podminek pouzijeme substituci typu x = ¢(t)?

4. Jakou substituci zvolite pfi vypoctu mtegraluj X dx 2

COS X

5. Jakou substituci zvolite pfi vypoctu integralu J' cos xsin xdx ?
6. Jakou substituci zvolite pii vypoctu integralu '[ xy1—x2dx ?

7. Jakou substituci zvolite pfi vypoctu integralu f x2\1-x?dx?

Ulohy k samostatnému Feseni

1. a) .|'x23 3 b) j;edx c) j 3 dx
(x2+4) Ux*+1
d) '[x 1-x%dx e) I255de f) [V7-3xdx
4
2. a) JInTde b) '[cos3xsinxdx C) jc:)i;xdx
cos? X sin x Inx-2
d) je sin2xdx  €) jm f) jx Inxdx

k%
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2
tg«& sin 2x
3. a) dx b) —dx C) ——dx
I Jx I Isin2x+3
d) Jx—arctgxdx ) \/arctge dx f '[ sin X —Cos X
1+x° 1+e%X Isin x + cos x
3% In/x In (tg x)
4. d b d ——=d
2) .[4+9x X ) I Jx X © -[sinxcosx §
arctg 2
dx arccos X — X 3
d) |—— e) |————dx f) 4dx
JX\/Z—Inzx '[ N 9-+4x°
2’& 1 \/— X
5. a ——=dx b c ————x
) J.x+(\3/x75 ) J‘1+\/_ ) '[(x—l)\/x—B
d)  [Vo-xPdx e) [cos¥xdx N & i
V9+x2
Vysledky uloh k samostatnému FeSeni
Lo 2, . -1 : 9/ i s 1 2\s L~
1. a) —(x +3)3+C, b) ———=+C; C) —(x +1)3+C, d) ——(1—x )2+C,
4 10(x* +4) 8 3
3 2 3 1 1
e) —gln|2—5x|+c; f) —5(7—3x)2 +C. 2. a)gln5x+C ; b) —Zcos4x+c;

Obwxici  -eics @2k a1,

2
3. a) —2In‘cos\/§‘+c; b) —%euc; ¢) In(sin’ x+3)+C;
d) l(In(1+ xz)—arctg2 x)+C ; e) Earctg% e*+C; f) —ﬂ(cosx+sin x)% +C.
2 3 3

X

1 3 1 In x
4, a) ——arctg—+C: b) Vx(Inx=2)+C: ¢)=In*(tgx)+C:; d) arcsin +C;
) pmgaeedeCi B VK(nx-2)+Ci 9 (x)ecs 0 arsin ]
e) V1-x? —%arccos2 X+C; f) %arctgz%JrC. 5. a) BW—6W+In(W+1)+C;

b) 4\/§—x—4ln(\/§+1)+c; c) 2\/x—3+\/§arctg,/XT_3+C;
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d) Earcsm)3(+x—'92X+C; e) 3(§/x75in3/§+2€/§cos%&—25in€&)+c;
f)—In(tg( arccotg D +C.

Kontrolni test

1. Jakou substituci pouzijete pti vypoctu integralu %dx?
—In“x

a)lzt, b) Inx=t,
X

C) Inx=t, d) V1-1In?x =t.

2. Jakou substituci pouZijete pti vypoctu integralu Isin3 Xcos2xdx ?

a) cosx=t, b) sinx=t,

C) cos2x =t, d) sindx =t.
3. Jakou substituci pouZijete pii vypoctu integralu

j Jx +x/_
2 1
a) x=t-, b) —=
) ) 7
1 4
c) —=-=t, d) x=t".
Yx
3x
4. Jakou substituci pouzijete pti vypoctu integralu J' 5 ?
e 41
a) e?X =t, b) e* =t,
c) eX =t, d) e?X +1=t.
vy N . X2 +4X+5
5. Vypoctéte neurcity integral _[ (x+2)e dx.
2 2 2
a) eX +4X+5+C, b) (X+2)ex +4x+5_ex +4X+5+C,
2 2
0) 2eX +4X+5+C, d) lex +4X+5+C.

2
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s i 3
6. Vypoctéte neurcity integral _[ @dx.
a) arcsin3* +C, b) In3.arcsin3* +C,
c) %arcsin 3*+C, d) 2@.
dx

7. Vypoctete neurcity integral I

cos? Xy/tgx—1 '
a) 2Jtgx-1+C, b) tgx+./tgx—-1+C,
c) Intgx-1+C, d) Jtgx-1+C.

3

8. Cemu se rovna neurgity integral j dx ?

1+ x2

a) %\/(1+ X2)3 -x+C, b) %\/(1+ x2)3 —\/1+ x2 +C,

C) %(1+ x2)—ln\/1+ X2 +C, d) %\/(1+ x2)3 +\/1+ x2 +C.

9. Cemu se rovna neurgity integral Icos3 X dx?

a) sinx—%sin3x+c, b) —sinx+%sin3x+c,
C) x—lsin3x+C, d) x+lsin3x+C.
3 3
10. Cemu se rovna neurcity integral j dx?
e +4
eX
a) Ine* +4)+C, b) arctg7+C,
X X
C) 2\/e7—arctg\/e7+c , d) arctg \/:+C.

2 2

Vysledky testu

1.b); 2.a); 3.d); 4.b); 5.d); 6.c); 7.a): 8.b); 9.a); 10. d).
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Pravodce studiem
Pokud jste spravné odpovedéli nejméné v 8 pripadech, pokracujte dalsi kapitolou.
V opa¢ném priipadé je tieba prostudovat kapitolu 1.4 znovu a propocitat dalsi dlohy

k samostatnému feseni.

Shrnuti lekce

PFi vypoctu integralu je ¢asto pouzivana substitu¢ni metoda. Substitu¢ni metodou Ize feSit
dva typy uloh. V prvnim typu integrala se snazime integrand upravit na dva cinitele, z nichz

jeden je slozenou funkci proménné x s vnitini funkci ¢(x) a druhy je derivaci této funkce

¢'(x). Tedy se snazime integral upravit na tvar _[f((p(x)) @'(x)dx . Jestlize nyni polozime
o(X)=u, je ¢'(X)dx=du a dany integral pifevedeme na integrél If(u)du. Méné casto
pouzivame druhy typ substituce. Integral J'f(x)dx Ize nekdy substitucix = o(t), a tedy
dx = ¢'(t)dt, prevést na jednodussi integral I f(p(t))@'(t)dt. Uvedené metody budou

uspedné, pokud umime vypocitat nové integraly. Tento postup lze realizovat, pokud jsou
spinény podminky uvedené ve vétach v této kapitole. Pfi vypoctu integralt substitucni
metodou obvykle poc¢itdme formalné podle uvedenych vztahd, dokud nenalezneme primitivni
funkci. Obvykle teprve potom zkontrolujeme, zda jsou splnény piedpoklady pouZité véty.
O spravnosti vysledku se mazeme snadno piesveédcit derivovanim nalezené primitivni funkce.
Uspéch pti integrovani substitu¢ni metodou zavisi na obratnosti a zku3enosti, abychom
doptedu vidéli, na jaky integral urc¢itou substituci upravime pavodni integrél, pripadné jak
integral upravit, abychom v integrované funkci vidéli tvar f(p(t))'(t). V nékterych

piipadech muzeme integral ¥eSit pomoci raznych substituci.
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o=

1.5. Integrace racionalnich funkci

Privodce studiem

V ptedchézejicich kapitolach jsme se naucili pocitat neurcité integraly Upravou na
zakladni integraly, metodou per partes a substitu¢ni metodou. V této kapitole se budeme
podrobnéji zabyvat integrovanim racionalnich funkci. Uvedeme podrobny postup rozkladu
racionalnich funkci na soucet parcialnich zlomka a integraci téchto parcialnich zlomka. Podle
uvedeného postupu mizeme integrovat libovolnou raciondlni funkci. Racionalni funkce
muzeme dostat i po nékterych substitucich. Nejprve zopakujeme polynomické a raciondlni

funkce, uvedeme nékteré zakladni vlastnosti téchto funkei.
Cile
Seznamite se s postupem integrace racionalnich funkci a se zakladnimi integraly, které
dostaneme po rozloZeni racionalni funkce na soucet parcidlnich zlomk.
Predpokladané znalosti

Predpokladame, Ze znate pojem primitivni funkce k dané funkci, znate zékladni integraly
uvedené v tabulce 1.2.1., umite vypocitat jednoduché integraly upravou integrované
funkce (integrandu) a substitu¢ni metodou. V této kapitole se vyskytne jen n¢kolik malo

typl integrald.
Vyklad

Polynomy a jejich viastnosti

S polynomy jste se sezndmili jiz v Matematice 1. Pfipomenime definici polynomické

funkce.

o=

Definice 1.5.1.

Polynomem P, (x) stupné m nazyvame funkci
P _ m 2
(X)) =a,x" +. +ax” +ax+ay, a,+#0.

Redlna ¢isla ay, a; ,..., a,, jsou koeficienty polynomu.

Polynom je funkce, kterd vznikne kone¢nym poctem operaci soucet, rozdil a soucin

funkci y =konst a y=x.

Ef 4 -
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m .
Stru¢n¢ mizeme polynom zapsat B, (x)= Y a X, a, 20,
j=0
Cislo m nazyvame stupném polynomu B,(x).

Pro polynom 1. stupné (tj. polynom tvaru y=ax+b, a#0) se pouziva také termin

linearni polynom a pro polynom 2. stupné (tj. polynom tvaru y = ax? +bx+c,a#0) se
pouziva také termin kvadraticky polynom.

Integrace polynomické funkce je velmi snadnd, nebot’ vystacime se zédkladnimi pravidly

pro integraci (véta 1.2.1) a s integraci mocninné funkce (vzorec [3] v tabulce 1.2.1).
Resené ulohy
Priklad 1.5.1. Vypotéte integral [(2x” —x° +3x” +6x—1)dx.

ReSeni:

[ox* =% +3x% +6x—D)dx=2[ x| Pex+3[ ¥ dx+ 6 xdx — [ dx =

6 4 3 2 6 .4

=22 X 43t 46t xrc=1 I i3 ox+C.
6 4 3 2 3 4

Vyklad

Polynomy hraji v matematické analyze velmi dilezitou roli. Polynomy jsou spojité
funkce definované pro vSechna realna x. Jestlize dva polynomy spolu secteme, odecteme nebo

vynasobime, dostaneme opét polynom.

Polynomy miizeme také mezi sebou délit. V tomto piipadé vSak obecné vysledkem

nebude polynom, ale funkce, kterou nazyvame racionalni (racionalni lomend):

_ By (x)

R )
(=0,

Je-li O,(x) polynom n-té¢ho stupné, nazyva se rovnice Q, (x)=0 algebraicka rovnice

n-tého stupné.

Definice 1.5.2.
Cislo «, pro které plati O, («) =0, se nazyvé koten polynomu Q a vyraz x—« se nazyva

korenovy ¢initel polynomu Q.
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Dovedete nalézt kofeny rovnice Q, (x)=0 pro polynomy 1. a 2. stupné. Pro polynomy

~evroor

vysSich stupnia se jedna o slozitéjsi ulohu, kterou dovedeme vyftesit v nékterych specidlnich
pripadech. Velmi Casto je pro nalezeni kofent nutno pouzit numerickych metod, o nichz se

dozvite vice ve specidlnim pfedmétu Numerické metody.

V algebie se dokazuje, Ze kazdy polynom O, (x), ktery neni konstanta, ma v oboru

komplexnich ¢isel n kotfend.

Véta 1.5.1.
Kazdy polynom Q, (x) =a,x" +...+ a2x2 +ayx +ag stupné n >1 lze rozlozit na soucin
kofenovych Ciniteld

Qn(x) = an(x_al)(x_QZ) (x_an) >

kde a;,a, ... ,a, jsou konstanty (obecné komplexni).
Pozndamka
1. Cisla ap,ay, ...,a, nemusi byt navzajem riizna. Tedy rovnice miize mit vicendsobné

kofeny. Pokud koren a; je r-ndsobny, mizeme misto r soucinii (x—a j)(x—a j) o (x—a j)
psat (x—aj)r.

2. Koreny ay,ay, ... ,a, mohou byt redlné nebo komplexni.

Véta 1.5.2.
Pokud ma polynom r-nasobny komplexni kofen a =c+d i (c,d jsou realna cisla), pak

také komplexné sdruzené Cislo & =c—di je r-nasobnym kofenem tohoto polynomu.

Resené ulohy

Priklad 1.5.2. RozloZte na soucin kofenovych Cinitellt Os(x) = 3x° +24x° —27x .

Reseni:
Resime rovnici 3x° +24x° —27x=0. Rovnici upravime vytknutim 3x. Dostaneme
3x(x4 +8x% — 9) =0. Jedno feSeni je x; = 0. Dalsi kofeny ziskdme feSenim rovnice

x*+8x2-9=0. Po zavedeni pomocné proménné ¢ = x? dostaneme kvadratickou rovnici

t2+8t—9:0,kterémékofeny h=laty=-9,¢cil x’=lax?=-9.
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Odtud xy =1, x3 =-1, x4 =31, x5 =-31.

Jelikoz je koeficient u nejvyssi mocniny roven 3, miizeme polynom zapsat ve tvaru:
Os(x) =3x° +24x> —27x = 3x(x —1)(x +1)(x = 3i)(x +3i) .

Vyklad

Je neptfijemné, Ze se ve vysledném rozkladu v ptikladu 1.5.2 objevuji imaginarni Cisla
+3i a —3i. Pokud vynasobime odpovidajici kofenové Cinitele, dostaneme kvadraticky

polynom (x—3i)(x+3i)= x> +9. Rozklad polynomu z ptikladu 1.5.2 bude mit tvar
Os(x) =3x° +24x> —27x =3x(x —D)(x + (x> +9).

Tento postup mizeme zobecnit. Ma-li polynom kofen o =c+di ma podle véty 1.5.2
také komplexné sdruzeny kofen & =c—di. Pokud vynasobime odpovidajici kotfenové
Cinitele, dostaneme kvadraticky polynom, ktery nema imaginarni koeficienty:
(x—a)(x—a)=(x—(c+di))(x—(c—di)=x>—2ex+c* +d? =x>+ px+q, kde
p=—2c aq= ¢? +d?. Uvédomme si, ze diskriminant D = p2 —4q je zaporny, nebot’
D=p?—4g=4c% —4c* —4d* =-4d*> <0

Je-li komplexn¢ sdruzeny koten c¢+d -i s ndsobny, dostaneme

(x—-a) (x—-a)’ = (x2 +px+q)°.

Pokud tuto tivahu zobecnime, dostaneme dulezitou vétu o rozkladu polynomu na

zakladni soucin v realném oboru:

Véta 1.5.3.
Kazdy polynom O, (x)=a,x" +...+ a2x2 +ayx +ag stupné n>1 lze jednoznaéné zapsat
ve tvaru:
0, (M) =a,(x—a))t .. (x=a,)u (" + px+g) . (5 + px+q,)”

se vzajemn¢ riznymi redlnymi kofeny ¢;, i =1,2, ... u a vzjemn¢ riznymi

kvadratickymi polynomy X2+ pjx+q;,j=12, .. v, kter¢ nemaji realn¢ koreny.

Poznamka
1. Strucné lze Fici, zZe kazdy polynom s redlnymi koeficienty stupné n =1 Ize rozlozit na soucin
polynomut prvniho a druhého stupné, pricemz polynomy druhého stupné se ddile nedaji

rozlozit na soucin polynomii prvniho stupne.
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2. Je ziejmé, Ze plati n=1n+ry +..+1,+2(s;+59 +...+5,).

Véta 1.5.3 nam sice zarucuje moznost rozkladu polynomu na zdkladni soucin, avSak
praktické provedeni nemusi byt jednoduché. V mnoha ptipadech potiebujeme provést rozklad

polynomu Q, ktery je jiz ¢aste¢né rozlozen.

Resené ulohy

Priklad 1.5.3. Rozlozte na zékladni soucin polynom Q(x) = (x5 —x? )(x5 +x? )(1- x4) .

Reseni:

Je ziejmé, ze polynom Q(x) je 14. stupné. Polynom Q(x) neni rozlozen na zakladni
soucin, nebot’ se vném vyskytuji polynomy vyssiho nez 2. stupné. Proto jednotlivé
Cinitele dale rozloZime:

(=3 =x> (- =2 (=D +x+1),

(P +x2) =22 (3 +) =2 (e + D —x+1),
A-xH=-(* -1 =—(x=D(x +1)(x% +1).

Takze O(x) = x> (x—1D)(x> +x+D)x? (x+ (x> = x + (= D(x = D)(x +1)(x? +1) =
= -2+ D2+ x+ D —x+ D2+ D).

Uvédomte si, Ze xt :(x—0)4, tedy se jednd o polynom 1. stupné, ktery pfislusi

Ctyfnasobnému kofenu x =0. Koeficient a, =-1.

Vyklad

Rozklad racionalni funkce na soucet parcialnich zlomku

Definice 1.5.3.

Racionalni funkci R(x) nazveme funkci, ktera je podilem dvou polynomi B, (x) a Q,(x):

_ B (x)
R(x)= 0,(x) , 0,(x)#0.
Poznamky

Definicnim oborem racionalni funkce R(x) je mnozina vsech realnych cisel x, které nejsou

realnymi koreny rovnice Q, (x)=0.
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Definice 1.5.4.

En (%)

n

Racionalni funkce R(x)= se nazyva ryze lomena, je-li stupefi m polynomu B, (x)

mensi nez stupeil n polynomu Q, (x), tj. m<n.Je-li m >n, pak se funkce R(x) nazyva

neryze lomena racionélni funkce.

Jestlize je funkce R(x) neryze lomena racionalni funkce, pak miZeme polynom B, (x)
v Citateli délit polynomem Q, (x) ve jmenovateli. Podilem bude polynom Pm1 (x) a zbytek
déleni bude polynom B, (x), jehoZz stupent m, je niz8i nez n, tj. m, <n.To mizeme vyjadfit

vétou.

Véta 1.5.4.

Kazdou neryze lomenou raciondlni funkci miizeme vyjadtit jako soucet polynomu a ryze

: : B B, (¥)
lomené racionalni funkce, tj. R(x) = In0) =By, (x)+ 277 kde my <n.
On(x) Op(x)
Resené ulohy
. . . C+2x%+x-1 .
Priklad 1.5.4. Vyjadrete raciondlni funkci R(x)= > jako soucet polynomu a

x“—x+1

ryze lomené racionalni funkce.

Reseni:

Polynom Pj(x)= x> +2x? +x—1 v &itateli raciondlni funkce je 3. stupné a polynom
O (x)= x> —x+1 ve jmenovateli mé stupen 2. Polynomy mizeme vydélit.

(C+2x% +x-1): (2 —x+1)=x+3

—(x3 —x%+ X)
3x2 -1
~(3x% -3x+3)

3x—4 ... zbytek

Danou racionalni funkci proto miizeme zapsat ve tvaru

x3+2x2+x—1 3x—4
3 =x+3+——
x“—x+1 x“—x+1
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Pravodce studiem
Hlavnim vysledkem predchazejici ¢asti je véta 1.5.4. Je-li dana neryze lomena raciondlni
funkce, provedeme déleni polynomu FB, (x) v Citateli polynomem Q,(x) ve jmenovateli

racionalni funkce. Dostaneme polynom a ryze lomenou raciondlni funkci. Staci tedy, kdyz se

Bn(x)
(x)

v dal$im omezime na takové raciondlni funkce , vnichz ma citatel nizs8i stupen nez

n
jmenovatel (ryze lomené raciondlni funkce). V dalsi Casti si ukazeme, jak Ize ryze lomené
racionalni funkce rozlozit na soucet n¢kolika jednodussich zlomkt, které bychom jiz uméli

integrovat.

Vyklad

Ve vété 1.5.3 jsme ukazali, Ze kazdy polynom s redlnymi koeficienty stupné n>1 lze
rozlozit na soucin polynomu prvniho a druhého stupné, pfi¢emz polynomy druhého stupné se
jiz nedaji rozlozit na soucin polynomi prvniho stupné s redlnymi kotfeny (maji komplexné
sdruzené kofeny). Budeme se snazit raciondlni funkci rozlozit na soucet jednoduchych

raciondlnich funkci, které maji ve jmenovateli mocniny kofenovych Ciniteli (x—a) a

kvadratickych polynomi (x2 + px+q).

Definice 1.5.5.

Casteénymi (parcialnimi) zZlomky nazyvame racionalni funkce tvaru

Mx+ N
Lk nebo 2 k
(x—a)? (x*+px+q)™?

kde 4, M, N, p, q jsou redlna Cisla, ky, k, jsou pfirozena ¢isla a polynom X2+ px+q nema

realné koteny (D = p> —4g <0).

Poznamky
1. Parcialni zlomky prvniho typu odpovidaji realnym koreniim jmenovatele a parcialni zlomky

druhého typu odpovidaji dvojicim komplexné sdruzenych korenii.

2. Ryze lomenou racionalni funkci R(x) lze vyjadrit ve tvaru

R(x)=R(x)+Ry(x)+...+ Ry(x), kde Ri(x), Ry(x), ... Ry(x) jsou parcialni zlomky. Pro

integraci ryze lomené racionalni funkce staci umét integrovat tyto parcialni zlomky.
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Pro snazsi pochopeni a jednoduchost uvedeme tvar rozkladu racionélni funkce na soucet

parcialnich zlomkl podle toho, jaké kofeny ma polynom O, (x) ve jmenovateli racionalni

funkce. Postupné se budeme zabyvat Ctyfmi zdkladnimi ptipady.

A. Rozklad pro realné rizné kofeny polynomu O, (x)

JestliZze polynom Q,,(x) ma k (k < n) realnych riznych kotent oq,a5, ..., oy

Ln(X)

(x)

(jednoduché koteny), pak Ize ryze lomenou racionélni funkci R(x) = rozloZit na

n

Pm(x) _ Al + A2

soucet parcidlnich zlomk:
0,x) x-og x—ay xX—ay

+ Rk+1(x) a0a g

kde 4, 4,, ..., A4; jsouredlné konstanty.

Nalezneme konstanty 4,4, ..., A4; tak, abychom po secteni vSech parcialnich zlomkt

dostali danou racionalni funkci R(x). Jednotlivé parcidlni zlomky pak miizeme snadno

integrovat.

Poznamka

Polynom Q, (x) miize mit vedle k redlnych riiznych korenii jesté realné ndsobné koreny nebo

koreny komplexné sdruzené.

Resené ulohy

x2—8x+3

Priklad 1.5.5. Vypodtéte integral j — 7 k.

3.

k%

X —4x? +3x
Reseni:
Vypocet miizeme rozdélit do péti kroki:

Polynom v Citateli je stupné m=2 a polynom ve jmenovateli raciondlni funkce ma
stupent n=3. Jelikoz je m <n, je dana funkce ryze lomena racionalni funkce (neni nutno

délit polynomy).

Polynom ve jmenovateli Q3(x) = x> —4x? +3x rozlozime na zékladni soucin podle véty
1.5.3. Dostaneme Q;(x) = x(x2 —4x+3)=x(x—1)(x—3). To znamena, ze polynom ve
Jjmenovateli mé realné jednoduché kofeny x; =0, x, =1, x3 =3.

Racionalni funkci rozlozime na soucet parcidlnich zlomk:
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XX-8x+3 A4 A A4
3 2. T
¥ —4x“+3x x x-1 x-3

4. Nalezneme konstanty rozkladu 4, 4,,4;. Rovnici v kroku 3 vyndsobime polynomem
O3(x) = x> —4x? + 3x . Dostaneme rovnost dvou polynomii:
x2 —8x+3= A (x—1)(x—3) + Ayx(x—3) + A3x(x—1).
Tuto rovnici lze fesit né€kolika zplsoby:

a) Dosazovaci metoda. Oba polynomy se musi rovnat pro libovolné hodnoty x.

Dosadime-li obecné tii rtizné hodnoty x, dostaneme tfi rovnice pro tfi neznamé

koeficienty A, A,,A;. Tuto soustavu snadno vyieSime. Pokud ma polynom Q(x)

realné koteny, je vyhodné dosadit prave tyto koteny.

Pro x=0 dostaneme: 3=34+04, +045. Tedy 4 =1.
Pro x=1 dostaneme: —4=04;-24, +04;5. Tedy A =2.
Pro x =3 dostaneme: -12=04;+04, +643. Tedy  A3=-2.

b) Srovnavaci metoda. Rovnice predstavuje rovnost dvou polynomt.

Rovnost nastane, jestlize se budou rovnat koeficienty polynomu na levé strané a

odpovidajici koeficienty polynomu na pravé strané rovnice.
X2 —8x+3= A (x—1)(x—3) + Ayx(x—3) + A3x(x—1)

2 _ 2 2 2
X7 =8x+3=A4(x" —4x+3)+ Ay (x” = 3x)+ A3(x" —x)

X% —8x+3=x%(dy + Ay + A3) + x(=44 — 34y — A3) + 34

Koeficienty u x2: l=A41+ 4y + 43
Koeficienty u x': —8=—44,—34, — A
Koeficienty u o 3=34

Regenim této soustavy rovnic dostaneme 4 =1, 4, =2, 43 =-2.
Metody mizeme kombinovat.
¢) Kombinace metod a), b).
Metodou a) ziskdme nékolik rovnic, zbyvajici rovnice doplnime metodou b). Tento
postup budeme pouzivat v n¢kterych dalSich ptikladech.

5. Integrujeme ziskané parcialni zlomky:
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- Y -
I ;c X" -8x+3 I[Al A +—3jdx=j(l+i+ 2 )dx:
45?2 +3x -1 x-3 x x-1 x-3

=jldx+2dex—szdx=1n|x|+21n|x—1|—21n|x—3|+c=
X x-1 x-3

|x| (x— 1)
(x-3)

V ptipadé€ redlnych jednoduchych kotenti polynom Q,(x) dostaneme pouze integraly

parcialnich zlomk typu

J.idx=A ln|x—a|+C.
xX—a

Poznamka I
Predchazejici integral jsme vypocetli podle vzorce [13] nebo [16] z tabulky 1.2.1. Miizeme

pouZzit substituci x—o =t.

B. Rozklad pro realné nasobné kofeny polynomu O, (x)

Jestlize polynom Q,(x) ma r-nasobny (7 < n) kofen «, pak 1ze ryze lomenou racionalni

: P . .
funkci R(x) = In0) rozlozit na soucet parcialnich zlomk:

1 (X)

Pm(X): Bl B2 R B

0, (%) x—a+(x—a)2 (x—a)"

+R. () + ...,

kde By, B,, ...,B, jsou realné konstanty.

L. L \ls
Re

Sené ulohy _:Q:_

4 53 2
Priklad 1.5.6. Vypoctéte integral I X —2x 3 x+1dx.

x4 —3x3 +3x2 -X

Reseni:
Vypocet opét rozdelime do péti krokii:
1. Polynom v ¢itateli je stupné m =4 a polynom ve jmenovateli raciondlni funkce ma také

stupen n=4. JelikoZ neni m<n, je dana funkce neryze lomena raciondlni funkce a

musime polynomy vyd¢lit.

(x4—2x3 +3x2 —x+1):(x4—3x3+3x2—x):1

Ef & e
* *
i’ ,i
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—(x4 —3x0 +3x% - X)

x3 +1

Danou racionalni funkci proto mizeme podle véty 1.5.4 zapsat ve tvaru

x4—2x3+3x2—x+1 x3+1
=1+

x4—3x3+3x2—x x4—3x3+3x2—x

Konstanta 1 je zvlastni pripad polynomu nultého stupné¢ a zbyvajici racionalni funkce

je jiz ryze lomend. Tuto racionalni funkci rozlozime na soucet parcialnich zlomka.

2. Polynom ve jmenovateli Q4(x)= x* 3% +3x% —x rozlozime na zakladni sougin podle
véty 1.5.3. Dostaneme Qy(x) = x(x3 —3x% +3x— 1)=x(x- 1)3 . To znamend, Ze polynom
ve jmenovateli ma jednoduchy realny kofen x; =0 a trojnasobny realny kofen x; 3 4 =1.

3. Racionalni funkci rozlozime na soucet parcialnich zlomkt (pfipad A pro x; =0 a B pro
X34 =1):

3
B
x +1 _é_'_ Bl+ BZ " 3

xx-13 x x-1 (-1 (x=1®

4. Nalezneme konstanty rozkladu 4, By, By, B3 . Rovnici v kroku 3 vynasobime polynomem
O4(x)=x(x— 1)3 . Dostaneme rovnost dvou polynomii:
3 _ 3 2
X" +1=A(x—-1)" + Bjx(x=1)" + Byx(x—1)+ B3x

Pro nalezeni neznamych koeficienti pouzijeme nejprve dosazovaci metodu (viz ptiklad

1.5.5). Do ziskané rovnice dosadime realné kofeny polynomu ve jmenovateli racionalni

funkce:
Pro x=0 dostaneme: 1=-A4+0B;+0B, +0B;. Tedy 4=-1.
Pro x=1 dostaneme: 2=04+0B;+0By +1B5. Tedy B;=2.

Jelikoz jiz nemame dalsi kofeny, mizeme dosadit dvé jina realna Cisla a dostaneme dvé
rovnice pro dosud nezndmé koeficienty B; a B,.

Pro vypocet zbyvajicich koeficienti miizeme také pouzit srovnavaci metodu (viz ptiklad

1.5.5):
3 _ 3 2
x"+1=A(x—-1)" + Bjx(x—=1)" + Byx(x—1)+ B3x
x3+1=A(x3—3x2+3x—1)+Bl(x3—2x2+x)+BZ(x2—x)+B3x

X3 +1=(A+B)x> +(-34—2B, + By)x* +(3A+ B, — By + By)x— 4
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3

Koeficienty u x~: l=A4+5

Koeficienty u X2

0 :—3A—2B1 +Bz
Resenim této soustavy rovnic dostaneme B, =2, B, =1.
5. Integrujeme ziskané parcialni zlomky:

_[ 4 2x +3x —x+1
4 3x +3x

3
x +1
d 1+ )dx =
I 4—3x3+3x2—x

_|.1++1+B2 Bs de.1+—1+2+1+2 dx =
x=1 (x=1)% (x 1)’ x x-1 (x-1? (x-1>

2
:x—ln|x|+2ln|x—1|— ! — 2 =x+ln(x_l) ad

x=1 2(x-1)2 b (x-1)?

+C

V ptipadé redlnych nasobnych kotenti polynomu Q, (x) dostaneme integraly parcialnich

zlomkt typu
j B dx:Bl-[ dx:Blln|x—a|+C
X—-a X—a
a
By
j Bk.[(x a) kdx = | +C,pro k=2.
(x a 1-k)(x-a)

Poznamka

Predchazejici integral jsme vypocetli podle vzorce [16] z tabulky 1.2.1. Pouzili jsme substituci

X—a=t:

B _ =t —k+1
j—dx—x ¢ =Bkj.£dt=BkJ.l_kdl=Bkt +C=
(x a) dx=dt tk - +1
B
:% +C= Bi — +C.pro k22.
(1—k)yk= (1—k)(x—a)*~
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C. Rozklad pro komplexné sdruzené kofeny polynomu 0O, (x)

Z véty 1.5.3 o rozkladu polynomu na zdkladni soucin jiz vime, ze pokud ma polynom

komplexni kofen o =c+di, ma také komplexn€ sdruzeny kofen & =c—di a z polynomu
0,(x) mizeme vytknout kvadraticky polynom 2+ px+q, kde diskriminant
D= p2 -4g<0. Vtomto piipad¢ mlzeme polynom Q,(x) =zapsat ve tvaru

0,(x) = (x% + px+q)0,_» ().

Jestlize polynom O, (x) ma komplexné sdruZzené kofeny (jednoduché¢), pak 1ze ryze

: . P . . .
lomenou racionalni funkci R(x)=- Ex; rozlozit na soucet parcialnich zlomku:
X
n
B,(x) B, (x) _ Mx+N

0, (x) - (x2 + px+q)0,_»(x) - X2 +px+gq

kde M, N jsou realné konstanty.

Resené ulohy

5 3 2
Priklad 1.5.7. Vypoctéte integral I XX 3 T2 dx .
x +1

ReSeni:
Jako v predchazejicich ptikladech rozdélime vypocet do péti kroki:

1. Polynom v ¢itateli je stupn€ m =5 a polynom ve jmenovateli racionalni funkce ma stupeni
n=3. Jelikoz neni m<n, je dand funkce neryze lomena raciondlni funkce a musime
polynomy vyd¢lit.

(x5 +x° X2 +2):(x3 +1):x2 +1

—(x5 + X2 )

x3 +2
(x> +1)
1

Danou raciondlni funkci proto miizeme podle véty 1.5.4 zapsat ve tvaru

A+ +2 2 1
=x"+1+ 3

41 Bl
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Racionalni funkci

3 rozlozime na soucet parcidlnich zlomkd.
x” +1

2. Polynom ve jmenovateli O3(x) = x> +1 rozlozime na zékladni sougin podle véty 1.5.3.
Dostaneme  Q3(x) = (x+1)(x2 —-x+1). (Pro rozklad jsme pouzili vzorec

@ +b = (a +b)(a2 —ab +b2) ). To znamend, Ze polynom ve jmenovateli ma realny
jednoduchy kotfen x3=-1 a komplexné¢ sdruZzené kofeny, protoze diskriminant
kvadratické rovnice x> —x+1=0 je zaporny: D = (—1)2 -4=-3<0.

3. Racionalni funkci rozloZime na soucet parcidlnich zlomki (ptipad A pro x; =—1 a C pro
troj¢len X2 —x+ 1):

1 1 _ A, Mx+N
Bl (eDEE—x+1) X+l 241

4. Nalezneme konstanty rozkladu 4, M, N. Rovnici v kroku 3 vynasobime polynomem

O3(x) = x> +1. Dostaneme rovnost dvou polynomu:

1= A —x+ 1)+ (Mx+ N)(x+1).
Pro nalezeni neznamych koeficientl pouZzijeme nejprve dosazovaci metodu (viz ptiklad
1.5.5). Do ziskané rovnice dosadime redlny kofen polynomu ve jmenovateli racionalni

funkce:

Pro x=-1 dostaneme 1=A(0+1+1)+0. Tedy A:%.

Pro vypocet zbyvajicich koeficientll pouzijeme srovnavaci metodu (viz ptiklad 1.5.5):

Koeficienty u X2 0=A4A+M

Koeficienty u X0 I=4+N

x C . 1 2
Resenim této soustavy rovnic dostaneme M = 3 N = 3

5. Integrujeme ziskané parciadlni zlomky (nezapomefime na polynom ziskany délenim

v kroku 1):

1 1 2
5 3 2 3 - - -
2 1
Jx +x3+x * dx:.[(x2+l+ 3 )dx=—x +x+I 3 + 23 3 X .
x” +1 x +1 3 x+1 x*—x+1

Prvni integral je snadny, zndme jej z ptipadu A:
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— x—— de——ln|x+l|+C1
x+1 x+1

Druhy integral se budeme snazit upravit tak, abychom v ¢itateli zlomku ziskali derivaci

jmenovatele.

L2

I#dx 1 40, _ g 24 lp 2l be 3
x+1 x+1 6 x2—x+1 6 xz—x+1 67 x*—x+1 .

Dostaneme dva integraly. Prvni integrujeme pomoci vzorce [13] z tabulky 1.2.1 (fakticky

pouzijeme substituci XX —x+l= t):
1 %}C:—lln‘xz—x+l‘+C2:—lln(xz—x+1)+C2.
67 x2 —x+1 6 6

Doplnénim na ¢tverec upravime druhy integral tak, aby bylo mozno pouzit vzorec [14]

z tabulky 1.2.1:

1 1 1
—— ﬁdX——J‘ 7 ——j dx:—_[—dx:

1

Y

Sectenim integrali, které jsme postupné vypocitali, dostaneme vysledek:

arctg arctg G .

5,3, .2 3 3
J-x X X Jrde =x—+x+lln|x+1|—lln(x2 —x+1)+Larcth+C .
X +1 3 3 6 J3 N
Poznamka
v , . Mx+ N . . .
Pri vypoctu integralu z parcialniho zlomku R dx jsme integrand upravovali tak,
x“—x+1

abychom dostali zlomek, ktery bude mit v citateli derivaci jmenovatele a zlomek s konstantou

v citateli:

2

Mx+N Mx+N I(K(2x D, L
x+1 x“—-x+1

]dx . Pro méné zdatné poctare bude proto
—-x+1

vyhodnéjsi ve 3. kroku rozlozit tuto racionalni funkci na dva zlomky s konstantami K a L.
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Postup muzeme zobecnit a modifikovat rozklad pro ptipad komplexné sdruzenych

kofenu:

JestliZze polynom Q,,(x) ma komplexné sdruzené kofeny (jednoduché), pak lze ryze

. . P . .
lomenou racionalni funkci R(x) = Lx; rozlozit na soucet parcialnich zlomk:
X
n
() _ Po() _K@x+p) L

0,(x) (x2 +px+q)0,_»(x) x2 +px+gq x2 + px+q

kde K, L jsou realné konstanty.

Resené ulohy

5 3 2
Priklad 1.5.8. Vypoctéte integral j XX g L dx .
x” +1

Reseni:
Kroky 1 a 2 jsou stejné jako v prikladu 1.5.7. V kroku 3 budeme postupovat podle navodu

uvedené¢ho v predchazejici poznamce.
3. Raciondlni funkci rozloZime na soucet parcidlnich zlomki (ptipad A pro x; =—1 a C pro
troj¢len X2 —x+ 1):

1 1 A  KQ@2x-1) L
3. 2 - T t
x4+l (x+D)(x°—x+1) ¥+l x*—x+1 x

—x+l
4. Nalezneme konstanty rozkladu A4,K,L. Rovnici v kroku 3 vynasobime polynomem

O3(x)= x> +1. Dostaneme rovnost dvou polynomii:

1= AG? —x+ 1)+ KQx—D(x+1)+ L(x+1) .

Jako v ptikladu 1.5.7 dostaneme A = % )

Pro vypocet zbyvajicich koeficientl pouzijeme srovnavaci metodu (viz piiklad 1.5.5):

Koeficienty u X2 0=A4+2K

Koeficienty u K0 l1=A-K+L

IR PO . 1 1
ReSenim této soustavy rovnic dostaneme K = —g , L=—.

5. Vypocet integrali je jiz uveden v kroku 5 ptikladu 1.5.7.

k%




Matematika Il 1.5. Integrace racionalnich funkci

Jestlize ma polynom Q,,(x) komplexn¢ sdruzené kofeny (jednoduché), dostaneme

integraly parcialnich zlomki typu

IMXZK ln‘x2+px+q‘+C
X“+px+gq

a

P
2 +C .
2

| _»p
77

X

IZL dx= L

1
X+ px+q 2
p
‘]—T

arctg

Poznamka

Prvni integral jsme vypocetli podle vzorce [13] ztabulky 1.2.1. Prakticky pouzivame

substituci x* + px+q =t. Druhy integral

x+Z

.[—2 L dx=LI ! arctg—2 +C.

. 2dx=L;
x* + prg (x#’j vg P W _Pi
2 4 7y 7y

Tento vzorec si jisté nebudeme pamatovat. Podstatné je, ze uvedeny integral upravime na typ

I%dt , kde t =x +§ a vysledkem bude funkce arctg( ) podle vzorce [14] z tabulky 1.2.1.
a” +t

D. Rozklad pro nasobné komplexné sdruzené kofeny polynomu O, (x)

Tento ptipad uvadime pro uplnost, abychom vycerpali vSechny moznosti. Zakladni
princip rozkladu je jednoduchy a peclivy Ctendr jisté racionalni funkci snadno rozlozi na
parcialni zlomky. Vypocet je vSak pracnéjsi, nebot’ budeme pocitat minimalné 4 koeficienty a
1 pti vlastni integraci racionalnich funkci budeme fesit obtiznéjsi integral.

Z véty 1.5.3 o rozkladu polynomu na zdkladni soucin jiz vime, Ze pokud ma polynom £-

nasobny komplexni kofen a=c+di, ma také k-nasobny komplexné sdruzeny koten
a =c—di azpolynomu Q,(x) mizeme vytknout kvadraticky polynom (x2 + px+ q)k , kde
diskriminant D = p2 —4g<0. Vtomto pfipadé mizeme polynom Q,(x) zapsat ve tvaru

0,(x)= (x2 + px+ q)k 0,—o1 (x) . Rozklad na parcialni zlomky je jiz zieymy z pfipadi B a C.
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JestliZze polynom Q,,(x) ma k-nasobné komplexné sdruzené kofeny, pak lze ryze lomenou

o, . B, (x .. < " .
racionalni funkci R(x) = # rozlozit na soucet parcialnich zlomkii:
X
n

Pm(x)_ Pm(x) _ M1x+N1 n M2X+N2 P ka"'Nk
0, (%) (x2+px+q)an_2k(x) x2+px+q (szrp)th)2 (x2+px+q)k ’

kde M,Ny, ..., M}, Ny, jsourealné konstanty.

I Poznamka

Podobne, jak bylo uvedeno v poznamce u pripadu C, je vyhodnéejsi provest rozklad na
parcialni zlomky tak, abychom méli v citateli nasobek derivace jmenovatele a konstantu.

3 = T j=12,....k . Zjednodusi nam to dalsi upravy.
(x“+ px+q) (x“+ px+q)

_:QE Resené ulohy

2
PFiklad 1.5.9. Vypodtite integrdl | 207 ZAxES

(x* +2)°
Reseni:
Vypocet opét rozdelime do péti krokii:
1. Polynom v ¢itateli je stupné m =2 a polynom ve jmenovateli racionalni funkce ma

stupenn n =4 . Dané funkce je ryze lomena racionalni funkce.
2. Polynom ve jmenovateli Q4(x)= (x2 + 2)2 ma dvojnasobné komplexné sdruZené kotfeny

x=+J2ia je jiz rozloZen na zékladni soucin.

3. Racionalni funkci rozlozime na soucet parcialnich zlomk:

2x2—4x+5_K1(2x)+ L, K@) L,
2 2 2 2 2 2 2 2
(x*+2) X“T+2 x*+2 (x"+2) (x*+2)

4. Nalezneme konstanty rozkladu Ky, Z; K, L, . Rovnici v kroku 3 vynasobime polynomem
Oy(x) = (x2 + 2)2 . Dostaneme rovnost dvou polynomii:

2x% —4x+5=2x(x? +2)K| + (x> +2) L +2xK, + L, .

Pro vypocet neznamych koeficientii pouzijeme srovnavaci metodu a dostaneme:

KIZO, L1:2, K2=—2, L2 =1.
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5. Integrujeme ziskané parcialni zlomky:

J~2x —4x+5d J‘( —2(2x) o+ 1 de:

(x> +2)? X242 (x +2)%  (x?+2)?

arctg —— dx .

\/_ \/_ X2 +2+'[(x +2)

Prvni integral jsme vypocitali podle vzorce [14] z tabulky 1.2.1, druhy snadno vypocteme

. 0 1
substituci x> +2=1 . Zbyvajici integral Igdx vypocteme metodou per partes:

(x +2)
u'=1 v= 21

21 dx = e 2 +2I 5 o=

x“+2 U=x V= —2x x“+2 (x“+2)
(x* +2)?

= ZJx £2- 2 dx = 2I = dx 4J—dx

X242 (x +2) X242 (x +2)
Dostavame rovnici
J‘ 21 dx = +2j E; dx — 4'[2—dx,

x“+2 X242 +2 (x +2)

ze které vypocitdme hledany integral:

jﬁd 4(x +2 IZ ] (x +2 x/_arCtgx/EJ'

Sectenim s jiz vypoctenymi integraly dostaneme

«2+2? 2 \/_ 212 4210 J_ J_
=ﬂarct X x—"l‘8+c
N 4(x% +2)

Ef o o
* *
'l’ '*

b =



Matematika Il 1.5. Integrace racionalnich funkci

Jestlize ma polynom Q, (x) komplexné sdruzené nasobné kofeny, dostaneme integraly

parcialnich zlomkt uvedené ve variant¢ C a dale pro k£ >2 integraly

f (2X+P) > K = + C aintegral typu
(x +px+q) =R+ pre )
substituce
. r1=x +§ I
(x? +px+q) P2 p* o (t2+a2)
(x+2) +q-+— 2
4 az = q —p—
4
Poznamka

Prvni integral jsme snadno vypocetli substituci x>+ px+q =t. Druhy integrdal miiZeme po

substituci vypoél'tat metodou per partes stejné jako jsme to udélali v prikladu 1.5.9.

Vevr

1 1 X 2k-3
.[ z dt = k—l 7 I , kterou lze odvodit
(t2+a2) 2k - 2)a (t +a2) (2k—2)a (t s )

metodou per partes (odvozeni najdete napr. v [6], [9], [14], [17] ).

Kontrolni otazky

1. Jaky tvar ma polynomické funkce?
Popiste rozklad polynomu na kotfenové Cinitele.
Co rozumime rozkladem polynomu na zakladni sou¢in?

Jaky tvar ma racionalni funkce? Jaky ma defini¢ni obor?

A I

Kdy je racionélni funkce ryze lomena?

6 2

6. Vyjadfete raciondlni funkci R(x)= * 5
x°+1

jako soucet polynomu a ryze lomené

raciondlni funkce.
7. Co jsou to parcidlni zlomky?
8. Uvedte rozklad na parcidlni zlomky pro realné¢ rtzné koteny jmenovatele racionalni

funkce.
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9. Uvedte rozklad na parcialni zlomky pro redlné nasobné koieny jmenovatele racionalni
funkce.

10. Uved'te rozklad na parcidlni zlomky pro komplexné sdruzené kofeny jmenovatele
racionalni funkce.

11. Jak miizeme nalézt koeficienty rozkladu na parcidlni zlomky?

12. Uvedte kroky, kterymi postupujeme pfii integraci racionalni funkce.

. . . . A
13. Jaké integraly dostaneme pfi integraci parcialniho zlomku — ?
(x—a)"
. . . . M:
14. Jaké integraly dostaneme pfi integraci parcialniho zlomku X+ N ?

()c2 + px+ q)k2 .

15. Je mozné, abychom jako vysledek integrace racionalni funkce dostali racionalni funkci?

Ulohy k samostatnému feseni

2x 3x+5 x -3
1. a) [—="ax b [ —ax
Ix2—6x+5 Ix2—3x—4 I 2+8x+12
32
4x? —12x-10 X 43 5% =30
d) dxe) [2"Zdx f) dx
J.x3—2xz—5x+6 J‘x2—3x J.)c3—4x2—20x+48
_ 3.2
2. a) j# b [— ! Sdx 0) IL’C;ldx
- (x+1)(x+2) x(x+l)

5%3 —20x2 —70x+78 2x3 —11x% +4x +—4

d ( dx o | dx

x2+4x+4)(x2—10x+25) x4—2x

IX4-2X3 +3x2 +2x+1

f) dx
x> -3x4 +3x3 +x2
3. a) j%dx ) [t _3x*4 0 .[22)64+ldx
—4x+6 x +2x+2 x“—6x+12
5x 1
d)
J. 2+3x+3 '[x —x+1

dx

4 2
3x —9x +13x°“—x+2
nJ

x2+2x+2
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4. x+2 x+8
Y j N e E T Ix 8
d) J‘3x+1 o J~x5+x +ix +x2—2dx
x -1
—-2x-17
f) al dx
J.(xz—Zx+1)(x2+2x+5)
Vysledky uloh k samostatnému feseni
1. 2) 2lnfx— 5|~ Injv—1|+C; b) Linfx—4|~ZInv+1]+C;
2 2 5 5
) x—%ln|x+6|+%ln|x+2|+€; d) 3Infx—1|+2In|x+2|~In|x—3+ C;
1 5 1 1 3
e) —x” +3x+10In|x—3|—In|x|+ C; f) —In|x—2|—=In|x+4|+=In|x—6|+C.
2 2 2 2
2. a) 1n|x_1|_1n|x|+l+c; b) 2Inx+2|—2In|x+1 :
X
¢) In|x|-2In|x+1|-——+ 2 ~+C; d) 2In|x+2[+3In|x—5|+ + +C;
x+1 (x+1) x+2 x-5
I 1 2 1
e) Shnfx|-3Injx-2[+~~—+C; f) 2In|x—1|- ln|x|——+ - >+C.
X x x x-—l 2(x-1)
x—2 3
3. a) \/_arctg\/i +C b) Eln‘xz+2x+2‘+arctg(x+1)+C;
c) ln‘ 6x+12‘ ——arctg=——+C; d) lln‘x2+3x+3‘+ 3 arct 2x+3+C'
g \/g b 2 g \/g B
e) éln‘xz—x+l‘+ 3arctg2x_1+C; f)x3+x+ln‘ 3x+4‘ arctg
2 NE) [

4. a) lln|x—2|—L1n‘x2 +4‘—larctg£+C; b) Lln|x+3|—Lln‘x2 +9‘—Larctg£+C;
8 16 8 2 18 36 18 3

C) %ln|x+2|—iln‘ 2x+4‘ arctg \/_51+C
2x+1

d —lnx 1——ln‘x +x+1‘——arct +C;

)3k 5
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e) %xz+x+ln‘x2—1‘+%ln‘x2+1‘+arctgx+C;
f) LJrlln|x—1|—lln‘x2 +2x+5‘+larctgx—+1+C.
x-1 2 4 2 2

Kontrolni test
1. Rozlozte na zékladni soucin polynom ()c3 + 1)(x2 — 1)()(2 — x5).
a) (x> ~Dx+D1-x)x? (2 —x+ D% +x+1),
b) X2 (x+D2(x =12 +x+ D% —x+1),
) x> (x+ )2 (x =) —x+D)(x> +x+1),
d) —x2(x+ 1) (x =12 (% +x+1)%.

2. Urcete koteny polynomu O+x?—dx-4.
a)-1,2,-2, b)1,2,-2, cl,-1,2, d)-1,2,2.

3. Urcete koteny polynomu 3 -3x% —9x+27.

a)9,3,-3, b)-9,3,-3, ¢)-27,3,-9, d)-3,3,3.
2
4. Kolik konstant je tfeba urcit pii rozkladu funkce R(x)= 7 al ; ! 5 ha parcialni
X 4+2x7 +2x
zlomky?
a)3, b4, ¢)2, d)5.
“ox e , 1-4x
5. Vypoctéte neurcity integral j#dx.
X" 4+x°=2x

2) Lnfy|~Inx—1+2In[x+2|+C, b) ——In[x|~Injx+1|+>Injx-2[+C,
2 2 2 2

&) —~Infx|+Injx—1|-2lnfy+2/+C, d) —~In x|~ Infx—1+2In|x+2]+C.
2 2 2 2
X +xt-8

6. Vypoltéte neurdity integral j prowi
xX(x+ X —

32 3 32 3
a)x—+x—+4x+lngx+—2)5+c, b)x——x—+4x—ln—x(x 2)5 +C,
32 x“(x=2) 32 (x+2)
302 2 5 3.2 2 3
¢) 4+ +dxtln|—— x 23) +C, d) it ax+m (x 25) +C.
32 (x+2) 3 2 (x+2)
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3 .2 3
7. Rozlozte funkci R(x)=x 6x~ +11x-5

na parcialni zlomky.

(x-2)*
a)1—13+14, b)1+13—14,
x=2 (x=2) (x=2) x=2 (x=2)Y (x-2)
c)l—i-12—13+14,d)1—12+13—14.
x=2 (x-2)° (x-2) (x-2) x=2 (x-2)° (x-2)7° (x-2)
8. Vypoctéte neurcity integral J.3x—_43dx.
(x—=2)(x-1)
a) 2In h, 2 +C, b) 2In x-2) 4xmS +C,
x=2] x-1 (x-1)? x—1] 2x-1)°
0 2mf2 2 e, 4 2m - H e
x=1{ 2(x-1) x=2] 2(x-1)
“ox vers s , dx
9. Vypoctéte neurcity integral I T
I-x
a) lln Irx —larctgx+ C, b) lln I=x +larctgx+C,
4 |1-x| 2 4 |l+x| 2
¢) In It +larctgx+C, d) In I=x —larctgx+C.
I-x| 2 I+x| 2
3x% ~3x+5
10. Vypoctéte neurcity integral 13—2dx.
X~ —=2x"+5x

1 x—1
a) In|x|+—arctg——+C,
) Injx| +=arctg —
b) 1n|x|+1n(x2 —2x+5)+arctgx7_1+ C,
c) ln|x|—1n(x2 —2x+5)—%arctg(x—l)+C,

d) ln|x|+ln(x2 —2x+5)+%arctng_I+C.

Vysledky testu —“3-’1

l.c); 2.a); 3.d); 4.b); 5.d); 6.¢c); 7.a);, 8.b); 9.a); 10.d).
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Privodce studiem

Pokud jste spravné odpoveédeéli nejméné v 8 ptipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opa¢ném piipadé je tieba prostudovat kapitolu 1.5 znovu.

Shrnuti lekce

V této kapitole jsme se podrobnéji zabyvali integrovanim racionalnich funkci. Racionalni
funkce miizeme dostat 1 po nékterych substitucich, jak uvidime v dalsi kapitole. Integrace

racionalni funkce sestava z péti kroku:

1. Pokud raciondlni funkce neni ryze lomend, nejprve vyd€lime polynom v Ccitateli
polynomem ve jmenovateli raciondlni funkce a dostaneme polynom a ryze lomenou
racionalni funkci.

2. Nalezneme koteny polynomu ve jmenovateli racionalni funkce a tento polynom rozlozime
na zakladni soucin.

3. Raciondlni funkci rozloZime na soucet parcialnich zlomk.

4. Nalezneme koeficienty tohoto rozkladu.

5. Integrujeme ziskané parcialni zlomky.

Rozklad na parcialni zlomky zavisi na tom, zda polynom ve jmenovateli méa jednoduché
redlné kofeny, nasobné realné kotfeny, komplexni kofeny nebo nasobné komplexni koteny.
Pokud jsou kofeny realné nebo jednoduché komplexni, je vlastni integrace snadnd. Princip
rozkladu na parcialni zlomky je jednoduchy, ale vlastni realizace mtize byt ¢asové naro¢na
v zavislosti na tom, kolik koeficientli musime pocitat. Pokud se nejednd o jednoduché Skolské
polynomy 3. a 4. stupné existuji pomérné slozité vzorce, ale feSeni rovnic vyssich stupni je

obecné problém.
Pii integraci parcidlnich zlomkt mizeme dostat pouze tyto funkce:

1. Polynomy.
1
- a— -,
(x—a)  (x"+px+q)’

2. Nasobky ryze lomenych racionélnich funkci typu

3. Nasobky logaritmi ln|x—a| a ln‘x2 +px+q‘.

4. Funkce arcustangens.
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Nekteré dalsi integraly (napf. integraly z iraciondlnich funkci, goniometrickych funkci)
muzeme vhodnou substituci pfevést na integraly z raciondlnich funkci. V dalsi kapitole se

proto budeme podrobnéji zabyvat integrovanim goniometrickych funkei.
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Matematika Il 1.6. Integrace goniometrickych funkci

1.6. Integrace goniometrickych funkci

Pravodce studiem

V této kapitole se budeme podrobnéji zabyvat integraci funkci, které jsou sloZené
z goniometrickych funkci. Takové integraly se casto vyskytuji v praktickych aplikacich.

Budeme se s nimi setkavat hlavné pii vypoétu vicenasobnych integrali v Matematice 11I.

PF¥i vypoctu integrala tohoto typu je obvykle pouZivdna substitu¢ni metoda. Nékteré
integréaly se také daji vypocitat metodou per partes. Vhodnou substituci Ize dané integraly
casto prevést na integraly zracionalnich funkci, které jsme se naucili integrovat
v piedchéazejici kapitole. Pro jednotlivé typy integralt piehledné uvedeme vhodnou metodu

Vypoctu.
Cile

Seznadmite se spostupy, které jsou vhodné pii integraci funkci sloZzenych
z goniometrickych funkci. Uvedeme zékladni typy téchto integrala a nejvhodnéjsi metody

integrace téchto funkci.

Predpokladané znalosti

Predpokladame, Ze znate zakladni integraly uvedene v tabulce 1.2.1 a umite vypocitat
integraly substitu¢ni metodou, metodou per partes a umite integrovat racionalni funkce.
Predpokladame, Ze znate zakladni vlastnosti goniometrickych funkci a dalezZité vztahy,
které pro n¢ plati.

Integraly typu jsinmx cos" x dx

Vyklad

Nejprve se budeme zabyvat integraly typu jsinmx cos" xdx, kde m, n jsou cela &isla.

Jeden takovy integrél jsme jiz pocitali, viz piiklad 1.4.2. Integraly tohoto typu budeme velmi
casto dostavat pti vypoctu dvojnych a trojnych integrala v piredmétu Matematika I11. Postup
vypoctu zavisi na tom, zda jsou c¢isla m, n sudd nebo licha. Nejprve uvedeme piehledné
postup pro jednotlivé moZnosti a pak pro kazdou moznost vypocitame piiklad, na kterém
postup objasnime.
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Matematika Il 1.6. Integrace goniometrickych funkci

Vypocet integrala typu J'sinmx cos" xdx, kde m, ne Z:

a) mjeliché substituce cosx=t,
b) njeliché substituce sinx=t,

C) minsudé, alespon jedno zaporné  substituce tgx =t,

d) minsudé nezaporné pouZijeme vzorce pro dvojnasobny uhel
.9 1-cos2x 2 1+ cos2x
sin“ x=————, ¢0S X=T :

s/
Pan

Resené ulohy

Priklad 1.5.1. Vypoctéte integral J'sin5 X cos® xdx .

Regeni:

V tomto piipadé je m=5, n=2, takZze budeme volit substituci cosx =t. Pro diferenciél
dostavame —sinxdx =dt. Z integrované funkce si tedy ,,vypujcime” jeden sinus pro
diferencial a zbyvajici siny snadno prevedeme na funkci kosinus pomoci zndmého vztahu

sin2 X+ COS2 x =1. Dostaneme:

2
IsinS X OS2 X dx = jsin"’ X c0s2 xsin x dx = j(sin2 x) cos? xsin xdx =

) substituce: )
:I(l—cos2 x) cos? xsinxdx=| cosx=t :—j(l—tz) t2dt =
—sin xdx = dt
7 5 .3
:—I(tz—2t4+t6)dt=—t7+2%—%+c:—%0037x+zcos5x—lc053x+c.

Poznamky

1. Jsou-li licha m i n, maZeme si vybrat, jakou substituci pouZijeme, zda a) nebo b). Takovou
ulohu jsme jiZ 7eSili v prikladu 1.4.2.

2. Obecneé si staci pamatovat, Ze v pripade liché mocniny pouZzijeme jednu funkci sinus (resp.
kosinus) pro diferencial a zbyvajici mocninu (bude sudad) prevedeme na druhou funkci

(kosinus, resp. sinus) a tu také poloZime rovnu nové proménné.

Ef "
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Matematika Il 1.6. Integrace goniometrickych funkci

2

X
. dx
cos® X

sin

Priklad 1.5.2. Vypoctéte integral |

Resent:

V tomto piipadé je m=2, n=-8. JelikoZ je n<0, budeme volit substituci tgx=t pro

XG(—%,%). Pro hodnoty z uvedeného intervalu je x=arctgt, a tedy diferenciél

dx =

5 Pro vypocet integralu jeSté potiebujeme vyjadrit funkce sinx a cosx
1+t

pomoci funkce tg x. Potiebné vztahy snadno odvodime z pravouhlého trojahelnika, jehoZ
jeden thel ma velikost x. JestliZze prilehlou odvésnu zvolime rovnu 1, bude mit protilehla

odveésna velikost tgx=t. Z Pythagorovy véty

vypocteme velikost prepony 1+t2 . Z definic
funkci sinus a kosinus (pomér velikosti

protilehlé, resp. prilehlé odvésny ku pieponé)

tgx =t
dostaneme:
sinx = ¢ a CoOSX = !
\/1+t2 \/1+t2
2
bstit ! t? 4
substituce 2 2
jsmzxdx— tgx=t |=[ ict?) _dt = 1 d ! (1+t) dt =
cosBx C 81412 1 1462 22
i — dt 1 , Z (1+t )
1+t2 V1+t2 (1+t )

2(r .2\ 2 2 .4 2 o4 .6 2 2t
= [t (1+t )dt:jt (1+2t +t )dt:j(t +2t4 4t )dt=—+—+—+cz
3 5
1. 3 2. 5 1,7
=—tg° x+—=tg° x+—=tg' x+C .
3 g 5 g 7 g
Priklad 1.5.3. Vypoctéte integrél jsin4xdx .
Reseni:

Mame m=4 a n=0. JelikoZ je m>0 a je sudé, snizime mocninu pouZzitim vzorce pro

polovi¢ni Ghel.
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2
jsin"’ xdx = I(sinz x)2 dx = I[#) dx =%I(1—2COS 2X +C0s? 2X)dx =

:l'|‘(1—2cos,2x+m)dx:1 X
4 2

4

2sin2x 1 1sin4x
- +—X+= +C =
2 2 4

:l Ex—sin2x+3m4X +C .
4| 2 8

Poznamka
Integral z funkci cos2x a cos4x jsme vypocetli podle vzorce [16] z tabulky 1.2.1. Prakticky

pouZivame substituci 2x=t, resp. 4x=t.
Integraly typu IR(sinx,cos X)dx

Vyklad

V dalSi ¢asti se budeme zabyvat integraly racionalnich funkci, které dostaneme z funkci
sinx, cosx a redlnych c¢isel pomoci konecného poctu aritmetickych operaci (s¢itani,
od¢itani, nasobeni a déleni). Casto jsou tyto integraly znaceny jako integraly typu
IR(sinx,cos x)dx, kde R(u,v) ptedstavuje racionalni funkci dvou proménnych u=sinx a
V=COSX.

Jedna se naptiklad o integraly funkci:

sin2 X
cosS x

R(sin x,cos X) =
. 1
R(sin x,cos x) = ——,

sin x

1+sin X+ cos X
1-sinx—cosx

R(sin x,cos x) =
Poznamka
Pokud bychom mezi vychozi funkce pridali jeSte funkce tgx a cotgx, nedostaneme nic
noveho, nebor tgx:ﬂ a cotgx:%. Po Uprave dostaneme opét racionalni funkci

COS X sin X

vytvorenou ze sinu a kosini.
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Univerzalni substituce

Ukazeme, Ze integral typu I R(sinx, cos X)dx muzeme substituci
X
tg—=t, xe(-7,7x)
2
pievést na integrél racionalni lomené funkce. K tomu musime nejprve funkce sinxa
I c X
COS X vyjadiit pomoci tg >

Analogicky jako v ptikladu 1.5.2. snadno odvodime potiebné vztahy pro polovicni thel

X - o v y ] ]
> z pravouhlého trojahelnika. Jestlize ptilehlou odvésnu zvolime rovnu 1, bude mit

I y . X
protilehla  odvésna  velikost tg§=t.

1412 Z Pythagorovy véty vypocteme  velikost

piepony V1+t%. Zdefinic funkci sinus a

kosinus (pomér velikosti protilehlé resp.

N | X

prilehlé odvésny ku pieponé) dostaneme:

X
a CoS—=

t 1
\/1+t2 2 \/1+t2 .

. X
Sin—=
2

S pouzitim vzorcu pro dvojnasobny uhel

2

(sin2a =2sinacosa, cos2a =cos a—sinza) ziskdme

. . X X t 1 2t
SinX=2sin—cos—=2 = 5
2 \/1+t2 \/1+t2 1+t

2 2 )
cosx—coszisinzl—{ ! J [ t J _1-t
2 2 \J1+t? V1t ) 14t?

Podstatné je, Ze po substituci dostdvame misto funkci sinus a kosinus racionalni funkce.

Ze vztahu tggzt pro xe(-z,z) dostdvame %zarctgt, x =2arctgt, a tedy

2
1+t

dx =

5 dt. Po dosazeni dostavame integral racionalni funkce
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2
jR(sinx,cosx)dx:IR[ 2 ,1_t ] 2t .

1+t% 1+t% J1+t2

Shrnuti:

Integrély typu j R(sinx,cos x)dx muaZeme tesit substituci

tggzt, Xe(-z,x).

Pak vyjadiime
42
sinx:iz, cosx:l—tz, dx = 22dt.
1+t 1+t 1+t

s/
Pan

Resené ulohy

Priklad 1.5.4. Vypogtste integral I%dx xe(0,7).
sin x

Reseni:
Uvedeny integral jsme jiz jednou fteSili substituci (ptiklad 1.4.6). Z vySe odvozenych
vztaht snadno dostaneme:

1
de—jTﬁdt—j dt=Int[+C =In

+t2

tg

1
COSX—2sinXx+3

Priklad 1.5.5. Vypoctéte integrél I

Reseni:

Pouzijeme substituci th =t . Z vySe odvozenych vztahti snadno dostaneme:

j 1_ dx:_[ 1 dt_j 5 2 2dt:
cosx—2sinx+3 1-t2 2t 1+t2 1-t“—4t+3+3t

-2 +3
1+t 14t2
:j%dtzj%dtzj%dtzj%dt:
2t -4t +4 t°-2t+2 t°-2t+1+1 1+(t-1)

=arctg(t —1) + C = arctg(tg g -)+C.
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Priklad 1.5.6. Vypoctste integral [~ X+ COX g

1-sin X —cos X

Reseni:
Pouzijeme substituci tgg =t . Z vySe odvozenych vztaht dostaneme:

2t 1-t2
. 1+ +
1+sin X+ CoS X 1412 1+t2 2+2t 2
i dx= | 2 2dt‘j 7 T 2u=
1-sin x—cos x 3 2t _1—'[ 1+t 2t° -2t 1+t
1412 1412
:J- 22(t+1) . dt:J- 2(t+1) —dt
t2 —t)L+t?) t(t-1)(1+1t?)

Dostali jsme integrél z racionalni funkce ryze lomené. Pro rozklad racionalni funkce na
parcialni zlomky pouZijeme postup uvedeny v kapitole 1.5. Polynom ve jmenovateli ma
realné koreny t; =0, tp =1 a komplexn¢ sdruzené koreny t 4 = +i. Rozklad na soucet
parcialnich zlomka bude mit tvar:

2(t+1) A B C2 D
1 1 2t 2
tt-D@A+t9) t -1 14t° 1+t

Nalezneme neznamé koeficienty A, B, C, D rozkladu z rovnice
2(t+1) = At —1)(1+t?) + Bt(L+t%) + C2t?(t—1) + Dt(t—1).
Dostaneme: A=-2, B=2, C=0, D=-2.

Integrujeme parcialni zlomky:

20+D
J-t(t ~1)(1+t?) I

=-2In|t|+2In|t-1]- 2arctgt + C =

X X X tgi—l
=-2In{tg—|+ 2In|tg——-1 - 2arctgtg—+C = 2In 2_|_x+C.
2 2 2 i X
gi
2
Poznamka

Substituci tg§=t pro xe (-z,7) miZeme reSit kazdy integrél typu _[R(sinx,cosx)dx.

Vzniklé racionalni funkce vSak mohou byt komplikované a integrace pracna. V nekterych
specialnich pripadech muZe kcili rychleji vést substituce sinx=t, cosx=t, pripadné

tgx=t.
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Kontrolni otazky

1. Jakou substituci zvolite pti vypoctu integralu typu jsinmxcos” xdx, m,neZ, je-li m
liché?

2. Jakou substituci zvolite pti vypoctu integralu typu Isinmxcos” xdx, mneZ, je-li n
liché?

3. Jakou substituci zvolite pti vypoétu integrélu typu Isinmxcos” xdx, m,neZ, jsou-li
m i n sudé?

4. Jakou substituci zvolite pti vypoctu integralu j sin®xcos? x dx ?

3

5. Jakou substituci zvolite pti vypoctu integréalu I 0952 dx?
sin” x

6. Jakou substituci zvolite pti vypoctu mtegraluj' — dx ?
sin” x

7. Jaky postup zvolite pii vypoctu integralu I sin*xcos? x dx ?

COS2 X

8. Jakou substituci zvolite pii vypoctu integralu j dx ?

sin® x
9. Jakou funkci predstavuje zapis R(sin x,cos x) ?

10. Kdy je vhodna univerzalni substituce tgg =t?
11. Je vhodna univerzalni substituce pii vypoctu integrélu _[2; dx?

—COS X

12. Pfi vypoctu integralu _[ZS’IL dx je vhodngjsi jina nez univerzalni substituce. Jaka?
—COS X

Ulohy k samostatnému feseni

1. a) jcos3xdx b) jsin5xdx c) jsin3xcoszxdx
d) jsin3xcos3xdx e) jsin"’xdx f) jcos"’xdx
.3 5 .3
sin” x cos” X : sin” x
g) dx h) dx i) dx
jcos2 X '[sin4x '[cos3x
2 .2
)i J‘CO_S X dx k) J-sm X dx ) J.sinzxcoszxdx
sin x COS X
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. 3 .
COS X sin® X sin X
2. a) —————dx b) dx C) ———dx
J-sin‘2x+4sinx '[COSX+2 '[2+coszx
COS X sin® x 3= 5
d) ————dx e) f) ¥sin x cos” x dx
J-3+sin2 X J.\/cosx I
.2 . 3
3.8 [0 Xox D 0 [——dx
COS“ X cos° X Sin X cos X
2
d) J- - dx . &) ,[ - 2dx . ) J-tg X—2tg x 1dx
3sin“ x+5c0s“ x sin‘ xcos” x tgx+1
4. a) de b) _idx c) _[ 1 dx
CoS X sin X 1-sinx
d) j _ dx e Jsmx—ldx f) j dx
4sinx—7cosx—7 cosx—1 2+ CO0S X
Vysledky uloh k samostatnému FeSeni
1. a) sin x—%sin3x+c; b) —cosx+%cos3x—%c055x+c; C) —%cos3x+é0035x+c;

d) 1sin4 x—lsin6 X+C;
4 6

e) Ex—isin 2x+isin 4x+C;
8 4 32

h) smx+i— !

f) §x+£sin2x+isin4x+c;
8 4 32

0) cosx+i+c; +C; i) Injcos x|+ >—+C;
COS X sinx  3sin3 x 2C0s° X
J) cosx+lln cosx+1 +C; K) —sin x+ —In sinx+1 +C; ) X_sin4x
2 |cosx-1 2 |sinx-1 8 32
1 sin x 1 - coS x
2. a) =In +C; b) =cos“x—3cosx+6Injcosx+2/+C; c¢) ——=arct
) 4 |sinx+4 ) 2 | | )= \/_ VR \/_
sin X 5 [ 5
d arct +C: e) —Vcos® x —2+/cosx +C;
o 2

f) %%/sin4 X —%3’/Sin8 X+

c) Intgx|+C; d) —

J15

k%

igsinl“ x+C.
14

2

—+C; C)

3. a) tgx—x+C;

X
1-tg -
gZ

1 4
b) —tg” x+C;
)49

1arctg[\/§thJ+C; e)tgx—%+c; f) Inftgx+1-2x+C.
X

+C; d)%ln +C;

X
4tg=—7
93
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e) In

tg +C f)\/_arctg(\/l§ g§j+c.

2 X
tg°—+1-
9 2

Kontrolni test

2
n
1. Jakou substituci zvolite pti vypoétu integréalu j sin” x dx?
cos® x
a) cosx=t, b) sinx=t,
c) univerzalni, d) tgx=t.

2. Jakou substituci zvolite pti vypoctu integralu Isin7 x dx?

a) cosx=t, b) sinx=t,
C) univerzalni, d) tgx=t.
dx
3. Jakou substituci zvolite pfi vypoctu integralu '[ 5 ?
4sin? x +9cos? X
a) univerzalni, b) sinx=t,
) tgx=t, d) cosx=t.

4. Vypoctete neurcity integral J.cos5 X dx.

a) sin x+gsin3x—lsin5x+c, b) sin x—gsin3x+lsin5x+C,
3 5 3 5
C) cosx—gcos3x+1cos5x+c, d) cosx+gcos3x—lcos5x+c.
3 5 3 5
sin® x
5. Vypoctéte neurcltylntegral_[ dx.
cos? x
a) — ! +L+C b) t 1 +C,
3sindx sinx 3cosSx  COSX
c) — L + L +C, d) 3 +L+C.
3cos® x  COSX cosdx  COSX
6. Vypoctéte neurcity integral .[sinz xcos” x dx.
a) L (x—Lsinax+Lsind2x)+ C, o) (X Lsinax+ Lsind 20+,
8 2 6 62 2 3
0 1 Lsinax+ Lsindx+c, d) L (x—Lsinax—Lsin32x).
82 8 6 6 8 6
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7. Vypoctéte neurcity integral j dx (Ize i bez substituce).

sin® xcos” x
1l 3 1 1l 3
a) —cotg x+2tgx+—=tg” x+C, b) —+2cotgx+=tg” x+C,
3 tg X 3
1 3 1.3
C) —cotgx+5tg x+C, d) —tgx+2cotgx+§tg x+C.
e cosSX
8. Vypoctete neuréltylntegralj' —dx.
2—-sin X
) . . 1. o . .
a) —5sin x—2sinx—3In|sinx-2|+C, b) Ssin X+2sinx—3In[2—sin x|+ C,
c) %sin2 x—2sinx+3In[2—sin x|+ C, d) %sin2 X+ 2sin x+3In|sin x—2|+C.
dx

9. Vypoctste neurgity integral Il : .
+5iN X+ COS X

a) 2In +C, d) 2In[l+tgx/+C.

1+tg§‘, b) Infl+tgx|+C, ¢) In

X
1+tg—
g2

10. Bez pouziti univerzalni substituce vypoctéte neurcity integral J' dx.

1-sinx

a) —IQX—L+C, b) th—L+C, C) cotgx—LJrC, d) tgx+L+C_
COS X COS X COS X COS X

Vysledky testu

1.b); 2.a); 3.¢); 4.b); 5.b); 6.c); 7.a); 8.d); 9.c); 10.4d).

Praivodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméng v 8 pripadech, pokracujte dalSi kapitolou.
V opacném pripadé je tieba prostudovat kapitolu 1.6 znovu a propocitat dalSi Glohy

k samostatnému ieseni.

Shrnuti lekce

V praktickych aplikacich se velmi ¢asto vyskytuji integrély, které obsahuji goniometrickée
funkce. Pfi vypoétu integrdla tohoto typu je obvykle uZivana substitu¢ni metoda. V této
kapitole jsou ptrehledné uvedeny substituce pouzivané pro zakladni typy integrald, se kterymi

E.r " o
* *
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Matematika Il 1.6. Integrace goniometrickych funkci

se ¢asto setkavame. Casto se vyskytuji integraly, které je mozno fesit nékolika zptisoby. Je

dobré zvolit takovou metodu, kterd povede nejrychleji k cili. Obvykle postupujeme takto:
- Nejprve uvazime, zda nelze pouZit substituci sinx =t nebo cosx =t

- pak zkousime, zda neni vhodna substituce tgx=t,

- nakonec se pokusime problém vyieSit univerzalni substituci tg§=t.
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Matematika Il 1.7. Neelementarni integraly

1.7. Neelementarni integréaly
Vyklad

Kazda funkce f(x), kterd je spojita na otevieném intervalu I, ma na tomto intervalu
primitivni funkci. V pfedchazejicich kapitolach jsme se zabyvali metodami vypoctu

primitivnich funkci. Kazda primitivni funkce byla vyjadiena kone¢nym vyrazem obsahujicim
znamé elementarni funkce (napt. ol U3  VaZ-x?, eX, Inx, sinx, arctg x, ...).
Existuji v8ak spojité funkce jedné proménné, jejichz primitivni funkce nelze vyjadiit

pomoci koneé¢ného poctu elementarnich funkci. Takovymi funkcemi jsou napt. funkce

sinx“, cosx<, e” , e ,

5 5 32 _y2 e* sinx cosx 1
X' X X

1+ %3
K témto funkcim sice primitivni funkce existuji, ale nelze je vyjadfit elementarnimi
funkcemi v kone¢ném tvaru. Vtomto piipadé integral takové funkce predstavuje

neelementarni funkci, kterou nazyvame vyssi transcendentni funkce.

Obecné nelze fici, kdy se nam nedaii nalézt primitivni funkci, protoZe jsme pouZili
nevhodnou metodu a kdy z toho davodu, Ze ji nelze vyjadrit v konecném tvaru (jde o vyssi
transcendentni funkci). Tuto otazku dovedeme odpovédét jen u nékterych integrla, u nichz

v v/

vime, Ze se jedna o vyssi transcendentni funkce:

2 eX Int . _ . sin x
je dx (Gaussova funkce), j —dx = .[Tdt (integrélni logaritmus), j ——dx
X X

(integralni sinus), Imdx (integralni kosinus), I k| <1 (elipticky integral
X

dx
V1-k?sin? x
prvniho druhu), jsin x2dx, jcos x2dx (Fresnelovy integraly).

Integrély tohoto typu se vyskytuji viadé praktickych aplikaci napt. v teorii chyb,

pravdépodobnosti a statistice.

Jistou vyhodou pti pocitani integrala je fakt, Ze v pripadé pochybnosti mizeme spravnost

vypoctu overit zkouskou, nebot’ z definice primitivni funkce plyne

(] f(x)dx)' —f(x) .

Pokud je na$ vypocet spravny, zderivovanim vysledné funkce dostaneme integrovanou

funkeci.

Ef o
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Matematika Il 2. Urcity integrél

2. URCITY INTEGRAL

Pravodce studiem

V piedchazejici kapitole jsme se seznamili s pojmem neurcity integral, ktery dané funkci
ptitazoval opét funkci (presnéji mnoZzinu funkci). V této kapitole se budeme vénovat urcitému
integrélu, ktery dané funkci ptifazuje cislo.

Urcity integrdl ma vyuZziti ve velkém mnozstvi aplikaci. Pomoci uréitého integralu
muzeme pocitat obsahy ploch, délky kiivek, objemy a plasté rotacnich téles, statické
momenty rovinnych obrazct, kiivek a rotacnich téles, soufadnice tézisté. Velké mnoZstvi
aplikaci naleznete ve fyzice (vypocet rychlosti, drahy, prace, ...). Dalsi aplikace naleznete

v ekonomice, financich, pravdépodobnosti a statistice a v mnoha dalSich oborech.

Existuje nékolik pristupt, jak vybudovat pojem urcity integral a tomu odpovida nékolik
druht urcitych integrala (Newtonuv, Riemanndav, Lebesgueiv). Podle zpasobu zavedeni se
méni t¥ida integrovatelnych funkci. Dnes byva obvyklé pouzivat definici, jak ji zavedl
vyznamny némecky matematik B. Riemann (1826 — 1866). Potieba vybudovani tohoto pojmu
vychazi z potieb reSeni geometrickych problému a problému klasické mechaniky. MnoZina
funkci, které jsou integrovatelné v Riemannové smyslu je dostatecné Siroka pro inZenyrskou
praxi. Zpusob zavedeni je vychodiskem pro numerické vypocty urcitych integrala.

2.1. Pojem Riemannova uré€itého integralu

Cile

Sezndmite se s pojmem Riemannova integralu funkce jedné proménné a geometrickym
vyznamem tohoto integralu.

Predpokladané znalosti

Predpokladame, Ze znate pojem primitivni funkce, neurcity integral a jejich vypocet.

Vyklad

Historickou motivaci pro vznik urc¢itého integralu byl vypocet obsaht ploch. Tento
problém tesili jiZ stati Egyptané v souvislosti s ur¢ovanim velikosti pozemkad, jejichZ velikost
se menila v dasledku zéplav Nilu. Problém fteSili tak, Ze danou plochu rozdélili na
trojuhelniky, spocitali jejich obsahy a ty pak secetli. Tyto metody pozdéji rozvinuli staii

Rekové. V 16. a 17. stoleti byla velkd pozornost vénovéana studiu kiivek, byla rozvijena
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Matematika Il 2.1. Pojem Riemannova urcitého integralu

klasicka mechanika. Vznika otazka, jakym zpasobem je vhodné definovat obsah obecnych
utvaru, které se nedaji rozloZit na konec¢ny pocet trojahelnika.

Motivace

Zabyvejme se nasledujici ulohou:

Méjme funkci f(x), ktera je spojita a nezaporné na intervalu < a,b >. Geometricky Utvar

ohrani¢eny shora grafem funkce f(x), piimkami x=a, x=b a osou x (obr. 2.1.1) nazveme

»Kiivocary lichobéznik®. NaSim Ukolem je vypocitat obsah tohoto Utvaru.

AT

P

Y 4

0l bt Obr.2.1.1. Kfivocary lichobsznik
Ze stiedni Skoly znate vztahy pro vypocet obsahu trojuhelnika, obdélnika, kruhu a mozna
nékolika dalSich jednoduchych obrazci. Pro obecnou funkci y= f(x) vSak zatim obsah
obrazce na obr. 2.1.1 vypocitat nedovedeme. Navrhnéme, jak vypocitat obsah tohoto utvaru
alespon priblizné:
1. Rozdélime obrazec rovnobézkami s osou y na ,,prouzky* (na ilustracnim obrazku 2.1.2
jsou ¢tyri). Je ziejmé, Ze obsah obrazce dostaneme jako soucet obsahi jednotlivych

prouzkui. V uvedenem piipadé P=PR +P, +P;+P;4.

Y4
A
KR | K B Bk

ol a b % Obr.2.1.2. Rozdgleni na ,prouzky"

2. Vypocéteme obsah jednotlivych ,,prouzka®. JelikoZ shora jsou ohraniceny funkci f(x),
provedeme vypocet priblizné. Funkci v daném pasku nahradime funkéni hodnotou f (&)

v néjakém bodé &, ktery jsme zvolili v z&kladné tohoto ,,prouzku®. Dany prouzek tedy
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Matematika Il 2.1. Pojem Riemannova urcitého integralu

aproximujeme obdélnickem. Tim se dopoustime urcité chyby, nebot’ nékde obdélnicek

piesahuje funkci f (x) a nékde je zase niZsi.

AU

J%)

L
0 Cl:xOél xl éz x2 &,3 _)C3 &-’4 x4:b

Obr. 2.1.3. Aproximace obrazce obdélni¢ky

Obsah obrazce na obr. 2.1.2 bude pfiblizné roven souctu obsahi jednotlivych obdélnicku:

P=(x—x0) f(&)+ (X2 —x) F(&2) + (X3 —x%2) F(&3) + (X4 —X%3) T (&4) =
4

=> (% —%i—) F(&)
i1

3. Da se piedpokladat, Ze pro ,,rozumné* funkce bude chyba tim mensi, ¢im vétsi bude pocet
prouzku, na které byl obrazec rozdeélen (obr. 2.1.4).

BAUN

ey

/ -

X

5
7

o1 a b Obr. 2.1.4. Zvétéeni poctu obdéInicka

Budeme-li pocet ,,prouzka“ neomezen¢ zvétSovat a soucasné je zuzovat, méla by se
piiblizna hodnota dana souctem obdélnic¢ka stale vice priblizovat obsahu P daného obrazce.
Tedy obsah P dostaneme jako limitu pro nekone¢ny pocet obdélni¢ka.

K podobnému problému dospéjeme pii feSeni jednoduché dlohy z klasické mechaniky.
Chceme vypocitat praci, kterd se vykona pti piimoc¢arém pohybu, ma-li sila smér drahy.
Necht na hmotny bod pohybujici se po draze <a,b> pusobi sila f(x). Je-li tato sila
konstantni, je vykonana prace rovna soucinu sily a drahy. Pokud se velikost sily méni (dana

funkci f(x)na intervalu <a,b>) muZeme postupovat tak, Ze drahu rozdélime na dil¢i

Ef 4 o
* *
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Matematika Il 2.1. Pojem Riemannova urcitého integralu

intervaly a v kazdém pouzijeme hodnotu sily f (&) v néjakém bod¢ dil¢iho intervalu. Tedy

stejné jako v predchézejici Uloze je celkova vykonana prace aproximovana souctem prace na
dil¢ich intervalech. Limitnim piechodem, kdy zvySujeme pocet dé¢licich bodu, pricemz se

Sitka dil¢ich intervalua blizi k nule, dostaneme celkovou praci.

Analogicky postup pouZijeme pii zavedeni urc¢itého integréalu.

Definice uréitého integralu

Definice urcitého integralu je pomérne slozitd. K pojmu urcity integral dospéjeme
nasledujicim zpasobem. UvaZzujme funkci y= f(x), ktera je definovana na uzavieném
intervalu <a,b> a je na tomto intervalu spojita a ohrani¢end. Museji tedy existovat
konstanty m a M takové, Ze pro vSechna xe<a,b> plati m< f(x) <M.

BAUN

M

Obr. 2.1.5. Ohranic¢end funkce na uzavieném intervalu < a,b >

Vyklad omezime na funkce po ¢astech spojité na intervalu <a,b >, tj. na funkce, které

maji na tomto intervalu konec¢ny pocet bodt nespojitosti (body nespojitosti 1. druhu). S takto
definovanym ur¢itym integralem vysta¢ime pti béZznych aplikacich integralniho poctu

v ptirodnich a technickych védach.

Poznamka
1. Predpoklad ohranicené funkce na uzavieném intervalu je podstatny. Nekdy lze pojem
Riemannova integralu roz$irit i na pripady, kdy funkce neni ohranicena nebo interval neni

uzavreny. Pak mluvime o nevlastnich integralech (kap. 2.5).

Definice 2.1.1.

Rikame, Ze funkce f(x) je naintervalu <a,b > integrovatelna (schopna integrace), je-li na

ném ohrani¢ena a aspon po ¢astech spojita.

Ef & >
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Matematika Il 2.1. Pojem Riemannova urcitého integralu

Postup pti zavedeni pojmu urcity integral:

1. Interval <a,b> rozdélime na n dilcich intervala. Mnozinu délicich boda
Dy ={X, X, - ,Xp},kde a=Xg<X < .. Xp_3<X,=b,nazveme délenim intervalu
<a,b> nanintervala <xj_¢,%x >, 1=12, .. ,n.

Cislo v(Dy)= max (xj—Xj_1) budeme nazyvat normou déleni D, . Toto &islo nam

iika, jaka je délka nejvétSiho intervalu v daném déleni. Samoziejmé intervali s touto
maximalni délkou muZe byt vice, pfipadné mohou byt intervaly stejné dlouhé
(ekvidistantni body). Norma dé¢leni charakterizuje, jak je déleni jemné.

2. V kazdém dil¢im intervalu déleni D, vybereme jeden bod
& e<Xi_, %> i=12, .. ,n. MnozZinu téchto boda R,={&,&, ... ,& ) budeme
nazyvat vybérem reprezentanti prislusnych k déleni Dy, .

3. Prodané déleni D, intervalu <a,b > avybér reprezentantt R,, vytvotime soucet

n
o(f,Dy.Ry) = z f(&)(X; —Xj_1) . Tato suma se nazyva integralnim souétem funkce f
i=1
nebo také Riemanniiv souéet (Georg Friedrich Bernhard Riemann, 1826 — 1866).
Geometricky vyznam tohoto souctu je znazornén na obr. 2.1.6. Jedna se vlastné o soucet

obsaht obdélnikt se zakladnami (x; —Xj_;) a vySkami f (&), kde i=12, .. ,n. Je
ziejmé, Ze pro f(&)<0 bude hodnota pro dany obdélnik zaporna. Oznaceni
o(f,Dy,Ry) znamend, Ze integralni soucet zavisi na funkci f, na konkrétnim déleni D,, a
na vybéru reprezentanta R,.

4. Budeme vytvaret integralni soucty pro stale jemnéjsi déleni D,, intervalu <a,b> pfi
libovolnych vybérech reprezentanti R,,. Pokud bude existovat limita integralnich soucti
o(f,Dy,Ry) pro n—>oc a normu déleni v(D,) —>0 nezédvisle na vybérech

reprezentanti, nazveme ji urcity integrél funkce f(x) naintervalu <a,b>.
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Y a

J%)

Xn-1 énxg =b

0 la =xp&1q x;1& x; X

Obr. 2.1.6. Integralni soucet funkce f

Definice 2.1.2.

Necht’ je funkce f(x) integrovatelna na intervalu <a,b >, D,, je déleni intervalu <a,b> a
R, Vybér reprezentantt. Rekneme, Ze funkce f je Riemannovsky integrovatelna na
intervalu < a,b >, jestlize existuje ¢islo | e R s vlastnosti

lim o(f,D,,R,) =

nN—oo

pro libovolnou posloupnost déleni D, , pro kterou plati lim v(D,) =0 pti libovolné volbé
N—oo

reprezentanti R, . Cislo | nazyvame uréity (Riemanniv) integral funkce f na intervalu
b

<a,b> apiSeme I :If(x)dx .
a

Cislo a nazyvame dolni mez, &islo b horni mez, interval < a,b > integraéni obor a funkci f

integrand.

Geometricky vyznam uré€itého integralu

b
Je-li f(x)>0 na intervalu <a,b>, pak .[f(x)dx piedstavuje obsah ,kiivocarého
a

lichobéznika“ ohraniceného shora grafem funkce f(x), pfimkami x=a, x=b a osou X

(obr. 2.1.1).

Poznamky
b

1. Zépis neurcitého integralu jf(x)dx a urcitého integrélu .[f(x)dx je formélné velmi
a
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Matematika Il 2.1. Pojem Riemannova urcitého integralu

podobny. U urcitého integralu jsou pouze navic integracni meze. To ma za nasledek, Ze je

studenti povaZuji prakticky za stejné. Urcity a neurcity integral se vSak zasadné lisi!
Vysledkem neuré¢itého integrélu je funkce (mnozina funkci),

vysledkem uréitého integralu je ¢islo. Prestoze se jedna o zcela odlisSné pojmy, existuje mezi

nimi duleZita souvislost, jak uvidime dale (veta 2.2.1).

2. Z konstrukce urcitého integralu je zejme, Ze vysledek nezdvisi na tom, jak oznacime

b b b
integracni promennou. Tedy I f (x)dx :J' f(t)dt :J. f(u)du.
a a a

3. Symbol integralu J' vznikl protazenim pismene S, které oznacovalo sumu. Z definice
urcitého integralu vidime, o jakou sumu (integralni soucet) se jedna.

4. Postup uvedeny v predchazejici c¢asti jsme mohli realizovat nejlépe s pouZitim pocitace.
Dany interval <a,b> bychom rozdélili ekvidistantnimi body na dostatecny pocet dil¢ich
intervaliz (t/eba milion), jako reprezentanty bychom zvolili levé nebo pravé hranice techto
dil¢ich intervalii. Snadno naprogramujeme vypocet integralniho souctu. Pokud urcity integral
existuje, bude tento integralni soucet jistou aproximaci urcitého integralu. Uvedeny postup je

zadkladem obdélnikové metody numerického vypoctu urcitych integralii. Temito postupy a

odhadem chyby se zabyva numericka matematika.
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2.2. Vypocet a vlastnosti uréitého integralu

Cile

Zakladni véta integralniho poc¢tu (Newton — Leibnizova) ndm umozni vypocet urcitych

integral. Poznate zakladni vlastnosti urcitych integralu.

o=

Predpokladané znalosti

Predpokladame, Ze znate zavedeni a vyznam urcitého integrélu, pojem primitivni funkce,

neurcity integral a jeho vypocet.

Vypoég€et ur€itého integralu

Vyklad

V predchéazejici kapitole jsme uvedli definici ur¢itého integralu. Kromé konstantni funkce
(urcity integrél je vlastné obsah obdélnika) jsme dosud nebyli schopni Zadny integral spogitat.
Nasledujici véta je pojmenovana podle dvou matematikua, kteii se zaslouZili o vybudovani
zakladu integrélniho poctu funkce jedné proménné — Newtona a Leibnize (Isaac Newton
1643-1727, Gottfried Wilhelm Leibniz 1646-1716).

o=

Véta 2.2.1. (Newtonova — Leibnizova formule)
Necht funkce f(x) je spojita na intervalu <a,b> a F(x) je primitivni funkce k funkci
f(x) vintervalu <a,b >, pak

b
jf(x)dx: F(b)-F(a).

a

Dukaz:

Ukazeme, Ze rozdil F(b)—F(a) je pro libovolné déleni D,, intervalu < a,b > roven

integralnimu souctu o(f,D,,Ry).

Zvolme libovolné déleni D, ={Xg,%, .. ,Xp}, kde a=Xg<X < .. <Xy_1<X,=b,
intervalu <a,b>. Jelikoz F(x) je primitivni funkce k funkci f(x) vintervalu <a,b>,
splnuje v kazdém subintervalu <Xxi_1,% >, i=12, .. ,n piedpoklady Lagrangeovy
véty (véta 3.2.5, Matematika I, ¢ast I1). To znamena, ze existuji ¢isla & e<Xj_1, % >
takova, ze plati F(x)—F(xji_1) = F'(&)(X —Xj_1) . Protoze F’'(&)= f(x), dostavame
F(xi)—F(Xi—1) = f (506 —xi—1) -
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Sectenim pies vSechna i dostaneme

n
D (GG —Xi1) = F () -F(x) + F(x) = F(x)+ ... +F(X)—F(Xny)=
i-1

=F(X;) - F(xp) = F(b)-F(a).
Obdrzeli jsme, ze pro libovolné déleni D,, je integralni soucet
o(f,D,,Ry)=F(()-F(a).

Podle predpokladu je funkce f(x) integrovatelnd, coZz znamend, Ze pro zjemnujici se

déleni s normou déleni v(D,) — 0 bude integralni soucet konvergovat k jisté konstanté |

b
(hodnoté integralu I f (x)dx ). Hodnota integralniho souctu je vZdy rovna F(b) - F(a). Tedy
a
b
lim o(f,Dp,Ry) = [ f(x)dx=F(b)-F(a).
N—o0 a
Poznamky

1. Pro rozdil F(b)-F(a) se vzil zapis [F(x)]g, takze Newtonovu — Leibnizovu formuli

b
obvykle zapisujeme ve tvaru f f(x)dx = [F(x)]g1 =F(b)-F(a).

a
2. Zvety 1.1.1 vime, Ze k dané funkci existuje nekoneche mnoho primitivnich funkci, které se
liSi konstantou. Je otazkou, jaky vysledek dostaneme pro jinou primitivni funkci
G(x)=F(x)+C. Snadno zjistime, ze G(b)-G(a)=[F(b)+C]-[F(a)+C]=F(b)-F(a).

Tedy hodnota integralu nezavisi na integracni konstant¢ C. Proto v dalSich prikladech

integracni konstantu nebudeme pouZzivat.

3. Newtonova — Leibnizova formule mzze byt pouzita pro definovani urcitého integralu a
historicky byl urcity integral nejprve definovan timto zpisobem. Tento integral je nazyvan
Newtonzv uréity integral funkce f(x). U funkci spojitych na integracnim intervalu jsou si

oba integraly (tj. Newton:iv a Riemanniiv) rovny. Obecné tak tomu neni.

4. Newtonovu - Leibnizovu formuli Ize zobecnit i na ohranicené, po castech spojité funkce.
Vypocet vSak vyZaduje urcité opatrnosti, abychom vhodnou volbou integrachi konstanty

dostali funkci F(x) spojitou na <a,b>.
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Matematika Il 2.2. Vypocet a vlastnosti urCitého integralu

s/

ReSené tlohy

Pan

2
Priklad 2.2.1. Vypoctéte integral I x3dx .
1

Reseni:
Funkce f(x):x3 je spojitd pro kazdé xe R a primitivni funkci k ni nalezneme

pomoci vzorce v tab. 1.2.1. S vyuZitim Newtonovy — Leibnizovy formule dostaneme

2
X4} 21t 115

S W
4
1

2
J.x3dx:
1 4 4 4 4

X2

dx.

1
Priklad 2.2.2. Vypocdtéte integrélj 5
o X" +1

Reseni:

2
Funkce f(x)=

>— Je spojita pro kazde x<R.
X~ +1

1 2 1 2 _ 1
J— o= [ ax= f1-—
0 X +1 o X +1 0 X +1

dx =[x—arctg x](l) =

:(1—arctgl)—(0—arcth):1—%.
z
2
Priklad 2.2.3. Vypoctéte integrél jsin 2xdx .
0
Regeni:
Funkce f(x)=sin2x je spojitd pro kazdé x, pro nalezeni primitivni funkce

pouZijeme vztah [16] v tabulce zakladnich integrala (tab. 1.2.1).

T

2 T sl
Isin 2xdx{—coszx}2 :_—2+@:_(__1j+£:1.
. 2 |y 2 2 2) 2
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2.2. Vypocet a vlastnosti urCitého integralu

Matematika I
1 3x
, . Y 1
Priklad 2.2.4. Vypoctéte mtegralj' 2 dx.
; e +1
Resent:

3x
! je spojita pro kazdé x € R. Primitivni funkci jsme jiz hledali

Funkce f(x)= ¢
eX+1

v piikladu 1.2.5.
1

3x 1,.x 2X X 1 1
€ +1o|x=j(e (e —e +1)dx:j(ezx—ex+1)dx=Fe2X—eX+x} _
0 e +1 3 e +1 0 2

:(le2 —e+1j—(leo —e? +0j :le2 —e+1—£+1:£e2 —e+§.
2 2 2 2 2 2
(Pri Gprave citatele zlomku jsme pouzili vztah ad+b° = (a+b)(a2 —ab+b2) ).

1
Priklad 2.2.5. Vypoctéte integrél j ldx. (Vystrazny)
_1X
Reseni:
Pokud budeme postupovat zcela mechanicky, dostaneme:
1 1
J;dx=[ln|x|:|_1:In1—|n1:0.
-1
Avsak funkce f(x):1 neni na intervalu <-1,1> spojita (alesponn po c¢astech).
X
V bodé x=0 ma bod nespojitosti 2. druhu, neni tedy v okoli po¢atku ohrani¢ena.
Vzhledem k tomu nelze pouzit Newtonovu — Leibnizovu formuli (neni na daném
intervalu definovdn Newtonav integral). Ziskany vysledek je nespravny. Spravny

vysledek si ukazeme pozdgji.
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Matematika Il 2.2. Vypocet a vlastnosti urCitého integralu

Vlastnosti ur€itého integralu

Vyklad

V této casti uvedeme zéakladni vlastnosti urcitého (Riemannova) integralu, které budeme

v dalSim bézné pouZzivat pii praktickych vypoctech.

Véta 2.2.2.
Necht funkce f(x) a g(x) jsou integrovatelné na intervalu <a,b > ac je libovolna

konstanta. Pak plati

b b b
a) j[f(x)ig(x)]dx=jf(x)dx ijg(x)dx,
a a

a

b b
b) j cf (X)dx = ¢ j f (x)dx.

Dukaz:

Z definice Riemannova integrélu pro normalni posloupnost déleni dostavame:

a) jf(x)+g(x) Jdx = lim z[f<§.)+g(§.>]<x. Xi_1) =

—)OOI =1

= lim Zf(fl (X =X 1)+ “m Zg@l (X —Xj—1) = Jf(X)dX * Ig(x)dx

n—>oo| -1

b) jcf(x)dx_llm Zcf(é,)(x, Xi_1) = cllm Zf(g,)(x, Xi_1) = cJ.f(x)dx

=041

Poznamky
1. Prvni vlastnost se nazyva aditivita vzhledem k integrandu, druha homogenita .

2. Podobné vlastnosti mél i neurcity integral (veta 1.2.1). Vlastnost aditivity snadno rozSiime

na libovolny konecny pocet scitancii.
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Matematika Il 2.2. Vypocet a vlastnosti urCitého integralu

Priklad 2.2.6. Vypoctete i !

20
integral I dx
4 VX+5—-+x-4

Resent:

Funkce f(x):\/x+5i\/x—4 je spojitd pro x>4, tedy na oboru integrace je

spojita. Integrovanou funkci nejprve rozsirime sou¢tem odmocnin.

_[ 1 dx=j 1 VX+5++/X—
4\/F5—m 4\/x+5—\/x—4 \/x+5+\/x 4

Imw— e

(X+5)—(x-4) 9

4
Pouzijeme vétu 2.2.2 a integral rozdélime na soucet dvou integralu:

3720 20

3
20 P 5
I\/x+5;\/x— :—J.«/Fdx+ _[‘/_d _ 1] (x+5)? N (x—4)2

4 E
2

1
9| 3
4 2 g

3 3 3 3

:% 252 92 +2—27 162 -02 |== (25f 9\f) (16( 0)=

=£(125—27+64) =£162 =2-6=12.
27 27
Pro vypocet integrala byl pouZit vztah [16] z tabulky zakladnich integrala (tab. 1.2.1).
4 3 +1

P¥iklad 2.2.7. Vypodtste integral I - dx.
5 X3 —x?

Reseni:

Jmenovatel integrované racionalni funkce se nesmi rovnat nule xS — x2 =x2(x—1)¢o
xS+ . L . .

Funkce f(x)=ﬁ mé& body nespojitosti x=0 a x=1, tedy na oboru integrace je
X7 =X

spojitd. Interand je racionalni funkce, musime nejprve provést rozklad na soucet

parcialnich zlomku (viz kap. 1.5).

1. Polynom v citateli je stupné m=3 a polynom ve jmenovateli racionalni funkce ma také

stupenn n=3. JelikoZ neni m<n, je dand funkce neryze lomena racionalni funkce a
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Matematika Il 2.2. Vypocet a vlastnosti urCitého integralu

musime polynomy vydélit.
(x3 +1): (x3 - x2) =1
—(x3 B x2)
x2 +1
Danou racionalni funkci proto mazeme podle véty 1.5.4 zapsat ve tvaru

X3 +1 14 X% +1
X3 —x X3 —x2

2. Polynom ve jmenovateli Q3(X) = x3 —x? rozlozime na zakladni sougin podle véty 1.5.3.

Dostaneme Q3z(X) = x2(x -1).
3. Racionalni funkci rozloZime na soucet parcialnich zlomka:

X% +1 _A M B

—_—t =4 —

x2(x-1) X x2 x-1°
4. Nalezneme konstanty rozkladu A, A,,B (viz kap. 1.5). Dostaneme
A=-1 Ay=-1 B=2.
5. Integrujeme ziskané parcialni zlomky:

4
RSECIY _I£1+—1+—1+i]dx o j dx— j—dx+2j—dx_

3 2 2

4
- x];r —[In|x|]£21 J{%L +2[In|x—]ﬂ;1 =(4-2)-(In4—-In 2)+(%—%j+2(|n3—|n1)=

:2—l—ln4+ln2+2In3:Z+lng )
4 4 2

Definice 2.2.1.
Necht je funkce f(x) integrovatelna na intervalu <a,b >. Pak

b a
jf(x)dx:-jf(x)dx.
b

a

Poznamky
1. Pro spojité funkce (Newtonzv integral) je uvedend vlastnost trivialni, nebor
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Matematika Il 2.2. Vypocet a vlastnosti urCitého integralu

b a
[ f(dx=F(b)—F(a) =—(F(a) - F (b)) =—| f (x)ax .
a b

2. Dusledkem této definice, je nasledujici vlastnost pro kazdou integrovatelnou funkci

a
If(x)dx:O.

a

Véta 2.2.3.
Necht je funkce f(x) integrovatelnd na intervalu <a,b > a c je libovolné reélné ¢islo

a<c<b.Pakje f(x) integrovatelna na intervalech <a,c > a <c,b> aplati

b c b
[ £00dx = [ £ (dx+ [  (x)dx.
a a c

Poznamky

1. Vlastnost se nazyva aditivita urcitého integralu vzhledem k mezim.

2. Vetu lze zobecnit na libovolny konecny pocet c¢astecnych intervali a tedy na konecny pocet

sc¢itancui.

3. Vetu vyuzivame zejména v pripadech, kdy integrand nemé na intervalu <a,b > jednotny

analyticky predpis.
3
Priklad 2.2.8. Vypoctéte integral I|x|dx.
X,
Reseni:

. , B -X proxe<-2,0>, .
Z definice absolutni hodnoty plati |x| = viz obr. 2.2.1.

X proxe<0,3>,

Ef & o
* *
i’ ,i

b =




Matematika Il 2.2. Vypocet a vlastnosti urCitého integralu

= ¥

Obr. 2.2.1. Graf funkce f(x)=|x, xe<-2,3>

Funkce je integrovatelna, protoZe je na daném intervalu spojita a ohrani¢ena. Podle véty
2.2.3 bude platit

3 0 3 0 3 2 0 2 3
I|x|dx: J|x|dx+j|x|dx:—j xdx+J.xdx_{?}2+{7} _

-2 -2 0 -2 0

9 13
:—(0—2)4'[5—0}:?.

5 2 pro xe<-1,2>,
Priklad 2.2.9. Vypoctéte integral Jf(x)dx,kde f(x)=<-1 pro xe(2,4),
-1 1 pro xe<4,5>.

Resent:

Dané funkce je ohrani¢end a ma dva body nespojitosti x=2a x=4 (obr. 2.2.2).

N y
y=r0x)
-1 |0 2! 4 5 X
: : Obr. 2.2.2. Graf funkce z piikladu 2.2.9

Podle véty 2.2.3 bude platit

5 2 4 5 2 4 5

j f (x)dx = j f(x)dx+j f(x)dx+j f (x)dx = j 2dx+j(—1)dx+j1dx.

-1 -1 2 4 -1 2 4

Vsimnéte si, Ze jsme u druhého integralu micky zmeénili hodnoty funkce f(x) v krajnich
bodech na -1. To nema vliv na hodnotu integralu. Dostaneme
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Matematika Il 2.2. Vypocet a vlastnosti urCitého integralu

5
[ f0odx=2[x]?, ~[x] +[x] =22~ (-1)) - (4-2) + (5-4) =5.
-1

Vysledek je dan souctem obsahid dvou obdélnika a ¢tverce. Plocha druhého obdélnika je

vSak brana zaporng!

Véta 2.2.4.
Necht je funkce f(x) integrovatelnd na intervalu <a,b > apro viechna xe<a,b> je

b
f(x) > 0. Pak plati jf(x)dxzo.
a

Dikaz:

Plyne ptimo z definice Riemannova integralu (def. 2.1.2).

Poznamka
Uvedenou vlastnost miizeme casto pouZit k jisté hrubé kontrole vysledku. Je-li integrovana

funkce nezapornd, nemaize vyjit zaporna hodnota urcitého integrélu.

Véta 2.2.5.
Necht’ jsou funkce f(x) a g(x) integrovatelné na intervalu < a,b > a pro vSechna

b b
xe<a,b> je f(x)<g(x).Pak plati _ff(x)dxs'[g(x)dx.
a a

Diukaz:

Podle predpokladu je g(x)— f (x) >0 pro vSechna x e<a,b>. Podle véty 2.2.4 bude

b
j(f (X)—g(x))dx > 0. Odtud s pouzitim véty 2.2.2 dostaneme tvrzeni.
a

Véta 2.2.6. (Véta o stiredni hodnoté integralniho poétu.)
Necht’ je funkce f(x) spojita na intervalu < a,b >. Pak existuje ¢islo & e<a,b > takové,

b
7e plati j f(x)dx = f(&)(b-a).
a

Cislo ¢ = f (&) se nazyva stiedni hodnota funkce f(x) na intervalu <a,b>.
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Matematika Il 2.2. Vypocet a vlastnosti urCitého integralu

Dikaz:

Je-li funkce f(x) spojita na intervalu <a,b > a F(x) je primitivni funkce k funkci f (x)

vintervalu <a,b >, tedy F'(x) = f(x). Funkce F(x) je spojitd a spliiuje predpoklady
Lagrangeovy véty (véta 3.2.5, Matematika 1, ¢ast 11). To znamend, Ze existuje ¢islo
& e<a,b> takové, Ze plati F(b)-F(a)=F'(¢)(b—a)= f(&)(b—a). Odtud a z véty

b
2.2.1 dostaneme j f(x)dx = f(&)(b-a).
a

Predchazejici véta ma nazorny geometricky vyznam. Pro jednoduchost piedpokladejme,

b
Ze funkce f(x) je spojitd a nezdporna. Z motivace na zacatku kapitoly 2.1 vime, Ze I f (x)dx
a

vyjadiuje obsah obrazce ohrani¢eného grafem funkce f(x), osou x a pifimkami x=a, x=D.

V¢éta tika, Ze Ize nad intervalem <a,b > sestrojit obdélnik se stejnym obsahem. Vyska je

b
rovna funkéni hodnoté ve vhodném bodé & e<a,b>,aby c= (&) = ﬁj‘ f(x)dx.
a

Ya YA

c=1@}

)
N
o~
=¥
)

Obr. 2.2.3. Geometricky vyznam véty o stiedni hodnoté
Z obréazku je ziejmé, Ze bod & nemusi byt urcen jednoznaéné (pifimka y =c muze graf

funkce protnout nékolikrat).

Priklad 2.2.10. Vypoctéte stredni hodnotu funkce f(x) =1-x% naintervalu <-1,1>.

Reseni:
1 31
e R I [ Rt
1-(-D 7 2 3], 2 3 3)| 3

-99 -




Matematika Il 2.2. Vypocet a vlastnosti urCitého integralu

Obsah obrazce pod parabolou Ize vyjadrit jako obsah obdélnika s jednou stranou < -1,1>
délky 2 a velikost druhé strany bude % (obr. 2.2.4).

yl\

/1IN

w N

1 0 I >
Obr. 2.2.4. Stredni hodnota funkce f(x)=1— x2 naintervalu <-1,1>

Urceme jeste, ve kterém bodé &e<-1,1> je stiedni hodnota rovna funkéni hodnoté

funkce f(x)=1- x2 . Resime rovnici

%zl— x2 a dostaneme &= i? (dva body s touto vlastnosti).

Priklad 2.2.11. Rychlost urcitého objektu v(t) v metrech za sekundu se v prabéhu prvnich

20 sekund pohybu meénila. Od zacatku pohybu (t=0) byl 4 sekundy pohyb rovnomérné
zrychleny v(t) =0,5t, od 4. do 10. sekundy se pohyboval konstantni rychlosti v(t) =2,

poslednich 10 sekund byla rychlost v(t) =0,8t—6 m/s. Uréete stiedni hodnotu rychlosti

objektu (pramérnou rychlost) za 20 sekund. Ve kterém c¢asovém okamZziku jel touto
rychlosti?

Reseni:

1 20 1 4 10 20
c=— [ v(t)ydt=— jo,stdt+j2dt+j(o,8t—6)dt =
20 20
0 0 4 10

4
1 [0,5t2 10 |o08t? 76
2

20
= | 22| 2t | et :i[4+12+60]=—=3,8 m/s.
20 . 2 o | 2 20

JelikoZ je funkce v(t) spojita na intervalu < 0,20 >, urcité existuje alespon jeden ¢asovy

okamZik, kdy se objekt pohyboval prave touto rychlosti. Z konstrukce grafu funkce je ziejme,

Efm -100-
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Matematika Il 2.2. Vypocet a vlastnosti urCitého integralu

Ze tento okamzik nastal mezi 10. a 20. sekundou (pramérna rychlost je vétsi nez 2) a na jeho
uréeni je nutno tesit rovnici 3,8 =0,8t —6. Dostaneme &£ =12,25 sekund.

Kontrolni otazky

Které funkce jsou Riemannovsky integrovatelné?.
Formulujte vétu, pomoci které se provadi vypocet urcitého integralu.

Vysvétlete rozdil mezi definici Newtonova a Riemannova integralu.

A wDp e

Uved'te vlastnost urcitého integralu.

5
5. Jak vypodtete integral j |x+1]dx ?
-7

T
6. Jak vypoctéte integral I |cos x| dx ?
0

VA
7. Ukazte, Ze plati vztah j sinnxdx=0, kde neN.

-

8. Jaka je stiedni hodnota funkce f (x)=sinx naintervalu <0,z >?

Ulohy k samostatnému Feseni

3 3 2
1. a) szdx b) j(x2+6x—2)dx C) .[(3x3—x2+1)dx
1 -1 -3
6 2 27
1 1 1
d) [=dx e) [——dx f) j ——_dx
v
214 cos? x z ”
2. a) J'—de b) jcostdx c) J'c0322xdx
z Sin©Xx ,[ 0
4 2
i z z
2 4 3 dx
d) jsinxcosxdx e) Itgzxdx f) Iﬁ
0 0 5 SIN© XCos” X
4

Efm -101-
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Matematika Il 2.2. Vypocet a vlastnosti urCitého integralu

6 1 ) 2
3. a) je3xdx b) J'(SX—SX) dx c) j e dx
0 0 0
1 X e? 1
d) [[——d e | X i n | ox
o € +3 xInx 1 arcsin xy1— x2
2
9 1 5 2
4. a) j3x+2 ) [ dx 0 [
1 1X+2 0 X" +4x+5
7 3
d) J. 23X+5 dx e) J‘ . f) J‘ 2dX
5 X“—3x—-4 5 XS —4x+7 5 X (x-1)
T
2 4 2
5. a) J'|x|dx b) Hx3—8‘dx c) _[|sinx|dx
1 _r
2
2 4 2
d) Ileldx e) sz—4x+3‘dx f) J.(|x|—3|x—1|)dx
-1 2 -1
Vysledky tloh k samostatnému reSeni
1, a)z—;; b)— )—@, @) In3: & In3; 2. 2.8)2-2; b)0; ¢) Z; d)%

N NC) 1/18 .\ 12 28 4 2(5 .\ e+3
- f)_' 3 a)é(e _1)’ ®) 105 s In3’ C)E(e _1)’ dIn ( 4 j

e) In2; f) In3. 4. a) 24+4In3; b)%—32|n3; c) arctg4 —arctg2;

d)gln3—§ln2+gln6 e) i;z f) In i—l 5. a)§; b)%; ) 2; d)i; e) 2;
5 5 5 3 6 2 In2

f) -5.

Kontrolni test

8
] o 2—X
1. Vypo&tste integral j £ Zdx
1 3.5
3

a) 232, b)—%, c)%, Q-2

Efm -102-
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Matematika Il 2.2. Vypocet a vlastnosti urCitého integralu

In2
2. Vypoctéte integral j (e —e )dx.
0

a)%, B2 9, d)—%.

v
3
3. Vypoctéte integrél jszdx.

2

2
7 Sin© xcos” x

4
a)2+%\/§, b)Z—%\@, 0) 0, d)—%\/ﬁ.

2r
4. Vypoctete integral _[ (2+cosg)de.
0

a) 8z, b)4r, )10z, d) 9.

1

2 3
« - . X
5. Cemu se rovna integral I24dx?
o X" —3x+2

a)1+8In§—In1, b) E+8In£—8ln2,
8 2 2 8 2

c)%+8ln3—15|n2, d) %—8In3+15|n2.

dx
3

2
6. Cemu se rovna integral J' ?

1 X+X
a) llng, b) In8-1In5, «¢) In2—£|n5, d) EIng.
2 5 2 2 5

3
7. Vypoctste integral J' |4—2x|dx.
|
a)6, b)8, «c¢)10, d)4.

2X pro0<x <2,

5
8. Vypoctéte integral I f (x)dx, kde f (x) = < 4x— G pro2<x<3,
0 3 pro 3<x <5,

25 89 41
a) —, b)14, ¢ —, d) —.
) 3 ) ) )
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9. Vypoctéte stiedni hodnotu funkce f(x) = Jx +i naintervalu <1, 4 >.

Jx
20 20 24 32
a—, b)—, ¢)—, d —.
) 3 ) 9 ) 9 ) 9
10. Vypoctéte stiedni hodnotu funkce f(x) = > naintervalu <1;1,5>.
X<+ X
6 5 6

a)In—=, b)2In=, ¢)2In3+In2, d) 2In—.
)5 ) 5 ) ) c

Vysledky testu

1.b); 2.a); 3.b); 4.d); 5.¢); 6.a); 7.¢); 8.d); 9.b); 10.d).

Pravodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné v 8 pripadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opa¢ném piipade¢ je tieba prostudovat kapitoly 2.1 a 2.2 znovu.

Shrnuti lekce

Hlavnim zédmérem kapitol 2.1 a 2.2 bylo zavést pojem urc¢itého Riemannova integrélu a
uvést zakladni vlastnosti tohoto integralu, které jsou vyuzivany pfi praktickém vypoctu.
Riemannuav integral je pro spojité funkce totozny s integralem Newtonovym. Zjednodusené
fe¢eno - Riemanniv integrdl maZzeme vzdy v konkrétnich vypoctech pocitat jako integral
Newtondv, tedy prostrednictvim primitivnich funkci. A s témi jiZ v tuto chvili mame dostatek

zkuSenosti.

Definovat Riemanndv urcity integral je bezesporu mnohem obtiznéjsi, nez zavést pojem
urcitého integralu Newtonova. Pro¢ se tedy Riemannovym integralem v tomto Uvodnim kurzu
zabyvame? Piedevsim pro jeho nazornou geometrickou interpretaci. Pro spojitou nezapornou
funkci odpovida totiZ jeji Riemanntv integrdl na zadaném uzavieném intervalu plosnému
obsahu oblasti vymezené zadanym intervalem a grafem integrované funkce. O dalSich

uzite¢nych aplikacich Riemannova integralu se maZete dogcist v kapitole 3.

Efm -104-
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2.3. Metoda per partes pro uréité integrély

Cile

Seznamite se s pouzitim metody per partes pti vypocétu urcitych integrala. Zakladni typy
integrala, které Ize touto metodou vypocitat jsou stejné, jako pii vypoctu neurcitych
integréla v kap. 1.3.

Predpokladané znalosti

Predpokladame, Ze znate princip metody per partes a vite, pro které typy integralua je tato
metoda vhodnd. Predpoklada se znalost pojmu urcity integral a dovednost pocitat urcité

integraly pomoci Newtonovy — Leibnizovy formule.

Vyklad

vvvvvv

VVVVVV

zpasoby:

e Oddelime fazi nalezeni primitivni funkce od faze vypoctu urcitého integralu. Nejprve si
nevSimame mezi a pocitame pouze neurcity integral. Po vypocitani vybereme jednu
z nalezenych primitivnich funkci (obvykle volime integra¢ni konstantu C =0) a podle

Newtonovy — Leibnizovy formule dosadime horni a dolni mez.

e Neoddélujeme fazi vypoctu primitivni funkce od vypoctu urcitého integralu. U metody
per partes prabézné dosazujeme meze do jiZz vypocétené ¢asti primitivni funkce,
u substitucni metody zménime integracni meze, jak uvidime v dalsi kapitole.

V dalSim se zaméfime na druhou moznost vypoctu.

o=

Véta 2.3.1.

Maji-li funkce u(x) a v(x) v intervalu <a,b > spojité derivace u’(x) a v'(x), pak plati

b b
Iu’(x) -v(x) dx = [u(x) -v(x)]g1 —J.u(x) V'(X)dX .
a a

Diikaz:
Ze spojitosti derivaci u’(x) a v'(x) plyne, Ze jsou spojité i funkce u(x) a v(x) v intervalu

< a,b >. Potom budou spojité a tedy integrovatelné i souciny u’(x)-v(x) a u(x)-v'(x).

Efm -105-
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Podle véty 2.2.2 bude integrovatelnd i funkce u’(x)-v(x)+u(x)-v'(x). K ni primitivni

funkce je u(x)-v(x), protoZe [u(x)-v(x)] =u'(x)-v(x)+u(x)-v'(x) . Podle Newtonovy -

b
Leibnizovy formule plati J[u'(x) V(X)+u(x)-V'(x)]dx =[u(x) ~v(x)]g . Pomoci véty 2.2.2
a
b b 1
dostaneme ju’(x) -v(x)dx+ju(x)-v’(x)dx =[u(x)-v(x)], apo Uprave obdrzime tvrzeni
a a
véty.
Poznamka

Prakticke pouZiti metody per partes je zcela analogické jako v pripade neurcitého integralu

(kap. 1.3). Zejména plati navody, pro které funkce je metoda per partes vhodna.

Resené tlohy

T
Priklad 2.3.1. Vypoctéte integral Ixz sin x dx
0

Regeni:
Predvedeme prvni zptsob vypoctu, kdy nejprve nalezneme primitivni funkci a teprve
potom dosadime meze:

u'=sinx v=x2 2

2 .
J'x sin xdx = =—X cosx+J.2xcosxdx:

U=-cosx V' =2x

u'=cosx Vv=2x
u=sinx Vv'=2

2

=—X“C0S X+ 2xsin x—ZJ'sin X dx = —x?

COS X+ 2xsin x+2cosx+C .

Pouzijeme jednu z primitivnich funkci pro C =0 a dostaneme

VA
Ixz sinxdx = [—xz COS X + 2XSIN X + 2C0S X:|;[ = (—7z2(—1)+0+ 2(-1))-(0+0+2)=
0

—7%-4.

Pti druhém zpusobu vypoctu pouzijeme vétu 2.3.1:

@ 2 u'=sinx v=x? 2 z %
Ix sin xdx = =[—x cosx} +j2xcosxdx=
0 U=-CcosX V =2x 0 0

Ef -106-
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Matematika Il 2.3. Metoda per partes pro urcité integraly

U'=cosx Vv=2x

T
= (72 —0)+[2xsin x]g —2J.sin xdx = 7 +(0-0)+2[cos x|} =

u=sinx Vv =2 . 0

=22 +2(-1-D)=r°-4.

Vyhoda druhého zptsobu spociva vtom, Ze meze pribézné dosazujeme do caste¢né
vypoctené primitivni funkce a nemusime ji neustale opisovat az do konce vypoctu. Vypocet

se tim zkréti a zprehledni. V dalSich ptikladech budeme pouzivat tento zptusob vypogétu.

2
P¥iklad 2.3.2. Vypodtéte integral I(xz—x)exdx.
0

Reseni:

2 r X _y2 2
[0 -xerax=" —© 7 j-[(xz—x>eX]§— (j) (2x-Dedx =

0 u=e* Vv =2x-

E :ee z'z_zzxﬂ ) [(4_2)82 —0}—[(2x—1)e><}§ +:[2exdx -

2
= 2¢? —[3e2 +e0J+2[eXJO Y —1+2(e2 —eo):e2 -3.

€
Priklad 2.3.3. Vypoctéte integral Iln X dx.
1

Reseni
e u'=1 v=Inx e
Inx dx = =[xInx] = [1dx = (eIne—=InD) —[x] =
I L | =g - frdx= )=[x];
1 X 1
=(e-0)-(e-1)=1.
1
Priklad 2.3.4. Vypocététe integral j xarctg x dx.
0
Reseni:
u'=x v=arctgx 1
1 x2 11 x2
J'xarctgxdx= x2 1 |=|—arctgx ——J' 5 dx =
0 u=—- V=—sl | 2 o 2ol+x
2 1+ X
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J-X+11 7 1

1 1
= ___o -= dx == —=[x—arctg x|+ =
TR o 2) 0 T2 KT ek

5Dy

Priklad 2.3.5. Naleznéte rekurentni formuli pro vypocet integralu

o'—.m\ﬁ

Sp=|(sin x)"dx, n=0,12,...
Redeni:
ﬁ z
2 . 2 z
Pron=0je Sy = IldXZE apron=1je S; = J.sinxdx:[—cosx]0 =1.
0 0

Pro n>2 metodou per partes dostaneme:

. . -1 7
u'=sinx v=(sinx)" ) 7
(sinx) =[—cosx(sm x)" 1J02 +

Sy = | (sinx)"dx =

o'—.mm

=—cosx V' =(n-1)(sinx)""? cos x

+{ (n=2)(sinx)"? cos? x dx =[0—0]+ [ (n—1)(sin x)"~2(L—sin? x) dx =

o'—.mm
oy

T T

2 2
=(n-1) j (sin x)"~2dx — j (sinx)"dx [=(n—1)(Sy_2 - Sp).
0

Zrovnice S, =(n-1)(S,_» —S,,) snadno dostaneme

n-1 . . “ Y .
Sh =TS” o (n>2). Tato rekurentni formule nam umozni vypocitat uvedeny

integral pro libovolnou mocninu n> 2. Naptiklad:

z

2

_[(sm x)3dx—281—E 1=g,

0 3 3 3

r

2

s-fumrac it S5t 21
0
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Kontrolni otazky

1. Pro¢ je integracni metoda nazyvana per partes?
2. Jak se lisi vypocet urcitého integralu metodou per partes od pouZiti této metody

Vv neurcitém integralu.
b
3. Jak by se podle véty 2.3.1 vypocital integrél typu Iu(x) V'(x)dx ?
a

T

2
4. Jak volit funkce u’(x) a v(x) pfi vypoctu integralu jx3 sinx dx ?
0

e
5. Jak volit funkce u’(x) a v(x) pi vypoctu integralu jx?’lnxdx?
1

2e
6. Jak volit funkce u’(x) a v(x) pfi vypoctu integrélu jlnzxdx?
[S]

T
7. Jak volit funkce u’(x) a v(x) pii vypoctu integralu J'ezxsinxdx?

0
1
8. Vypottéte integral J'xe_x dx .
0
T
9. Vypoctéte integral I (x=1Dsinxdx .
-
2
1
10. Odvod'te rekurentni formuli pro vypocet integralu L, = J. (Inx)" dx.
1
e
Ulohy k samostatnému Feseni
r
2 In2 V4
1. a) jxsin 2x dx b) I xe~*dx c) sz sin x dx
0 0 0
1 T 1 X
d) Ixe3xdx e) J' X2 cos X dx f) j(x2 + 2x)e3 dx
0 0 0
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e 2 J3
2. a) J.x3lnxdx b) J.(3x+2)lnxdx c) Ixarctgxdx
1 1 0
1 g2 e
d) J'4x3arctgxdx e) J'\/;Inxdx f) J'xlnzxdx
0 1 1
e’ 1 e
3. a) J'Inxdx b) Iarctgxdx c) J'Inzxdx
1 0 1
V3 1
2 1 2
d) jarccosxdx e) jln(x+2)dx f) Iarcthxdx
0 -1 0
z r
2 e” 2
4. a) Iexsinxdx b) Icos(lnx)dx c) Iezxsinxdx
0 1 0
e” T T
d) jsin(lnx)dx e) J'e_xsin2xdx f) jexcosxdx
e 7 0 -
r
2 e 1 X
5. a) jz’z‘ dx b) [In®xdx 0 [
7 sin“ x 1 0 (x+1)
4
Vysledky Gloh k samostatnému reSeni
1 .31 . 2 4. 23 0 o . 3 EN WA
L a) 25 b)~(1-In2); ¢) x°~4; d) Te¥; €) -2m; f) 2796 -36. 2. a) 16(3e +1),
b) 10In2—£; c) Eﬂ_ﬁ; d) E; e) ﬂ(2e3+1); f) 1(e2 —1). 3. a) 2e3 +1;
4 3 2 3 9 4
T
b)z—ilnz; c)e-2; d) ﬁ;wi; e) 3In3-2; f)z—ln—z. 4. a)E e2 +1|;
4 2 12 2 8 4 2
_1 T . 1 /s . 1 T, AT § - _1). _l T, AT
b) 2(e +1), c)5(2e +1), d) 2(e +e ) e)S(e 1), f) 2(e +e )

5. 2) Z+In2: b) 6-2e: c) =-1.
2 2
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Kontrolni test
i

2
1. Vypoctéte integral J' (x+2)cos x dx.
0

@%, b)1, ¢)0, d) =

0
2. Vypoetete integral | x2e X dx.
)

a) 2+e, b)-2-e, c¢)-2+e, d)-2.
T

2
3. Vypoctéte integrél Ixsian dx.
T

4
1 1 T 1

J3
4. Cemu se rovna integral I arctg xdx ?
0

DB 2 ) Brinz o Brilng o B g
3 6 3 2 6 2
_z
. 6 x
5. Cemu se rovna integral J' 5 dx?
7 sin® x
2

)ZJ3-In2, b)-ZV3+2 ¢ -Z3+n2,  d) —ZE3+1ny3E
6 6 6 62
e-1

6. Cemu se rovna integral Iln(x+1)dx?
0

a)l, Db)e+l, c¢)l-e, d) 2e+l.

1
7. Vypoctste integral J' In(x? +1) dx.
1

a)0, b)2In2-4+z, )22+, d)—2+%.
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0
8. Vypoctste integrél J' xarccotg x dx.
X
1 1 1 V4
a)—, b)=( , € =(01-xn), d -=.
T e T L S I s

e
9. Vypoctéte integral sz In x dx.
1

@ |

2,3 1 2,3 1 2,3 2 2,3 2
a)5(‘9 —e—3)v b) 5(9 +e—3)' c) 6(8 —8—3)' d) 5(9 +e—3)-

T

2
10. Odvod’te rekurentni vzorec pro vypocet integralu S, = J' cos" xdx,n=0,1,2,... .

_r
2
n+1 n+1
a) Sg=7,$=0,S, =Tsn_2 pro n>2, b) Sg=7,5=2,5, =Tsn_2pro nx2,
n-1 1
C) SO =, Sl=2, Sn =—Sn_2 pro n>2, d) SO =T, Sl=2, Sn =1—Sn_2pr0n22.
n -n

Vysledky testu

1.b); 2.¢); 3.b); 4.a); 5.¢); 6.a); 7.b); 8.¢); 9.d); 10.c).

Praivodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméng v 8 pripadech, pokracujte dalSi kapitolou.

V opac¢ném piipadé je tieba prostudovat kapitoly 1.3 a 2.3 znovu.

Shrnuti lekce

PouZiti metody per partes v urcitém integralu je zcela analogické jako v pripadé
neurcitého integralu. Typy integrala feSitelnych metodou per partes jsou uvedeny v kapitole
1.3. Pi vypoctu urgitych integralt metodou per partes prabézné dosazujeme meze do ¢aste¢né
vypoctené primitivni funkce a nemusime ji neustéale opisovat az do konce vypoctu. Vypocet

se tim zkrati a zptehledni.

= ol
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o=

2.4. Substituéni metoda pro urcité integraly

Cile
Seznamite se s pouZitim substitu¢ni metody pii vypoctu urcitych integralti. Zakladni typy
integrall, které lze touto metodou vypocitat, jsou podobné jako pfi vypoctu neurcitych

integralt v kap. 1.4.

Predpokladané znalosti

Predpokladame, ze znate princip substitu¢ni metody a vite, pro které typy integrald je tato
metoda vhodna. Piedpoklada se znalost pojmu urcity integral a dovednost pocitat urcité

integraly pomoci Newtonovy — Leibnizovy formule.

Vyklad

Jak jiz bylo uvedeno v predchézejici kapitole, mizeme piti vypoctu urCitych integrala ze

vvvvvv

e (Oddélime fazi nalezeni primitivni funkce od faze vypoctu urcitého integralu. Nejprve si
nevSimadme mezi a pocitame pouze neurCity integral. Po vypocitani vybereme jednu
z nalezenych primitivnich funkci (obvykle volime integracni konstantu C =0) a podle

Newtonovy — Leibnizovy formule dosadime horni a dolni mez.

e Neoddélujeme fazi vypoctu primitivni funkce od vypoctu urCitého integralu.
U substitucni metody kromé zavedeni spravné substituce jest¢ ur¢ime nové meze a jiz se
nemusime vracet k ptivodni proménné.

Prvni zpiisob nebude Ctenaii patrné délat problémy. Proto se v dalsim zaméfime na
druhou moznost vypoctu, kterd je kratS$i a elegantnéjs$i. Vzorce pro integraci substitu¢ni

metodou v uréitém integralu pfipominaji vztahy uvedené ve vétach 1.4.1 a 1.4.2.

o=

Véta 2.4.1. (Integrovani substitu¢ni metodou ¢(x)=u)
Necht’ funkce f(u) je spojita na intervalu < «, f >. Necht' funkce u = ¢(x) ma spojitou
derivaci ¢'(x) na intervalu < a,b > anecht pro kazdé x e<a,b > plati a <p(x)< 3,
a=¢(a), f=¢() (tedy funkce ¢ zobrazuje interval < a,b > nainterval <, f>).

Potom plati

b B
[ (@)@ (e = [ f (e

Ef o
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NV

an

Diikaz:
Z predpoklada véty vyplyva, ze existuji integraly na levé i pravé strané tvrzeni véty 2.4.1.
Z toho plyne, Ze existuje primitivni funkce F(u) k funkci f(#) na intervalu <ea, f >.
Podle véty 1.4.1 je funkce F(¢(x)) primitivni funkce k funkci f'(¢(x))¢'(x). Proto podle

Newtonovy — Leibnizovy formule (véta 2.2.1) plati

b B
[ f(p()¢' (x)dx = F(p(b)) - F(p()) = F(B)~ F(@) = [ f(u)du.

Poznamky

1. Pri vypoctu urcitého integralu zavedeme vhodnou substituci u = @(x) a vypocteme
diferencial du = @'(x)dx jako u neurcitého integralu. Navic musime jeSté urcit nové meze.
,Staré* meze a, b jsou pro puvodni proménnou x. ,,Nova“ proménnd u bude mit meze
a=g(a), B=o(b).

2. Vrresenych prikladech vyznacime zménu mezi takto: av> ¢(a) (staré dolni mezi a

odpovida nova dolni mez ¢(a)), resp. b+ @(b) (staré horni mezi b odpovida nova horni
mez @(b)).

3. V konkrétnim pripadé se mize stat, ze p(a)> @(b) (nova dolni mez je vétsi nez mez horni).
Podle definice 2.2.1 muzeme meze zamenit a znaménko integralu se zmeéni na opacné. Pokud
dostaneme @(a) = @(b), je podle poznamky k definici 2.2.1 integral roven nule a nemusime

dale pocitat.

Resené ulohy

2
Priklad 2.4.1. Vypoctéte integral I 3xV5+x2dx.
0

ReSeni:
a) Bylo by mozno nejprve vypocitat neurcity integral (nalézt primitivni funkci) jako

v ptikladu 1.4.4.

substituce: 3 3
3 D 3 3u2 5
2 _ 2 _ 2 _ 2 _u= _ _
J-3x S5+x“dx=|5+x"=u —2.[2x 5+x dx—zjx/;du—z 3 +C=u++C
2xdx =du 5

Ef o
* *
*
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3
= (5+x2) +C.

3
Pouzijeme primitivni funkci pro C=0 (jin¢ C se stejn¢ odecte): F(x)= (5+x2) a

z Newtonovy — Leibnizovy véty dostavame:

f3x s+xlde=[F(0)]; =M5+x2)3 T =\/(5+22)3 —\/(5+02)3 —27-55.

b) Praktictéjsi je pocitat podle véty 2.4.1 (pfi substituci ur¢it nové meze). Pouzijeme

2

substituci S+x>=u. Nova dolni mez bude u=5+0>=5 a novd horni mez je

u=5+22=9. Cely vypocet bude vypadat takto:

substituce: 370 9
2 2 2 9 5 3
j3x 5+x2dx:§j2x 5+x2dx:5+x U ZEJ‘\/;a’u:3 Ll R N
0 20 2xdx = du 25 2| 3 5

05, 29 2 s
33
92 52 =27-5/5.

elnzx
Piiklad 2.4.2. Vypodtéte integral j dx .
X

1

Reseni:
Pouzijeme substituci Inx =u. Funkce ¢(x)=Inx je spojitd na intervalu <1,e > a ma na

ném spojitou derivaci. Pro x e<1l,e> bude 0<Inx<1.

substituce:
Inx=u 1 1
e, 2 3
Iln X dx = 1 =Iu2du: L :l_
X —dx=du 3 3
10, e—1

Poznamka
Pri vypoctu musime davat pozor, zda jsou splnény podminky vety 2.4.1. U neurcitych
integralu se muzZeme po vypoctu dodatecné derivovanim presvédcit, zda jsme postupovali

spravne. U urcitych integralil tuto moznost zkousky nemame.

Ef ***** o
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T
Priklad 2.4.3. Vypoctéte integrdl | ———-—d.

- 2
Spo+sinTx

ReSeni:
Pouzijeme substituci sin x =u . Pro novou dolni mez dostaneme sin(—z)=0 a pro horni

mez vyjde sinz =0. Podle poznamky k definici 2.2.1 bude vypocet integralu kratky:

substituce:
T cosx sinx=u 9
S, 5+sin"x cos xdx = du 0>+tu

—7+—0, 70
z
4
Priklad 2.4.4. Vypoctéte integral j tg3 X dx.
0
Reseni:
Provedeme jednoduchou upravu, abychom nalezli vhodnou substituci:

E i ”
4 4 .3 4 2 N

sin” x 1—cos” x)sinx
J-tg3xdx:_[ 3 dx:I( 3) dx .
0 o COs™ x 0 cos” x

Je ziejmé, Ze vhodna substituce je cosx =u, nebot’ —sin xdx = du . Pro novou dolni mez

vyjde cos0=1 a pro horni mez dostaneme cos— = > takZe nova dolni mez je vEtsi nez

nova horni mez. Podle definice 2.2.1 obratime meze a zménime znaménko integralu:

) substituce: NG

4 _ cosx=1u 2 2 I 2 1

J'(l cos 3x)smxdx= —sinxdx=du |=— J. 1 1; du = J. : ;[ = '[ (%_l}h‘ i

0 coS™ X 1 ! \/5 ! \/E ' u
0ot Zos % 2 B

1
—L—ln|u| =—l—lnl+L+ln£=—l+1+lln2—ln2=l(1—ln2).
2u? V22 22 2 2 2

Ef ***** o
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Vyklad

Vétu 2.4.1. mizeme pouzit 1 vopatném sméru (zprava doleva). V béznych ulohach
nebyva integracni proménnou u, ale obvykle béZné pouZivdme proménnou x, coZ je jen jiné
pismenko ve vztazich. To odpovida substituci typu x = ¢(¢) v neurcitém integralu, ktera je

popsana ve véte 1.4.2. V urcitém integralu budeme muset po uvedené substituci zménit meze.

V tomto ptipadé vlastné zndme hodnoty ¢(a) a ¢(b). Musime nalézt hodnoty « a b, aby byly
splnény ptredpoklady véty 2.4.1. V praxi obvykle byva funkce x =¢(¢) takova, Ze lze zvolit
interval < a,b > tak, aby na ném byla funkce ¢(¢) ryze monotonni, tj. aby jej prosté zobrazila

na zadany integracni obor < ¢(a),p(b) >.

1
Priklad 2.4.5. Vypoctéte integral I 21— x2dx.
-1

ReSeni:
Integrovana funkce je spojita pro x e<—1,1>, takze urcity integral existuje.
Pouzijeme substituci

x=sint, takze dx =costdt. Transformujme meze integralu:

. . . 7 . . y r y
Pro x; =-1 je —1=siny, takZe ¢ =5 Pro x, =1 je 1=sint,, takze t, =5 Protoze

. ToT_ . : y . .
na intervalu <_E’E> je funkce x=sin¢ monotonné rostouci a tento interval se

uvedenou funkci zobrazi na interval < —1,1>, lze psat

substituce:
. z
1 X =St 2
J.xz l—xzdx=dx=costdt = I sin? 1v/1—sin’ ¢ cost dt =
-1 V4
/4 | -=
I —-——, 1> — 2
2 2
z z z z
2 2 2 2
. [ . ) 1.
= I sin” tv/cos? ¢ cost dt = I s1n2t|cost|costdt: I sin® tcos? tdt = J- —s1n2(2t)a’t.
_r _r T _54
2 2 2 2

y NN .. vt . T T .
V predchazejici Uprave jsme vyuzili skute¢nosti, Ze pro t e< ——,— > je cost 20, a tedy

|cos t| =cost. Po uziti znamého vztahu sin2f=2sinfcost dostdvame integral typu

Ef o
* *
*
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2.4. Substituéni metoda pro urcité integraly

J.sinm xcos” xdx (viz kapitola 1.6).

'—;N‘§\
-

NN

z
2

sin? 2t dt = j l(l—cos4t)a,’l‘=l[t—sm4t}2 _T
8 8 T

T

2

T

4

1
Priklad 2.4.6. Vypoctéte integral [V1+x”dx. %

ReSeni:

0

Integrovand funkce je spojita pro kazdé¢ realné x, takze urcity integral existuje.

Pouzijeme substituci

x=tgt, takze dx=

3 dt . (Je mozno pouzit i substituci x = cotg? ). Transformujme

cos™ ¢

meze integralu:

Pro x, =0 je 0=tgy, takze f{=0. Pro x, =1 je 1=tgt,, takze t2=%. Protoze na

. T y , . V4
intervalu <O’Z> je funkce x=tg¢t monotonné rostouci a tento interval <O,Z>se

funkci x = ¢(¢) = tgt zobrazi na interval <0,1>, lze psat

1
J. 1+ x2dx =
0

substituce:
x=tgt
1

dx =
cos? ¢

00, 1=

r z
4 4 2 .2
1 cos“t+sin“ ¢t 1
dt =J' 1+tg’ ¢ 5 dt=J',/ . —di =
0 cos“t 0 cos“t cos“t

O'—.Jﬁ‘a

z z
4 4
1 1
— I dt = [ —5dt.
cos> ¢ cos’ t 0 COSf| cos” ¢ o COs” ¢

y TR . - uits T T
V predchazejici Gpraveé jsme vyuzili skutecnosti, ze pro ¢ e< O’Z > je cost >0, a tedy

|cost| =cost. Dostavame integral typu jsinmx cos” x dx . Jelikoz n=-3 je liché, fesime

integral opét substituci, a to sin¢ =v (viz kapitola 1.6). Bylo by mozno pouzit rovnéz

. 11 s o t
univerzalni substituci tg 5 =V

* X 5
*
* *
ity
*
4
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Matematika Il 2.4. Substituéni metoda pro urcité integraly

bstituce:
. . . 31'1 stituce N
2 4 2 sint=v Tl
J. 13 dt:j ost dt = J- COSt dt= costdt =dv = L
o cos™ ¢ o cos ¢ o (I—sin t) s 0(1 v)
00, —>—
4 2
V2
T dv
o (- v) (1+v)

Dostavame integral z raciondlni funkce, kdy polynom ve jmenovateli ma realné nasobné
kofeny. Je nutno provést rozklad raciondlni funkce na soucet parcialnich zlomkl (viz
kapitola 1.5).
A A B B
21 2:1+ 22+1+ 22
A-v)"A+v)" 1=v (1-»* 1+v (1+v)

Nalezneme konstanty rozkladu A4;,4,,B;,B8,. Rovnici vynasobime polynomem
O4(v)=(1- v)2 (a+ v)2 . Dostaneme rovnost dvou polynomii:

1= 4 (1-v)A+v)? + A (1+)? + B(1=v)> (1 +v) + By (1-v)?

Pro v=1 dostaneme 1=04)+44, +0B, +0B,. Tedy 4, = 1

.
Pro v=-1 dostaneme 1=04;,+0A4, +0B, +4B,. Tedy B, =%

Pro vypocet zbyvajicich koeficienti miZeme pouzit srovnavaci metodu (viz piiklad
1.5.5):

Koeficienty u v>: 0=-4,+B
Koeficienty u V0 l=4+A4y+B +B,
o s : 1 1
ResSenim této soustavy rovnic dostaneme 4 = E By = 1
Integrujeme ziskané parcialni zlomky:
V2 V2
2 2
.[ _l.[1+12+1+12d":
0 (1- v) (1+v) 4 0 l-v (1-v) I+v (1+v)
f2 7
1{ v+l |_L}2 L 2 [l
4 -V 1+v ] 4| 1-42 |1 v|

Ef ***** o
* *
*
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(2+\/_)

2 1‘“&‘ 22 +1In
EN=E

:%_2ﬁ+ln(3+2\/5)} .

] 12\/7-%-11’1

N

PN

Poznamky
, oz 52 s S 2 B & 7 :
1. Ulohu Ize rovnez resit substituci N1+ x“ =t—x. Postup vypoctu je popsany v poznamce

k prikladu 1.4.8.

2. Tento priklad nam ukazuje, Ze vypocet urcitého integralu i zdanlive jednoduché funkce
muze byt pracny a zdlouhavy. Je véci cviku zvolit co nejuspornéjsi postup. U takovych

prikladit nam mohou hodné pomoci vhodné pocitacové programy.

3. Pokud zadame integral néjakému matematickému programu (napr. Derive, Maple,
o V21 , e

Mathematica), ziskame vysledek T—EIH(\/E —1). Na prvni pohled se zda, zZe se jedna o

uplné jinou funkci. Snadno se vsak presvédcime, Ze —2ln(\/§ —l)zln(3+2\/§) a tedy

_%1n(\/§—1):%ln(3+2\/§).

Integrace sudych nebo lichych funkci

Vyklad

Vypocet urcitého integralu je jednodussi, pokud je integrovana funkce suda nebo lichd na

intervalu < —a,a >. Pfipomenime si definici 1.4.3 z ¢ast Matematika .
Funkce f se nazyva suda , jestlize VxeD: f(—x) = f(x) (graf funkce je soumérny

podle osy y).

Funkce f se nazyva licha, jestlize Vxe Dy : f(—x)=—f(x) (graf funkce je soumérny

podle pocatku).

Ef ****‘ A
* *
*

4




Matematika Il 2.4. Substituéni metoda pro urcité integraly

Véta 2.4.2. (Integral sudé, popf. liché funkce)

Necht je funkce f(x) integrovatelnd na intervalu < —a,a >.

Je-li f(x) naintervalu <—a,a > sudd, pak

[ £ =2 f(x)ax,
—a 0

Je-li f(x) naintervalu < —a,a > licha, pak

]ff(x)dxzo.

Diikaz: Je-li f(x) naintervalu < —a,a > suda, pak plati f(—x) = f(x). Integral miizeme

zapsat jako soucet integralt (véta 2.2.3):

a 0 a 0 a
[ flode= [ foode+[ fde= [ f=x)de+ [ £y
—a —a 0

—a 0

Prvni integral feSime substituci —x=t¢, zniz plyne dx=-dt, meze 0— 0, —at>a.
a 0 a a a a

Dostaneme j F(x)dx=— j F(o)dt+ j F(x)dx = j F(o)dt +j F(x)dx=2 j F(x)dx.
—a a 0 0 0 0

Druhou ¢ast véty o integraci liché funkce dokdzeme analogicky.

l\y l\y

-d Vv a

= ¥
S
= ¥

f(=x)=f(x) f(=x)==f(x)
Obr. 2.4.1. Integral ze sudé¢ a z liché funkce

Ef ***** A
* *
*
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Matematika Il 2.4. Substituéni metoda pro urcité integraly

1
Piiklad 2.4.7. Vypodtéte integral j x2\1-x?dx.
-1

Reseni:
Tuto ulohu jsme jiz fesili v prikladu 2.4.5. Integrovana funkce je sudé pro kazdé xe R,

protoze

f(=x0) = (02 1=(=0)? = x21-x% = f(x).

Podle véty 2.4.2 mizeme vypocet pon¢kud zjednodusit, nebot’ staci pocitat integral na

intervalu < 0,1>, kdy médme jednodussi dolni mez.

T
1 1 ) ) z
1 . 1 4
szxll—xzdx:2jx2 l—xzdxz =2I251n22tdt: :Z{I—SIZ t}z =% .
-1 0 0 0

T

2
Priklad 2.4.8. Vypoctéte integral J. sin’ x cos 2x dx .

T

2

Reseni:

JelikoZ sin(—x)=-sinx a cos(—x)=cosx snadno ukazeme, Ze integrovana funkce je
licha:

£(=x) =sin> (=x) cos(—2x) = —sin> xcos 2x = — £ ().

Podle véty 2.4.2 neni nutno integral viibec pocitat, nebot’

sin3 xcos2xdx=0.

—_—o N

SR

Oveéite vypoctem platnost uvedeného vysledku!

Kontrolni otazky

1. Uvedte princip substitu¢ni metody pii vypoctu ur¢itého integralu.
2. Cim se pii vypoétu odlisuje substituéni metoda pro urity integral od substituéni metody

pro integral neurcity?

Ef ****‘ A
* *
*
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Matematika Il 2.4. Substituéni metoda pro urcité integraly

a
3. Ukazte,7e | f(x)dx=0 pro lichou funkci f{x).

—a

b b
4. Ukazte, ze plati [ f(x)dx = f(a+b—x)dx.

a a

a a
5. Ukazte, ze plati I f(x)dx = J- f(—x)dx

—a —a
6. Zduvodnéte, pro¢ jsou vSechny nasledujici integraly rovny nule.

1 a 3 2 In2 X —X

) X ) [ e +e
J-sm3xc055xdx, ﬁdx, jsmx cos3x+1dx, J- dex.
-1 —aNa —X 0 —In2

V4 V4
7. Ukazte, ze J. cosmxcosnxdx=0 pro m#n a J. COSMXCOSnX dx =7 pro m=n.

-7 /4

Névod: UZzijte vztah cosa cos ff = %[cos(a — )+ cos(a + ﬁ)] .

Ulohy k samostatnému feseni

! 10 4
1. a) J.x(2x2—1) dx b) dx c) jx3 x? +9dx
0 S5 -t 0
3 X b 3 3 dx
d dx e x“sin{1-x" |dx —
) !; 42 ) J. ( ) D '!.x\/1+lnx
N L e’ ¢ dx
2. a) J.ecosxsinx dx b) J. S 9) J. 5
0 ol+e x . XIn"x
z s
1 4 16
d) [Vitxds o [ ) '[tg\/;dx
0 o COs” x 0 Jx

Ef ***** A
* *
*

4




Matematika Il

2.4. Substituéni metoda pro urcité integraly

3. a)
a
4 3
3cos™ x
d) dx
'[t%/sinx
2
2
dx
4, a
) £1+\/§
27 3/ 2
d J;T dx
1 3+ x?
frinfre)
5. a) |xIn(l+x")dx
1
T
d) J.sin x dx
0

i
4
b) jtg3xdx
0
x
o T- dx
3+sin2x
0
4
b) ﬁldx
0x+
5
x—1
€ dx
) £\/4x—2
In5 X X _
b) J- eVe -1 »
0 e’ +3
e
¢) J‘1+)1Cnxdx

Vysledky uloh k samostatnému feseni

e) %(l—cosl);

z
2
cosx
c ——dx
) ;[sinx\/sinx
6
27
ol
I
5 sinx
2
1
o | Jx dx
01+\/;
2
f) J\/4—x2dx
0
1
0 J\/;arctg\/; I
0 x+1
T
f) jsin3xdx
-
f) 24/In3+1-2. 2. a) e—l;

e

- f)ln2. 3. a)— b) —%mz; c) 2(\/5—1);

In3

1+

1 1412,
1. a) —; b)O0; — d)1;
a) > ) ©) )
T
b) arctge—z c) E (2\/— )
d) i(7%/1—12)- ¢) —= arctg——: D=
32 ’ f 55
¢) 2In2-1; d)8+3”‘/§; e)ﬂ;
2 2
2
T T 3
e RSO [
©) T ) e) 5 f)

124 -

T

5. a) §1n5—1n2—§;
2 2

Z(ﬁ—ln(l+\/§)); b) 4-2arctg?2;

b) 4—7;




Matematika Il 2.4. Substituéni metoda pro urcité integraly

Kontrolni test

X
Jx-1
a) 7-2In2, b) 7+2In2, ¢) 12+2In2, d) 15+2In2.

2
2. Vypoctéte integral _[ dx .
ovVx+1+ \/ (x+ 1)3

dx .

9
1. Vypoctéte integral j
4

T V4 V4
a) —, b) =, c) —, d —
) 5 ) ) . ) 3
[
3. Vypoctéte integral dx .
0 450
V4 V2 1 V4
a) —, b) —, c) —, d) —.
) 18 ) 6 ) 3 ) 3
i
2
4. Vypoctéte integral J‘ c0tg3 X dx .
z
4
1 1
a) 1-In2, b) l+51n2, c) 1—51n2, d) 1+In2.
} x
5. Vypoctéte integrdl | ————dx.
1% =141
a) %ln3, b) 4+In3, c) In3, d =
1 x9
6. Vypoctéte integral _[ ﬁdx.
o (I+x7)
1 1 9 1
a) —, b) —, c) —, d —.
) 5 ) 8 ) 40 ) 40

2I9 3/(x_ 2)2 -
3 3+3)(x—2)°
NG

a)8+7;ﬁ, b)8+%nJ§, c)8+§nJ§, d) 8+ 7.

Ef s
* *
*
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Matematika Il 2.4. Substituéni metoda pro urcité integraly

3
8. Vypoctéte integral I ON1+x2 dx.
0
o 86 s o 848 5 851
105 105 105 105
In5 X ’ X _
9. Vypoctéte integral J‘lex.
0 3+e”
a) 4+7, b) 4—%, 0) 4+%, d) 4-7.

z
2
10. Vypoctéte integral .[ Veosx —cos® x dx.
v

4 2 3
a) —, b) 0, c) —, d) —
) 3 ) ) 3 ) 5
Vysledky testu

1.b); 2.¢); 3.a); 4.¢); 5.a); 6.d); 7.b); 8. ¢); 9.d); 10. a).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné v 8 ptipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opaéném piipadé je tfeba prostudovat kapitoly 1.4 a 2.4 znovu.

Shrnuti lekce

Substitu¢ni metoda patii k nejCastéji pouzivanym metodam vypoctu urcitych integrali.
Jsou mozné dva postupy vypoctu. V prvnim piipadé¢ vhodnou substituci vypocteme neurcity
integral (nalezneme primitivni funkci) a teprve potom pomoci Newtonovy — Leibnizovy
formule dosadime horni a dolni mez. Vyhodnéjsi byva druhd moznost, kdy vedle zavedeni

spravné substituce jesté ur¢ime nové meze a jiz se nemusime vracet k pivodni proménné.

Ef ****‘ A
* *
*
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Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

o=

2.5. Nevlastni integraly

Cile

V této kapitole ponékud rozsifime definici Riemannova urcitého integralu i na ptipady,
kdy je integrani obor neohrani¢eny (tj. (—oo,b>, <a,o), piipadné¢ (—o,o)) nebo je
neohrani¢end integrovana funkce. Tyto zobecnéné urcité integraly se nazyvaji nevlastni.

Seznamime se se dvéma typy nevlastnich integralti.

Predpokladané znalosti

Predpokladame, ze znate pojem urcity integral, piedpoklady existence a vlastnosti
urc¢itého integralu, Ze znate zakladni metody vypoctu ur€itého integralu. Predpoklada se
znalost pojmu limita funkce a postupy vypoctu téchto limit (Matematika I, kapitoly 2.1.
2.2).

Vyklad

b
V definici Riemannova urcitého integralu J. f(x)dx jsme vychézeli ze dvou piedpokladi:

a
1. Integracni obor je konecny uzavieny interval < a,b >.
2. Integrovana funkce f(x) je na tomto intervalu ohrani¢end (ohrani¢ena zdola i shora
viz obr. 2.1.5).
Integraly definované za téchto predpokladli nazyvame vlastni integraly.

Jestlize se v urCitém integralu objevi neohrani¢eny interval nebo neohrani¢end funkce,

hovotime o nevlastnich integralech. Rozeznavame dva druhy nevlastnich integralt:

1. Je-li interval, na kterém integrujeme, neohraniceny, hovoiime o nevlastnim integralu

prvniho druhu (nevlastni integral na neohrani¢eném intervalu). Jde o integraly typu
b 0 0
[ r@odx, [roode, | feodx .

—00 a —0o0

2. Je-li integrovana funkce v intervalu < a,b > neohraniend (tedy nespojitd), hovoiime
o nevlastnich integralech druhého druhu.

© —x

Muze se vyskytnout i kombinace uvedenych dvou typt, naptiklad integral Ie—dx .

o Vx
o
= w****

o=




Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

Nevlastni integraly 1. druhu (integraly na neohrani¢eném intervalu)

Uvazujme funkci f(x) definovanou na intervalu < a,»), a € R. Predpokladejme, ze pro

C
kazdé c e< a,o) existuje urcity integral I f(x)dx . Pak miizeme definovat funkci F vztahem

a

F(o)=[f(x)dx, c>a.

Nyni budeme neomezené zvétSovat horni mez ¢ a budeme sledovat, jak se chova veli¢ina

F(c). Situace je znazornéna na obrazku 2.5.1.

Y 4

N c—> 0 X
Obr. 2.5.1. Definice nevlastniho integralu na neohrani¢eném intervalu < a, )

C
Zelena plocha ptedstavuje hodnotu integralu I f(x)dx . Pfi posouvani ¢ — oo nés bude

a
zajimat, zda se hodnota tohoto integralu blizi k néjakému konecnému cislu L (tj. zda existuje
konec¢na limita) nebo tato hodnota roste nade vSecky meze (limita je +00 nebo —), ptipadné

hodnota neexistuje (hodnota osciluje).

Definice 2.5.1. (Definice nevlastniho integralu 1. druhu)

Je-li funkce f(x) spojita pro vSechna ¢isla ¢ > a, pak integral tvaru
+00
[ fCox
a

nazyvame nevlastni integral prvniho druhu (na nekone¢ném intervalu) a pfifazujeme mu

hodnotu rovnou limité

Cc—>+00

Ef o
* *
*
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Tof(x)dx: lim jf(x)dx=L.




Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

Je-li L konecné Cislo, fikame, ze uvazovany nevlastni integral konverguje (je konvergentni).
V opacném piipadé, tj. kdyz limita je nevlastni (L =+ nebo L = —o0) nebo neexistuje,

fikame, Ze nevlastni integral diverguje (je divergentni).

Resené ulohy

Priklad 2.5.1. Vypoctéte integral I—dx
ol+x

ReSeni:

Budeme postupovat podle definice 2.5.1. Nejprve nalezneme pomocnou funkci horni

meze F(c)= I f(x)dx apotom spoc€itdme jeji limitu L= lim F(c).

C—>+0
a

F(c)= I—dx [arctg x] = arctg c —arctg 0 = arctgc , takze

L= lim F(c)= lim arctgc= z
c—>+o0 c—>+o0 2

Integral tedy konverguje a plati J‘ —dx =
o 1+x? 2

Obr. 2.5.2. Graf funkce f(x)=

pro x>0
1+x

Ef ***'* e
* *
*
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Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

Priklad 2.5.2. Vypoctéte integral I dx .

ol+ X2
ReSeni:
Postupujeme stejné jako v predchéazejicim ptikladu.

C
:; [1n(1+x )} %ln(l+cz) . takze

L= lim F(c)= lim %ln(l+c2):+oo.

C—>+00 Cc—>+0
Integral tedy diverguje.
BN
1

Obr. 2.5.3. Graf funkce f(x)=

pro x>0
I+x

o0
Priklad 2.5.3. Vypoctéte integral I cosx dx.
0

ReSeni:
V tomto ptipadé je

C
F(c)= jcos x dx =[sin x](c) =sinc , takze
0

L= lim F(c)= lim sinc neexistuje (hodnoty funkce osciluji mezi -1 a +1.
c—+oo c—>+o0

Integral tudiz rovnéz diverguje.

Ef ***** o
* *
*
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o0
Priklad 2.5.4. Pro kterd p je nevlastni integral ijdx , p>0 konvergentni?
1 x

ReSeni:

Nejprve pocitejme tento integral pro p #1.

c —p+1 ¢
1 P 1 _
F(C)=I—dx= al = (cl p—l).
lxp -p+1 . l-p
Musime uréit limitu lim ¢' 7. Jedn4 se o mocninnou funkei s exponentem s=1-p.
c—>+0

Na obréazku 2.5.4 jsou grafy mocninné funkce y =x*, x>0 pro riizna s (viz Matematika

I, kapitola 1.5.4).

Y4 s>1

x
Obr. 2.5.4. Graf funkce y=x", seR, x>0

Z grafu 2.5.4 vidime, ze pro s =1—p >0 (tedy pro p<1)je lim 7P = o0 , a proto
c—>+00

L= lim F(c)= 1 lim (cl_p - 1) = +o0, integral diverguje.
c—>+0 1= pecsto

Pro s=1-p<0 (tedy pro p>1)je lim cl_pzo,aproto
c—>+m

L= lim F(e)=—— lim (cl‘l’—l)=_—1= L integral konverguje.
c—>+0 1= pecsto l-p p-1

Jesté musime uvazovat moznost, ze p =1. V tomto ptipad¢

C
F(c)zj.idx:[lnx]f =Inc—Inl=Inc, pak
1

Ef o
* *
*
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L= lim F(c)= lim Inc =+, integral diverguje.
Cc—>+0 Cc—>+0

Shrnuti: | —dx

21 {konverguje prop>1
1 x7

diverguje  prop<1’

Poznamky

1. Hranice mezi konvergenci a divergencije p =1 .

2. Stejny vysledek dostaneme i pro pripady, kdy dolni mez integralu nebude 1, ale libovolné

cislo d > 0.

Vyklad

b
Naprosto analogicky definujeme nevlastni integral J. f(x)dx na intervalu
—00

b
(—o,b>, be R . Pfedpokladejme, pro kazdé c e (—0,b> existuje urCity integral j f(x)dx .

c

Pak muazeme definovat funkci G vztahem

b
G(c)= J f(x)dx, c¢<b avySetfujeme limitu L= lim G(c). Terminologie je stejna

C—>—0
Cc

jako v definici 2.5.1.

Obr. 2.5.5. Definice nevlastniho integralu na neohrani¢eném intervalu (—o0,b >

Poznamka

Je-li funkce f(x) spojita na intervalu(—o,0) a konverguji-li pro libovolné cislo a oba

Ef ***'* o
* *
*
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a ~+00
nevlastni integraly L; = I f(x)dx, L= J‘ f(x)dx, pak definujeme nevilasti integral na

—00 a
+00

intervalu (—o0,): I f(x)dx =L+ L, .
—0o0

0
3
Piiklad 2.5.5. Vypodtéte integral j x2e™ dx .

—00
ResSeni:

3
Funkce f (x):xzex je spojitd pro vSechna redlnd x. Naleznéme nejprve primitivni

funkei k dané funkci:
substituce:
3 3
Ixzex dx:x3=t :ljetdt:let:lex +C.
3 3 3
3x2dx =dt
0 0
3 3 3
G(c)= Ixzex dx = {lex } = l(l—ec ), takze
. 3 e 3

3 3
L= lim G(c)= lim l(l—ec jzl—l lim e° :l—lO=l.

c—>—0 c—>—0 3 3¢5 3 3 3

0
3
Integral tedy konverguje a plati J x2e dx =§

—00

o0
Priklad 2.5.6. Vypoctéte integral j

—00

dx .
4+x°

Reseni:
Integral rozdélime na dva nevlastni integraly napf.
0 00
1 1
3 dx + J
4+x 04+x

3 dx . Pro prvni integral plati

¢ ? 11 1 e
G(c)zJ. dxz—‘[gdx:z arctgg :—Earctga,
X c

Ef ***** o
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Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

L= lim G(c)= lim (—Earctg )— —l(—zj :% (konverguje).

Cc—>—00 c—>—o0 20 2

Pro druhy integral dostaneme

Cc
F(c)= j4dx—lj4dx=ll arctgE =larctg—,
4 24 2

04+ 4 2 1
2
= lim F(c)= lim (— arctg ) = lﬁ z (konverguje).
Cc—>0 c—>0 22 4

Tedy L; =L,. To nas neptekvapuje, protoze integrovana funkce f(x)=

(graf je soumérny podle osy y).

Obr. 2.5.6. Graf funkce f(x)= ! 3
4+x
T T T T
Proto —dx Ly + L, =—+—=— (integral konverguje).
41 44 2
Poznamka

Pomoci nevlastniho integralu 1. druhu definujeme pro x >0 funkci Gama:

+00

I'x)= j e 't | kterd ma radu zajimavych vlastnosti. Napriklad plati

0

r()=1, T(n+1)=n! pro neN.

Ef ***** e
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*
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Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

Nevlastni integraly 2. druhu (integraly z neohrani¢ené funkce)

Uvazujme funkci  f(x) definovanou na intervalu <a,b), a,be R, a<b.
Predpokladejme, Ze je tato funkce spojitd na intervalu <a,c) pro kazdé ce<a,b) (tedy

c

existuje urcity integral j f(x)dx), zatimco lim f(x)=o0. Pak mizeme definovat funkci F

u x—b

vztahem

F(c):J.f(x)dx, a<c<b.

a

Nyni budeme sledovat, jak se chova veli¢ina F(c), kdyZ se horni mez c ptibliZzuje k bodu

b zleva. Situace je znazornéna na obrazku 2.5.7.

VoA [

y=sx)

a b R
0 c—>b ¥

Obr. 2.5.7. Definice nevlastniho integralu z neohrani¢ené funkce na intervalu < a,b)

C
Modra plocha ptedstavuje hodnotu integralu I f(x)dx . Pti posouvani ¢ — b~ nas bude

a
zajimat, zda se hodnota tohoto integralu blizi k né¢jakému konecnému ¢islu L (tj. zda existuje
kone¢na limita), nebo zda se tato hodnota nekonecné zvétSuje (limita je 400 nebo —o0),

pripadné hodnota neexistuje (hodnota osciluje).

Definice 2.5.2. (Definice nevlastniho integralu 2. druhu)

Je-li funkce f(x) spojita na intervalu < a,b) , zatimco lim f(x)=o0, pak integral tvaru
x—b

b
[ £y

nazyvame nevlastni integral druhého druhu (neohrani¢ené funkce) a pfifazujeme mu

hodnotu rovnou limité

Ef o
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*
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Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

b c
[7x= tim [ fiae=

c—>
Je-li L konecné &islo, fikame, ze uvazovany nevlastni integral konverguje (je konvergentni).
V opa¢ném ptipadé, tj. kdyz limita je nevlastni (L =+ nebo L = —o0) nebo neexistuje,

fikame, Ze nevlastni integral diverguje (je divergentni).

NV

Resené ulohy

an

Priklad 2.5.7. Vypoctéte integral _[
oV1— x2

ReSeni:

Integrovand funkce je spojitd na intervalu <a,b) a vbodé x=I1neni definovdna

(obr. 2.5.8). Protoze plati lim al =(Lj=+oo, jedna se o nevlastni integral
x—1" 1_x2 O+
2. druhu (z neohranicené funkce).
Y

N

Obr. 2.5.8. Graf funkce f(x)=

1-x

C
Nejprve nalezneme pomocnou funkci F'(c) = j f(x)dx, 0<c<1 a potom spocitame jeji
0

limitu zleva L = lim F(c).
c—>l

Ef ***** e
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*
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2.5. Nevlastni integraly

Matematika Il

substituce: )

1-c
c 1_x2 =t 1-c2 .
X 1 1 p 1|22 \/— 1
F(C)_‘([ 1_x2 dx = —2de—1dt ——E { $ t——E T —|: t:|1—C2 =
xdx = _Edt 2 1
01, cr>1-c?

=1-1-¢? . Vypocteme limitu pro ¢ -1 :

L= lim F(c)= lim (1—\/1—(;2):1—0:1.

c—1 c—1

i dx=1.

1
Integral je tedy konvergentni a plati: J‘ >
ovVl—-x

Vyklad

b

Naprosto analogicky definujeme nevlastni integral I f(x)dx na intervalu
a

(a,b>, a,be R, a<b. Predpokladejme, ze je tato funkce spojitd na intervalu (c¢,b > pro
b
kazdé ce(a,b> (tedy existuje urcity integral j f(x)dx), zatimco lim f(x)=o0. Pak
+

c x—>a

muzeme definovat funkci G vztahem
b
G(c):jf(x)dx, a<c<b.
C

Vysetfujeme limitu pro ¢ -« . Terminologie a oznaceni jsou stejné jako v definici 2.5.2.

Ef ***** o
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VoA \

y=r(x)

a b

0 a <«c¢ X

Obr. 2.5.9. Definice nevlastniho integralu z neohranicené funkce na intervalu (a,b >

Poznamka

Ma-li integrovand funkce vice bodi, vnichz je funkce neohranicena (lim f(x)=o),

rozdelime interval integrace na tolik dilcich intervalii, aby v kazdém z nich byl jediny bod
v horni nebo v dolni mezi, ve kterém je limita nevlastni. Konverguji-li nevlastni integraly ve
vSech techto dilcich intervalech, pak za jeho hodnotu na celém intervalu povazujeme soucet
jeho hodnot na dilcich intervalech. Je-li nevlastni integral divergentni aspon na jednom

dil¢im intervalu, povazujeme jej za divergentni na celém intervalu.

Resené ulohy

4
: 1
Priklad 2.5.8. Vypoctéte integral _[ —dx.
X
0

ReSeni:

Integrovand funkce je spojitd na intervalu (0,4 > a v bod¢ x =0neni definovana. ProtoZe

.1 1 o .- . o
plati lim —=(—+j=+oo, jednd se o nevlastni integral 2. druhu (z neohranicené
x—0" X 0

funkce). Grafem funkce je rovnoosa hyperbola s asymptotami x=0 a y=0.
Nejprve vypocteme urcity integral na intervalu (¢,4 >, 0<c<4:

4
G(c):jidx:[lnx]j —In4-Inc.
c

Nyni vypoéteme limitu pro ¢ — 0" :

Ef o
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*
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Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

L= lim G(c)= lim (In4—Inc)=In4—(—0)=+o. Integral je tedy divergentni.
c—0" c—0"

1
Priklad 2.5.9. Vypoctéte integral J. dex.

1*

ReSeni:

Studenti obvykle postupuji nasledujicim zptisobem:

1 1
J'dex:[—l} =—1+(-)=-2
_ X1

Nekteti studenti dvakrat podtrhnou vysledek a jsou spokojeni, jak to lehce zvladli.

Premyslivé studenty vysledek zarazi. Vzdyt pro integracni obor <—1,1> je integrand

vzdy kladny ( Lz >0, viz obr. 2.5.10), a tedy hodnota integralu musi byt kladna (lze ji
X

interpretovat jako obsah plochy pod danou funkci). Kde je chyba?
YA

= ¥

-1 0 1

Obr. 2.5.10. Graf funkce f(x) =i2

X

Je ziejmé, ze dana funkce je na intervalu < —1,1 > neohraniend a neni definovana v bod¢
x =0. Rozdélime tento interval na dil¢i intervaly, aby nevlastni limita byla vzdy jen v jednom

krajnim bod¢ intervalu:

1 0 1
1 1
j —2 = j —2 X+ I—dx a budeme pocitat dva nevlastni integraly.

-1* 0+
c c
F(c)=fi2dx=[—l} -l ar= iim F(c)= lim (_l_lj:_l_l_M
X X1 ¢ c—0~ c—0"\ € 0~
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Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

0
Proto I izdx diverguje. Pro druhy integral vypocteme (podle pfedchéazejici pozndmky
1*

to neni nutné):

c c c—0" c—>0" c

1 1
G(c) =ji2d {——} — 1+ 7= lim F(¢)= lim (—1+1J=—1+L=+oo.
C

1
1 ) .
Proto také J. —zdx diverguje.
0X

Shrnuti: Integral I %a’x je divergentni.
1*
Poznamka
1. Nevlastni integral prvniho druhu (na neohraniceném intervalu) pozndte snadno, nebot
v mezich figuruje symbol +0o nebo —. Problematictéjsi je situace u nevlastnich integralii
druhého druhu, nebot na prvni pohled nemusi byt patrné, zZe je integrand neohranicena
funkce, a zZe se jedna o nevlastni integral. Pokud bude student postupovat, jako by se jednalo

o0 ,,obycejny “ integral, miize dostat nespravny vysledek.

2. To, zZe v nekterém bodé neni integrovana funkce definovina jesté neznamend, Ze musi jit

sin x

neni definovana pro x=0, ale lim =1,

x>0 X

;. , ., sin x
o nevlastni integral. Napriklad funkce

. o : [ sinx , , o
a tedy funkce je ohranicend. Proto integral j—dx neni nevlastni, ale jedna se
X
0

o0 ,,obycejny“ integral. To, Ze nam bude vypocet tohoto integralu deélat potize (viz kapitola

1.7), je jiny problém. Bude nutno pouzit néjakou numerickou metodu.

Kontrolni otazky

1. ZapisSte definici nevlastniho integralu na intervalu (—o0,b>, b€ R (analogie definice

2.5.1).
2. Kdy je nevlastni integral konvergentni a kdy je divergentni?

3. Jaky je rozdil mezi nevlastnimi integraly prvniho a druhého druhu?

Ef ****‘ o
* *
*
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Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

4. Zapiste definici nevlastniho integralu na intervalu (a,b>, a,be R, a<b, jestlize

lim f(x)=o0 (analogie definice 2.5.2).
+

X—>a

o0
. . 1 .
5. Jenevlastni integral I —4dx konvergentni?.

—00

T

2 . 1
6. Jsou integraly J‘wdx a len xdx nevlastni?

O\/; 0

1
7. Pro ktera p je integral J‘Lpdx konvergentni? (Analogie ptikladu 2.5.4.)
X

Ulohy k samostatnému feseni

—+00 —+00 400 3

1 1 x +1
1. a) — dx b) —dx c) dx
£ g E
_1
T dx b dx 2
d) e) S R f) S R
£x2+4 I X2 +2x+5 I X2 x+l
+00 +00 oo
dx dx . dx
g) S h) - i)
J. X% +4x+9 _{Ox2+2x+2 { Zax
+00 0 +00 1
2. 2) |3 b [d 0 [—5—ar
1 5 X . xIn”x
1
+00 ) +00 arctg x +00 e_;
d) J- xe " dx e) J. 5 dx f) J. 5 dx
. 0 1+x B
iy arctgzx i 2
g) dx h) 1) xe ¥ dx
J;O 1+ x2 I «/x — !;
1 2 1
dx dx
3. a) [— b ) [lnxdx
e oV2—x 0
27 4 1
dx dx
d | 3= e) f)
ke Jeu IJI =

Ef ***** o
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Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

T
1 4 2
X dx dx
4. a) J. dx b) J-— c) J.z—
oV1—x2 o Sinxcos.x 0 X" —4x+3
z
i [t 0]
d) |xlnxdx e) f) tgx dx
0 1 arcsin x 1-x? 0
2

Vysledky uloh k samostatnému reseni

1. a) diverguje; b) 1; c¢) diverguje; d) %; e) %; f) %3; 2) %5; h) 7; i)In2.
2. 2) ——: b)diverauje: ¢ 1; d) 0: e)ﬁ- f1-1: )”—3- hy Z: i) -1 3 )2
"7 18In3’ sUe 95 787 TS 20 T2

b) 2\/5; ¢c) —1; d) %; e) diverguje; f) 7. 4. a) 1; b) diverguje; c) diverguje; d) —%;

e) In3; f) diverguje.

Kontrolni test

2

1. Rozhodnéte, zda nevlastni integral JzL je
0X —4x+3
a) 1. druhu a rovna se 3, b) 2. druhu a diverguje,
¢) 2. druhu a rovna se 3, d) 1. druhu a diverguje.
T4
2. Rozhodnéte, zda nevlastni integral j al 2 dx je
1 x
. 1 ., 1
a) 1. druhu a rovna se 3’ b) 2. druhu a rovna se 3’
¢) 1. druhu a diverguje, d) 2. druhu a diverguje.
o0
< - , dx .
3. Rozhodnéte, zda nevlastni integral J. ————J¢
o X +2x+2
a) 2. druhu a diverguje, b) 1. druhuarovndse 7,
¢) 2.druhuarovna se r, d) 1. druhu a diverguje.

Ef e
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Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

1
0 e;
4. Rozhodnéte, zda nevlastni integral I—3dx je
aq*
. . , 2
a) 1. druhu a diverguje, b) 1. druhu arovnd se ——,
e
¢) 2. druhu a diverguje, d) 2. druhu a rovna se —z.
e
Y ox [ , ? dx
5. Vypoctéte nevlastni integral J' 5 -
R
a) ﬁﬂ', b) —ﬁﬂ', c) Z, d) diverguje.
6 6 2
“ox . T dx
6. Vypoctéte nevlastni integral j—
J2 xV -1
a) z, b) diverguje, C) —z, d) 0.
4 4
0 2
7. Vypoé&téte nevlastni integral I xe * dx.
—00
a) l, b) —l, c¢) diverguje, d) 0.
2 2
2
—T
3
8. Vypoctete nevlastni integral J- tgxdx.
z
2
a) 0, b) In2, c¢) diverguje, d) —In2.
1
¢ dx
9. Vypoctéte nevlastni integral j 3
oXIn“x
a) 0, b) -1, c) diverguje, d) 1.
10. Vypoctéte nevlastni integral TL
23(4-x)°
a) —63/2,  b) diverguje, ¢) 0, d) 632.
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Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

Vysledky testu

1.b); 2.¢); 3.b); 4.d); 5.a); 6.a); 7.b); 8.¢); 9.d); 10. a).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné v 8 ptipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opacném piipadé¢ je tieba prostudovat kapitolu 2.5 znovu.

Shrnuti lekce

RozliSujeme dva druhy nevlastnich integralt. Jednak miZe byt integral nevlastni kvili
tomu, Ze je integrani obor neohrani¢eny (nevlastni integraly prvniho druhu) nebo neni na
integracnim oboru ohranicend integrovana funkce (nevlastni integraly druhého druhu). Je-li

funkce f(x) definovana na intervalu a <x<b, be R zprava otevieném a integrovatelna na

kazdém dil¢im uzavieném intervalu <a,c>, ¢<b, pak definujeme nevlastni integral

+00 C

prvniho druhu J. f(x)dx= lim I f(x)dx na intervalu <a,), resp. nevlastni integral
. e+
b c

druhého druhu _[ f(x)dx = lim I f(x)dx pro funkci f(x) neohrani¢enou pro x —>b" .
u cob

Analogicky se zavedou nevlastni integraly na zleva otevieném intervalu a < x<bh, ae R.

Ef ****‘ o
* *
*

4




Matematika Il 3. APLIKACE URCITEHO INTEGRALU

3. APLIKACE URCITEHO INTEGRALU

V matematice, ale zejména v pfirodnich a technickych védach, existuje nepteberné
mnozstvi problému, pfi jejichz feSeni je nutno tim ¢i onim zplsobem pouzit integralniho
poctu. V této kapitole uvadime strucny prehled téch nejbéznéjsich aplikaci ur€itych integralt
v geometrii a ve fyzice.

Budeme se zabyvat vypoctem délek, obsahii a objemti. BEhem dosavadni Skolni dochazky
jste si vytvofili jistou intuitivni predstavu, co je to délka kifivky, obsah néjakého
geometrického obrazce ¢i objem télesa. Sezndmili jste se se vzorci pro vypocet délky tsecky
nebo kruznice, dovedete vypocitat obsah trojuhelnika, obdélnika, ¢tverce, kruhu, objem
krychle, kvéadru, jehlanu, koule a dalSich obrazct ¢i téles.

Jisté mate predstavu, ze pravidelny pétithelnik ma urcity obsah, i kdyZ neznate vzorec
pro jeho vypocet. Dovedete vSak tento pétithelnik rozlozit na kone¢ny pocet trojuhelnika a po
ur¢ité ndmaze byste vypocitali obsah pétiuhelnika jako soucet obsahl téchto trojuhelniki.
Vznika otazka, jak definovat obsahy obecnéjSich obrazcti, které nelze rozlozit na konecny
pocet trojuhelnik.

Vzhledem k urceni a rozsahu téchto studijnich materiald neni mozné piesné zavést pojmy
délka, obsah a objem. Preciznim zavedenim téchto pojml se zabyva teorie miry, coz je
pomérné narocnd matematickd partie. Pro potfeby inzenyrské praxe vystacime
s jednoduchymi objekty, kde je intuitivné jasné, Zze maji ur¢itou délku, obsah, resp. objem.

Budeme se zabyvat vypoctem téchto velicin.
Pti feSeni geometrickych a fyzikalnich uloh postupujeme ve dvou krocich:

1. Prevedeme feSeni ulohy na vypocet urcitého integralu.
2. Tento urcity integral vypocitame.
3.1. Obsah rovinné oblasti

Cile

Seznamite se se zadkladni aplikaci urcitého integralu — vypoctem obsahu kiivocarého

lichobéznika a obsahu slozitéjsich rovinnych oblasti.

Efm -145-
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Predpokladané znalosti

Predpokladame, ze jste si prostudovali zavedeni pojmu urcity integral (kapitola 2.1), kde
je vypocet obsahu kiivocarého lichobéznika uzity jako motivace zavedeni urCitého

integralu. Dale ptedpokladame, Ze znate zakladni metody vypoctu urcitého integralu.

Vyklad

o=

Véta 3.1.1.

Necht je funkce f(x) integrovatelna na intervalu < a,b > a je na ném nezaporna. Pak
pro obsah kfivocarého lichobéznika ohrani¢eného shora grafem funkce f(x), pfimkami

x=a, x=>b aosou x plati

b
P:If(x)dx.

Dukaz:

Tvrzeni plyne z definice Riemannova urc¢itého integralu (definice 2.1.2).

b
P= j’ £ (x)dx

Ya

-
>

0 a b

Obr. 3.1.1. Obsah kiivoc€arého lichobéznika pro nezapornou funkci ( f(x)>0)

Uvedeny vztah pro obsah kiivocarého lichobéZnika plati pro nezapornou funkei f(x)
na intervalu <a,b>. Z definice urcité¢ho integralu je ziejmé, ze pro funkci f(x), ktera je

b
naopak na intervalu < a,b > nekladna ( f(x) <0), bude urcity integral f f(x)dx <0, a proto

a

obsah ktivocarého lichobéznika ohrani¢eného zdola grafem funkce f(x), pfimkami x=a,

b b
x=b aosouxbude P= —jf(x)dx:_“f(x)|dx (obr. 3.1.2).
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_V ~

J)

0

Obr. 3.1.2. Obsah kiivocarého lichobéznika pro nekladnou funkci ( f(x)<0)

V obecném ptipadé¢ miize funkce f(x) libovolné ménit znaménko. Pii vypoctu obsahu
plochy ohranicené grafem funkce f(x) a osou x na intervalu < a,b > je nutno brat ¢asti nad

b
osou x kladn¢ a casti pod osou x zaporn€. Pokud bychom vypocetli integral I f(x)dx na

a

celém intervalu, odecitaly by se kladné a zaporné ¢asti (obr. 3.1.3).

Obr. 3.1.3. Obsah plochy mezi osou x a grafem funkce f(x) se znaménky

Vétu 3.1.1. mizeme zobecnit na ptipad, kdy je obrazec zdola ohranicen dalsi funkci

g(x).

Véta 3.1.2.
Necht jsou funkce f(x) a g(x) integrovatelné a plati g(x)< f(x) pro kazdé

x €< a,b > . Pak pro obsah kiivocarého lichobéznika ohrani¢ené¢ho zdola grafem funkce

g(x), shora grafem funkce f(x) apfimkami x=a, x=>b plati

b
P=[(f(x)-g(x)dx.
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Dikaz:

Jsou-li ob¢ funkce f(x) a g(x) nezaporné, je obsah uvazovaného kiivocarého
lichobé&znika roven rozdilu obsahu plochy pod grafem funkce f(x) a obsahu plochy pod
grafem funkce g(x), viz obr. 3.1.4.

b b b
P= [ f(x)dx~ [ g(x)dx = [(f(x) - g(x)) dx

a

y=fx)

y=g(x)
a b

=W

b b b
[ 7 (x)ake [ gty [ (10— g(x))a

a

Obr. 3.1.4. Obsah plochy mezi funkcemi g(x) a f(x) naintervalu < a,b >

Obecné by mohly funkce f(x) a g(x) protinat osu x (¢ast obrazce by leZela pod osou x).
V tomto piipad€ staci k obéma funkcim pficist vhodnou konstantu C, aby byly obé funkce

f(x)+C a g(x)+C nezaporné. Obsah uvazovaného kiivocarého lichobéznika se tim

nezmeéni.

b b b b b b b
P:“f(x)+C]dx—“g(x)+C]dx=If(x)dx+dex—Ig(x)dx—ICdx:J.(f(x)—g(x))dx.
Poznamky

1. Z ditkazu vety 3.1.2 vyplyva, ze pri vypoctu obsahu kiivocarého lichobéznika mezi grafy
dvou funkci g(x) < f(x) neni diilezZité, zda tento obrazec nebo jeho cast lezi pod osou x.

2. Veta 3.1.1 je specialnim pripadem vety 3.1.2 pro g(x)=0.

Grafem funkce y = f(x) je kiivka. Tato funkce (kfivka) mize byt dana parametrickymi
rovnicemi x =¢@(t) a y=y(t) pro t e<a,f >. Proménnou ¢ nazyvame parametr (ve fyzice
miva obvykle vyznam casu a funkce ¢(¢) a y(f) mohou udavat x-ovou a y-ovou soufadnici

pohybujiciho se bodu). Pro vypocet obsahu kiivocarého lichobéznika (obr. 3.1.1)
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ohrani¢en¢ho funkci danou parametrickymi rovnicemi mizeme modifikovat vétu 3.1.1

nasledujicim zptisobem:

Véta 3.1.3.
Necht’ funkce f je dana parametrickymi rovnicemi x = ¢(¢) a y =w/(¢), pficemz funkce
o(t) a w(t) jsou spojité pro t e< a, > . Je-li funkce ¢(¢) ryze monotonni a ma spojitou
derivaci na intervalu < a, f >, pfiCemz ¢(a) =a a ¢(f)=>b, pak pro obsah kiivocar¢ho

lichobéznika ohrani¢eného shora grafem funkce f, pfimkami x =a, x=5b a osou x plati

B
P=|[y)¢'@t)d|.

a

Dukaz:

Je-1i funkce x = ¢(¢) ryze monotonni na intervalu < «, >, pak k ni existuje inverzni

funkce ¢ = (0_1 (x) . Rovnici kfivky mizeme proto psat ve tvaru y = l//((p_l (X)) =f(x).

Uvazovana plocha bude mit obsah

P=

b
[ f(ax

b
[v (o™ (x)ax
a
Odtud substituci x = ¢(t), ze které plyne dx = ¢'(¢)dt , dostaneme

A
P=|[y ¢ @t)d|.

Resené ulohy
Priklad 3.1.1. Vypoctéte obsah rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkou y =6x — x2
a osou x.
Reseni:
U piikladi tohoto typu je dobré si udélat nacrtek. Je zaddna kvadraticka funkce, tedy
grafem bude parabola. Nejprve upravime rovnici paraboly, abychom nalezli jeji vrchol.
y=6x—x> =—(x> —6x)=—(x—3)>+9. Zrovnice y—9=—(x—3)> je zfejmé, e vrchol

paraboly je vbodé¢ ¥V =(3,9) a ramena paraboly budou orientovana smérem doli

Efm -149-
4




Matematika Il 3.1. Obsah rovinné oblasti

(obr. 3.1.5). Resenim rovnice 6x—x> =0 dostaneme praseciky dané paraboly s osou x:

a=0ab=6.

'Y

y=06x—x

S 4

/0

Hledany obsah je

.——""'g:

Obr. 3.1.5. Graf funkce y = 6x— x>

6 3 6
P:J‘(6x—x2)dx:|:3x2—%} =108-2-36=136.
0 0

Priklad 3.1.2. Vypoctéte obsah rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkou y = xsinx,

osou x a pfimkami x=0, x=37.

ReSeni:
Na intervalu <0,37 > je x>0, avSak funkce sinx bude ménit znaménko. Proto bude

xsinx>0 pro xe<0,7>, xsinx<0 pro xe<z,27z> a xsinx>0 pro xe<27,37>

(obr. 3.1.6).

Y

y=xsinx

Obr. 3.1.6. Graf funkce y = xsinx

Hledany obsah bude sestavat ze tii ¢asti:

L
= -"‘i



Matematika Il 3.1. Obsah rovinné oblasti

T 27 3z
P=jxsinxdx—j xsinxdx+j xsinx dx.
0 T 2

Potiebnou primitivni funkei k funkci y = xsin x nalezneme metodou per partes:

) u'=sinx v=x
jxsmxdx=

, =—xcosx+jcosxdx:sinx—xcosx.
u=-—cosx v =1

Dosadime ptisluSné meze:

P= [sin X —XCOS x]g - [sin X —Xxcos x]i;Z + [sin X —Xcos x]gz =

= [0—7[(—1)—0+0]—[0—27z—0+7r(—1)]+[0—37[(—1)—O+27r] =m+37x+57=9r.
Priklad 3.1.3. Odvod’te vzorec pro vypocet obsahu kruhu o poloméru R.

Reseni:

Vzorec pro vypocet obsahu kruhu jist¢ znate uz ze zakladni skoly. Dosud jste vSak neméli

dostate¢né znalosti, abyste mohli dokazat platnost tohoto vzorce. Stted kruhu umistime do

pocatku, coz nema vliv na obsah kruhu. Rovnice hrani¢ni kruznice bude 2 y2 =R>.

Pro jednoduchost vypocteme obsah jedné cEtvrtiny kruhu lezici v prvnim kvadrantu a

potom vysledek vynasobime Ctyfmi. Pro xe<0,R > zrovnice kruZnice dostaneme

y=\]R2— 2.

Vv

x Obr. 3.1.7. Obsah ¢tvrtiny kruhu

R
Pro obsah celého kruhu bude platit P=4I\/R2—x2dx. Podobny integral jsme jiz
0

pocitali. Podivejte se na piiklad 1.4.7. Pouzijeme substitu¢ni metodu:

L
= r"*i



Matematika Il 3.1. Obsah rovinné oblasti

substituce: -
R X = Rsint 2
P=4I\/R2—x2dx=dx:Rcostdt :4j\/R2—stin2tRcoszdt=
0 P 0
0—~0, R>—
2
z i z z
22 [ .2 22 2 221+c082t 22
=4R '[ 1—sin“ ¢ costdt =4R J-cos tdt=4R JTdt=2R I(l+cosZt)dt=
0 0 0 0
i
=2R2[t+smzt}2 =2R2F—0}=7m2.
2 1y 2

Poznamka

29 7 % Pl 2 . g . 207G o T .
Pri uprave (vypocet odmocniny \/ 1—sin’¢ = \/ cos’ ¢ ) jsme vyuzili toho, Ze pro x €< 0,5 > je

cosx=>0 .

Priklad 3.1.4. Vypoctéte obsah rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkami

1+x
ReSeni:

bude vzdy kladna a nejvétsi hodnoty nabude pro x=0.

Je zfeymé, Ze funkce y = 3
I+x

Grafem druhé funkce je parabola (obr. 3.1.8).

J'} n

1 ay=
1+x2

= -’*'i

2
Obr. 3.1.8. Obrazec ohrani¢eny kiivkami y = %
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Nejprve musime nalézt praseciky danych kiivek. ReSime rovnici

2
1
=X Po upraveé dostaneme ex?o2=0 , tedy (x2 — 1)(x2 +2)=0.

1+x2

Uvedena rovnice ma dva realné koteny x; =—1a x; =1.

Podle véty 3.1.2 je obsah oblasti ohrani¢ené danymi kiivkami roven

1 2 1 ) 3 1
P:,[ ! 2 - dx:ZI 1 z_x_ dx=2 arctgx—x— :2(£_lj:£_l'
1+x 2 1+ x 2 6 0 4 6 2 3

-1 0

Poznamka

Vyuzili jsme toho, Ze oblast je soumérnd podle osy y (integrand je sudd funkce).
Priklad 3.1.5. Vypoctéte obsah rovinného obrazce ohrani¢eného osou x
a jednim obloukem prosta cykloidy.
Reseni:
Prosta cykloida je kiivka, kterou opisuje bod pevné spojeny s kruznici o poloméru a pii

kotéleni kruznice po ptimce (obr. 3.1.9). Tato cykloida ma parametrické rovnice:
x=a(t—sint), y=a(l—cost), teR.

Prvni oblouk cykloidy dostaneme pro parametr ¢ €< 0,27 >.

‘I N
e
el ™
/’, \\\
! \
/
{ a (
' - i
! {
\ ;
\, /
\“'-. e J\:‘
0 2na

Obr. 3.1.9. Prvni oblouk cykloidy

Protoze dx =a(l-cost)dt, dostaneme z véty 3.1.3

2z 2z 2r
P= I a(l—cost)a(l—cost)dt = a? j (I-cos t)zdt =a’ J (1-2cost+ cos’ t)dt =
0 0 0
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2z 1+cos2¢ t sin2t 27
— a2 J- (1-2c0st +———\it = a° {t—2sint+—+ } — 42 [27+7]= 37a? .
2 2 0
0
Poznamka

Body wuvniti kruznice by pri kotdleni kruznice po primce opisovaly zkrdcenou cykloidu a
myslené body vné tzv. prodlouzenou cykloidu. Cykloida se v prirode a technice objevuje na
necekanych mistech a v riznych zajimavych souvislostech. Napriklad viny na vodeé maji tvar
cykloidy, s oblibou se vyuzivaji cykloidialni ozubena kola v prevodovkach, cykloida snese
nejvetsi zatizeni, coz ma vyuziti v mostnich a tunelovych konstrukcich (nové tunely prazského

metra, tunel Mrazovka), ddle je uzivan cykloidialni vyrez na carvingovych lyzich.

Kontrolni otazky

1. Uvedte vzorec pro vypocet obsahu obrazce ohrani¢eného osou x a grafem funkce

v = f(x), ktera protina osu x ve dvou bodech.

2. Jak se lisi vztahy pro vypocet obsahu kiivocarého lichobéznika ohraniceného grafem

funkce f(x), pfimkami x=a, x=»b a osou x pro nezdpornou a pro nekladnou funkci

f(x)?
3. Jak vypocitdme obsah rovinného obrazce ohraniceného dvéma funkcemi g(x) < f(x) ?.

4. Jak vypocitame obsah rovinného obrazce ohrani¢eného dvéma funkcemi, pokud celd
oblast lezi pod osou x (). g(x) < f(x)<0)?

5. Jak vypocitate obsah obrazce ohrani¢eného funkci y =sin2x aosoux pro x €<0,27 >.
6. UrCete parametr k£ tak, aby obsah oblasti ohrani¢ené parabolou y=x- x> a ptimkou
9
y =kx byl roven 5

7. Odvod’te vzorec pro vypocet obsahu elipsy o poloosach a a b. (Parametrické rovnice této

elipsy jsou x =acost, y=bsint, t €<0,27 >).

Ulohy k samostatnému feseni
1. Vypoctéte obsah rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkami

a) y:4—x2; y=0 b) y:6x—x2; y=0

Efm -154-
4




Matematika Il 3.1. Obsah rovinné oblasti

C) y:4—x2; y=x2 d) y=—x2+4x—2; x+y=2
¢ y=x"-2x y=x H y=x" x=y°
_,2 ) _ 3.

g y=x"-x-6, y=—x"+5x+14 hy y=x; y=4x
: : ps
1) xy=4;, x+y=5 ) y=tgx; y=0; x:z

. 2x X .
k) y=sinx; y=— ) y=e; y=e; x=In2

T

2. Vypoctéte obsah rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkami

a) y:lnzx; y=Inx b) y=sinx; y=cosx; ng; x=37ﬁ
X2 8
c) y=arcsinx; y=0; x=0; x=1 d) y=—; y= :
4 x“+4
x 3 2
e) y=2"; x=-1; x=0; y=0 ) y=2x7; y=—; x—-y=1L x>0
X

3. Vypoctéte obsah rovinného obrazce ohrani¢eného
a) parabolou y = X2 —2x+2 , jeji te€nou v bod¢ (3,5) a soufadnicovymi osami.
b) kfivkou y=e”, jeji te¢nou v bodé (0,1) a piimkou x =-1.

3

c) grafem funkce y=x +x% —6x pro -3<x<3 aosou Xx.

d) parabolou y = x> —6x+8 a jejimi te€nami v bodech (1,3) a (4,0).
4. Vypoctéte obsah rovinného obrazce ohrani¢eného osou x a kiivkou zadanou
parametrickymi rovnicemi
a) x=3t2,y=3t-1; —-3<t<\B
b) x=2sint,y=2cost; 0<t<x x=2sint, y=2cost; 0<t<rx
¢) x=2(t-—sint),y=2(1-cost); 0<¢<2rx

d) x=3sin3t,y=3cos3t; 0<t<rx

e) x=2t—12,y=2t>—1; 0<t<2.
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Vysledky uloh k samostatnému feseni

32 16v2 9 9 1 343 15 In2
1.2) —; b)36; ¢)——; d)—; e)—; ) —; —; h)8&; i) —-8In2; j) —;
) 3 ) ) )2 )2 f) 3 g) 3 ) ) 5 ) 5
2-Z: Dl 2. a)3-¢; b)V2Z: 9 F-1: dr-2: ©——: fLli2n2
2’ 20 ’ ’ 2 3’ 2In2’ 2 '
3 a)é‘ b)l—l‘ c)g‘d)g 4 a)w'b)br‘c)uﬂ‘ d)m—”'e)l
T8 T2 el T3 g T 5 7 ’ ’ 8 ~ 15

Kontrolni test

1. Vypoctéte obsah rovinné oblasti ohrani¢ené kiivkami xy=6 a x+y—-7=0.
a) 3—5—61n6, b) £+61n6, c) £—1n6, d) 3—5+ln6.
2 2 2 2

2. Vypoctéte obsah rovinné oblasti ohrani¢ené kiivkami y = x> —8x+14 a

y:—x2+4x+14.
a) 144, b) 72, c) 36, d) 108.

3. Vypoctéte obsah rovinné oblasti ohrani¢ené kiivkami y2 =2x+lax-y—-1=0.

14 29 28 16

a) —, b) —, c) —, d —.

) 3 ) 3 ) 3 ) 3

4. Vypoctéte obsah rovinné oblasti dané nerovnostmi X2+ y2 <8a2ly> X2

a) z+7r, b) i+27r, c) —§+27r, d) §+2ﬁ.
3 3 3 3

. . eyt . 2
5. Vypoctéte obsah rovinné oblasti ohranicené kiivkami y =tgx, y= ECOS xay=0.

a) l—lnﬁ, b) l—ln2, c) lJrlnﬁ,d) l+1n2.
3 2 3 3 2 3
6. Vypoctéte obsah rovinné oblasti dané nerovnostmi y <4, X2z ya X2 <4 V.
a) ?, b) 20, c) 40, d) ?

7. Vypoctéte obsah rovinné oblasti ohrani¢ené kiivkami y =arctgx, y =arccotgx a x=0.

Vd Vd Vd
a) In2, b) —+In2, c) —, d) ——In2.
) ) 5 ) 5 ) 5

Efm -156-
4




Matematika Il 3.1. Obsah rovinné oblasti

8.  Vypoctéte obsah rovinné oblasti ohrani¢ené kiivkami

k :x=acost, y=>bsint, k,:x=bcost, y=bsint, a>b >0 konst., pro
T
te<——,=—>.
2°2
a) zh(a—b), b) za(a—b), 0) %b(a—b),d) %(a—b).
9. Vypoctéte obsah smycky kiivky x = 3t2, y=3t —t3, —J3<r<A3.

) —f b) —f ) —f d) —f

. v, o . |
10. Vypoctéte obsah rovinného obrazce ohrani¢ené¢ho kiivkami y = % ay=xlnx.
X

3 1,9 1 3
a) —+—(In“2+In2), b) =In2(1+In2)——,
) T 8( ) ) 2 ( ) T
3 3 1 2
¢) —+—(In?2-1n2 , d) ——=(In2+1In“2).
) T ( ) ) T 8( )
Vysledky testu

l.a); 2.b); 3.d); 4.b); 5.¢); 6.d); 7.a); 8.¢); 9.b); 10.d).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné v 8 ptipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opa¢ném piipadé je tieba prostudovat kapitolu 3.1 znovu.

Shrnuti lekce

b
Z definice Riemannova urcitého integralu vyplyva, ze integral j- f(x)dx pro nezapornou

a
funkci f(x) na intervalu <a,b> dava obsah kiivocarého lichobéznika ohrani¢ené¢ho shora
grafem funkce f(x), pfimkami x=a, x=>b a osou x. Jestlize funkce f(x) na uvedeném

intervalu protind osu x, je nutno rozdélit obrazec na ¢asti nad osou x a na ¢asti pod osou x, kde
jsou hodnoty urcitého integralu z dané funkce zaporné. Pti vypoctu obsahu rovinného obrazce

ohrani¢en¢ho zdola grafem funkce g(x) a shora grafem funkce f(x) pro xe<a,b> neni

dualezité, zda obrazec nebo jeho ¢ast lezi pod osou x.
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3.2. Délka oblouku kFivky

3.2. Délka oblouku kFivky

Cile

o=

Predpokladané znalosti

Seznamite se s dalsi aplikaci ur¢itého integralu — vypocétem délky kiivky.

Predpokladame, Ze jste si prostudovali zavedeni pojmu urcity integral (kapitola 2.1). Déle

piedpokladame, Ze znate zakladni metody vypocétu urcitého integralu. Budeme také

pouZivat parametrické rovnice kiivky.

Vyklad

M¢jme ¢ast rovinné kiivky dané rovnici y = f(x) pro a<x<b (obr. 3.2.1). Zajima nas,

jaka je délka teto krivky.

Predpokladejme, Ze jsou funkce f(x) a jeji derivace f'(x) spojité na intervalu <a,b>.

Budeme postupovat analogicky jako pii zavedeni Riemannova uréitého integralu (kap. 2.1).

Kiivku nahradime lomenou carou, kterd se bude skladat z n uUsecek (obr. 3.2.1).

Z Pythagorovy véty bude delka i — té Usecky rovna

As; :\/(Axi)2 +(Ayi)2 . Norma déleni bude v(D,) = max
i=1

.....

AXi .
n

Délka celé kiivky bude priblizné rovna souétu délek jednotlivych Usecek:

n
s~ Y As;.
i=1

Y oa

0

Obr. 3.2.1. Aproximace kiivky y = f(x) lomenou ¢arou

k%
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Je ziejmé, Ze pro zvétSujici se pocet dilcich Usecek budeme dostavat presnéjsi aproximaci
délky oblouku kiivky. Pro n — co a normu déleni v(D,) — 0 bude Ax — dx, Ay — dy apro
délku uvaZzované kiivky dostaneme:

b
= [N(@x)? + (dy)*

a

Jelikoz f'(x) =% (Matematika I, ¢ast Il, kapitola 3.6), snadno vztah upravime na tvar
X

b b 2 b 2 b
s=j\/(dx)2+(dy)2 = 1+$V;2 dx=L/1+(%} dx=j«/l+[f’(x)]2 dx
a a X a a

Véta 3.2.1.
Necht je funkce f(x) definovana na intervalu <a,b > a méa zde spojitou derivaci. Pak
délka této kiivky
b

= [\1+[ 0]

a

Ktivka nemusi byt vZdy zadana explicitni funkci y= f(x), maZe byt dana rovnéz
parametrickymi rovnicemi

X=pt), y=w({), te<a,f>.

Kiivku si muZzeme predstavit jako trajektorii, kterou urazi bod, ktery se v ¢ase spojité
pohybuje vroving. Spojite funkce ¢(t) a w(t) udavaji x-ovou a y-ovou souiadnici
pohybujiciho se bodu. Délka takové ktivky je z fyzikalniho hlediska vlastné dréha, kterou bod

urazi od okamziku « do okamzZiku 2.

Véta 3.2.2.
Necht je kiivka dana parametrickymi rovnicemi x=gp(t), y=w(t), te<a, S >, piicemz

funkce ¢(t) a w(t) maji spojité derivace na intervalu < «, § > . Pak je délka teto krivky

s—N[co(t) ' oF
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Dikaz: Funkce o(t) a w(t) maji spojité derivace na intervalu < «, 8 >, pak plati

dx = ¢'(t)dt a dy =y/'(t)dt. Dosazenim do vztahu

b i p
s= [y(d0? +(dy)? = | \/[(p’(t)dt]z +Hywat)” = | \/[(p'(t)]2+[l//'(t)]2 dt
a (24 o

dostaneme tvrzeni véty.

Poznamka

Libovolnou funkci y= f(x), xe<a,b>miZeme snadnou parametrizovat, kdyZ poloZime
x=t, y=1f(), te<a,b>. Jelikoz ¢'(t)=1, vidime, Ze tvrzeni vety 3.2.1 je specialnim

pripadem veéty 3.2.2.

NV

l|\\

Resené ulohy

Priklad 3.2.1. Vypoctéte délku semikubické (Neilovy) paraboly y2 = x° na intervalu

<0,1>.
Reseni:
3 3
Krivka se sklada ze dvou ¢asti y =x2 a y=-x2 symetrickych podle osy x (obr.3.2.2).
Yo
0] "l x

Obr. 3.2.2. Graf semikubické paraboly y2 =x3 pro xe<0,1>

Délka bude rovna dvojnasobku délky ¢asti nad osou x. PouZijeme vztah z véty 3.2.1, kde

3 3 1
f(x)=x2 a f’(x):§x2.
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1
3 3
1 i 4
s=2] he 2w ax=22. 4 (10 22| =28 (13)2 1|10 B8 a3 4],
0 4 39 4 27|\ 4 27| 8
0
Poznamka
Integral pro vypocet délky krivky obsahuje odmocninu. Proto se ndm i pro jednoduché funkce

stane, Ze neumime prislusny integrél vypocitat. V takovem pripade bude nutno pouzit néjakou
numerickou metodu nebo nektery matematicky program (naps. Derive, Maple, Mathematica).

Priklad 3.2.2. Vypoctéte délku kruznice o poloméru r >0.

Regeni:
Bez Gjmy na obecnosti uvazujme kruzZnici se sttedem v po¢atku. Rovnice této kruznice je

2 2 2

X +y2=r2. Odtud y=+Vr°—x°, ptricemz xe<-r,r>. Vezmeme rovnici horni

pulkruznice y =-+v r’-x% a vypocitdme jeji derivaci y' = X __ Problém je vtom,
r? —x?

Ze derivace neni definovana pro x=r a x=-r. Piedpoklady véty 3.2.1 nejsou tedy

spinény.

Snadno najdeme parametrické rovnice kruznice. Z definice funkci sinus a kosinus ur¢ime

polohu libovolného bodu A =(x,y) leZiciho na kruznici (obr. 3.2.3).
Y 4

rsint

Obr. 3.2.3. Odvozeni parametrickych rovnic kruznice

Hledané parametrické rovnice kruznice budou:

X=rcost, y=rsint, te<0,27>.

Ménime-li Ghel t od nuly do 27, obéhne bod A celou kruznici. Pro vypocet délky
KruZnice pouzijeme vétu 3.2.2.

Jelikoz ¢'(t) = (rcost) =-rsint a y'(t) = (rsint)’' =rcost , dostavame
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2 2o or
s= | \/[‘rSi”t]Z+[rC°St]2 dt = j\/fz(sinzwcoszt) dt= [ r dt = r[t]" = 2.
0 0 0

Priklad 3.2.3. Vypoctéte délku asteriody.

Redeni:
Asteroida je zvlastnim piipadem hypocykloidy. Hypocykloida je cyklicka krivka, kterou
vytvoii bod pevné spojeny s kruznici, kterd se vali (kotali) po vnitini strané nehybné

kruznice. Asteroidu dostaneme v pripadé, kdy se kruznice o poloméru r :% (na obr.

3.2.4 ¢ervena) kotali po vnitini strang kruZnice poloméru R=a.

)

Obr. 3.2.4. Asteroida

Parametrické rovnice asteroidy jsou
Xx=acost, y:asinst , te<0,27>.

ProtoZe asteroida je symetricka podle obou souradnicovych os, stac¢i, urcime-li délku jeji
jedné ¢tvrtiny v prvnim kvadrantu, tj. pro te< 0,%>. Tim se také vyhneme problémam se

znamenky goniometrickych funkci sinus a kosinus v dalSich kvadrantech. Vypocteme
derivace parametrickych rovnic a dosadime do vztahu ve véte 3.2.2.

X' = 3acos? t(-sint),

y':3asin2tcost,

2 2
\/[—3acosztsint} +[3asin2tcost} dt = \/9a2(cos4tsin2t+sin4tcoszt)dt:

S
4

o Ny
o Ny

T T

2 2 3a
:BaJ' \/sinztcoszt(coszusinzt) dt = 3aj'sintcost dt=—
0 2

0
Ef“ -162-
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T
:3_a[_ cosZt}z =—3—a(COSﬂ—COSO) :_3_a(_1_1) :3_a.
2 2 g 4 4 2

Délka celé asteroidy je tedy s= 43?a =6a.
Poznamky
1. Pri integraci jsme pouZili zndmy vztah sin 2t =2sintcost.

2. Vztah pro vypocet delky krivky dané parametrickymi rovnicemi lze snadno rozsirit i na
prostorové krivky. Pribude pouze treti souradnice bodu krivky. Krivka bude mit parametrické

rovnice
x=p), y=y(), z=4(t), te<a,p>.

Pro jeji délku bude (za predpokladu spojitych derivaci ¢'(t), w'(t), £'(t)) platit

s
s= [loOF + [y OF +[¢ O ot

Podrobnéjsi informace naleznete v Matematice 111 v kapitole Krivkovy integral.

Priklad 3.2.4. Vypoctéte délku elipsy.
Regeni:
Vzorec pro vypocet obsahu elipsy jste si jiZz odvodili v kapitole 3.1. (Kontrolni otazka.)
Elipsa s poloosami a, b ( predpokladejme 0 <a <b, obr. 3.2.5) ma parametrické rovnice
x=acost, y=bsint, te<0,27 >,

pokud vedlejSi poloosa leZi v ose x a hlavni poloosa v ose y.
Y 4

-,
R T

e
.,
.
.,

Obr. 3.2.5. Elipsa o poloosach a, b
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ProtozZe elipsa je symetrickd podle obou soufradnicovych os, staci, ur¢ime-li délku jeji
jedné ctvrtiny v prvnim kvadrantu, tj. pro te< 0,% >. Vypocéteme derivace parametrickych

rovnic a dosadime do vztahu ve véts 3.2.2.

x'=-asint,
y'=bcost,
3 r
s 2 2 2. (22 2.2
Z:j\/[—asint] +[bcost] dt:j\/a sin“t+b“cos” tdt =
0 0

3

T
2222522225b2—322
Ja?sint+b?(1-sint)dt = [ yb% - (b7 ~a?)sintdt =b | ,[1- 7 sin’ t =

0 0

Il
o NN

[ 22 : . b?-a? o,
1-k“sin“tdt, kde jsme oznacili =k*.

=b

O —aN Y

T

2
Délka celé elipsy bude s =4b 1-k?sintdt .
0

Problém spocivd v tom, Ze primitivni funkci nelze vyjadiit pomoci kone¢ného poctu
elementarnich funkci. Podivejte se na kapitolu 1.7. Pro konkrétni hodnoty a a b bude nutno
pouzit vhodnou numerickou metodu nékterého matematického programu (napi. Derive,

Maple, Mathematica).
Poznamka

@
Integral typu E(k, @) = I\/l—kzsinzt dt je oznacovan jako elipticky integral druhého druhu,
0

nebor je jim vyjadrena délka elipsy.

Kontrolni otazky

1. Uvedte vztah pro vypocet délky kiivky y = f (x) pro xe<a,b>.

2. Uvedte vztah pro vypocet délky kiivky dané parametrickymi rovnicemi.

= ol




N
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eX +e7X

w

Jaké je délka fetézovky y = pro xe<-11>7?

4. S fetézovkou se mazeme setkat v architektuie. Tvar této kiivky maji samonosné klenby
starych staveb stejné jako nékteré moderni stavby. Zadejte slovo ,fetézovka™ do VaSeho
vyhledavace (napt. Google). Jak vypada graf této kiivky?

5. Jak vypoctete velikost drahy, kterou urazi bod od t=0 do t=3 pii pohybu po kiivce

dané parametrickymi rovnicemi x = 5t2 y= t32
6. Sestavte integral pro vypocet délky paraboly y = x2, 1< x <1. Navrhnéte metodu feseni
tohoto integralu. (Vyuzijte piiklada 2.4.6 a poznamky k prikladu 1.4.8).

7. Sestavte integral pro vypocet délky kubické paraboly y= x>, 0<x<2. ZKuste integral

eSit pomoci neékterého matematického programu (napt. Derive, Maple, Mathematica).

Ulohy k samostatnému Feseni
1. Vypoctete délku kiivky

X —X
a) y:e +2e ; 0<x<3

b) y:arcsinx+\/1—x2; -1<x<1
c) y=Inx; J3<x<+8

d) y=1-In(cosx); 0<x<

IR

e) y2:4x3; 0<x<2; y>0

f) y=|n(1—x2); OSXS%

X2 Inx

=—-—" 1<x<e
gt vy PR

2. Vypoctéte délku kiivky
a) x=2cost,y=2sint; 0<t<nx
b) X = 2C0s°t, y:25in3t; 0<t<2rn

3
=t2,y=t—%; 0<t<+3

Efm -165-
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d) x=(3t-sint),y=3(-cost); 0<t<2rx

e) x=cost+tsint,y=sint—tcost; 0<t<2xr

Vysledky uloh k samostatnému FeSeni

1( 3 1), . 1 3, 3r ). 2 ( [ 43 j 1,
1. a)>|e’~=1|; b)4; c)l+=In>; d)Inftg—|; e) —=|V19°-1]; f)2In3-=;
a)z(e e3J )4 91eoing )n(gsj ©) 27( N 2In3=2

2_
¢ 1. 2. a)2x; b)12; ¢) 2J3; d) 24; e) 272 f) 48.

9)

Kontrolni test
. . x2 1
1. Vypoctéte délku oblouku kiivky y = T_Eln X prol<x<e.

) %(ez—l), b) %(e2+1), 0 %(e2+1), d) %e2+1.

2. Vypoctéte délku oblouku kiivky y =arcsin x +v1— G pro 0<x<1.

a) 242, b) 242(2+1), ¢) 4-24/2, d) 4+4/2.
. . 2+ x5
3. Vypoctete délku oblouku kiivky y = >— bro 1<x<2.
8x
33 33 27
a) — Il b — C 2, d —_—.
) 16 ) 8 ) ) 16

4. Vypoctéte obvod kiivocarého trojahelnika, jehoz strany tvoti oblouky kiivek X% + y2 =6

a5x3:y2.
134 P . /6 134 P . 6
a) — ++/6(=—arcsin—), b) — +2/6(=+arcsin—),
) f(z - ) f(z o)
134 P /6 67 P . /6
C) — +26(=—-arcsin—), d) —+2/6(=—-arcsin—).
) 27 \/_(2 6) ) 27 \/_(2 6)

5. Vypoctste délku oblouku kiivky y = In(1+e*)—In(e* 1) pro In2<x<In5,

a) 4In2+In5, b) 8In2-2In5, c) In%, d) In%.
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6.

7)

8)

9

Vypoctéte délku oblouku kiivky y =21In

5 Pro 0<x<1.

a) In9-1, b) 1+2In3, c) 1-2In3, d) 1+In3.

Vypoctéte délku smycky kiivky x = t2, y :t—%t?’ pro —J3<t<43.

2) 243, b) 43, 0 %Jé d) 83,

Vypoctéte délku jednoho oblouku prosté cykloidy x = a(t —sint), y = a(1—cost),
a> Okonst., (0<t<27 ).

a) 4a, b) 6a, c) 12a, d) 8a.
13

Vypoctéte délku oblouku kiivky x = 3 y= 4—%t2 mezi praseciky s osami soufadnic

v 1. kvadrantu.

26 39 28
a N b — C 9, d .
) 3 ) 5 ) ) 3
10) Vypoctete délku oblouku kiivky x = cost + Intg%, y =sint pro %st s%
1
a) InE, b) 1, c) In2, d) 2.

Vysledky testu

1.b); 2.¢); 3.a); 4.¢); 5.d); 6.a); 7.b); 8.d); 9.a); 10.c).

Praivodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméng v 8 pripadech, pokracujte dalSi kapitolou.

V opac¢ném piipadé je tieba prostudovat kapitolu 3.2 znovu.

Shrnuti lekce

Dalsi moznosti pouziti ur¢itého integralu je vypocet délky kiivky. Z Pythagorovy véty

b
odvodime z&kladni vztah pro vypocet délky kiivky S:I\/(dx)2+(dy)2. Jednoduchou

a
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b
Upravou dostaneme vzorec S = J.\/1+[ f ’(x)]2 dx pro vypocet délky krivky zadané explicitni

a

B
funkci y = f(x), xe<a,b> avzorec s= j\/[¢'(t)]2 +[x//’(t)]2 dt pro délku kiivky, ktera je

a
dana parametrickymi rovnicemi x=¢(t), y=w(t), te<a, >.Problém je vtom, Ze velmi
¢asto neumime integrél, ktery obsahuje odmocninu, vypocitat pomoci elementérnich funkci.
V téchto pripadech nezbyva nez pouzit néjakou pribliznou metodu. Vztah pro vypocet délky
kiivky lze rozSitit i na kiivky v prostoru. Podrobnosti naleznete v textu Matematika |11,
kapitola 4.6.2.
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3.3. Objem rotac¢niho télesa

Cile

Seznamite se s dalsi aplikaci urcitého integralu — vypoctem objemu rotacniho télesa.
Predpokladané znalosti

Ptedpokladame, Ze jste si prostudovali zavedeni pojmu urcity integral (kapitola 2.1). Dale
predpokladame, Ze znate zakladni metody vypoctu urcitého integralu.

Vyklad

Uvazujme kiivocary lichobéZnik ohranieny shora grafem nezaporné funkce f(x),

ptfimkami x=a, x=>b a osou x. Rotaci tohoto kiivo¢arého lichob&éznika kolem osy x vznikne
rotacni téleso. Nasim cilem bude vypocitat objem tohoto télesa.

Vv
AT

y=J(x)

Obr. 3.3.1. Rotace kiivocarého lichobéZznika

Budeme postupovat analogicky jako pii zavedeni Riemannova urcitého integralu (kap.
2.1). Rezy kolmymi na osu x rozdélime rota¢ni téleso na n tenkych platka tloustky Ax

(muzete si predstavit, Ze téleso krajite na krajeci jako Sunku).

1

Obr. 3.3.2. Roziezani télesa na tenké platky
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Kazdy platek miizeme aproximovat valeckem, jehoz podstavou je kruh o poloméru f(&;)
s vySkou Ax; (obr. 3.3.2). Objem i - tého valecku bude AV} = 7zf2 (&)Ax; .
Objem celého télesa bude ptiblizné roven souctu objemu jednotlivych platka (valecki):
n n
Vz;Anzgzﬂ@mw-
i= i=

Cim bude dé¢leni intervalu <a,b> jemnéjsi, tim méné se bude soucet objeml platka

n

ZAVi lisit od objemu daného télesa. Proto objem definujeme jako limitu tohoto souctu pro
i=1

n — o, kdyz zarovenl vSechny délky Ax; — 0. Klademe

b
v =rf*(xdx.

Véta 3.3.1.
Necht je funkce f(x) spojitd a nezaporna na intervalu < a,b > . Pak rotacni téleso, které¢
vznikne rotaci kiivocarého lichobéznika ohrani¢eného shora funkei f(x), osoux a

ptimkami x =a, x =5 kolem osy x, ma objem

b
V= ﬂj F2(x)dx.

Graf nezdporné funkce y = f(x) miiZe byt popsan parametrickymi rovnicemi

x=p(),

y=w(), te<a,pB>.

Je-li funkce x =¢@(¢) ryze monotonni na intervalu <ea,f >, pak k ni existuje inverzni
funkce ¢= (p_l(x) . Rovnici kiivky miizeme proto psat ve tvaru y= g//((p_l(x)) = f(x).

b b
Uvazované rotacni téleso bude mit objem V = 7Z'I f 2 (x)dx= 7Z'jl//2 ((p_l (x))dx .

a a

Odtud substituci x = ¢(t), ze které plyne dx = ¢'(¢)dt , dostaneme

B
v=[v

@'(1)|dt .

o
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Véta 3.3.2.
Necht funkce f je dana parametrickymi rovnicemi x = @(¢), y =y (t), te<a,f >,
pricemz funkce ¢(¢) ma spojitou derivaci na intervalu < «, f > a funkce y(¢) je spojitd a
nezaporna na intervalu < «, > . Pak pro objem rota¢niho télesa, které vznikne rotaci

elementarni oblasti
pa)<x<p(f),
0<y<w(r),

B
kolem osy x, plati V' = I 1//2 (3)

a

'(t)|dr .

_:QE Resené ulohy

Priklad 3.3.1. Ovéite vzorec pro vypocet objemu kuzelu s polomérem podstavy

a vyskou v.
ReSeni:
Vrchol kuZelu umistime do pocatku soufadné soustavy tak, aby osa kuzele splyvala
o v . L r
sosou x. Plast kuzele vznikne rotaci pfimky y=—x kolem osy x pro xe<0,v>
%

(obr. 3.3.3).

Obr. 3.3.3. Objem kuzele

Dosazenim do vztahu z véty 3.3.1 dostaneme
v 2 2V 27 37
r r relx 1
V=7II —X dx=ﬁ—.[x2dx=ﬁ— — =—7rr2v,
0 A% v2 0 vz 3 0 3

coz je vztah, ktery znate z geometrie.
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Priklad 3.3.2. Odvod'te vztah pro vypocet objemu koule o poloméru » > 0.

ReSeni:

2+yZ:r2. Odtud

y==\ 2 —x? , pfiemz xe<-r,r>. Rotaci horni pulkruznice y=+V 2 —x?

dostaneme plast koule.
Y

Rovnice kruznice se stfedem v pocatku a polomérem r je x

»

Obr. 3.3.4. Objem koule

Pro jeji objem bude platit

-
V:ﬁr Vi —x? 2dx:7rr e a’x:27rr 72— x?)dx=2x r2x—£ =
3
Z -

r 0 0

3
=27 r3—r— :im’3.
3 3

Poznamka

Pri vypoctu jsme vyuzili skutecnosti, ze funkce (r2 —x? ) je suda. Podle véty 2.4.2 bude
integral s mezemi < —r,r > roven dvojndsobku integralu s mezemi <0,r>. Je to logické,
nebot objem celé koule se rovna dvojnasobku objemu polokoule.

Pro vypocet objemu koule mizeme také vyuzit parametrické rovnice horni ptilkruznice:

X =rcost,

y=rsint, te<0,7> (vizptiklad 3.2.2).

Jelikoz ¢'(¢) = (rcost) = —rsint, dostaneme po dosazeni do vztahu z véty 3.3.2

substituce
T T T
_ 22 o3[ ..3.,. 3 N _|cost=u _
V=r|r‘sin“trsintdt=rnr’|sin” tdt=nr"|(1-cos“t)sintdt=| =
—sintdt =du

0 0 0
O—1 71— -1

= -’*'i
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-1 1 37!
= 71 j (—1)(l—u2)du = 1 ZJ‘ (1 —uz)du =27r [u —%} = gﬂr3.
1 0 0

Priklad 3.3.3. Vypoctéte objem télesa, které vznikne rotaci oblasti ohrani¢ené kiivkami
_ 2 _ 2
y=x"a y=2-x" kolem osy x.
Reseni:

Oblast je ohrani¢ena dvéma parabolami, viz. obr. 3.3.5.

Y a
2
g =x>
D\ S =2- %7
0 1\ X Obr. 3.3.5. Oblast z piikladu 3.3.3

Kiivky f(x)=2-x? a g(x)=x? se protinaji v bodech x; =—1 a x, =1.
Hledany objem dostaneme, kdyz od objemu télesa, jehoz plast’ vznikne rotaci kiivky

f(x)= 2-x? kolem osy x pro xe<-—1,1>, odeCteme objem tclesa, kter¢ vznikne rotaci

obrazce pod kiivkou g(x) = x> na stejném intervalu (obr. 3.3.6).

Y YV a

0

! 2 L\
Vo= ﬂj(Z—xZ) dx - ﬂj(xz) dx
-1 -1
Obr. 3.3.6. Odecteni objemt dvou téles

Pro objem rotac¢niho télesa, které vznikne rotaci oblasti ohranic¢ené kiivkami y=x2 a

y=2- x> kolem osy x, dostaneme:

L
= r"*i
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b b 1 1 1
V=r| ez g2 (v =x [ @-x*Pdx—n [ D) dv=7 [(2—)62)2 —(xz)szx -
a a -1 -1 -1

1 1 1 1
:”j [(4—4362 +x4)—x4]dx=ﬂ (4—4x2)dx=47r.[ (l—xz)dx=87z'_[(l—x2)dx=
-1 -1 -1 0

37 17 16
=8 x—x— =87z[1——}=—7z
3 3 3

0

Poznamka

Upozornéni!

Pro vypocet objemu rotacniho télesa, které vznikne rotaci oblasti ohranicené krivkami

g(x) < f(x) kolem osy x pro x e<a,b>, pouzijeme vztah
‘ 2 ¢ 2 f 2 2

V= 7Z'J‘f (x)dx—;rJ.g (x)dx = 72'”:f (x)—g (x)}dx.
a a a

Casto se setkavame s chybou, kdy je umocnén rozdil funkci.

b
Vztah V = 7Z'J‘[ f(x)— g(x)]zdx je evidentné nespravny!

a
Priklad 3.3.4. Vypoctéte objem rota¢niho anuloidu.
ReSeni:
Anuloid (torus), viz obr. 3.3.7, je téleso vytvorené rotaci kruhu kolem piimky lezici v

roviné€ tohoto kruhu a neprotinajici kruh.

Obr. 3.3.7. Anuloid
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Stied kruhu o poloméru » umistime na osu y do vzdélenosti R od pocatku, kde » <R

(obr. 3.3.8). Tento kruh nechdme rotovat kolem osy x.
Ay 4

4%
S
)

A
\y

=Yy

ah
N

Obr. 3.3.8. Vznik anuloidu rotaci kruhu kolem osy x

Hranici rotujiciho kruhu tvofi kruZnice, kterd ma rovnici

X +(-R)¥?=r2.0dtud y-R=2Vr’-x>.

Podobné jako v pfedchdzejicim piikladu je hranice rotujici oblasti tvofena dvéma

kiivkami  f(x)=R+Vr?—x> a g(x)=R-Vr’—x*> pro xe<-r,r>. Objem anuloidu

dostaneme jako rozdil objemu dvou téles (obr. 3.3.9):
r r 2 2
V=rm I [fz(x)—gz(x)}dx =7 I {(R+\/r2 —xzj —(R— 72 —xzj ]dx:
_r e

substituce:

x=rsinu

:47rR_’|: Vr? —xzdx:SﬂRJr‘\jrz —x?dx = dx =rcosudu|=87R
b 0

00, r|—>E
2

\/rz —r2 sin2 u rcosudu=

o'—.w\k\

T T T
2 2 2

= 87rRr2 I V- sin2 u cosudu= 87rRr2 I cos2 udu = 87er2 I %du =
0 0 0

-175-




Matematika Il 3.3 Objem rotacniho télesa

<
|

ﬂr 2 (x) dx - ﬂr 2 (x)dx
[ 72 [IERE))

—r —r

Obr. 3.3.9. Vypocet objemu anuloidu

Poznamka
Pri vypoctu integralu byla pouzita substitucni metoda. Podobné integraly jsme jiz nékolikrat

pocitali - viz priklady 1.4.7 nebo 2.4.5.
Priklad 3.3.5. Vypoctéte objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci obrazce ohrani¢eného
osou x a jednim obloukem cykloidy kolem osy x.
Reseni:
S cykloidou jsme se podrobnéji seznamili v ptikladu 3.1.5. Cykloida (obr. 3.1.9) ma

parametrické rovnice:
x=a(t—sint),
y=a(l-cost), a>0, teR.
Prvni oblouk cykloidy dostaneme pro parametr ¢ €< 0,27 >.

Protoze dx =a(l—cost)dt, dostaneme z véty 3.3.2:

L
' I'"**
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2 2
V=7zj az(l—cost)za(l—cost) dt = na’ j (l—cost)3 dt =
0 0
2
= ra’ j (1—3cost+3(:oszz‘—cos3 t)dt=
0
substituce:
2r 2 .
sint=u
= a’ [t—3sint]2”+3 I Itcos2t 4 _ j (1-sin? f)cost dt |= =
0 0 2 0 costdt =du

0—0, 270

3 sin2¢ 1" ?
= 7a’ 27z+—{t+ } —I(l—uz) du =7za3(27r+37z—0)=57z2a3.
2 2
0

Vyklad

V ptedchazejici ¢asti byl plast’ rotaniho télesa vytvoten rotaci spojité kiivky y = f(x),
kolem osy x.

Zcela analogicky mliZzeme urcit objem rotacniho télesa, jehoz plast’ vznikl rotaci spojité
kiivky x =h(y) pro y e<c,d > kolem osy y (obr. 3.3.10).

(N

z

Obr. 3.3.10. Rotace kiivoc€arého lichobéznika kolem osy y

Objem vypocteme ze vztahu:

d
V=rx[h() dv.
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Priklad 3.3.6. Vypodtéte objem rotacniho t&lesa, jehoz plast vznikne rotaci kiivky y =e”

pro x €<0,1> kolem osy y.

Reseni:
Funkce y=e" je prostd na defini¢nim oboru a inverzni funkce k ni bude x=Iny, y>0.

Pro xe<0,1> bude ye<l,e> (obr.3.3.11).

Obr. 3.3.11. Rotace kiivky y =e" kolem osy y

Objem rota¢niho télesa bude:

u'=1 v:lnzy

—ﬂ{[ylnzyr —ZTlnyaj;J_

e
V:ﬂjlnzyaﬁ/:
1 1

u=y v':(2lny)l
y

u= Vv =—
1 Y 1

. u'=1 v=Iny e
=;{[eo]2j1nyayJ 1 =7r[e2[ylny]le+2j1asz:
y

:ﬂ(e—26+2[y]f):7z(e—2e+2e—2):7z(e—2).

Kontrolni otazky

1. Uvedte vztah pro vypocet objemu télesa, jehoz plast’ vznikne rotaci kiivky y= f(x)

kolem osy x.
2. Uvedte vztah pro vypocet objemu télesa pfi rotaci kolem osy x, je-li rotujici kiivka dana

parametrickymi rovnicemi.
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3. Jak bude vypadat vztah pro vypocet objemu télesa, jestlize kiivka dand parametrickymi

rovnicemi bude rotovat kolem osy y?

Jak vypoctete objem télesa, jehoz plast’ vytvori kiivka y = X2 , 0<x <1, pii rotaci kolem

osy x? Jaky bude objem pfi rotaci kolem osy y?

5. Jak vypoctéte objem télesa, jehoz plast vytvoii kiivka y = m , 0<x<1, pfi rotaci
kolem osy x. Jaké téleso vznikne?

6. Jak vypoctete objem rotacniho elipsoidu, jehoz plast vytvoii elipsa 2x% + y2 =4 pfi

rotaci kolem osy x (kolem osy y)?

Ulohy k samostatnému feseni

1. Vypoctéte objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci rovinného obrazce ohrani¢eného

zadanymi kiivkami kolem osy x:

a) y=x3 x=y b) y=x% x=y’
1
¢) y=x7 y=l-x d y=x y=— x=2
X
e) y=2—2x2; y:I—x2 ) y=tgx; y=0, x=0; x=%
g) vy=arcsinx; y=0; x=0; x=1 h) xy=4; y=0;, x=1, x=4
. . -1
i) y=2% 3x-4y+5=0 ) y= 3; y=0; |x|=
k) x2+y2:4; x+y=2 ) y=sinx; y=0; x=0; x=7x

Vypoctéte objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci rovinného obrazce ohrani¢ené¢ho

zadanymi kiivkami kolem osy y :

a) y=x2, x:y2 b) y2+x—4:O; x=0
¢) y=sinx; y=—; x=0 d y=e; y=0; x=0; x=1
2
2_ .3 X [
e =Xx"; =0; x=1 =— =1
)y y D y=75 =3
_ 2. _ .2 _ . —0- —1- —
g 4y=x"; 4dx=y h)  y=lhx; y=0; y=1 x=0
-179 -
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3.3 Objem rotacniho télesa

3. Vypoctéte objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci rovinného obrazce ohranic¢ené¢ho

osou x a danou, parametricky popsanou, kiivkou pfi rotaci kolem osy x:

a) x:tz,y: —%; 0<t<3
b) x=t-sint, y=1-cost; 0<t<2x

c) x:sin3t,y:cos3t; 0<t<rm

d) x=3sint, y=3cost; 0<¢t<rx

Vysledky uloh k samostatnému feseni

2 4In2
3 2
V4 RY/4 2 4z
c) — -, d)2x|1-—1|; € —; —;
)72 6 ) ( e] ) P
32r
b) 57; ¢) —; d) 36
) )105 )

Ef“ -180-
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3

nr-2-; g %‘2”; h) 127;

2
V2
) —.
)2

967
g) s

2.2) %, p) 22T,
10 15

5

h) %(e2+1). 3. a)%”;
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Kontrolni test

1. Vypoctéte objem télesa, jehoZ plast’ vytvoii oblouk kiivky y=tgx pro0<x < % rotaci
kolem osy x.
a) 7(4-rx), b) #(1-7x)/4, c) 7(4-rm)/4, d 7(1-x).

2. Vypoctéte objem télesa, jehoz plast’ vytvoii oblouk kiivky xy =6 pro 1< x <10 otd€enim

kolem osy x.
a) 36r, b) 32,47, c) 39,6, d) 5,4rx.

3. Vypoctéte objem télesa, které vytvoti rovinny obrazec ohrani¢eny osami x, y a obloukem

ktivky y =cos(x —%) otaenim kolem osy x.

5 5 43 NG} 5 2 B iﬂ2+§ﬂ.

a) —n°+—r, b) iﬂz——ﬂ', ) —n°——nm, d)
8 12 8 12 4 12

. . 1 _
4. Vypoctéte objem télesa, jehoz plast’ vytvori oblouk fetézovky y = E(ex +e ™)
pro 2<x<2.

a) %(e4+8+e_4), b) %(e4+8—e_4),

0) %(64—8+e_4), d) %(e4+8—e_4).

5. Vypoctéte objem télesa, které vznikne rotaci rovinného obrazce ohranicené kiivkami

X

y= 2(%)2 ay=2 . kolem osy x.

8 8 16 16
a) —r, b) —rx, c) —r, d —rx.
) 3 ) 5 ) 5 ) 3
6. Vypoctéte objem tseCe koule o poloméru r, je-1i vyska usece v < r.

a) 7[\/2(7'—%\/), b) 7[\/2(21"—%\/),

c) 7z'v2(r—§v), d) 27rv2(r—%v).
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7. Vypoctéte objem télesa, které vznikne rotaci rovinné oblasti ohrani¢ené kiivkami

x? —y2 =1a x? +4y2 =16v polorovin¢ x > 0 kolem osy x.
a) Eﬂ', b) Eﬂ', c) Eﬂ', d) mﬂ'
3 3 3 3

8. Vypoctéte objem télesa, které vznikne rotaci rovinné oblasti ohrani¢ené kiivkami

X2 —y2 =lax?+ 4y2 =16v poloroving x > 0kolem osy y.

a) 1073, b) 2473, ) 473, d) 207+/3.

9. Vypoctéte objem télesa, jehoz plast’ vytvoii oblouk kiivky x =4cost, y =3sint pro
0<t< % otacenim kolem osy x.
a) 37(~2+8), b) 37(5v2+8)  ¢) 37(5v2-8),  d) 37(-5v2+83).

10. Vypoctéte objem télesa, jehoz plast’ vytvori oblouk kiivky x =cos?+ lntgé, y=sint

pro % <t< % otaCenim kolem osy x.
/4 T T V4
a) —, b) —, c) —, d —.
) 3 ) o ) 5 ) 2
Vysledky testu

l.c); 2.b); 3.a); 4.b); 5.d); 6.a); 7.c); 8.d); 9.d); 10.b).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné v 8 ptipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opaéném piipadé je tieba prostudovat kapitolu 3.3 znovu.

Shrnuti lekce

Objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci kiivocarého lichobéznika 0 < y < f(x) pro

b
a<x<b kolem osy x, vypofteme ze vztahu V=7r'[ f 2(x) dx. Analogicky pro objem

a

rotacniho télesa, které vznikne rotaci kiivocCaré¢ho lichobéznika 0 <x<Ah(y) pro ¢<y<d

Efm -182-
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d
kolem osy y, uzijeme vztah V=ﬁjh2(y)aj/. Jelikoz se v integrandu vyskytuje druha

C
mocnina, ne¢ini obvykle vypocet piislusného integralu vétsi problémy.
Objemy obecnégjSich téles, ktera nejsou rotacni, lze vypocitat pomoci dvojnych nebo

trojnych integrali. Podrobnosti naleznete v textu Matematika III.
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Matematika Il 3.4. Obsah plasté rotacniho télesa

3.4. Obsah plasté rotaéniho télesa

Cile

Seznamite se sdalSi aplikaci urc¢itého integralu — vypoctem obsahu plasté rotacniho
télesa.

Predpokladané znalosti

Predpokladame, Ze jste si prostudovali zavedeni pojmu ur¢ity integral (kapitola 2.1). Déle
piedpokladame, Ze znate zékladni metody vypocétu uréitého integralu. Budeme také

pouZzivat vztahy pro vypocet délky oblouku kiivky (kapitola 3.2).

Vyklad

Uvazujme nezapornou funkci f(x) na intervalu <a,b>. NaSim Ukolem bude vypocitat

obsah plaste rotacniho télesa, které vznikne rotaci grafu této funkce kolem osy x (obr.3.4.1).

Obr. 3.4.1. Rotace kiivky kolem osy x

Budeme postupovat analogicky jako pti vypoétu objemu rotagniho télesa (kap. 3.3). Rezy
kolmymi na osu x rozdélime rota¢ni téleso na n tenkych platka. (Opét si muZete predstavit, Ze

teleso krajite na krajeci jako Sunku. Tentokrat nas zajima slupka jednotlivych platka.)

Obr. 3.4.2. Roziezéani télesa na tenké platky

Efm -184-
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Kazdy platek mazeme aproximovat komolym kuzelem, jehoz plast vytvori Usecka As;
rotujici kolem osy x (obr. 3.4.2). Plast i - tého komolého kuZelu bude AS; = 27 f (&)AS; .
Obsah plasteé celého télesa bude priblizné roven souctu obsaht plasta jednotlivych platka
(komolych kuzelu):
n n
S~ Y AS; =) 2xf(&)As; .
i=1 i=1
Cim bude déleni intervalu <a,b> jemngjsi, tim méné se bude soudet obsaht plasta

n
platka ZASi liSit od obsahu plaste daného télesa. Proto obsah plaste definujeme jako limitu

i=1

tohoto souctu pro n — oo, kdyZ zaroven v3echny delky As; — 0. Klademe
b
S=2r j f (x) ds.

a

Z kapitoly 3.2 vime, Ze pro element délky krivky plati

2
[102 | 12 / dy / Ny ] _
ds =4/dx* +dy* = 1+(&j dx = /1+[ f'(x)]"dx. Dosazenim za ds dostaneme:
b
s =27 T ()1+[ /(3] dx.
a

Véta 3.4.1.
Necht je funkce f(x) spojitd a nezporna na intervalu < a,b > a mé zde spojitou

derivaci f'(x). Pak pro obsah rota¢ni plochy vzniklé rotaci oblouku kiivky y = f (x)

kolem osy x plati

b
s =27 f()1+[ F'(x)] dx.
a

Efm -185-
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Poznamka

Vzorec z vety 3.4.1 muzeme zapsat ve tvaru

b b
S = 27r'|. y ds= 272'I yy/1+ (y')zdx. Tento vzorec muiZeme snadno pouZit i

a a

v pripadé, Ze je uvazovand krivka dana parametrickymi rovnicemi.

Je-li rotujici kiivka popsana parametrickymi rovnicemi

x=0t), y=y(), te<a,p>,

pak pro ds plati (véta 3.2.2) ds= \/[(0'(t)]2 +[1//'(t)]2dt .

Pro vypocet obsahu plochy, ktera byla vytvorena rotaci uvedené kiivky kolem osy X,

dostavame:

b A 2 2
S=2x j y ds=27 j l,y(t)\/[(p'(t)] +[y'®] dt.
a [

Véta 3.4.2.
Necht je funkce f dana parametrickymi rovnicemi x =(t), y=w (), te<a, S >,

piicemZ funkce ¢(t) a y(t) maji spojité derivace na intervalu < «, # > a funkce y (t) je
nezaporna na intervalu < «, # > . Pak pro obsah plochy, kteréd vznikne rotaci grafu funkce

f kolem osy x plati

B
s=2z| W(t)\/[go'(t)]z +[y' ) dt.

ReSené tlohy

Priklad 3.4.1. Vypoctéte obsah plasté rotaéniho kuzele, ktery je vytvoren Gse¢kou y = x

pro x e<0,3> rotujici kolem osy x.

Reseni:
V piikladu 3.3.1 jsme jiZ pocitali objem kuzelu (obr. 3.3.3).

Pro danou Usec¢ku y = x pro x e<0,3 > dostavame

= ol

U4
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ds = y/1+ (y)2dx = V1+12dx = /2dx.

Obsah plésté rotacéniho kuzele bude
3

3 3 2
S:ZﬂIyds=2ﬂIxJ§dx:2ﬂv§{%;} — 9742,
0 0

0

Priklad 3.4.2. Odvod'te vztah pro vypocet povrchu koule o poloméru r > 0.

Resent:

2

Rovnice kruznice se stiedem v pocatku a polomérem r je X +y2=r2. Odtud

y:i\/rz—xz, piicemZz xe<-r,r>. Rotaci horni pulkruznice y=+ r? —x?

dostaneme plast’ koule (viz obr. 3.3.4).

Pied dalSim vypoctem si upravime vyraz 1+ (y’)2.

1

12 2\ -X

y'==|r°—x (-2x) = ,
AU

X2 2
1+(y’)2 =1+ =

Pro povrch koule bude z véty 3.4.1 platit

r r 2 r
S =272'I y\/1+(y’)2dx:27rj \/r2—x2,[ Zr 2dx:27zr_[ dx=27rr[x]£r =471,
-r -r rm—x —r

Dostali jsme znamy vztah pro povrch koule.

Poznamka
Musime priznat, Ze predchdzejici vypocet nebyl zcela korektni, protoZe derivace funkce
—X e . y g y
y’=ﬁ neni definovana pro x=+r. Nejsou tedy splneny predpoklady vety 3.4.1.
r<—x
Mohli bychom to napravit tak, ze bychom pocitali integral na intervalu <—-r+¢,r—g >, kde
£>0 je malé cislo (vlastné bychom z koule odrezali dva malé vrchliky). Plass koule bez

vrchliki by byl S =4zr(r—¢). Pro € - 0 dostaneme ocekavany vysledek.

Pro vypocet povrchu koule miZeme také vyuzit parametricke rovnice horni palkruznice:
X =rcost,

y=rsint, te<0,7> (vizptiklad 3.2.2).
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Po dosazeni do vztahu z véty 3.4.2 dostaneme

S= Zfz]zz,//(t)\/[(p’(t)]2 +[z//’(t)]2 dt = 27[7JE rsint\/[—r sint]2 +[r cost]2 dt =
0 0

T T
= 27zr2J'sint\/[sint]2 +[cost]2dt = Zﬁrzj'sint dt = 27712 [—cost]z)Z — 4712
0 0

Priklad 3.4.3. Vypoctéte obsah rota¢ni plochy, ktera vznikne rotaci asteroidy kolem osy x.
Reseni:
Postup vypocétu bude analogicky jako v piikladu 3.2.3. Vznik asteroidy je objasnén na
obrazku 3.2.4.

Parametrické rovnice asteroidy jsou
x=acos’t,
— acind
y=asin’t, a>0.
Vzhledem k symetrii asteroidy se muzeme omezit na te< O,%>. Rotaci dostaneme

polovinu rota¢ni plochy. Pro jeji obsah plati (srovnej s ptikladem 3.2.3):

z z
S 2 3 2, P ) 2 2 3 :
E:Zﬁjasm t [—Bacos tsmt} +[3asm tcost} dt:ZﬁaIS|n t(3asintcost) dt =
0 0
z P
2 5. o 2
:67za24fsin4tcostdt:67ra2 Sin” t :GEa .
0 5 0 5

Obsah celé rotacni plochy bude dvojnasobny:

S=2

67ra2 B 127za2
5 5

Priklad 3.4.4. Vypoctéte povrch rotaéniho anuloidu.

Reseni:

S anuloidem jsme se podrobné seznamili v piikladu 3.3.4. Podivejte se na obrazky 3.3.7 a
3.3.8. Povrch anuloidu je sloZeny ze dvou ploch.
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Prvni vznikne rotaci kiivky f(x)= R+vr?—x? (obr. 3.3.9), druha plocha vznikne
rotaci kiivky g(x) = R—r? - x? pro x e<—r,r > kolem osy x.
YAt ALY ! ' r 2 ' 2
Je ziejmé, Ze f'(x)=—-g'(x) aproto 1+[ f'(x)]" =1+[g'(¥)]".

Povrch anuloidu bude

S=5+5p =27 [ F()L+[ /() dx+27 [ g(x)1+[g' (0] dx =

-r -r

r r

=27 [ [£()+ g1+ [ F(0] dx =27 [ 2Ry1+[ F'(x) dx =
-r -r

= 47R [ 1+ £'(0] dx = 4zRzr = 472%1R

.
Vyuzili jsme toho, ze J‘\/1+[f'(x)]2dx=7rr, nebot’ hodnota integrélu je rovna délce

-r

poloviny kruznice o poloméru r.

Kontrolni otazky

1. Uvedte vztah pro vypocet obsahu rota¢ni plochy, ktera vznikne rotaci kiivky y = f(x)

kolem osy x.

2. Uvedte vztah pro vypocet obsahu rotaéni plochy, je-li rotujici kfivka dana
parametrickymi rovnicemi a rotuje kolem osy Xx.

3. Jak bude vypadat vztah pro vypocet obsahu rotacni plochy, jestlize kiivka dana
parametrickymi rovnicemi bude rotovat kolem osy y?

4. Odvod'te vztah pro vypocet obsahu plasté rotacniho kuzele s polomérem podstavy r a
vyskou v. (Viz piiklad 3.3.1.)

5. Jak vypoctete obsah plasteé rotacniho komolého kuzele, ktery vznikne rotaci kiivky
y=kx, 0<a<x<b kolem osy x?

6. Jak vypoctete obsah rotacni plochy, kterd vznikne rotaci kiivky dané parametrickymi

rovnicemi x=2t+1, y=4-t pro te<0,4 > kolem osy x? Jaké téleso vznikne?
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7. Sestavte integral pro vypocet obsahu rota¢ni plochy, ktera vznikne rotaci paraboly y = G

pro 0<x<2 kolem osy x (kolem osy y). Zkuste integral reSit pomoci nekterého

matematickeho programu (napt. Derive, Maple, Mathematica).

Ulohy k samostatnému feseni

1. Vypoctéte obsah rotacni plochy, ktera vznikne rotaci dané kiivky kolem osy x:

3 2 2
a =X, —=<x<=
) Y 3 3

f) y=sinx; 0<x<r

2. Vypoctéte obsah rotacni plochy, kterd vznikne rotaci dané kiivky kolem osy X:

a) x=2cost, y=2sint; 0<t<nzx

b) x = 3cos°t, y:35in3t; 0<t<r

c) x=4(t-sint), y=4(1-cost); 0<t<2z
d) x=sin2t, y:23in2t; O<t<~r

e) x=elsint, y=e'cost; Osts%

N
>
wI| N
+
<
wInN
Il
(o}
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Matematika Il 3.4. Obsah plasté rota¢niho télesa

Vysledky tloh k samostatnému rfeSeni

1. a) &; b) n(4+e2—i]; c) 56—”; d) %[(\/5—\/5)+(\/§—1)In(1+\/§ﬂ;

729 o2 3

@4ﬂ(4+e-_—] 02n(J_+—uw3+2J_ﬂ.2.wlﬁn;b)“f”;c)af” d) 472

87487z

&) 2”;/5( 2); )

Kontrolni test
1. Vypoctéte povrch vrchliku kulové plochy o poloméru r, jehoZz vySka je v < r.
a) 2zrv, b) 2zr(2r+v),
c) «rv, d) 2zr(r+v).
2. Vypoctéte obsah rotacni plochy, kterou vytvoii oblouk paraboly y = 2/x pro 3<x<8

pii otaceni kolem osy x.

a) —r, b) 367, c) —ur, d) 152r.
3 3
3. Vypoctéte obsah rotacni plochy, kterou vytvoii oblouk kiivky y = (1— x)\g pro

1
Eg x <1 pfi otaceni kolem osy x.

a) —r, bz, c) —, dz.
) %" ) 3 ) % ) 3

X X
4. Vypoctéte obsah rotacni plochy, kterou vytvori oblouk retézovky y = %(ea +e 2),a>0

konst. pro 0 < x <arotaci kolem osy x.

2
a) %(e2+e_2+4), b) 7ra2(1+e2—e_2),

7z'a2 2

@-7zxe 2.4, d f%—@—e2+eiy

Efm -191-
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Matematika Il 3.4. Obsah plasté rota¢niho télesa

5. Vypoctéte povreh télesa, které vznikne rotaci rovinné oblasti dané nerovnostmi y >0,

x2+y2£r2, X+y<r, x2—%,r>0konst. kolem osy x.

a) 7r2(1++2), b) 7zr2(2+\/§) 0 m2(g+ﬁ), d) mz(}%).
6. Vypoctéte obsah rota¢ni plochy, kterou vytvoii oblouk paraboly y =4— G

pro —2 < x < 2 pti otaceni kolem osy y.

a) %(17J17+1), b) %(17#?—1), c) %(17@—1), d) %(17J17+1).

3
7. Vypoctéte obsah rotacni plochy, kterou vytvoii oblouk kiivky x = t2, y= %—t

pro —/3 <t <0rotaci kolem osy x.
a) 3r, b) 9r, c) 6r, d) 12r.

8. Vypoctéte obsah rotacni plochy, kterou vytvoti oblouk kiivky x =sin2t, y = 2sin’t

pro 0<t<r.

a) 872, b) 1672, c) 1272, d) 4z2.
9. Vypoctéte obsah rotacni plochy, kterou vytvoii oblouk kiivky traktrix

X=2c0st+2 Intg%, y =2sint pro %st s% pii otaceni kolem osy x.
a) 4r, b) 8rx, C) 87r(1—§) , d) 2rx.
10. Vypoctéte povreh télesa, jehoZ plast vytvoii oblouk kiivky x =4cost+4, y=4sint pro

2 o
0<t< 57; otacenim kolem osy x.

a) 487, b) 367, ¢) 607, d) 54r.

Vysledky testu

1.a); 2.¢); 3.d); 4.¢); 5.b); 6.b); 7.a); 8.d); 9.a); 10.c).

Pravodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné v 8 pripadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opac¢ném piipad¢ je tieba prostudovat kapitolu 3.4 znovu.

= ol
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Matematika Il 3.4. Obsah plasté rotacniho télesa

Shrnuti lekce

Obsah rotacni plochy, kterd vznikne rotaci kiivky y= f(x) pro a<x<b kolem osy X,

b
vypocteme podle vztahu S =27rjf(x),/1+[f’(x)]2 dx. Je-li kiivka rotujici kolem osy x
a

popsana parametrickymi rovnicemi x=gp(t), y=w(t) pro te<a, >, UzZijeme pro vypocet

B
obsahu rota¢ni plochy vztah S = 27zJ'1,//(t) \/[go'(t)]2 +[://’(t)]2 dt. Stejné jako u integrala pro

[04
vypocet délky krivky se ndm stane, Ze neumime integral, ktery obsahuje odmocninu, vyjadrit
pomoci elementarnich funkci. V téchto pripadech nezbyva neZ pouZzit néjakou ptibliZznou

metodu.

Obsahy obecnéjSich ploch, které nejsou rotacni, Ize vypogcitat pomoci dvojnych integralu.

Podrobnosti naleznete v textu Matematika I11.

Efm -193-
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Matematika Il 3.5. Fyzikalni aplikace

o=

3.5. Fyzikalni aplikace

Cile

Seznamite se s pouZzitim urcitého integralu pii vypoctu hmotnosti, statickych momentd,
Predpokladané znalosti

Predpokladame, Ze jste si prostudovali zavedeni pojmu urcity integral (kapitola 2.1). Déle
predpokladame, ze znate zdkladni metody vypoctu urcitého integralu.

Vyklad

Jak jiz bylo uvedeno v tivodu 3. kapitoly, existuje nepfeberné mnozstvi problémi, pii
jejichz feseni je pouzivan integralni pocet. V prubéhu studia se seznamite s pouzitim integrald

ve fyzice a v dalSich odbornych predmétech. V této kapitole se omezime pouze na jednoduché

2%

setrvacnosti hmotnych kfivek a rovinnych oblasti.

V obecném piipadé, kdy veli€iny zavisi na dvou nebo tfech proménnych se k vypoctu

pouzivaji dvojné nebo trojné integraly. Podrobnosti naleznete v textu Matematika II1.

v vaw

Pfipomenme si, jak je v mechanice definovan staticky moment a moment setrvacnosti.

Uvazujme v roving jeden hmotny bod 4 = (x, y) s hmotnosti m.

Y 4

e

0

= v

Obr. 3.5.1. Hmotny bod 4 v rovin¢
Staticky moment hmotného bodu k libovolné ose o je ddn vztahem
S, =rm

a moment setrvacnosti uvedeného bodu pfi jeho rotaci kolem osy o je

* K %

Ef - o
w* **

- -
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Matematika Il 3.5. Fyzikalni aplikace

kde 7 je vzdalenost bodu od osy o (obr. 3.5.1). Pokud je uvazovanou osou osa x, je » =y

aproosuyje r=x.

Mgéjme v rovin€ soustavu hmotnych bodi 4; = (x;,y;) s hmotnostmi m;, i=1,...,n.

n
Celkova hmotnost soustavy bude m= Z m; ,
i=1
n
staticky moment k ose x bude Sy = Z yim; ,
i=1
n
staticky moment k ose y bude Sy = Z x;m;
i=1
- 2 - 2
a momenty setrvacnosti budou I, = z yim, I, = in m; .

Vv v

A%

S

=X
m

A%

Odtud dostavame pro soufadnice t&ziits vztahy &=—2 | p=
m

pii zavedeni urcitého integralu. Kiivku (oblast) rozdélime na malé elementy. Statické
momenty (hmotnost) dostaneme jako soucet statickych momenti (hmotnosti) téchto

elementd. Limitnim pfechodem pro n — oo piejdou sumy na integraly.

WV

Ef ***** e
* *
*
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Matematika Il 3.5. Fyzikalni aplikace

BAUN

0 a X; b X Obr. 3.5.2. T&ists rovinné kivky
Predpokladejme, ze je kiivka déna parametrickymi rovnicemi x=¢(t), y=w(t),

te<a,p >, pticemz funkce @(¢) a w(¢t) maji spojité derivace na intervalu < a, 5 >.

Teii dé y : _ﬂ\/ Ry 12
ejf délka (véta 3.2.2) je s_j [0 O] +[w' (O] dr.

o

Hmotnost kiivky dostaneme jako soucin délky a hustoty:

B
m=os= O'J‘ \/[(p'(t)]2 + [1//'(t)]2 dt .

Kfivku miZeme aproximovat lomenou c¢arou sloZenou zusecek As;, i=1,2,...,n.
Use¢ky budou mit hmotnosti  m; =c As;, i=1,2,...,n. V piipadé malych elementd si
muilZeme pfedstavit, Ze hmotnost je soustiedéna do jednoho bodu 4; =(x;,y;), ktery lezi na

dané GseCce As;, i=1,2,....,n. Statické momenty této lomené ¢ary budou

n n
Se =Y yim; =0 yiAs;
i-1 i=1

Je zifejmé, ze pro zvétSujici se pocet useCek budeme dostdvat piesnéjSi aproximace

statickych momentl. Pro n — oo dostaneme (analogicky jako v kap. 3.2.)

B
Se=c[wen[gOF + [y o) d.

B
s, =0 po[eOF [y @] dr.

o
Ef o
* *
*
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Matematika Il 3.5. Fyzikalni aplikace

Podobné odvodime vztahy pro momenty setrvacnosti pii rotaci kolem osy x, resp. y.

Véta 3.5.1.
Necht je kiivka dana parametrickymi rovnicemi x = ¢(¢), y=w(t), t e<a, >, pfiemZ
funkce @(¢) a y(¢) maji spojité derivace na intervalu < «, # >. Je-1i délkova hustota o

kiivky konstantni, pak ma kiivka hmotnost

m= af JeoF +[voF

Pro statické momenty plati:

S, —aj (v P OP rOF

s —aj [ooNrOF + W OF a.

Momenty setrvacnosti této kiivky dostaneme ze vztaht:

I=0 j V2o [eOF +[y' O] d

I —ajco \[eOF +[y' @) d

S
Téziste T =(&,7n7) ma soufadnice & = n :S—x.
m m

Je-li specidlné kiivka grafem funkce y= f(x) skonstantni délkovou hustotou, pak je

ds =\1+[f '()c)]2 dx (véta 3.2.1). Dostdvame nasledujici modifikaci véty 3.5.1.

Véta 3.5.2.
Necht’ je hmotna kiivka uréena explicitni rovnici y = f(x) se spojitou derivaci f'(x) na

intervalu < a,b > a konstantni délkovou hustotou o . Pak ma kiivka hmotnost

b
m= GJ-w/l—i-[f'(x)]z dx

Pro statické momenty plati:

Ef ****‘ o
* *
*
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Matematika Il 3.5. Fyzikalni aplikace

b

Se =o[ fNI+[f'@)] d,
b

S, =o[x|1+[ W] dr.

Momenty setrvacnosti této kiivky dostaneme ze vztahi:

b
I =o[ FRaNI+[f @] dx,
b
I, =O'J‘x2\/1+[f'(x)]2 dx.
S,

T&ziste T = (&,77) ma soufadnice & =—2 , p=2%.
m m

v vaw

Uvazujme hmotnou rovinnou oblast ohrani¢enou zdola grafem funkce g(x), shora
grafem funkce f(x), (g(x)< f(x))pro x e<a,b>. Predpokladejme, Ze je plosna hustota o
v kazdém bodé¢ tohoto obrazce konstantni.

Hmotnost rovinné oblasti dostaneme jako soucin obsahu plochy oblasti (véta 3.1.2) a

hustoty:

b
m=c[(f(x)-g(x))dx

a

Analogicky jako ptfi zavedeni urcitého integralu (kapitola 2.1) rozdélime obrazec
rovnobézkami s osou y na n ,,prouzki (obr. 3.5.3). Kazdy prouzek miiZzeme aproximovat
uzkym obdélnickem Sitky Ax;, i=12,....,n, ktery je zdola ohraniCeny funk¢éni hodnotou

Vv ey

S(x)+g(x;)
2

lezicim ve stiedu obdélniCku. Pro obdélnicek bude y; = . Do tohoto bodu

soustfedime hmotnost celého obdélnicku.

Ef ***** e
* *
*
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Y 4

Vi

Hmotnost i - tého obdélnicku bude
= O'[f(xl-)—g(xl-)]Axi , 1=12,...n.
Statické momenty celé oblasti budou ptiblizné rovny
L o () + g(x;) 1Al 2 2
Se = 2 iy =0 Y I B £ ()~ g(x)] A, = Ezpfmrg<aﬂm

i=1 i=l1 2 i=1

n n

= le-ml- = szi [f(xi) _g(xi)]sz
i=1 i=1

Je ziejmé, Ze pro zvétSujici se pocet obdélnickti budeme dostavat piesnéjsi aproximace

statickych momentl. Pro n — o0 a Ax; - 0 dostaneme limitnim pfechodem

o

N | —

T[(ﬂ—f@ﬂw

b
=o[x[f(x)-g(x)]d

a

Podobné odvodime vztahy pro momenty setrvacnosti pii rotaci kolem osy x, resp. y.

Véta 3.5.3.
Necht je hmotna rovinné oblast ohranicena kiivkami g(x) a f(x), kde g(x)< f(x) na

intervalu < a,b > . Pak hmotnost této oblasti s konstantni ploSnou hustotou o je

b

=o[[/()-g()] dx

Ef ***** e
* *
*
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Pro statické momenty plati:

b
Se=o- [ 20-g2w ],

a
b
Sy = O'Ix[f(x)—g(x)]dx.
a
Momenty setrvacnosti této rovinné oblasti dostaneme ze vztaht:

b
I=o> [ ]as

b
I, =o[x*[f(x)-g(x)]dx.

| S, s
Tézisté T =(&,n7) ma soufadnice £ =— , np=—*.
m

m

s/

Resené ulohy

Pan

Vv v

ReSeni:
Parametrické rovnice ptilkruznice jsou (viz ptiklad 3.2.2):
X =rcost,

y=rsint, te<0,7r>.
Y A

>
0 roox

2%

Je-li délkovad hustota o konstantni, je hmotnost rovna soucinu hustoty a délky

pulkruznice:

1
m=O‘S=0'527ZI"=G7TV.

Ef o
* *
*

4

1/

/|\\




Matematika Il 3.5. Fyzikalni aplikace

Statické momenty jsou:

S, = O'I ty(t)\/[gp'(t)]2 + [ty'(t)]2 = O'J‘ rsin t\/[—r sin t]2 +[rcos t] dt = I sintdt =
0 0 0
= or? [—cost]g =022,
Sy = O'I go(t)\/ go (t) l// (t)] dt = O'j 7 CcOS t\/ —rsin t]z + [r cost]2 dt = (77”2-[ costdt =
0 0

— or2 [sint]o =0.

2

Tézisté T =(&,n7) ma soufadnice

S 2
fz—yzoan:S—xzazr :2.
m m onr T
2
T =021,
T
Poznamka

Staticky moment S, jsme nemuseli pocitat, protoZe je evidentni, Ze pro danou pilkruznici

musi tézisté leZet na ose y, a tedy je S, =0.

Priklad 3.5.2. Vypoctéte momenty setrvacnosti homogenni pulkruznice z ptikladu 3.5.2

k soufadnicovym osam.

ReSeni:

Moment setrva¢nosti pulkruznice k ose x:

B
I, = O'I 1//2(1‘)\/[40'(0]2 (t)] dt = (TI r° sin t\/ rsint]2 +[r cos t]2 dt =

T
=0r3jsin2tdt=0r3j 5 dt = 5 5 5

T 1—cos2t 0'r3 {t sinZtT B 0'7rr3
0 0 0

Moment setrvacnosti pulkruznice k ose y:

T

I, = O'I 7 (t)\/ [ (t) +[w (t)] O'I 7 cos? t\/[—r sint]2 +[rcos t]2 dt =
0

T
= 0'r3j cos2 tdt =or
0

Ef o
* *
*
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Matematika Il 3.5. Fyzikalni aplikace

B=(2,0).
ReSeni:
Strana 4B daného trojuhelnika lezi na pfimce

0-1 . X
x=0),t. y=1-—.
5 o0 U =12

y—l=

Rovinna oblast je ohranicena shora grafem funkce f(x) =1—§ a zdola grafem funkce

g(x)=0 obr. 3.5.5.
yl\
1

= v

Obr. 3.5.5. T¢ziste trojuhelnika
Je-li plosnda hustota o konstantni, je hmotnost rovna soucinu hustoty a obsahu

trojuhelnika:
1
m:aPZO'EZIZO'.

Statické momenty jsou (pfipominame, ze g(x)=0):

lb 2 12 X2 12 x?
S, =0— dx=c—|(l-o)"dx=c—|(l-x+—)dx=
. 02-[f (x)dx 0'2‘.‘( 2) x 0'2.[( X 4)x
a 0 0
2
2 3
=Gl - D =0'l(2—2+g)=al.
2 3 3

b 2 ¥ 2 xz x2 x3 2
Sy O';[xf(x)dxng(l—a)dxa_([(x—T)dx0{7—?}0 =

Vv w

2 1

S)’ 0_3 2 Sx O-g 1
5:—:—_— 377:_=_=_-

m o 3 m o 3

ity - 202 -
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21
T=(=,2).
(3 3)

Poznamka

Vvoev

Vvoev

teznici v poméru 1:2. Z podobnych trojuhelnikii je zirejmé, Ze x — ova souradnice téziste musi

1 1 1 2
lezet v 3 strany OB a y — ova souradnice tézistée musi lezet v 3 strany OA. Proto & = 52 =—

3

Priklad 3.5.4. Vypoctéte momenty setrvacnosti homogenniho trojuhelnika z ptikladu 3.5.3

pfi rotaci kolem osy x, resp. y.

ReSeni:
Moment setrvacnosti trojihelnika k ose x:
3

lb 3 12 X3 12 x x? x
I =0— )dx=oc—|(1-—-)Y dx=0c—|(1-3—+3——-—")dx=
. 3£f() 3£( ) 3£< )

4 4 32 32 6

2
2 3 4
:O'l x-3%2 42 20'1(2—3+2—l)20'1120'l
3 0 3 2

Moment setrvacnosti trojihelnika k ose y:

a

=0 §—2 :a%.
3 3

b 2 x 2 X 2 X ?
I, ZO'_[xzf(x)dxZO'.([)C2 (I—E)a’x:o:!)‘(x2 —T)dxo{?—?}o =

2%

y=6x—x2 a osou x.

Reseni:
Grafem paraboly y:6x—x2 jsme se podrobné¢ zabyvali v pfikladu 3.1.1. Parabola

protind osu x v bodech x=0 a x=6.

Ef ***** o
* *
*
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Rovinna oblast je ohranicena shora kiivkou f(x)= 6x—x> a zdola kiivkou g(x)=0

obr. 3.5.6.
YA

6 X

A%

Je-1i plosna hustota o konstantni, je hmotnost rovna soucinu hustoty a plochy oblasti

ohrani¢ené parabolou a osou x:

6 6
P _[ 2y _ 2 x| _
=o|(6x—x")dx=0]|3x 3 =0(108-2-36)=360.
0 0

Statické momenty jsou (pfipomindme, ze g(x)=0):

b 6 6
S, = aljfz(x)dx= alj(6x—x2)2 dx:alj(%xz 123 +xMdx =
2a 20 20

6 6

5 2

ot ot | —old| Pa2osns i) | col6daa—18+28) =

2 5 2 5 2 5
0 0

=0108§=a@,

b 6 6 470
Sy :O'Ixf(x)dxzajx(6x—x2)dx:0'j(6x2 —x3)dx:o{2x3 _XT] =
a 0 0 0

3 6* 3 3
—0|2:6° -2 |=66°2-2)=1080 .
4 2

Vv ew

648
S
m 360 m o36 5
18
T=@3,—).
( 5)

Ef ***** o
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*
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Poznamka

Staticky moment S,, jsme nemuseli pocitat. Protoze je obrazec soumérny podle osy x=3,

Kontrolni otazky

Vvoew

1. Uvedte vztah pro staticky moment a moment setrva¢nosti hmotného bodu.

2. Uvedte vztahy pro vypocet statickych momenti a momentli setrvac¢nosti hmotné kiivky

dané parametrickymi rovnicemi.

A%

rovnicemi?

4. Uvedte vztahy pro vypocet statickych momenti a momentd setrva¢nosti hmotné kiivky

dané explicitni rovnici.

5. Uvedte vztahy pro vypocet statickych momentli a momenti setrvacnosti hmotné rovinné

oblasti hrani¢ené kiivkami g(x) a f(x), kde g(x)< f(x) naintervalu <a,b>.

6. Uvedte vztahy pro vypocet statickych momenti a momentd setrva¢nosti hmotné rovinné

oblasti hrani¢ené grafem spojité funkce f(x)>0 a osoux na intervalu <a,b >.

g(x) a f(x),kde g(x)< f(x) naintervalu <a,b>?

Vv v

Ulohy k samostatnému feseni

a)
b)

c)
d)

e)
f)

2

A%

y:2x—x2; y=0

- 205 -

%
7R




Matematika Il

3.5. Fyzikalni aplikace

2). NS 6 .,). 9.9 ASz+24)
1. a) (1,5], b) (3;0); © (5,3j, d) [10,10], e) (0,30”_20], f) (

4r(47+3) 5z h 7. 3\3+27 |, i) (O-ij 2. a) (37['5
B ) > ? i ) ) ’2

|

h) y=sinx; y=%; 0<x<nxm

a) ohrani¢eného cykloidou x = 3(t —sint), y= 3(1—cost), 0<¢t<27 aosou x.

2 2
b) ktery lezi v prvnim kvadrantu a jeho hranici tvofi asteroida x3 + y3 =4 a obég
soufadné osy.

2 3

c) ohrani¢eného kiivkou x=¢"—¢, y=t +#2 a osou x.

2%

x2

a) y=—7+2; -2<x<2

2
X 1

b =———Inx; 1<x<2

) V=4S
2 ?

¢) x=t%, y=t-— 0<t<+3

d) x=2cost, y=2sint; —%Stﬁ%

3 3

e) x=3cos’t, y=3sin"t; 0<¢<rx
f)y x=2(t-—sint), y=2(1—-cost); 0<r<2x

g) x=cost+tsint, y=sint—tcost; 0<x<rx

Vysledky uloh k samostatnému feseni

7+4  6(r+4 2724387

Ef ***** o
* *
*
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b) (%,%j, 19) (ﬁ,ij 3. 2) (0;0,971);  b) (1,52;0,397); ¢ Z,ﬁ :
3157 315« 77 154 5 4

2 7[2 -6
d) (E;OJ; ¢ (o;ﬁj; ) (27z;§j; 2) g;
Vs 5 2

3 w

N o

Kontrolni test

1. Vypoctéte moment setrvacnosti vzhledem k ose y homogenni hmotné oblasti ohrani¢ené

2

kiivkami y = 7, y=xT.

1+x

a) 0(§+7r), b) G(%—ﬂ'), 0) a(§—%), d) a(§+%).

2 Vypoctéte moment setrvacnosti vzhledem k ose y homogenniho hmotného oblouku
kfivky dané parametricky x = t? , V=t —%tz' pro 0<¢ < J3.

a) %0\/5, b) @0\/5, c) @0 3, d) @a 3.
35 35 35 35

3) Vypoctéte staticky moment vzhledem k ose x homogenniho hmotného oblouku kiivky

y=x3pr0 0<x<I.

o o o o
a) —(10V10+1), b) —(10v10-1), ¢) —(10v10-1), d) —(10V10+1).
) 54( ) ) 54( ) )108( ), d) 108( )

4) Vypoctéte moment setrvacnosti homogenni hmotné oblasti tvaru rovnoramenného

trojuhelnika vysky v a zékladny velikosti a vzhledem k jeho zakladné.

a) lO'av3, b) lO'(Jtvz, c) %661\/3, d) %O'avz.

5) Vypoctéte moment setrvacnosti homogenni hmotné oblasti ohrani¢ené elipsou

2 2
x_2 + y_2 =1, 0 < b < a konst. vzhledem k jeji hlavni ose.
a“ b
a) lovmb3 , b) lo7wt3b , c) l0'7mb3 , d) lO'7m3b .
4 4 2 2

2
6) Vypoctéte moment setrvacnosti homogenniho hmotného oblouku kiivky y = XT — Eln X

pro 1< x<e vzhledem k ose y.

Ef o
* *
*
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Matematika Il 3.5. Fyzikalni aplikace

a) %(e4+262—2), b) %(e4+262+3),

0) %(e4+2e2—3), d) %(e4+262+2).

7) Vypoctéte souradnice t€zisté homogenniho hmotného oblouku asteroidy

x=acos3t,y=asin3t, a>0konst.pro 0<t<r.

a) (O,%aj, b) (Oéa), C) (%a,oj, d) (0,%

8) Vypoctéte souradnice t&zist€ homogenni hmotné oblasti ohranicené kiivkami y =sinx a

1 . .
y=7 prox maximalng z intervalu (0,7).

2 Lﬁ 33427 ) b) (7[ w]

27833 - 7) 2733427
3W3+27 # 8(3\/§—ﬂ) T
) | ———.,— |, d | ———,— |
83V3-7) 2 3J3+27 72
9) Vypoctéte souradnice t€Zist€ homogenni hmotné oblasti ohrani¢ené kiivkami x =1 a
y2 =x.

5 5 4 4
a) (0,7], b) (7,0}, C) (7,0], d) (O,;j

A%

pro 0<t<+3.
V3 7 5 V3 35
a) Ty | b) P ) C) T o |»
45 7 3 37
Vysledky testu

1.b); 2.a); 3.b); 4.¢); 5.a); 6.¢); 7.d); 8. a); 9.b); 10.d).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné v 8 piipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opacném piipadé je tieba prostudovat kapitolu 3.5 znovu.

Ef ****‘ e
* *
*
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Matematika Il 3.5. Fyzikalni aplikace

Shrnuti lekce

Integralni pocet je pouzivan v mnoha disciplinach 1 tam, kde bychom to neocekavali

(napt. ekonomie). V této kapitole jsme se omezili na jednoduché aplikace v mechanice.

Vv v

A%

setrvacnosti kiivek v prostoru, rovinnych oblasti, té€les i v pfipadech, kdy se hustota spojité

meéni, se seznamite v Matematice II1.

vvvvvv

Z fyzikalnich zdkonl se odvodi vztahy pro velmi malé elementy. Provede se soucet hodnot
pro vSechny elementy. Limitnim pfechodem pro pocet elementli n — o piejdou sumy na

integraly. Pochopenim tohoto principu mtizete odvozovat vztahy pro dalsi veli¢iny.

Stejnym zptisobem postupovali i tviirci integralniho poctu Newton a Leibniz.

Ef ***** o
* *
*
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Matematika Il 4.1. Definice funkce vice proménnych

Funkce vice proménnych

Funkce vice proménnych se v matematice zacaly pouzivat v rdamci rozvoje
analytické geometrie v prostoru s pocatkem 18. stol.

I vy sami jste se jiz urcité s funkcemi vice proménnych setkali. Jiz na stfedni
skole se tesi uloha, jak vypocitat objem a povrch zédkladnich geometrickych téles,
napf. krychle, koule, kvadru, atd. Polozme si jednoduchou otazku. Jak se vypocita
objem kvadru? Odpovéd na tuto otdzku je dobfe zndmi. Pro objem kvadru

o hranach a > 0, b > 0, ¢ > 0 plati vztah
V=a-b-c

Zéaroven jsme si uvedli prvni piiklad funkce vice proménnych, konkrétné v tomto
piipadé funkce t¥i proménnych. Skutecné, na V' muzeme nahlizet jako na funkci
tii proménnych a, b a ¢. Za a, b a ¢ dosazujeme konkrétni kladna realna cisla,
ktera mezi sebou nasobime. Vysledkem je opét cislo kladné realné, které ma
vyznam objemu piislusného kvadru. Pro zapis této skutecnosti budeme pouzivat

analogické schéma jako pro funkci jedné proménné (f :R D A —- R, A >z —

f(x) =y € R), 4.
V: Rt xRt x Rt = R,
resp.
V:R" xR*"xRY 3 [a,b,c] — V(a,b,c)=a-b-ceR.

Kazdé trojici kladnych realnych ¢isel se pritadi jejich soucin, coz je opét kladné
realné c¢islo. Dalsich podobnych funkci by se dala najit cela fada. Zkuste sami

vymyslet néjaky dalsi piiklad funkce vice proménnych.

*****
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Matematika Il 4.1. Definice funkce vice proménnych

4. Funkce vice proménnych, definice, vlastnosti

Pravodce studiem

V ramci této kapitoly se sezndmime s funkcemi vice proménnych, predevsim
se bude jednat o funkce dvou proménnych, které budeme chapat jako prirozené
zobecnéni pojmu funkce jedné proménné. Ukazeme si, ze ackoliv se nékteré poj-
my pro funkce vice proménnych definuji analogicky jako v ptripadé funkei jedné
proménné, tak jejich aplikace na konkrétni ptiklady je pomérné obtizna. Toto se

tyka predevsim limit a spojitosti funkce vice proménnych.

Cile

Funkce vice proménnych, funkce dvou proménnych, funkce tii proménnych,

defini¢ni obor, graf, vrstevnice, limita, spojitost.
Predpokladané znalosti
Funkce jedné proménné, jeji definiéni obor, funkéni predpis, graf. Limita a

spojitost funkce jedné proménné, kuzelosecky, soustavy rovnic.

4.1. Definice funkce vice proménnych

Vyklad

0=

Definice 4.1.1.
Necht M C R", M # (). Funkci vice proménnych budeme rozumét kazdé
zobrazeni f : M — R. Mnozinu M nazyvame definicnim oborem funkce f

a znacime Dy.

Mnozina R" je tvorena usporadanymi n-ticemi redlnych cisel. Jednd se o zkra-

i
- * 5 *
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Matematika Il 4.1. Definice funkce vice proménnych

ceny zapis kartézského souc¢inu n mnozin realnych cisel, tj. R"=R xR x...xR.
—_—

n

Pozndamka

Pripomenme, Ze kartézskym soucinem mnozin A a B rozumime mnozinu
Ax B={a,b]|lac ANDbe B}.
Napr. je-li A ={1,2,3}, B={m,n}, pak

A x B ={[1,m],[1,n],[2,m][2,n],[3,m],[3,n]}.

Prvky mnoziny R", usporadané n-tice, znac¢ime X = [z, 2o, ..., z,], x; € R™,
1 < ¢ < n. Funkce vice proménnych je tedy zobrazeni, které kazdému bodu
X = [x1,m9, ..., 1z, € Dy piitad{ jediné redlné ¢islo y € R. Pouzivame zapis
y = f(x1,x,...,2,) nebo zkrdcené y = f(X). Cislu y fkdme funkéni hodnota

v bodé X.

Poznamka

1. 'V souladu s terminologii, kterou pouzZivime u funkce jedné promeénné,
x1,To ..., T, budeme nazyvat nezdvislé proménné, argumenty funkce f, y
bude zavislda proménnad.

2. Pro funkci dvou proménngch volime misto y = f(x1,x2) oznacentd
2= f(z,y).

3. Pro funkci tii proménngch volime misto y = f(x1,x2,x3) oznacentd
u= f(x,y, 2).

4. Neni-li zadan definicni obor, pak se jim rozumi mazimalni ,,pripustnd“
podmnozina v R™, tj. mnozina bodu, ve kteryjch md dand funkce smysl, ve kterych
ezxistuje funkcéni hodnotu.

5. Kromé oznaceni Dy pro definicni obor funkce se také pouziva D(f), Dom f.

i
- * 5 *
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Matematika Il 4.1. Definice funkce vice proménnych

Rezené tlohy
Priklad 4.1.1. Urcete a graficky znazornéte defini¢ni obor funkce

In(z + 1)
V4= 22—y

Reseni: Sestavime jednotlivé omezujici podminky, které ndm vymezi hleda-

nou podmnozinu v R2.

1. Logaritmus je schopen pusobit pouze na kladné realna cisla, tedy
r+1>0 = x>-1

2. Neumime délit nulou. Proto ve zlomku musi byt jmenovatel ruzny od nuly, coz

nam dava podminku

Va—22—12#40 = 4—22—y*#0 = 22+ #4
3. Odmocnina je schopna pusobit pouze na realna cisla nezaporna,

-2 —y* >0 = 2*+9y° <4

Vsechny tii podminky musi platit soucasné, kazda z nich vymezuje podmnozinu
v R2. Definiénim oborem bude prinik jednotlivych podmnozin, Obr. 4.1.1.
Podminka 1. ur¢uje mnozinu uspoiddanych dvojic redlnych éisel [z,y] € R?,
pro které plati x > —1. Jedna se o polorovinu s hrani¢ni primkou z = —1, ta ale
do této mnoziny nepatii. Proto ji v grafickém vyjadieni vyznacime carkovaneé.
Podminka 2. uréuje mnozinu bodu [z,y] € R?, pro které plati z* + y? # 4.
Jedna se o vsechny body roviny, které nelezi na kruznici se stfedem v pocatku
a s polomérem 2. Tuto skutecnost vyznacime tak, ze do grafického vyjadieni
nakreslime carkované kruznici se stfedem v pocatku a polomérem 2. Bude to
znamenat, ze body, které lezi na této kruznici, do definicntho oboru nepatii.
Podminka 3. uréuje mnozinu bodu [z,y] € R?, pro které plati 2 + y* < 4.

Jedna se o kruh se sttedem v pocatku a polomérem 2.

]
- * 5 *
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Matematika Il 4.1. Definice funkce vice proménnych

Obr. 4.1.1

Priklad 4.1.2. Urcete a graficky znazornéte definiéni obor funkce

z =+/ysinzx.

Reseni: Zformulujeme omezujici podminku na definiéni obor, ysinz > 0.
Tato nerovnice je splnéna, kdyz oba ¢initelé jsou bud’ souc¢asné nezdporni, nebo
soucasné nekladni,

ysine >0 = (y>0Asinz>0)V (y<0 A sinz <0).
Zbyvé diskutovat podminku sinz > 0 resp. sinz < 0. ReSenfm prvni nerovnice

je sjednoceni intervalu

T € U (0 + k27,7 + k27m), kde Z je mnozina celych ¢isel.
keZ
Pro hodnoty x z téchto intervalu je funkce sin x nezdporna, ¢ervena ¢ast sinusoidy,

Obr. 4.1.2.

—4t  -3m —on —n\_/LP T 2m 3n ¥

Obr. 4.1.2

****ﬁ
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Matematika Il 4.1. Definice funkce vice proménnych

Resenim druhé nerovnice je sjednoceni intervalu

v € | J(—m+ k27,0 + k2m).
keZ

Pro hodnoty x z téchto intervalu je funkce sin x nekladna, modra ¢ast sinusoidy,

Obr. 4.1.3.

Yy
1
) N\ N .
—STVZR —n\40 TC\/27t 81%\/2115
Obr. 4.1.3

Grafické vyjadieni definicniho oboru zadané funkce je na Obr. 4.1.4.

Y

Obr. 4.14
Vezmeme-li napi. « € (0, 7), hodnota funkce sin x > 0 a sou¢asné musi byt y > 0.
Priklad 4.1.3. Urcete a graficky znazornéte defini¢ni obor funkce
z = arcsin(z + y).

Reseni: Funkce arkus sinus je schopna pusobit pouze na redlnd ¢isla z in-
tervalu (—1,1). Musime zaridit, ze argument funkce arkus sinus bude nabyvat
jen hodnot z intervalu (—1, 1). Dostdvame omezujici podminku na definiéni obor

ve tvaru —1 <z +y < 1. Jedna se o systém dvou nerovnic,
—-1<z4+y AN x+y<Ll
Resenim pak bude

—1—-z<y AN y<l-—uz

****t
o - 216 -
* 5 *



Matematika Il 4.1. Definice funkce vice proménnych

Defini¢nim oborem je prunik dvou poloprostoru s hranié¢nimi primkamiy = —1—x
ay = 1 —x. Nejdrive zakreslime hrani¢ni primky a pak vyznacime vlastni prunik

poloprostoru, viz. Obr. 4.1.5.

Obr. 4.1.5

Priklad 4.1.4. Urcete a graficky znazornéte definicni obor funkce tii

proménnych
u = arcsin x + arcsin y + arcsin z.
Reseni: Funkce arkus sinus je schopna ptisobit jen na éisla z intervalu (—1,1),
—1<z<T AN -1<y<1 N -1<2z< 1.

Defini¢ni obor: D, = {[z,y,2] € R¥||z| <1 A |y| <1 A |z] < 1}, jednd se o
krychli se stredem v poc¢atku a délkou hrany 2.

<

Obr. 4.1.6

i
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Matematika Il 4.1. Definice funkce vice proménnych

l]lohy k samostatnému ¥eSeni

rT+y—>

T 18

. Urcete a nacrtnéte definiéni obor funkce z = /16 — 22 — 49/2.

. Urcete a nacrtnéte defini¢ni obor funkce z = /y? — 1.

1. Urcete a nacrtnéte defini¢ni obor funkce z =

. Urcete a nacrtnéte definiéni obor funkce z =Inz +Iny — In(l —z — y).

. Urcete a nacrtnéte definiéni obor funkce z = In(y(x + 2)).
1

arcsinx - arccosy

. Uréete a nacrtnéte definiéni obor funkee z = (1 — 2% — y2)_% arccos 2.

. Urcete a nacrtnéte defini¢ni obor funkce z =

. Uréete a nacrtnéte definiéni obor funkce z = arccos(x — y? + 1).

© 00 N O Ut ks W N

. Urcete a nacrtnéte definiéni obor funkce z = /cos(2x — y).

10. Urcete a nacrtnéte definiéni obor funkce z = tg (arcsin(x + y)).

Vysledky ulohy k samostatnému feSeni

1. Omezujici podminka: x —y + 8 # 0. Defini¢n{ obor: D, = {[z,y] € R? |y #
x + 8}, Obr. 4.1.7.

2. Omezujici podminka: 16 — 2* — 4y* > 0. Definién{ obor: D, = {[z,y| €
R? | 2% + 4y* < 16}, Obr. 4.1.8.

Yy  y=x+8 Y
//é%/,/ 2
_8//, /\
/,’ x —4&/4 x
-2
Obr. 4.1.7 Obr. 4.1.8

****ﬁ
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3. Omezujici podminka: y>—1 > 0. Defini¢ni obor: D, = {[z,y] € R? | y? > 1},
Obr. 4.1.9

4. Omezujici podminky: z > 0 Ay > 0 A 1 —2x —y > 0. Definiéni obor:
D, ={[z,y] eR*|z>0Ay>0Ay<1—2z}, Obr. 4.1.10.

Y . Y
Y= l—x\\
1 L~
1 \\
x TR x
-1 \\
Obr. 4.1.9 Obr. 4.1.10

5. Omezujici podminky: y(z +2) > 0. Defini¢ni obor: D, = {[z,y] € R*| (y >
ONz+2>0)V (y<0Az+2<0)}, Obr. 4.1.11.

6. Omezujici podminky: arcsinz #0 A —1 < x <1 A arccosy # 0 A —1 <
y < 1. Definiénf obor: D, = {[z,y] e R*|z #0 A -1 <z <1 A -1 <y <1},
Obr. 4.1.12.

Obr. 4.1.11 Obr. 4.1.12

****ﬁ
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7. Omezujici podminky: 1 — 22 —9% >0 A m #F#O0N—-1<2x<1.
Definiéni obor: D, = {[z,y] € R*|z? + y> <1 A —5 <z < 1}, Obr. 4.1.13.

8. Omezujici podminka: —1 < z — y? + 1 < 1. Definién{ obor: D, = {[z,y] €
R?|y> <ax+2 A 2 <y?}, Obr. 4.1.14.

Jessfasad ’
/// RN y2:x+2 /
’ \\
/ \ 5
" \\ yz:x
1 1
- - o w2 v
\\ ,
\ ’
Obr. 4.1.13 Obr. 4.1.14

9. Omezujici podminka: cos(2x — y) > 0. Definiéni obor: D, = {[z,y] €
R? |22 —y € Upez(—F + 2km, T + 2km)}, Obr. 4.1.15.

10. Omezujici podminky: arcsin(z +y) # 5 +kr A =1 <o +y <1, k€ Z.
Definién{ obor: D, = {[z,y] € R*| —1 <z +y < 1}, Obr. 4.1.16.

y:2x+k2n+§ Y Y
// // \\\ \\\y: 1—x
/ x X N x
y=—1—9€ \\ \\\
Y = 2x+k2n—5
Obr. 4.1.15 Obr. 4.1.16

****t
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Kontrolni test

1. Urcete a nacrtnéte definicni obor funkce z = /In(x + y).
a)D. ={[z,y] eR*[y > 1 -2} DD, ={[r,y] eR*|y <1 -z}

. Y Y
< 1 y=1-x
y=1-x 1f¢
\‘ \1
1%, x z
Obr. 4.1.17 Obr. 4.1.18

c)D, ={[z,y] eR*|y >1—2} d)D,={[z,y] eR?|y<1—x}

Y . Y
s 1 Y = 1-—x
y = 1—:[ N
1 BN
\ .1
1 x N x
Obr. 4.1.19 Obr. 4.1.20

2. Urcete a nacrtnéte definiéni obor funkce z = In(zy — 3).

a)D, = {[z,y] € R?|zy > 3}

b)D, = {[z,y] € R?*|zy < -3}

yh y
\
\
\
_3 | 3
y_ A \\\ y:—?
—‘\\\\ X X
\\
\
A
\
\
\
\
Obr. 4.1.21 Obr. 4.1.22
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¢)D. = {[z,y] € R?*|zy < -3} d)D, = {[z,y] € R?*|zy > 3}
1Yy Y
/
1
/
/ 3 _3
/// y :—? y o
- /,_—~ X X
//
/
/
/
1l
]
)
Obr. 4.1.23 Obr. 4.1.24
2 2 17
3. Urcete a nacrtnéte definiéni obor funkce z = arcsin %
a) D, ={[r,y] eR? |22 +4>=9 b) D, ={[r,y] e R?| 2> +3y*> > 9
Va? +y? <25} Ax? +y* < 25}
Yy -
II //” ) \\\ \\
I I \ \
\ \ 4 !
Obr. 4.1.25 Obr. 4.1.26

) D ={lz,y] eR*[2? +9* 29 d) D. = {[z,y] € R?|2” +y* < 9}

D

S

Obr. 4.1.27 Obr. 4.1.28

****ﬁ
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4. Urcete a nacrtnéte definiéni obor funkce z =

1

\ x4+ 12 -9

a)D. = {[z,y] € R?|2? +y* £ 9} b)D. = {[z,y] € R?|2? +y* > 9}

Yy
I/ \\
1 \
NN ) x
\ 7
Obr. 4.1.29

Obr. 4.1.30

¢)D. ={[z,y] € R?|2? + 3> <9} d)D. = {[z,y] € R?|2* +4* > 9}

Y

A\
H—

Obr. 4.1.31

Y

{1

Obr. 4.1.32

2 2
5. Urcete a nacrtnéte definiéni obor funkce z = arccos (% + 2% — 1) :

a)D, = {[z,y] € R* |22 +9y* > 9

}

b)D, = {[z,y] € R?|2? + 9> < 9}

i
T

Obr. 4.1.33

* 4 %

* ¥ %
*
*
*

* 4k

X

X

At 1\3
AR~

Obr. 4.1.34
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Obr. 4.1.35

6. Urcete a nacrtnéte definiéni obor funkce z =

—_— = -
- -

e\ =\

Obr. 4.1.36

1
2 +sin(x? +y2—9)

a)D. = {[z,y] € R?|2? +y* # 9} b)D. = {[z,y] e R* |z # 0 A y # 0}

Y Ly
i
I
I
N - R0 \\ :
I/ \ I
I \ '
1 7> N S e e Y N N N Lem s m o= -
_Sl\ [3 x ! x

\ y I
N ’ I
~ SN 7 |
I
I
i
|

Obr. 4.1.37 Obr. 4.1.38

c)D, = {[z,y] € R* |22 +¢y* > 9} d)D, = R?

Y Y
Obr. 4.1.39 Obr. 4.1.40
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7. Urcete a nacrtnéte definiéni obor funkce z = /1 — 22 +y + /1 — 22 — 4.

a) Dz:{[x>y]€R2|ny2_1 b) Dz:{[xay]€R2|y§x2+1
ANy < —22+1} ANy > —2%—1}
Y Yy

\ﬂ QRN
y =x%-1

N ; g
Y==xr2=1
y=—a+1 / \

Obr. 4.1.41 Obr. 4.1.42
¢) D, ={[z,y] e R*|y < —2?+1 d) D, = {[z,y] e R?*|y < a* + 1
ANy > —z% —1} ANy > x? -1}
Y Yy

\ |/
N

X x
Yy =x+1 /
/ \ y =x°-1

Obr. 4.1.43 Obr. 4.1.44
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2
8. Urcete a nacrtnéte definiéni obor funkce z = y3 .
e =y

b) D. = {[z,y] € R?|

a) D, = {[z,y] € R?|
y>2t Ay <2’}

(y>a22 Ny <ad)
V(y<a? Ay >a®)}

\ y I
\ P
\ 2 ',
v Y=x .
1
\\ ’I
. y
. /
Y
/,\ - T X
7
/
1 1
1 1
1 1
1 § ! .
l, y:xo ’, y:xd
1 1
Obr. 4.1.45 Obr. 4.1.46
¢) D. = {[z,y] € R?| d) D, = {[z,y] € R?|
y >zt Vy <2’} (y>22 Ny <a2?)}
Vg <a? Any>a®)}
y=a
< X X
y =3 &
1/
I 1
1 1
1 ! 3
II Il y=x
I 1
Obr. 4.1.47 Obr. 4.1.48
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9. Urcete a nacrtnéte definiéni obor funkce z = /sin(y — z2).

a) D = {[z,y] e R*[y —2® €
Ukez (0 4 2k, 7 + 2km)}

b) D. = {[,y] e R? |y —a” €
Ukez (0 4 2km, m + 2km) }

\
\\ \ \ y // //
\ LN\ NN /
RN QDN §
\ \ y; / /
\ \ \ / /
N\ \ N 7/ / AN
(N \ \\ - / r oy
NN \ N y Y
v \ y NN
WY \ > 00y
\ \ N 7 / /
\ \\ S > AN
NN NN
\ /
\ \ // /
\ N P y
\ \\_,/ /
\\ 7
N Z
v
N > 5
oo’ y=attkn

Obr. 4.1.49

c) D, = {[z,y] e R? |y —2® €
Urez (0 + 2km, 7 + 2k7) }

// S

7 2
Sols” y=at+Hkm

Obr. 4.1.50

d) D, = {[z,y] e R? |y —2® €
Urez (0 + 2km, 7 + 2k7)}

\

Obr. 4.1.51

10. Urcete a nacrtnéte definiéni obor funkce z =

Obr. 4.1.52

2 —y

5 + arcsin x +arccos y.
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a) D, = {[z,y] € R?| b) D, = {[z,y] € R
2] ST A Jy| <1 A [yl # [z]} 2] ST A Jy| <1 Ay#a}
N y:—x y y:x , y y:x ,
r‘\ /0 c‘ /q
// \\ 1 v // 1 r
S'\,/ \y‘{ S'\// 0
Obr. 4.1.53 Obr. 4.1.54
c) D. = {[z,y] € R?| d) D. = {[z,y] € R?|
(lel <1V Iy <1) Ay #a} z| <1 A fyl <1}

! AN S

Obr. 4.1.55 Obr. 4.1.56

Vysledky testu

1.¢),2.a),3.¢),4.b),5.b),6.d), 7. a),8.d),9.c), 10. a).

i
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4.2. Graf funkce vice proménnych

V této kapitole se soustifedime na funkce dvou proménnych. Pouze v tomto
pripadé jsme schopni graf funkci dvou proménnych zobrazit. Pro funkce tif a vice

proménnych ztraci grafické vyjadreni smysl.

Vyklad

Definice 4.2.1.

Grafem funkce dvou proménnych z = f(x,y) budeme rozumét mnozinu

Gy ={lz,y, f(z,y)] | [x,y] € Dy}.

Poznamka
1. Mnozina Gy, tj. graf funkce dvou proménnych, je podmnozinou v R®. Nejcastéji
se budeme setkdvat s funkcemi, jejichZ graf tvori v R® plochu.
2. Zobrazeni grafu funkce dvou promeénnich je pomérné obtizné. Cely proces si
muzeme do jisté miry zjednodusit tim, Ze zkonstruujeme rezy prislusné plochy
rovinami rovnobéznymi se souradnicovymi rovinami. Pro zobrazeni grafu funkce
dvou promeénngyjch se pouzZivd predevsim vypocetni technika.

Na konkrétnim ptikladu si ukdzeme zptusob jak najit graf funkce dvou promén-

nych. Jesté predtim si zavedeme dulezity pojem, tzv. vrstevnici.

Definice 4.2.2.
Rezy grafu funkce dvou proménnych rovinou rovnobéznou se souiadnicovou
rovinou xy (pudorysnou) se nazyvaji vrstevnice. Vrstevnicovym grafem

budeme rozumét pruméty vrstevnic do roviny xy.

Vrstevnice jsou kiivky na grafu funkce dvou proménnych se stejnou funkéni
hodnotou. S vrstevnici jste se jiz urcité setkali. Staci se podivat na mapu, na které

je zobrazena i nadmorska vyska (geologické, geografické mapy, apod.). Vrstevnice

*****
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Matematika Il 4.2. Graf funkce vice proménnych

je krivka, kterd reprezentuje mnozinu bodu se stejnou nadmorskou vyskou.

Resené dlohy
Piiklad 4.2.1. Urcete definiéni obor a naleznéte graf funkce

z2=1+/16 — 22 — 92

Reseni: Nejdiive uré¢ime omezujici podminku na defini¢ni obor. Druha od-

mocnina je schopna pusobit pouze na nezaporna cisla. Tedy,
16—952—y2 >0 = —:CQ—yQE —-16 = x2+y2 < 42

Definiénim oborem je kruh se sttedem v pocatku a polomérem 4.
Nalezneme vrstevnice grafu. Budeme hledat rezy grafu funkce s rovinami rov-
nobéznymi se souradnicovou rovinou zy (s pudorysnou), resp. pruméty téchto

fezu do pudorysny.

Poznamka

V' ndsledujicim textu budeme casto ztotoZnovat vrstevnici s jejim kolmym
prumétem do Toviny Y.

Klademe 2z = k, k je néjaka konstanta, néjaké realné c¢islo. Napt. pro hodnotu
k = 0 dostdavame rovnici z = 0, coz je rovnice roviny zy. Pro hodnotu £ = 1
dostavame rovnici z = 1, coz je rovnice roviny, kterd je rovnobézna s rovinou xy,
a jejiz vzdéalenost od roviny xy je rovna 1, atd.

Proz=Fk, k>0 A k <4 dostavame

k=+16—22—y2 = kK =16—2>—¢y> = 22+4°=16-k%
Pro¢ volime k > 07 Cislo k dosazujeme za z a z = 1/16 — 22 — 2, druhd odmoc-
nina z nezaporného ¢isla bude vzdycky ¢islo nezaporné, hodnota z je nezaporna
a tedy i cislo & musi byt nezaporné. Navic k < 4, protoze k muze nabyvat
pouze hodnot z intervalu (0,4). Pro k > 4 bude rozdil na pravé strané rovnice

22 +1y? = 16 — k? zdporny, kruZnice se zdpornym polomérem nem4, smysl.

i
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Matematika Il 4.2. Graf funkce vice proménnych

Vrstevnicemi budou kruznice se stfedem v pocatku a s poloméry /16 — k2,
k € (0,4). Pro k = 4 dostaneme tzv. degenerovanou kruznici s polomérem 0, tj.

bod. V tomto piipadé se jednd o pocatek, bod o souradnicich [0, 0].

k=1
Y
k=3
k=39
X
Obr. 4.2.1

Navic budeme jesté hledat fezy grafu funkce rovinami rovnobéznymi se zbyva-
jicimi soutadnicovymi rovinami. Polozme napi. x = k. Hledame fezy grafu funkce
rovinami rovnobéznymi se soutfadnicovou rovinou yz, tzv. narysnou. Souradnice

x lezi v intervalu (0,4), proto konstanta k € (0,4),

2=16—k2—y2 = 2Z=16—-k*—y* = ¢ +2=16—k%
Protoze z > 0, posledni rovnice predstavuje pulkruznice se stiedy v pocatku a
polomeéry /16 — k2, pro hodnotu k = 4 se jedna o bod [0, 0].

Zvolime-li y = k, pak hledame tezy grafu funkce rovinami rovnobéznymi se
soufadnicovou rovinou zz, tzv. bokorysnou. Dostavame analogickou posloup-
nost rovnic jako v predchazejicim pripadé,

z=V16—22—k* = F=16-2"-k = 2"+2°=16—1Fk"

Rezy jsou pulkruznice se stiedem v poédtku a polomérem /16 — k2.

****ﬁ
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k=1
< <
k=3
k=39
k=4
Y X
Obr. 4.2.2

Nyni jiz mame dostatek informaci pro celkovou predstavu o grafu této funkce.

Grafem je polovina kulové plochy se sttedem v pocatku a polomérem 4.

Obr. 4.2.3

Priiklad 4.2.2. Urcete definicni obor a graf funkce z = xy.
Reseni: Definiénim oborem je celd mnozina R2. Podivejme se nyni postupné
na jednotlivé fezy.
1. Prok e R, z =k,
k
k=xy = y=-—.
x

Vrstevnicemi jsou pro k # 0 rovnoosé hyperboly a pro £ = 0 je vrstevnice tvorena

soutfadnicovymi osami, osou i osou y.

****ﬁ
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Obr. 4.2.4

2.ProkeR, z=k,
z = ky.

Rezy jsou pifmky prochézejici pocatkem.

3.Prok eR, y=k,
z = kux.
Rezy jsou pifmky prochazejici pocéatkem.

< <

Obr. 4.2.5
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Jedna se o sedlovou plochu. Jeji grafické zndzornéni je pomérné obtizné,
nicméné presto nam fezy poskytnou zakladni informaci o grafu zadané funkce.

Graf zadané funkce je na Obr. 4.2.6

Obr. 4.2.6

Priklad 4.2.3. Urcete defini¢ni obor a graf funkce z = /22 + y2.

Reseni: Definiénim oborem je celd mnozina R2. Soucet v odmocniné bude
nezaporny bez ohledu na to, co dosadime za x resp. y. Hledame tezy.
1.Prok >0, z =k,
k=vV22+y? = =12+

Vrstevnicemi jsou kruznice se stfedem v pocatku a poloméry k.

Y
k=0
k=2
k=3
k=4
x
Obr. 4.2.7
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2.ProkeR, z=k,
z:\/ﬁy2 = 2=+ = P +272=k = —y—+z—:1.
Pro pevné zvolené k je fezem jedno rameno rovnoosé hyperboly. VSimnéme si,
ze pro k pripoustime i hodnotu 0. OvSem v posledni rovnici bychom pak délili
nulou, coz je nepripustné. Posledni implikace pro & = 0 neplati. V tomto piipadé

je fezem dvojice polopiimek prochézejicich pocatkem [0, 0], tedy

2=y = |zl=y = z=4v.

3.ProkeR, y=k,

x? 22

=V + k2 = =2+ k = 2P+ =k = _ﬁ+ﬁ:1‘

Pro tezy plati totéz, co jiz bylo feceno v bodé 2.

2z 2
\\\\\\\\_::::::;;;>/k_() \\\\\\\\__,///////
k=2
k=3
k=4
Y 7
Obr. 4.2.8

Grafem funkce je jednodilnd kuzelova plocha.

<

Obr. 4.2.9
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Ulohy k samostatnému feSeni

1. Urcete definiéni obor a naleznéte ez grafu funkce z = 22 +2x +1y? — 4y +5
rovinou z = 1.

2. Urcete defini¢n{ obor a naleznéte fezy grafu funkce z = 2 — \/y soutad-
nicovymi rovinami.

3. Urcete defini¢ni obor a naleznéte vrstevnicovy graf funkce z = 2% + 3> — 4.

4. Urcete defini¢ni obor a naleznéte vrstevnicovy graf funkce z = 2x 4 3y — 4.

5. Urcete defini¢ni obor a naleznéte vrstevnicovy graf funkce z = |/zy.

2
. Urcete definicni obor a naleznéte vrstevnicovy graf funkce z = —-.
Y

=2

. Urcete defini¢ni obor a naleznéte vrstevnicovy graf funkce z = /9 — 22 — 932.

5%

7

8. Urcete definiéni obor a naleznéte vrstevnicovy graf funkce z = Iny? — In .
9 —_.
I’2 + y2 + 1

. Urcete defini¢ni obor a naleznéte vrstevnicovy graf funkce z =

2
10. Urcete defini¢ni obor a naleznéte vrstevnicovy graf funkce z = —g + 1.
x

Vysledky ulohy k samostatnému veseni
1. D, = R?, Obr. 4.2.10.

2. D, = {[z,y] € R?|y >0}, Obr. 4.2.11, Obr. 4.2.12, Obr. 4.2.13.

Y <
G
|
|
-1 X . =—\/J Yy
Obr. 4.2.10 Obr. 4.2.11

****ﬁ
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< Yy
y=a°
z=x3
X X
Obr. 4.2.12 Obr. 4.2.13

3. D. = R? k > —4. Vrstevnice: [0,0], 22 +y*> = 4 + k, Obr. 4.2.14.
4. D, = R? k € R. Vrstevnice: y = —%m + #, Obr. 4.2.15.

k=—4 Y %Y
k=-3

LY
\_/ xk:_2 N2 3z

k=-4 _
k=—6 =7 \

Obr. 4.2.14 Obr. 4.2.15
5.D. = {[z,y] € R*|zy > 0}, k > 0. Vrstevnice: jedna z vrstevnic je tvorena

wlpb ol co

obéma soutadnicovymi osami (y = 0, z = 0) pro k = 0, ostatni vrstevnice maji
rovnici y = £ pro k > 0, Obr. 4.2.16.

6. D, = {[z,y] € R*|y # 0}, k > 0. Vrstevnice: z =0 pro k =0, y = j:\/%x
pro k > 0. Ze vSech vrstevnic vynechavame bod [0, 0], protoze nelezi v definiénim

oboru zadané funkce, Obr. 4.2.17.

TR R
o
WMo~ O
B

ST

Obr. 4.2.16 Obr. 4.2.17
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7. D, = {[x,y] € R*|2* + 9y* < 9}, k € (0,3). Vrstevnice: bod [0,0] pro
k=3, elipsy 2% + 9y* =9 — k? pro k € (0,3), Obr. 4.2.18.

8. D, ={[r,y] e R?|z >0 Ay #0}, k € R. Vrstevnice: paraboly z = e ¥y,
Obr. 4.2.19.

Obr. 4.2.18 Obr. 4.2.19

9.D,=R%* ke (—g, g> Vrstevnice: x = 0 pro k = 0, kruznice (x—2—5k)2+y2 =
7z — Lprok #0,bod [1,0] pro k = 3, [~1,0] pro k = —3, Obr. 4.2.20.
10. D, = {[z,y] € R* |z # 0}, k € R. Vrstevnice: y = 0 pro k = 1, paraboly
k=12

y = “5-x° pro k # 1. Poznamenejme, Ze ze vsech vrstevnic vynechdvame bod

[0, 0], protoze nelezi v definicnim oboru zadané funkce, Obr. 4.2.21.

Y

t
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Obr. 4.2.21
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Kontrolni test

1. Naleznéte fez grafu funkce z = /2% 4+ y2 — 9 rovinou z = 3.

a) b)
2 2
1h--
-1
: 1 Y -3 3 Yy
11
Obr. 4.2.22 Obr. 4.2.23
c) d)
2 2
1 A
1 1 Y —1 1 Yy
Obr. 4.2.24 Obr. 4.2.25

2. Naleznéte fez grafu funkce dvou proménnych z = |z| — 1 rovinou z = 0.

a) b)
Y Y
1 x -1 1 x
Obr. 4.2.26 Obr. 4.2.27
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L ~ 239 -
- e




Matematika Il 4.2. Graf funkce vice proménnych

c) d)
Y Y
-1 1 T 1 7
Obr. 4.2.28 Obr. 4.2.29
3. Naleznéte vrstevnicovy graf funkce z = 22 + 412,
a) b)
Yy Y
k>0 //////’— k>0
Obr. 4.2.30 Obr. 4.2.31
c) d)
Y Y
k20 4/ k>0

Obr. 4.2.32 Obr. 4.2.33
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4. Naleznéte vrstevnicovy graf funkce z = arccos(z — y).

a) b)
Y

R\

\x
7 \

ke(0,m)

Z

Obr. 4.2.34 Obr. 4.2.35
c) d)
Y Y
ke (0,m) ke (0.1
1
-1
x 1 X
~1
Obr. 4.2.36 Obr. 4.2.37
5. Naleznéte vrstevnicovy graf funkce z = \/2x — y? + 1.
a) b)

Y

- 77\
N\

Obr. 4.2.38 Obr. 4.2.39
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d)
Y

-y |
NN\ 7/

k=0

Obr. 4.2.40 ) Obr. 4.2.41
6. Naleznéte vrstevnicovy graf funkce z = 2_3/2
i +y
a) b)
Yy Y

I

Obr. 4.2.42 Obr. 4.2.43
d)

%xm

Y

Obr. 4.2.45
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7. Naleznéte vrstevnicovy graf funkce z = 232
a) b)

k<0 k>0 \(O

NN
<

)
N
/

Obr. 4.2.46 Obr. 4.2.47
c) d)
Y Y
/ - /J @
Obr. 4.2.48 Obr. 4.2.49
8. Naleznéte vrstevnicovy graf funkce z = ev.
a) b)

Obr. 4.2.50 Obr. 4.2.51

* X x
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Y k>0

_________________________

Obr. 4.2.52

Obr.

4.2.53

9. Naleznéte vrstevnicovy graf funkce z = (2% —y + 1)%

b)

1\

7

=

k>0 \

)

Obr. 4.2.54 Obr. 4.2.55
d)
k=0 Y
/// |
Obr. 4.2.56 Obr. 4.2.57
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3

10. Naleznéte vrstevnicovy graf funkce z = ‘ y_ ‘
a) b)
Y
y\/ /_<
I~ :
Obr. 4.2.58 Obr. 4.2.59
c) d)
Y Y
x x
Obr. 4.2.60 Obr. 4.2.61

Vysledky testu
1.¢),2.b),3.a),4.d),5.a),6.a),7.d),8. b),9.c), 10. c).
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4.3. Limita a spojitost funkce vice proménnych

V této kapitole zavedeme pojem limity a spojitosti pro funkci dvou promeén-

nych. Pro funkce tii a vice proménnych definujeme tyto pojmy zcela analogicky.

Vyklad

Vsichni jiz dobte zndte pojem limity funkce jedné proménné, y = f(x). Limita
funkce f : R O Dy — R v n¢jakém bodé zy € R charakterizuje chovani této
funkce resp. funkénich hodnot na okoli bodu . Rekneme, ze funkce f ma v bodé
xo limitu A € R, jestlize ,blizime-li“ se k bodu xg, pak se funkéni hodnoty f(x)
,blizi“ k bodu A.

Pripomenme, ze funkce f v bodé o nemusi byt viubec definovana, tj. hodnota
f(zo) neexistuje, a presto v tomto budé muze existovat limita. Vypocet limity
funkce jedné proménné je pomérné snadny. K bodu xy se totiz muzeme blizit
pouze ze dvou stran, zleva resp. zprava, a to vzdy po primce. Poc¢itame tak limitu
zprava resp. limitu zleva funkce f. Rovnaji-li se obé limity, pak fikame, ze limita
v bodé xy existuje. Neni-li tomu tak, pak limita funkce f v bodé z( neexistuje.

Hleddme-li limitu funkce z = f(z,y), funkce dvou proménnych, limitni bod
P € R2. K tomuto bodu se muzeme , bliZit“ mnoha zptisoby, napf. po riznych
piimkéach, kfivkach atd. Vypocet limity funkce dvou proménnych je mnohem
obtiznéjsi, a proto si ukazeme jen nékteré diléi postupy pro vypocet vlastni limity
funkce dvou proménnych.

Nejdrive si zavedeme pojem okoli bodu. K uplnému a presnému zavedeni
tohoto pojmu by bylo potieba definovat nékteré dulezité objekty, kterymi se
zabyva matematickd disciplina zvana Topologie. Pro nase tucely to vsak neni

nutné. Vystacime si s nasledujicim zjednodusenim.
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Matematika Il

4.3. Limita a spojitost funkce vice proménnych

Definice 4.3.1.

Necht P € R? je bod.
Okolim bodu P budeme rozumét otevieny kruh O(P) C R? se stfedem
v bodé P.

vylou¢ime bod P. Znacime (095(]3).

Otevienym kruhem rozumime kruh bez hrani¢ni kruznice.

Prstencovym okolim (resp. nedplnym okolim) bodu P rozumime okol{
O(P), ze kterého vylouc¢ime bod P. Znacime (?)(P) = O(P)\{P}.

Deltovym okolim bodu P rozumime otevieny kruh Os(P) C R? § > 0,6 €
R, se sttedem v bodé P a polomérem .

Prstencovym deltovym okolim bodu P rozumime okoli Os(P), ze kterého

Deltové okoli bodu P si predstavime jako otevieny kruh se sttedem v bodé P

a polomérem ¢. Jinymi slovy to znamend, ze takovym okolim je mnozina bodu

Q, jejichz vzdéalenost od P je mensi nez 9,

Os(P) ={Q e R*[ 0 < ||P, Q]| < d}.

Pripomenme, ze je-li P = [z1,y1], @ = [x2, y2], pak vzdélenost

1P.Qll = V/(y1 — 21)* + (y2 — x2)*.

Y ] Y
d—ové okoli bodu P okoli bodu P prstencové okoli
o bodu P
P QII<§ o
- T T < /
// Q N 6:1 | p °®
\ \ _
yl 1/\/\l \\ /// \\\
\ P} / N P / P \
\\\_i,// -_ __~- : o |
\ /
x, X . o
Obr. 4.3.1
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Matematika Il 4.3. Limita a spojitost funkce vice proménnych

Pozndamka

Rozdil mezi okolim bodu P a deltovym okolim bodu P je jen v tom, Ze ve druhém
pripade explicitné specifikujeme polomer takového okoli. Deltové okoli bodu P
je tedy okoli bodu P s polomérem ¢.

Limity musime poc¢itame v tzv. hromadnych bodech. Je to proto, aby jsme

se k prislusnému limitnimu bodu mohli , blizit“ .

Definice 4.3.2.
Bud U c R% Bod X € R? se nazyvé hromadny bod mnoziny U, jestlize
kazdé jeho prstencové okoli (OQ(X ) ma s mnozinou U neprazdny prunik, tj.

[e]

OX)NU # 0.

Na Obr. 4.3.2 body X, Y jsou hromadnymi body mnoziny U, bod Z neni

hromadnym bodem mnoziny U.

e My
// =~
Ve \\
/U S~
i ‘——_~\\
| -~
/. \ \
‘\ 1 Xo ) \
\\\—__ - _ ;x
- - = _ /
——~ ~
// \\\ // //\/}
OZ; \ | fo]
\
\ 7 S~ ___-x¥ Y/
~_ - N s
Obr. 4.3.2

Skutecné, kazdé prstencové okoli bodu X obsahuje néjaké body z mnoziny U,
kazdé prstencové okoli bodu Y obsahuje néjaké body z mnoziny U. Na dru-
hou stranu existuje prstencové okoli bodu Z takové, ze neobsahuje zadny bod
z mnoziny U.

Hleddme-li limitu funkce z = f(z,y) v néjakém bodé P € R?, pak bod P musi
byt hromadnym bodem mnoziny D;. Pokud tomu tak nebude, nemédme se po ¢em

k bodu P ,blizit“ , a nema tedy smysl takovou limitu pocitat. Vsimnéme si jeste,

]
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Matematika Il 4.3. Limita a spojitost funkce vice proménnych

ze hromadny bod mnoziny vubec nemusi v dané mnoziné lezet, tj. vubec nemusi
lezet v definicnim oboru funkce f. Napi. budeme-li uvazovat otevieny kruh se
sttedem v bodé P, bez bodu P. Bod P je hromadnym bodem otevieného kruhu,

protoze kazdé prstencové okoli (OQ(P) obsahuje body z otevieného kruhu.

ory Y-
‘ory A
?O(P) \\ PO /“
o \\ //x
‘o
Obr. 4.3.3

Definice 4.3.3.
Rekneme, 7e funkce z = f(z,y) méa v hromadném bodé P = [z, ] limitu

a € R, jestlize Ve > 0 existuje § > 0 takové, ze VX € (095(P) plati
lf(X)—a| <e.
Volime nésledujici oznaceni limity funkce,

lim f(x,y) = a, resp. lim  f(z,y) = a, resp. lim f(X) = a.
s [z.y]—[z0,y0] X—P

Na Obr. 4.3.4 je zobrazena limita funkce jedné proménné. Limita funkce f
v bodé xq existuje, kdyz existuji stejné jednostranné limity, tj. blizime-li se k bodu
xg zleva, blizi se funkéni hodnoty f(z) k ¢islu b. Totéz plati v pripadé, ze se k bodu

xo blizime zprava, funkéni hodnoty se blizi opét k ¢islu b.

b+z—:,y
lb.l:::::;{"':
I
b—eYV | :
|
N J

Obr. 4.3.4
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Matematika Il 4.3. Limita a spojitost funkce vice proménnych

Staci prozkoumat pravé dvé moznosti, k limitnimu bodu zy se muzeme blizit bud

zleva nebo zprava, a to vzdy po piimce, ose x.

vvvvvv

NN “‘
R
\\\\\\\\‘\“.‘&““

Obr. 4.3.5

K pocatku se muzeme blizit napt. po primkach prochézejicich pocatkem, nebo
po spirale atd.

Nejcasteji se pii vypoctu limit funkel dvou proménnych budeme setkavat se
tfemi pripady. Vypocet provedeme dosazenim limitniho bodu, v podstaté takto
vypocitame limitu jako funkéni hodnotu v limitnim bodé. Nebo limitu pocitame

postupnym upravovanim funkce. Treti moznosti je dukaz neexistence dané limity.

****ﬁ
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Matematika Il 4.3. Limita a spojitost funkce vice proménnych

Pozndamka

Nasledugici wlohy, a to predevsim ulohy k samostatnému reseni a ulohy obsazené

v kontrolnim testu, jsou urceny predevsim pro zdjemce o tuto problematiku. Pod-
statné je, aby jste si uvédomili zdkladni rozdil mezi limitou funkce jedné a limitou

funkce vice promeénngjch.

Resené dlohy
Priiklad 4.3.1. Vypocitejte

x + 2y
11m .
[z.y]—[24] 22 + Y

Reseni: Dosadime limitni bod, tedy

r+2y 2+2-4 10 5
[z,y]q[24]2x+y 2244 8 4

Priklad 4.3.2. Vypocitejte

i Ty +2x+y+ 2
11m .
[zy]—[-1,00 xy? + y2 + x + 1

ResSeni: Postupnym upravovanim dostaneme

A2y +2 a0 2y +2)+(y+2)
[x,y]ﬂ[ 10wy +y?2 +x + 1 =70 wyl—[-1,0 y2(x + 1) + (z + 1)
9 1 9
_ g WHYE+D o yE2

=10 (x+1)(y2+ 1) [y—10y2 + 1

Priklad 4.3.3. Vypocitejte
2zy
im —.
[2,y]—[0,0] 22 + y2
Reseni: K bodu [0,0] se budeme blizit po pifmkach, tj. cestu volime po pifm-
kéch obsahujicich bod [0,0]. Takové piimky maji rovnice y = kz, kde k € R je
parametr. Bude-li feSeni zaviset na parametru k, limita neexistuje. Dosadime a

dostavame
2y , 2kx? _ 2k 2k

lim = lim ————— = lim = .
[,y]—[0,0] 2 + 32 e—0 12 + k222 2—01+ k2 1+ k2

i
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Matematika Il 4.3. Limita a spojitost funkce vice proménnych

Limita zavisi na parametru k. Pro ruzné hodnoty k dostavame ruznou hodnotu
limity. Limita proto neexistuje. Pokud limita nebude zaviset na parametru k,
pak o existenci limity nemuzeme nic tici. Nevime, jestli existuje nebo neexistuje.
Duvod je ten, ze ptimky tvorl pouze ¢ast moznosti, jak se k limitnimu bodu
muzeme blizit.
Priklad 4.3.4. Vypocitejte
x2y? — 4
[x,y]lg[llg] zd+yt — 17
Reseni: K vypocitani této limity pouzijeme nasledujici vétu o dvojnasobné

limite.

Véta 4.3.1.

Jestlize existuji limity

)
T—To \ Y—Yo —Y0 \T—70 [z,y]—[z0,y0]

lim (lim f(a:,y)) = ay, ylim (lim f(x,y)) = ay lim  f(z,y) =a,

pak a = a; = as.

Prakticky postupujeme tak, ze si vybereme jednu proménnou, napi. proménnou
y, druhou pak povazujeme za konstantu. Poc¢itame limitu funkce jedné proménné,
funkce zavisejici pouze na y. Dostaneme vyraz, ktery jiz nebude obsahovat pro-
ménnou ¥y, ale pouze x. Nyni z budeme chépat jako proménnou a vypocitame
limitu z funkce jedné proménné, funkce zavisejici pouze na x, ziskame hodnotu
ai,

a; = lim (lim

x%y? — 4 L 42% — 4
a—1 \y—2 2t +y* — 17

= lim ——— "
ool 74 + 16 — 17
422 — 1) , 4

S —lm o =2
pl (2 + 1)(@2 —1) a1 (22 + 1)

Totéz udélame pro obé proménné v opacném poradi a dostavame hodnotu as,

tim (1 2%y? — 4 " y? —4 ’ 1 1
a9 = 11IM 1m —————- - = l1im =1lm-———-—- = —.
P \emtat 4yt —1T) 2 (P AP —4) w2 (P +4) 8

idi V7 1 2 imi X1 je. Z j iz 1 = a9 Xi i
Vidime, ze a as, limita neexistuje. Pozor, jestlize a as, pak o existenci

****ﬁ
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Matematika Il 4.3. Limita a spojitost funkce vice proménnych

limity se opét neda nic rici. Muze, ale také nemusi existovat.

Na zavér kapitoly si nadefinujeme spojitost funkce dvou proménnych.

Definice 4.3.4.

lim  f(z,y) = f(zo, yo).

[z,y]—[z0,Y0]

oboru.

Rekneme, ze funkce z = f(x,y) je spojitd v bodé [z, yo] € Dy, jestlize plati

Funkce z = f(x,y) je spojitd, je-li spojita v kazdém bodé svého defini¢niho

Ulohy k samostatnému feSeni

2 3y —1
. Vypoctéte limitu  lim x—l;—y.
[zyl—[-16] T°—Y

—

[\

. Vypoctéte limitu  lim  sin(x + y) - cos(z — y).
[z,y] =775
541
3. Vypoctéte limitu  lim L
eyl =141 y(z + 1)

1
4. Ukazte, ze neexistuje limita lim :U(y——i-)
[z,y]—[0,0] 22 + 3y
r? -1

5. Ukazte, ze neexistuje limita lim .
eyl —[14] y — 4

23— 2

6. Ukazte, ze neexistuje limita lim 5
[z.y]=[00] 7Y — Y

35— 2%+ 26
7. Ukazte, ze neexistuje limita lim u
[eyl—[-1,-3] *+y+4

2 1
8. Ukazte, ze neexistuje limita lim L
eyl—[-3-3 T +y+1

2
9. Ukazte, ze neexistuje limita lim Tt L
[z,y]—-[0,0] Y + Y

N
N

(> +y+1)@*—y+1)-1

10. Ukazte, ze neexistuje limita lim
[2,y]—[0,0] Yy

Vysledky ulohy k samostatnému feseni
1.-3.
2. 2.

i
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Matematika Il 4.3. Limita a spojitost funkce vice proménnych

3. limpp )1, CHET = limp g 2 = 5

4. (y = kx), lim,_o fsgfgg = lim,_.o % = ﬁ

5. (y —4=k(x —1)), lim, % = lim,_; & = 2.

6. (y = kx), lim,_ % = limy o ey = —F-

7. dim, o (limy g L2242 = fim, =25 = i, St
lim, .1 —(2* — 2 4+ 1) = =3, limy,_,_3(lim, %f—m) = lim, 3 yzif =
lim, 5 WHIWZSEN) Yy, gy — 3y 4+ 9 =27, —3 £ 27.

8. (y+3=h(z+3)) lim,__1 m = 2.

. x(x+1 : T : T
9. limp ) o0 Sy = limp g o) £, (y = k), limg o & = 1.

o 2 . (224 kx?4+1) (2 —kx?+1)—1 _ q- 22 (2?2 —k2z24+2)
10. (y = kx?), lim,_.¢ 2 =lim, o = =

(22 —k22%+2) 2
k ok

hmxﬂo

Kontrolni test

1. Vypoctéte limitu  lim (tany + 2 cot(z + y)).

[mfy]_’[%vﬁ
a)3v3 b)V3 a)\/Tg d) neexistuje

2. Vypoctéte limitu  li ¥y
. octete 11maitu 1m .
P [z,y]—[0,0] x + 1

a)0 b)neexistuje ¢)1 d)2

3
3. Vypoctéte limitu  lim Tt y3.
[zyl—-[2y —x

a)0 Db)9 c)neexistuje d) — 2
2 2 2
4. Vypoctéte limitu  lim w
[z,y]—=[-1,1] r+y
a)2 b)neexistuje ¢)0 d)1
z+y°

5. Vypoctéte limitu  lim 5
[Z,y]H[O,O] Yy—x

a) —2 b)0 ¢)9 d)neexistuje
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Matematika Il 4.3. Limita a spojitost funkce vice proménnych

2x — 8
6. Vypoctéte limitu  lim * .
[zy]—[4,2] Y —2

a)neexistuje b) —2 ¢)0 d) —1

-1
7. Vypoctéte limitu  lim M
[z,y]—[0,0] Yy

a) —1 b)0 c)neexistuje d)2

—2 1
8. Vypoctéte limitu  lim (v = 2)(y + )
ey—2-3 x+y+1

a)neexistuje b) —2 ¢)0 d)1i

oy — 8
9. Vypoctéte limitu  lim y—or

a)b b)8 «¢)13 d)neexistuje
22

10. Vypoctéte limitu  lim —.
[z,y]—=[0,0] Y

a)3 b)1l c)neexistuje d)0

Vysledky testu IQJ‘L

1.b),2.a),8.b),4.¢),5.d) (y= 1), 6.2) (y=17),7-¢) (y = 7). 8 a)
(y = #21), 9. d) (y =5k —8), 10. ¢) (volime y = ka?, dostdvéme y = 7).

Kontrolni otazky ‘)

Otézka 1. Co je to funkce vice proménnych?

Otézka 2. Uved'te piiklad funkce dvou proménnych, funkce tif proménnych.
Otézka 3. Jak hledame graf funkce dvou proménnych?

Otéazka 4. K ¢emu se pouziva vrstevnice?

Otézka 5. Co rozumime okolim bodu?

Otézka 6. Srovnejte definice limity funkce jedné proménné a limity funkce dvou
proménnych.

Otézka 7. Co je to hromadny bod mnoziny?

i
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Matematika Il 4.3. Limita a spojitost funkce vice proménnych

Otézka 8. Pro¢ hledame limity v hromadnych bodech?

Otézka 9. S jakymi obtizemi se setkdvame pii hledani limit funkei dvou promén-
nych?

Otazka 10. Kdy je funkce dvou proménnych spojita.

Shrnuti lekce

V prvni casti kapitoly jsme se seznamili s problematikou funkci vice promén-
nych. Naucili jsme se hledat defini¢ni obor, pracovali jsme predevsim s funkcemi
dvou proménnych. Pro funkce tii a vice proménnych hledame definiéni obor ana-
logicky, tj. snazime se najit omezujici podminky a specifikovat na zakladé téchto
podminek mnozinu bodu, ve kterych je takova funkce definovand, ve kterych ma
smysl.

Ukazali jsme si zpusob jak hledat grafy funkci dvou proménnych. Grafy funkei
tii a vice proménnych se jiz ovSem nedaji graficky znazornit v trojrozmérném
prostoru.

Zjistili jsme, ze limita funkce dvou proménnych je piimym zobecnénim limity
funkce jedné proménné. Diskutovali jsme nékteré problémy, které nas c¢ekaji pri

konkrétnim hledani limit. Zavedli jsme si pojem spojité funkce dvou proménnych.

* %
* 4 %
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Matematika Il 5.1. Parcialni derivace

5. Diferencialni pocet funkci vice proménnych

Priivodce studiem

V této kapitole se budeme zabyvat diferencialnim poctem pro funkce vice
proménnych, predevsim budeme pracovat s funkcemi dvou proménnych. Ukézeme
si, jak se zobecnuje pojem derivace funkce jedné proménné a jaky je pak geome-
tricky vyznam derivace funkce dvou proménnych. Seznamime se s totalnim dife-

rencidlem funkce vice proménnych a s implicitnimi funkcemi a jejich derivacemi.

Cile
Parcialni derivace, parcialni derivace vyssich radu, smiSené parcialni derivace,

totalni diferencial, tecna rovina, normala, Tayloruv polynom, implicitni funkce.

Ptedpokladané znalosti
Diferencidlni pocet funkei jedné proménné, tj. derivace funkce, geometricky
vyznam derivace funkce v bodé, totalni diferencidl funkce jedné proménné, Tay-

loruv polynom.

5.1. Parcialni derivace

Zavedeme pojem parcialni derivace pro funkce dvou proménnych a ukazeme,
jak se definuje parcidlni derivace funkce n-proménnych.
Podobné jako derivaci funkce jedné proménné, definujeme parcialni derivace

funkce vice proménnych jako ,jisté ¢ limity.

*****
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Matematika Il 5.1. Parcialni derivace

Definice 5.1.1.
Rekneme, ze funkce z = f(z,y) ma v bodé A = [z, € R? parcialni

derivaci (prvého fadu) podle z, jestlize existuje (vlastni) limita

lim f(xo + h,yo) — f (o, yo)'
h—0 h

Rekneme, ze funkce z = f(z,y) ma v bodé A = [z9,y] € R? parcialni

derivaci (prvého tadu) podle y, jestlize existuje (vlastni) limita

lim f(xo,y0 +h) — f(nTo,yo)'
h—0 h

Vsimnéme si, ze obé limity jsou limity funkce jedné proménné. Pocitame

limitu funkce, ktera zavisi pouze na parametru h, jen h se méni.

Poznamka
1. Obuykla oznacent pro parcidlni derivaci funkce f podle x v bodé A = [xq,yo]
Jsou:

of 0z af 0z

%(ﬁo,yo), %(1‘07@0)7 f:c(anyO)’ f:;(xo,yo% %(A% %(A)u atd.

2. Parcidlni derivace funkce z = f(z,y), . 5z’ resp. 8_3/ jsou opét funkcemsi
proménnych (z,y) se stejnym nebo mensim definicnim oborem.

3. Parcidlni derivaci pro funkci n promeénngch definujeme ndsledujicim zpusobem:
Necht z = f(x1,%a,...,2,) je funkce n proménngjch, A = [T1,Zs,...,T,] € R",
pak

af (A) _ ].lm f(-fl7j27- 0 .j:i—]_;fi +h,:i‘i+]_,. 00 ,i’n) — f(.f]_,j??, o0 o 7.7:”)‘
Gmi h—0 h

0
Parcialni derivace (9_f je definovana jako ,,obycejna“ derivace funkce podle
xl

proménné x;, a lze tedy ocekavat, ze pro parcialni derivaci budou platit stejna

pravidla jako pro derivaci funkce jedné proménné.

i
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Matematika Il 5.1. Parcialni derivace

Véta 5.1.1.

Necht f : R" D Dy — R, g : R* D D; — R maji parcidlni derivaci podle
proménné z; na Q C Dy N Dy, i ={1,2,...n}, X = [z1,29,...2,]. Pak plati:

1. Pravidlo pro derivovani souctu resp. rozdilu dvou funkei n-proménnych:

9 of dg
o7, (f(X)£9(X)) = B o,

(X) +

(X)7

2. Pravidlo pro derivovani sou¢inu dvou funkci n-proménnych:

0 _of g
aa:i(f(X) -9(X)) = oz, s

(X) - 9(X) + f(X) (X),

3. Pravidlo pro derivovani podilu dvou funkci n-proménnych:

af dg
P (f(X)) B a_:q(X) -9(X) = f(X) - aIZ,(X)'

Oz; \ g(X) 9*(X)

Jak budeme postupovat pii parcialnim derivovani v konkrétnich ptrikladech?
Postupujeme tak, ze proménné, podle kterych se nederivuje, povazujeme za kon-
stanty. Proménnd, podle které derivujeme, je pak nezavisla proménna.

Jiz vime jaky geometricky vyznam mé derivace funkce jedné proménné. De-
rivace funkce jedné proménné v daném bodé je smérnice tecny ke grafu funkce
jedné proménné v tomto bodé. Jak to bude vypadat v piipadé derivaci funkei
dvou proménnych, jaky bude jejich geometricky vyznam?

Necht f:R* D D; — R je funkce dvou proménnych z, y. Necht o je rovina
dand rovnici y = yy. Rovina ¢ je rovnobéznd se souradnicovou rovinou xz (zz je
déna rovnici y = 0). Prunikem roviny o s grafem funkce z = f(z,y) je kiivka .
Parcidlni derivace g—i(A), A = [z9,v0], je smérnice (tan«) tecny ¢, ke kiivce k
v bodé A = [z, Y0, 20 = f(x0,y0)]. Analogicky uvazujme rovinu v danou rovnici
x = xp. Rovina v je rovnobéznd se souradnicovou rovinou yz (yz je dédna rovnici
x = 0). Prunikem roviny v s grafem funkce z = f(z,y) je kiivka . Parcialni

derivace g—f(A) je smérnice (tan 3) tecny ¢, ke kiivce A v bodé A, Obr. 5.1.
Y

i
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Matematika Il 5.1. Parcialni derivace

A=[2,Y 2]

Poznamka

Pro jednoduchost bod z definicniho oboru funkce f budeme znacit velkym

pismenem, napr. A € Dy. Jemu odpovidagici bod na grafu funkce f budeme znacit

tucné, tj. A.
Definice 5.1.2.
Parcidlni derivace druhého fadu funkce z = f(z,y) jsou definovény
vztahy:
Of _ 0 (0f\ &°F_ 0 (0f\ &f 0 (0f\ &F 9 (of
0x2  0x \Ox) 0y Oy \dy) 0xdy 0Ox \Jy) oydx Oy \Ox)’
R *f *f . o e o
Parcialni derivace ——, nazyvame smisené parcialni derivace.
0xdy’ Oyox

Analogicky definujeme parcidlni derivace druhého radu pro funkce vice promén-
nych a také parcidlni derivace vyssich radu. Poradi proménnych ve jmenovateli

urcuje poradi jednotlivych parcialnich derivaci.

i
- * 5 *
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Matematika Il 5.1. Parcialni derivace

Nésledujici Schwarzova véta charakterizuje tzv. ,zaménnost® smiSenych

parcidlnich derivaci.

Véta 5.1.2.
Pf  0*f
0xdy’ Oydx

Jsou-li smiSené parcidlni derivace spojité v bodé A = [xg, yo|, pak

jsou si v tomto bodé rovny, tj.

0 f _0*f
0xdy (4) = Oyox

(4).

Poznamka
Za obdobnijch predpokladu véta plati i pro parcidlni derivace vyssich radi, také pro
0*u o*u
a
0y?20z0x — 0x0y?0z

funkce vice proménngjch. Napr. necht v = f(x,y, z). Jsou-li

v bodé [0, Yo, 20| spojité, pak jsou si v tomto bodé rovny.

ReZené dlohy
Priklad 5.1.1. Urcete vSechny parcialni derivace funkce

f(z,y) = 3z*y® — 5 arctan z°.

Reseni: Jednd se o funkci dvou proménnych z, y. Hleddme tedy parcidlni

) of of
derivace — a —

oxr Oy

1. Nejdrive budeme derivovat zadanou funkci podle x, proménnou y budeme

povazovat za konstantu:

af 3 9 3 9 10x
— =12 — 20 = 12 — .
ox Ty 1+:174x . 1424

2. Derivujeme podle y, nyni x budeme povazovat za konstantu:

of _ - 4
ay—6x Y.

Priklad 5.1.2. Urcete vsechny parcialni derivace funkce

g(l’,y,Z) = 3'T2 +—

r—Y . ex—2y+3z
T+y

* %
* 4 %
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Matematika Il 5.1. Parcialni derivace

Reseni: Postupné zadanou funkei derivujeme podle jednotlivych proménnych.

1. Derivujeme podle z, proménné y, z povazujeme za konstanty:

@:6‘%_‘_1(x—i_y)_(x_y)l_ez—Qy—i-le

ox (x 4+ y)?

— 61 + 2y o ez—2y+32‘
(z +y)

2. Derivujeme podle y, proménné z, z povazujeme za konstanty:

@ _ —1- (LIZ' + y) — (IE — y) -1 _ ot 2yH3z (_2) _ —2 + 9eT2y+37
oy (x 4+ y)? (z+y)?

3. Derivujeme podle z, proménné z, y povazujeme za konstanty:

dg
— _e:v72y+3z .3 = _3€x72y+3z'

0z
Priklad 5.1.3. Urcete hodnoty vSech parcialnich derivaci funkce

f=me ™

v bodé A =1, —1].

Reseni: Vypocitdme jednotlivé parcidlni derivace zadané funkce a uréime
jejich funkéni hodnotu v bodé A primym dosazenim:

1. Derivujeme podle x, proménnou y povazujeme za konstantu, a poté do de-

rivace funkce f podle x, coz je opét funkce proménnych z, y, dosadime bod A:

af 2 2 2
9 (A) = == 4 ze~¥(—2 ‘ — e "Y(1 — 222 — 3e.
o ) = e Haem V(= 2ay) iy © (1 —22%y) - e

2. Derivujeme podle y, proménnou x povazujeme za konstantu, a poté do de-

rivace funkce f podle y dosadime bod A:

Of v
gy (A) = e (x)‘

2
= —g3e Y

= = —e.
A=[1,—1]

A=[1,-1]

Priklad 5.1.4. Urcete vSechny parcialni derivace druhého radu funkce

3

z:x2y+y—4.
T

i
- * 5 *
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Matematika Il 5.1. Parcialni derivace

ResSeni: Nejdrive vypocitame parcialni derivace prvého radu:

of _, 4y of 2, 3y°
— =2 —.
Ox YT dy x?
aof of.
Derivujeme jesté jednou podle x i podle y funkce —
Oz’ 8y

0? oFf af 20y

a2 5’x (3x> 2+ a8’

21 _ o (o) _ o

oy? 3y oy )  at’

0 f 0 af 9, _ 1212

ﬁxc?y 8x Ay b’

0 f 0 af 9y 1212

0y8x 6y oz x®
3.,

020y

Priklad 5.1.5. Vypocitejte ———, je-li

z=1y’sinz.
Reseni: Zadanou funkci z budeme postupné derivovat dvakrat podle z a
poté podle y:
0z 0%z 0Pz

2 2 .
— =y“cosx, —— = —yY sinz,
4 o2 7 9020y

o —2ysin .
Ulohy k samostatnému feSeni
1. Urcete viechny parcialni derivace funkce f(z,y) = sin(z® + y?).
2. Uréetevsechny parcidlniderivace funkee f(x,y)=tan(z’y) v bodé A = [0, 7].
3. Uréete viechny parcidlni derivace funkce f(x,y, z) = €™ 4" 232 4 gV 147,
4. Urcete vSechny parcialni derivace funkce

f(z,y,2) = sinxcosy + sin(x + y) cos(y + z) +sinz v bodé A = [0, 7, 7.
5. Urcete vSechny parcialni derivace druhého tadu funkce

f(x,y) = yarcsin /z + \/m
6. Urcete vSechny parcidlni derivace druhého Fadu funkce f(x,y) =

v bodé A =1, —1].

i
- * 5 *
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Matematika Il 5.1. Parcialni derivace

7. Urcete vSechny parcialni derivace druhého fadu funkce
fz,y,2) = 2%y°2° + 2y’ —ayTe — 20 4+ 4222
8. Urcete vSechny parcialni derivace druhého radu funkce

f(z,y,z) = arcsiny + (2 4+ y* + 2)e* v bodé A = [2,1,0].

(94

9. Vypoctéte parcidlni derivaci @Tgxﬁy funkce f(z,y) = 2xe’ 4 3ye”.
10. Vypoctét 14lni derivaci ”f funk

. octéte parcidlni derivaci ———————— funkce

P P 0y0z0x0z0x
f(z,y,2z) = cos(2x) cos(4y) cos(3z).

Vysledky ulohy k samostatnému veseni
1. % = 2x cos(2? + y?), g—; = 2y cos(z? + y?).

of _ 322 of _ b of _q of _
2. or COSQ($%y)’ dy — cos2(z3y)’ %(A> - O’ 8_y<A) = 0.

of _ xzexyz+2ew+2y+32+xy In JJ—FZyZ_l of _

of _ TYZ z+2y+3z y—1
3. 5= =yze™4e Ty’ 5, ) By

ox
l.yexyz + 3ex+2y+3z + yz 111 Y.

4. % = cosx cosy—+cos(x+y) cos(y+2z), g—?’j = —sinxsiny+cos(z+y) cos(y+

z) — sin(z + y) sin(y + 2), % = —sin(z + y)sin(y + 2) + cos z, %(A) = 12—
) )
\/§>’ a_£<A) - _§7 a_£<A) - _ﬁ'
5.%:2 7 +3v27 + 3y, —arcsm\/_+ 2z + 3y, a ﬁ+
3(2x+3y)7%, 3—f = 27(2x+3y) %, gfgy = 8(128’; = 2\/@[ + 9(2x+3y)’%
6 of _  y*-z?  of _ —2xy PAf 20(22—3y%)  82f _ 2y(322—y?) Pf
*or @242 Oy (@22 922 (@423 0 Oxzdy | (#2+4y2)? 0 oy
22(3y%—2?) 92f 1 0%f _ 1 0*f _ 1
(5323»—@/)37 312( ) - 333_33/(14) - W(A) - 2
7.2 = 20yP2 + AaByS — yTe, O = 3279228 + Batyt — Taytr + 2922, 9L =
: Yz Y yz,ay x alyt — Taytz + 222, L
3a2y?2? — ay’ — 62° + 292z, &L 2y323 - 12x2y5, gyf 6x2y23 + 20243 —

= 62y?23 + 2023y* — Ty°2 OF

42xyz+22,%:6xyz 302* + 2¢? ' D50z

) Bzay

6xy>2% — ", 8ng = 92%y?2? — Toyb + 4y2.

—£:3x2ez 95 — +2ye”, 5 6f =e? +(x3+y2+z)ez,‘327£—6xe *f
a

0

P Yoy /— ' 9y
_3 5 z 0 92 z 0? e?

y(1=y?) 527, G = (hatya)e’, o =0, 5 = 30%e", 0k = 2ye, TH(A) =

12, 52 (

14):M§ +2, y_f(A):%7 88:561;(14) O’ 6895282(14) 12’ ;:BZ(A>:1

9 [ 9(2xe¥+3ye”) 9 o [ 0(2ze¥+3e%)
Oz Oy — 9y \ 0z ox
k%
- * 5 *
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Matematika Il 5.1. Parcialni derivace

_ 0 [ 0(2e¥+3e”) 8(3ez) —0.
T Oy ox 3?/

10 9 f _ 9 9(cos(2z) cos 4y) cos(3z))
* Oy0z0x0z0x 8y

_ 90 <2 (i (6( 251n(2:p cos 4y) cos 3z) >>> ( ( (6 sin(2z) cos(4y) sin(3z)))>
oy \ 0z \ Ox 0z ox

0 [ 9(12cos(2x) cos(4y) s1n(3z)) 8(36c0s 2x) cos(4y) cos(3z))
— 9y oz

= —144 cos(2z) sin(4y) cos(3z).

Kontrolni test

1. Uréete viechny parcidlni derivace funkce f(z,y) = z sin?(zy?).

of of

) 2 2 2 2 2 =4 2 2
a) g — Sib (xy?) + 22y~ cos(xy”), By x*y cos(zy”)
b) % = 2xy* sin(zy?) cos(zy?), g—g = 42y sin(zy?) cos(zy?)
of _ . 9/ 5 2 i ()2 2 of 2
c) 5 = Sin (y°) + 2xy” sin(y~) cos(y), 8_y = 4z“y sin(2zy) cos(2xy)
Of _ . a2/ o 2 2 2 of 2 2 2
d) 5g = S0 (xy?) + 2zy” sin(zy*) cos(xy”), o = dx*y sin(zy”) cos(zy”)
2. Urcete viechny parcidlni derivace funkce f(z,y) = z*Iny v bodé A = [3, 1].
of , .« . Of, . Of v e OF
o Li=o L9 0 Li-6 Hia-g
of of of of
o Li-o Ly ) Li-o H-s
3. Urcete viechny parcidlni{ derivace funkce f(z,y, z) = arcsin(zy?®)—arccos(z23).
) af y? A af 2wy aof —3z2?
Or  \[T—mp? V1-ax28 Oy J1—zy? 0z V1—a2®
b) af y? N 23 af 2wy af _ 3wz®
8$_\/1—x2y4 VI—a228" 0y J1—a2yt 0z 11— 220
o _ v 2 o 2y O e
ax_\/l—x2y4 VI—228" 0y J1— a2yt 0z 1 — 120
2 3 2
GO P oy o

Or  \JT—xy?2 V1-223 0y J1—ay2 0z 1—223

4. Urcete vechny parcidlni derivace funkce f(x,y, 2) = (z+y+2)(3x+4y+52)
v bode A =[-1,2,-2].

****ﬁ
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8f af B 3f
2 af 2
9 4 of 1\ _ 9 4
of of 9 4
5. Urcete vSechny parcidlni derivace druhého tadu funkce f(z,y) = av.
*f o f 0*f
—J — 1)g¥ 2 Z L — Y] 2 — y—17
a) 92 yly — 1)a¥ 7, e ¥ In(x*), 900y Yy nw
U U Pf
b)@—yaﬁ : 6_3/2_x1n z, axay—x (1—-ylnz)
62f y—2 a2f y 2 a2f y—1
c) @—y(y—l)x , a—yz—x(lnx), amay_x (ylnz +1)
a2f 2 y—2 a2f y—1 82f y—1
d) proiak A a—yQ—yx Inz, &an_x (ylnz +1)
6. Urcete vsechny parcidlni derivace druhého tadu funkce f(z,y) = In <
v bodé A = [4,5].
0 f 1 0 f 1 0 f
—(A)=——, —(A)=— A) =
2) 8x2< ) 16’ 8y2( ) 25’ 8xay( ) =0
0 f 1 0 f 1 o0 f
b) —=(A) = — — = —— A =1
) 83:2( ) 16’ 8y2( ) 25’ 8x8y< )
0% f 1 o0 f 1 0% f
—=(A) = - —=(A) == A) =
0*f 1 0 f 1 0 f
d) =—=(A)=—-—-, —=(A)=—= A)=1
) SN =1 GEA =5 5
7. Urcete vSechny parcidlni derivace druhého radu funkce f(z,y, 2) = yz arctan z.
2) Pf 29z O*f O*f - Of 2z Pf 2y
0x2 cosx’ Oy ' 022  0xdy cosdx’ Oxdz cosda’
82
250> =arctanx
T B S S
Ox? " Oy? "022 7 0x0y 142 020z 1+ a2’
Pf
oydz 1+ a2
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0 O’f 2yzsinx 82f_0 Of  0*f 2zsinz 9*f 2ysinx
0x2  cosdx T Oy? 022 ) Oxdy cosPx  Oxdz cosdx
32
250> =arctanx
Q) 62f: —2zyz 02f:O 82f: 0 f _ 2 0 f Y
o2 (14222 0y? 7 922 7 0xdy 1+ a2 0xdz 1+ 22
82
2y0= =arctanx
8. Urcete vSechny parcialni derivace druhého fadu funkce
f(z,y,2) = ze"* + ye™ v bode A = [1,2,3].
Pl o oo P oo Pf 5 Pf
a) @(A)_ﬂe + 8e”, 8—3/2(14)—3e : w(/l)—éle : 8x8y(A)—7e )
*f s 0%
0x82<A)7l4e ’ 8y82<A)
Pl on Pf s Pf S AN
b) @(A)—Se ) a—yQ—(A)Ge ) ﬁ—(A)iSe ) 6$ay(14)—8e )
>’f s Of 3
8;E8z(A)_12e , 8y82<A>_5e
Pl oms, go OF o PI o _es OF o
C) @(A)—Q’?e + 8e s W(A) 4 s w(A)— e, ag}—ay(A)_8e s
>’f ; Of
(‘3x82(A)_15e ' 8y82<A)
Pl ons OPF s OPf s OPf oo
Pf s O o
8x8,z<A)_7e ’ 8y82(A)_2€
4
9. Vyp(;ztete parcialni derlvaill 059000y funkee f(z,y) = In(z + 2;/)
- b) —— = 0 d) ——
Verawp Y erayr 9 e Y ey

3

10. Vypoctéte parcidlni derivaci
P P v 0xdydy

a) 0 b) 12y/bx — 4y

Vysledky testu
1.d), 2. a), 3. b), 4. b), 5.

B4
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), 6.a),7.d),8.c¢),9.b), 10. ¢)

funkce f(z,y) = /(bx — 4y)7.
c) 10505z —4y d)

21(5x — 4y)*
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5.2. Totalni diferencial, te¢na rovina, Tayloriv polynom

Definice 5.2.1.
Rekneme, ze funkce z = f(z,y) je v bodé A = [z, 5] diferencovatelna, nebo
ma v tomto bodé totalni diferencial, jestlize je mozné jeji prirustek Az na

néjakém okoli bodu A vyjadrit jako

Az = f(xo+ h,yo + k) — f(xo,y0) = Ah + Bk + pr(h, k),
kde A, B jsou konstanty, p = VA2 + k2 a

[h,kl}igfo,m 7(h,k) = 0.

Rekneme, ze funkce z = f(z,y) je diferencovatelnd, je-li diferencovatelns

v kazdém bodé svého definiéniho oboru.

Cislo h predstavuje pFirastek na ose x, ¢islo k piirtistek na ose y.

Véta 5.2.1.
Je-li funkce z = f(z,y) v bodé A = [x¢,yo] diferencovatelnd, ma v A parcidlni

derivace prvého radu, pricemz

of

A=GHd), B=30(4)

Poznamka

Obuykle se pouziva oznaceni h = dx, k = dy, tedy prirustek funkce Az muzeme

vyjadrit jako
0
Az 8fdx + 8—fdy + pr(dz, dy).

Definice 5.2.2.

Je-li funkce z = f(x,y) diferencovatelnd, nazyva se vyraz
15}
dz = df(z,y) = Lo+ Py

—— g - —
totalni diferencial funkce z = f(z,y).

ox 8y
Ef {* *} ) 268 )
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Matematika Il 5.2. Totalni diferencial, te¢na rovina, Taylordiv polynom

Pozndamka

FEkvivalentné lze totdlni diferencidl definovat takto: rekneme, Ze funkce z = f(z,y)
je diferencovatelnd na okoli bodu A = [xq,yo|, jestlize existuji redlnd cisla A,

B takovd, Ze plati

lim f(xo+h,yo +h) — f(x0,90) — (Ah + BE)
[h,k]—10,0] vV h?2+ k2

Linedrni vyraz Ah + Bk proménngch h, k se nazyvd totdlni diferencidl funkce
z = f(z,y) v bodé A =[x, yo]. Oznacujeme df (A)(h, k), prip. df (A), dz(A) nebo
df($07 yO)? dZ(Zﬂo, yO)

= 0.

7 existence parcialnich derivaci neplyne spojitost funkce v daném bodé. Par-
cidlni derivace poskytuji pouze informaci o tom, jak se funkce chova ve smérech
rovnobéznych se souradnymi osami. Vlastnost diferencovatelnosti funkce vsak

spojitost zaruci.

Véta 5.2.2.
Je-li funkce z = f(z,y) v bodé A = [z, yo] diferencovatelna, pak je v tomto

bodé spojita.

Véta 5.2.3.
Lof of .., § . .
Jsou-li 32 Bu spojité v bodé A = [xg, yo, pak z = f(x,y) je v A diferencova-
T oy

telnd (a tedy i spojitd).

Poznamka

Diferencidl lze mimo jiné vyuzit k pribliznému vypoctu funkcnich hodnot,

f(xvy) &~ f(anyO) + df(l‘o,y()).

* %
* 4 %
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Matematika Il 5.2. Totalni diferencial, te¢na rovina, Taylordiv polynom

Pozndamka

1. Pro funkci n-proménnych, y = f(x1,xs,...x,), je totdlnim diferencidlem vyjraz

o af of .

2. Totdlnim diferencidlem druhého Tddu funkce z = f(z,y) je vyraz

_ of ,
& f = d(df ( do + 5 -dy )

_9 (9, f f
—a—(a— *‘d)d *a_y(a_d *a_d)d
2 f 2f f
( Sdr + )d:c+(aadx+a2 )dy

af 2f
ax2d = a2

3. Totdlni diferencialy vyssich radu a pro funkce tii a vice proménnyjch se definuji
analogicky.
Rovina v R? o rovnici z = Az + By +C se nazyvé te¢nou rovinou 7 ke grafu
funkce z = f(z,y) v bodé A = [xg, Yo, 20 = f(x0,Yo)], jestlize
floy)—Av—By—C _
[zl =lzowo] \/(x — 0)% + (y — yo)?

Jestlize ma tato rovina prochazet bodem A, pak bod A musi spliovat rovnici

roviny, tj. f(zo,v0) = Azxo + Byo + C. Vyjadiime C = f(zo,v0) — Azxg — Byy a

dosadime do rovnice roviny

z=Ar+ By+C = Az + By + f(zo,vy0) — Azo — Byo

= Az — z0) + B(y — vo) + f(x0,%0)-

Tato rovina je te¢nou rovinou, jestlize existuje totalni diferencial v bodé A = [z, yo],
0 0
tj. A = a—f(xo,yo), B = a—f(xo,yo). Tecnd rovina k funkci z = f(x,y) v bodé
T Y
A = [z0, Yo, f(z0,v0)] je pak uréena rovnici

0 0
z = f(xo,y0) + 8—£(x07y0)($ — ) + a—ch(xo; Yo)(Y — o).

i
- * 5 *
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Matematika Il 5.2. Totalni diferencial, te¢na rovina, Taylordiv polynom

Je obvyklé rovnici roviny vyjadrovat také jako
Tiz— 2= g—i(wo,yo)(x — xp) + g—i(foayo)(y — %),
pripomenme, ze zop = f(zo, Yo)-

Geometricky vyznam totalniho diferencialu. V predchozi rovnici pro
tecnou rovinu 7 vyraz na pravé strané odpovidd diferencidlu funkce z = f(z,y)
v bodé A = [xg, o], tedy

df (A) = z — 2.
Hodnota diferencidlu funkce z = f(z,y) v bodé A je rovna piirustku z — 2y te¢né
roviny 7 k plose o rovnici z = f(x,y) v bodé A = [z, yo, 20| pfi pFechodu z bodu
A = [xg,y0] do bodu X = [z,y], libovolného bodu z okoli bodu A, ve kterém je

funkce z = f(z,y) diferencovatelna.

e~ @y)

A:[x();yO;zQ]

A= XX D
A= X X || o

Véta 5.2.4.
Necht je funkce z = f(z,y) diferencovatelnd v bodé A = [zg, yo]. Pak v bode
A = [20,%0,20 = f(x0,50)] existuje te€nd rovina ke grafu funkce z = f(x,y)

urcéend rovnici

0 0
T:z—2y= 8—£(x0,y0)($ — xo) + a—g(xoayo)@ — o).

****ﬁ
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Primka n jdouci bodem A kolmo k tecné roviné se nazyva normala plochy,

normaéla grafu funkce z = f(z,y). Jeji smérovy vektor je kolinedrni s normalovym

vektorem roviny, tedy §, = n = (%(A), %(A)7 _1>-

Véta 5.2.5.
Normala ke grafu funkce z = f(z,y) v bodé A je urcena parametrickymi rovni-
cemi:
3 0B = — t
n:.x ZTo + or (I(]a yO) )

0
Yy =1y + a—g(xowo)t, teR

z2=2zy—t.

Na zaver kapitoly si zavedeme Taylortuv polynom pro funkce vice proménnych.

Véta 5.2.6.
Necht funkce y = f(x1,22,...,) je na okoli bodu A € D; alespon (m + 1)-krat
spojité diferencovatelna. Pak v bodé X € O(A) plati

LA B )

f(X) = f(4) T o) : 1+ R, kde
A (A R(X - A))
R, = T 1) k€ (0,1).

Definice 5.2.3.
Vyraz z predchozi véty nazyvame Taylorovym rozvojem funkce f na okoli
bodu A.

Hodnota R,, se nazyva Lagrangeuv zbytek Taylorova rozvoje. Polynom

LHA) | ER) i)
1! 2! m!

Tn(X) = f(A)

kde dz; = z; — a;, A = |[aq, aq, . . . a,], se nazyva Tayloruv polynom m—tého
fadu funkce f v bodé A.

Je-li A =10,0,...0], hovorime o MacLaurinovu polynomu.

**
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Matematika Il 5.2. Totalni diferencial, te¢na rovina, Taylordiv polynom

Resené ulohy

Priklad 5.2.1. Provérte diferencovatelnost funkce

f(z,y) = 2% — 2zy — 3y

v bodé A = [—1, 1] a naleznéte jeji totdlni diferenciél v bodé A.
Reseni: Vyuzijeme vétu 5.2.3., spojité parcidlni derivace funkce f v bodé
A zaruci diferencovatelnost funkce f v bodé A. Nejdiive vypocitame parcidlni

derivace funkce f,

of of
%—2x 2y, oy 2z — 6y.

Tyto funkce jsou spojité na celém svém definicnim oboru a tedy i v bodé A.

Funkce f je diferencovatelnd v bodé A.

Nalezneme totdlni diferenciél funkce f v bodé A = [zg,yo] = [—1, 1],

_of, of _
df = &Edaz - 8ydy = (2z — 2y)dx + (—2z — 6y)dy

df (A) = % Lz =)+ %‘A(y = %)
= Qe-2)| | @D+ (26| (1)

=—4(x+1)—4(y—1) = -4z — 4y.

Priklad 5.2.2. Vypocitejte priblizné f(1,11;0,58), je-li f(z,y) = x® + 4y3.
Reseni: Budeme uvazovat bod [1;0,5], tj. 20 = 1, yo = 0,5, f(1;0,5) =

1,5. Vypocitame totélni diferencidl (pfirustek na teéné roviné k zadanému bodu)

v tomto bodé, pricemz dx = 0,11, dy = 0, 08. Vyuzijeme-li nasledujici vztah pro

totalni diferenciél

0 0
df (zo,y0) = a_i(x())y())dx + a—]yc(woa Yo)dy,

i
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Matematika Il 5.2. Totalni diferencial, te¢na rovina, Taylordiv polynom

obdrzime

df(1:0,5) = (322 20,11 + (1297 0,08
f(’ 7) (x)[l;o,f)} ) +( y>[1;0’5} )

=3.0,114+12-0,5*-0,08 =0, 57.

Vyuzijeme vztah f(x,y) ~ f(xo,v0) + df (xo, yo), tedy
f(1,11;0,58) ~ f(1;0,5) + df (1;0,5) = 1,5+ 0,57 = 2,07.
Presné je f(1,11;0,58) = 2,148 079. Rozdil mezi obéma vysledky je dan tim, ze
jsme v prvnim pripadé uvazovali ptrirustek funkce na teéné roviné.
Jesté poznamenejme, ze pokud pouzivame desetinnd ¢isla, pak je vhodné jed-
notlivé komponenty bodu od sebe oddélit stiednikem.

Priklad 5.2.3. Naleznéte totalni diferencial funkce

T,y) = arctan .
f(z,y) P

Reseni: Vypocitame parcidlni derivace funkce f,

of _ 1 r+y—(v—y)

- 2 2
Ox 1_1_(%) (v +y)

_ (x +y)* 2y oy

22 +2zy +y? +a? = 2zy +y* (v +y)? a? +y?
of _ 1 @ty —(—y)
Wy (u)Q (z +y)?
T+y
(z +y)? —2x —x

TPt 2oyt a2 =2yt (ty)? a2+
Dosadime do formule pro totalni diferencial, definice 5.2.2., a dostavame

af af vy N —r ydx — xdy
= = —AaAX —_— =
al’ ay Yy 1'2 + y2 5(32 + y2 Y 132 + y2

Priklad 5.2.4. Naleznéte rovnici te¢né roviny a normaly ke funkce
z = 2z 4+ °

v bodée A =[1,1,7].

]
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Matematika Il 5.2. Totalni diferencial, te¢na rovina, Taylordiv polynom

ResSeni: Dosadime do rovnic pro te¢nou rovinu a normalu ke grafu funkce

f, véta 5.2.4. a 5.2.5. Bod A = [xg, Y0, 20 = f(x0,%0)] = [1,1, 3],

or or

A) =4 = =2.
8:6() x[l,l] Oy

o

(A4) =2y
Dosadime do rovnice tecné roviny a dostavame
T:z—3=4(zx—-1)+2y—1) = 7:4dx+2y—2—-3=0.
Normala pak bude mit rovnice
n:r=14+4 y=1+2t, z=3—t.
Priklad 5.2.5. Naleznéte diferencidl druhého fadu funkce

f(z,y) = ysinx + x cosy.
Reseni: Vypocitame parcialni derivace druhého fadu a dosadime do formule
pro diferencial druhého tadu.

0*f . o f : o f
Frohe —ysinz, = cosx — siny,

9y 2

= —TCoSYy.
Totalnim diferencidlem druhého fadu pak bude
d*f = —ysinxda® + 2(cos v — siny)dxdy — x cos ydy®.
Priklad 5.2.6. Naleznéte Tayloruv polynom druhého fadu funkce
f(z,y) = 32> — 2zy +9°> — 2z — 3y + 1

v bodé A =11,2].
Reseni: Dosadime do formule pro Taylortv polynom, definice 5.2.3. Nejdifve

vypocitdme df (A) a d>f(A),

(x—1)+ (—2x + 2y — 3) X (y—2)=—-y+2,

(1,2]
B
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Matematika Il 5.2. Totalni diferencial, te¢na rovina, Taylordiv polynom

PR =6 -1 +2A-2)| @-DE-2+2 -2

=622 — 120+ 6 — dxy + 8v + 4y — 8+ 2y* — 8y + 8

= 627 + 2% — 4o — 4day — 4y + 6.

Tayloruv polynom pak bude mit vyjadieni ve tvaru

—y+2 622+ 2y —4dr — 4y — 4y +6
TR 2]

=—4—y+2+32°+y*— 22— 22y —2y+3

=327 — 2zy +y* — 22 — 3y + 1.

l]lohy k samostatnému ¥eSeni
Urcete piiblizné hodnotu f(2,08;1,99), je-li f(z,y) = \/7y.
Urcete totdln{ diferencial funkce f(z,y) = tan(z? + y?).
Urcete totdln{ diferencial funkce f(z,y) = (z* + y*) sin(zy).
(z,y) = In(sin(zy?)).
Uréete totalni diferencial funkce f(z,y) = e*¥ % v bodé A = [—1,2].

Urcete totdlni diferencial funkce f(z,

R

Urcete tecnou rovinu a norméalu k funkci f(z,y) = 22y + 23y* + x v bodé
A=11,-1,7].

7. Urcete tecnou rovinu a normalu k funkci f(z,y) = In(z? — 3y) v bodé
A=[2,1,7].

8. Urcete tecnou rovinu a normélu k funkei f(z,y) = /2% +xy + 1 v bodeé

A=10,4,7].
Yy
w+y'

10. Naleznéte Tayloruv polynom druhého fadu funkce f(x,y) = In (—)
Y
v bodé A = [-2,—3].

9. Urcete totdlni diferencidl druhého tadu funkce f(z,y) =

Vysledky ulohy k samostatnému ¥eseni

1. 2,035.

i
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Matematika Il 5.2. Totalni diferencial, te¢na rovina, Taylordiv polynom

2. df = mdm + mdy.

3. df = (3x? sin(zy)+y(x3+y?) cos(zy))dz+(3y* sin(xy)+z (3 +y°) cos(zy))dy.
4. df = %( yidx + 2zydy).

5. df(A) = =8z + 4y — 16.

6.7 2x24+y—2z=0n:o=14+2t,y=—1+¢t, z=1—1t.
7.7:4r—-3y—z2z—-5=0n:x=2+4t,y=1-3t, z = —t.

. 7:2r—z2+1=0n:2=2t,y=4,2=1—1t.

9. d*f = (xli (y2da? — 2xydzdy + z2dy?).

10. nglng+3—|—x+§y—l—%x2+ﬁy.

Kontrolni test

1. Urcete piiblizné hodnotu f£(3,01;2,9), je-li f(z,y) =In—.
y

a) AL b) —0,03 ) AL d) —0,09

2. Urcete totaln{ diferencial funkce f(z,y) = (zsiny)’.

a) df = 7(xsiny)b(zdx + sinydy)
b) df = 7(xsiny)®(sin ydz + x sin ydy)
¢) df = 7(zsiny)b(zdx + cosydy)
d) df = 7(xsiny)8(sinydx + z cos ydy)
3. Urcete totélni diferencidl funkce f(z,y) = In(z? + y?).
2

2 2

c) df = m(dx + dy) d) df = g —— (In(22)dz+In(2y)dy)

T
4. Urcete totdlni diferenciél funkce f(x,y) = arcsin —.
Y

1 T 1
1 T 1 1

****ﬁ
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Matematika Il 5.2. Totalni diferencial, te¢na rovina, Taylordiv polynom

5. Urcete totaln{ diferencidl funkce f(x,y) = xe3*™ v bodé A = [4, —3].

a) df(A) =13z — 12y — 88 b) df(A) =12z — 12y — 84

c) df(A) =13z + 16y — 4 d) df(A) = 12z + 16y

6. Urcete tecnou rovinu a normélu k funkci f(z,y) = sin(3z — 2y) v bodé
A =10,0,7].

a

T:3x—2y—z+1=0n:z=3t,y=—-2t,z=1—1

)
)

b)) 7:3r—2y—2=0,n:x=3t,y=—2t, 2 = —t

¢) T:x+y—z=0n:x=t y=t, z=—t

d) 7ir+y—z+1=0n:ax=t,y=t,z=1—1t

7. Urcete tecnou rovinu k funkei f(z,y) = 2’y — y® v bodé A = [—1,2,7].

a) 7: 100 — 13y —2+26=0 b) 7: 10z —1ly —2+22=0

c) 7:20x — 13y —2+26=0 d) 7: 10z —1ly—2+22=0

8. Urcete tecnou rovinu k funkei f(z,y) = 2z —+/3y—x v bodé A = [2,3,7].
a) T:x+2y+42=0 b) 7:y+22—-3=0

¢) T:x+y+224+1=0 d) 7:x+2y+42-1=0

9. Urcete totdlni diferencidl druhého fadu funkce f(x,y) = sin(5z + 2y).
a) d*f = —sin(5z + 2y)(25dz? + 20dxdy + 4dy?)
b) d*f = —sin(5z + 2y)(25dz? + 10dxdy + 4dy?)

c) d*f = sin(5x + 2y)(5dz? + 20dxdy + 2dy?)

d) d?f = sin(5x + 2y)(5dz? + 10dzdy + 2dy?)

10. Naleznéte Tayloruv polynom druhého fadu funkce
fx,y) = 32y + day® + 2 v bode A = [2, —1].

a) Ty =24 — 162 + 20y + 4xy + 622 + 16y>

b) Ty = 8 — 8z + 16y + 6xy + 3x* + 8y?

c) Ty =16 — 122 + 12y + 8xy + 622 + 16y>

d) Ty =4 — 4z + 4y + 4wy + 322 + 8y?

Vysledky testu f\g-’i

1.a),2.d),3.a),4.¢),5.¢),6.b), 7.a),8. ¢),9. a), 10. d).

i
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Matematika Il 5.3. Implicitni funkce a jeji derivace

5.3. Implicitni funkce a jeji derivace

Vyklad

Podivejme se na nasledujici problém. Uvazujme mnozinu M bodu [z, y] € R?

které spliuji rovnici F'(z,y) = 0,

M ={[z,y] € Dp| F(z,y) = 0},
kde z = F(x,y) je néjakd funkce dvou proménnych. Je-li F(x,y) = z*+y*—1, pak
mnozina M je jednotkova kruznice se stiedem v pocatku, jinymi slovy mnozina
bodt z R?, které spliuji rovnici 2 +y? — 1 = 0.

Chceme zkoumat chovéni této funkce na okoli bodu A = [xg, yo] € M, resp.
hledat tecnu v bodé A. Pokud na okoli bodu A je mnozina M grafem néjaké
funkce y = f(z) jedné proménné, tedy F(x,y) = y — f(z) = 0, fesime tlohu
pomoci derivaci funkce f podle x, f’, resp. f”. V podstaté postupujeme tak, ze
z rovnice F(z,y) = 0 vyjadiime y jako funkci proménné x.

Existuje ovsem tada rovnic pro mnozinu resp. kiivku M, ze kterych se y neda
rozumné vyjadiit, vypocitat. Napf. z rovnice kiivky 22 4+ 9 + 2y = 0 nemtzeme
jednoznacné vyjadrit y, a tedy predchozi postup selhava.

V této kapitole si ukazeme zpusob, jak se s touto obtizi vyporadat.

Definice 5.3.1.
Bud z = F(z,y) funkce dvou proménnych. Uvazujme kiivku

M = {[z,y] € Dp | F(z,y) = 0}.
Necht A = [zg,y] € M je bod, Os(A) C R? deltové okoli bodu A, § > 0.
Jestlize je rovnici F'(z,y) = 0 na intervalu (zo—0, xo+0) urcena funkce y = f(x)
takova, ze plati

F(z, f(x)) =0 Vz € (xo— 6,20+ 9),
pak fikame, ze funkce f je na okoli bodu A definovana implicitné rovnici

F(z,y) =0.

*****
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Matematika Il 5.3. Implicitni funkce a jeji derivace

Vratme se k nasemu piikladu. Hledejme pro rovnici F(z,y) = 2> +y>*—1 =0

funkci y = f(z). Pokusime se z této rovnice vyjadrit y,
P4yt —1=0=¢y*=1-2>= |y=vV1—a2prox e (-1,1).

Rovnicf 22 +y? —1 = 0 jsou na intervalu (—1, 1) ur¢eny dvé implicitn{ funkce y =
V1 — 22 v pifpadé bodu lezicich na horn{ pulkruznici, a y = —v/1 — 22 v piipadé
bodu lezicich na spodni pulkruznici. V krajnich bodech intervalu (—1, 1), tj. v bo-
dech [—1,0] a [1,0] lezicich na kruznici M implicitni funkce neexistuje, protoze
libovolné deltové okoli téchto bodu obsahuje jak horni tak spodni ¢ast kruznice,

a tedy na tomto okoli nemuze existovat implicitni funkce.

1+8%
A1

Obr. 5.3.1 Obr. 5.3.2

Na obrazku Obr. 5.3.1 vidime, Ze na deltovém okoli bodu [z, f(x¢)] existuje
implicitni funkce y = /1 — 22 dand rovnici 22 + y> — 1 = 0, bod [z, f(z0)] lez
na horni pulkruznici. Také na okoli bodu [Zg, f(Zo)] existuje implicitni funkce
y = —/1—22, dané rovnici 22 + 3> — 1 = 0, bod [Zo, f(Zo)] lezi na spodni
pulkruznici. Naopak na Obr. 5.3.2 vidime, ze na okoli bodu [1, 0] implicitni funkce
neexistuje. Cislu z1 odpovidaji dvé funkéni hodnoty, to je spor s definici funkce

jedné promeénné, ktera ik, ze ke kazdému x € Dy musi existovat jediné f(x).

i
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Matematika Il 5.3. Implicitni funkce a jeji derivace

Hledejme napt. implicitni funkci vzhledem k rovnici 3x — 2y +4 = 0. Snazime
se z rovnice vyjadrit y, tedy
or—2y+8=0 = y:gx—i-élproxER.
V tomto pripadeé existuje jedind implicitni funkce y = %x—l—él, ktera je dana rovnici

Sr — 2y +8=0.

Poznamka

Ne ke kazdé rovnici F(x,y) = 0 existuje jedind implicitni funkce.

Existenci jediné implicitni funkce tesi nésledujici véta.

Véta 5.3.1.
Necht funkce z = F(z,y) je spojitd na okoli bodu A = [xg,y0] a F(A) = 0.
; . o 4 . . OF , OF
Necht F' ma v bodé A spojitou parcidlni derivaci 8_(A) a plati 8_<A) # 0.
Y

Y
Pak existuje okoli bodu A, na kterém je rovnici F'(z,y) = 0 definovdna jedina

spojita implicitni funkce y = f(x).

Pozndamka

OF
Podminka —(A) # 0 je podminkou pouze postacujici pro existenci implicitnd

dy
funkce. Uvazugme rovnici y> —x = 0. Pak F(x,y) = y> — x a plati
oF
—(0,0) =3y* =0.
dy (0,0) =3y 0.0]

Presto na okoli bodu [0, 0] existuje jedind implicitni funkce y = /x uréend rovnici
y’ —x=0.

Nasledujici véta tesi otazku jak implicitni funkce derivovat.

Véta 5.3.2.
Necht jsou splnény predpoklady véty 5.3.1. Necht m4 funkce z = F(x,y) spojité
parcialni derivace. Pak ma implicitni funkce f, ktera je na okoli bodu A = [z, yo|

dand rovnici F(z,y) = 0, derivaci f’ v bodé xy a plati

oF
% (370, yo)

f’($0> - OF
a—y(xoayo)
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Poznamka
Pro vgpocet derivace také mizeme pouZit ndsledujici postup. V rovnici F(x,y) =0
prohldsime y za funkci proménné x, celou rovnici pak derivujeme podle x.
Vyjadrime deriwaci y podle x, viz. Tesené ulohy.

Pro vypocet druhé derivace implicitni funkce y = f(x) v bodé A = [zg, yo]

dané rovnici F(z,y) = 0 lze pouzit vztah

oF oF

0 %(A) a—y(A)
g |or r
o F 2F 2F

J 8_y<A) 8x8y(A> a_yQ(A)

Polozme si nyni otédzku, jak najit teénu k implicitni funkci. Te¢na ¢ ke grafu

funkce y = f(z) v bodé A = [z, yo = f(20)] je ddna rovnici

Y —yo = ['(w0)(x — x0).
Dosadime do rovnice za derivaci f’ vyraz uvedeny ve vété 5.3.2. Dostdvame

oF
()
y_yO:_(?F (95—330)'

8_y(A)

Rovnice teény ke grafu implicitni funkce pak bude mit tvar

B (D = 20) + (A~ ) = .

Normala n implicitni funkce v bodé A je uréena bodem A a smérem 8, s, L ;.

t:

Véta 5.3.3.
Necht y = f(z) je implicitn{ funkce urcend rovnici F(x,y) = 0 v bodé A. Tecna
k implicitni funkci v bodé A bude urcena rovnici

OF OF

oz (W@ —20) + 5 (A)(Yy —0) = 0.

Normala k implicitni funkci v bodé A bude urcena rovnici

oF oF
a—y(A)(l" — Tp) — B

****ﬁ
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Podivejme se nyni na piipad funkce ti1 proménnych. Analogicky jako v pripadé

funkce dvou proménnych zformulujeme dvé dulezité véty.

Véta 5.3.4.
Necht funkce u = F(x,y, z) je spojitd na okoli bodu A = [zg, yo, 20] a F(A) = 0.
oF OF
Necht F' ma v bodé A spojitou parcidlni derivaci 8_(A) a plati a—(A) # 0.
2 2

Pak existuje okoli bodu A, na kterém je rovnici F'(z,y, z) = 0 definovana jedina

spojitd implicitni funkce z = f(z,y).

Véta 5.3.5.
Necht jsou splnény piedpoklady véty 5.3.4. Necht ma funkce u = F(x,y, 2)

spojité parcialni derivace. Pak ma implicitni funkce f, kterd je na okoli bodu

of , . Of

A = [x0, Yo, 20| dand rovnici F(z,y, z) = 0, derivace a—(A), 5 (A), A = [0, o]
x y
a plati o
oF
0f 4 W 0f 4 _8_y(A)
)
0z 0z

Parcialni derivaci % implicitni funkce z= f(x, y) dané rovnici F'(z,y, 2)=0 lze
urcit nasledujicim zpusobem: v rovnici F'(z,y, z) = 0 povazujeme y za konstantu,
z je funkci proménnych x, y. Rovnici derivujeme podle z a vyjadiime derivaci z
podle z, viz. fesené priklady. Parcidlni derivaci a—y ur¢ime analogicky. V rovnici
F(z,y,z) = 0 prohlasime x za konstantu, z bude funkci proménnych z, y. Rovnici
derivujeme podle y a vyjadrime derivaci z podle y.

Jak budeme hledat te¢nou rovinu k plose F(x,y,z) = 0?7 Te¢na rovina

k plose z = f(z,y) ma v bodé A = [xg, Yo, 20 = f(Z0,Yo)] rovnici

9] 0
0= L (A)(o = a0) + 5 (Ao~ ).
Je-li rovnici F(z,y, z) = 0 na okoli bodu A dana néjakd implicitni funkce, pak

OF OF
5. (4) 8_y(A)

Z—Zo:—afﬁ (I—xo)—aF—(y—yO)~
—(A —(A
5, (A) 5, (4)
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Tecéna rovina 7 je pak dana rovnici

r (Ao — )+ (A~ )+ (A~ 20) = .
Véta 5.3.6.

Necht z = f(z,y) je implicitn{ funkce uréend rovnici F(z,y,z) = 0 a bodem

A = [z, Y0, 20]. Te€na rovina ke grafu implicitni funkce z = f(z,y) v bodé A

bude urcéena rovnici

oF oF or
—(A)(x — —(A)(y — - (A)(z — =U.
r+ o (A)@ = a0) + 54 —0) + G- (A)(z = 20) = 0
Poznamka

Vsimnéte si, Ze na levé strané rovnice tecné roviny vystupuje diferencidl funkce
F v bodé A.
Resené dlohy
Priklad 5.3.1. Vypocitejte ¢/, " implicitni funkce dané rovnici
(22 + 93?2 —32%y —4* =0
v bodeé [0, 1].
Reseni:
1. Nejdrive pii urceni ¢y vyjdeme z véty 5.3.2.
F(z,y) = (2* +y*)* = 32°y — ¢,

vypocitame jednotlivé parcialni derivace funkce F' podle proménnych x a y v bodé

[07 1]7

oF

—(0,1) = (2(z* + y*)22 — 6 ’ =0
(9:13(7) (2(z" +y7)22 xy)[o,l] :
oF

—(0.1) = (2(z®> + y*)2y — 32 — 39° =1.
(9y(’) (2(z" +y7)2y — 32 y)w

****ﬁ
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Matematika Il 5.3. Implicitni funkce a jeji derivace

Dosadime do vzorce pro derivaci implicitni funkce a dostavame

423 + dxy® — 6y 0

/0: /0:_ :——:0
y( ) f( ) 422y + 493 — 322 — 3y? 0.1 1

2. Jiny zptsob jak najit y'. V rovnici (22 + y?)? — 32?2y — y*> = 0 prohlasime y

za funkci proménné x a rovnici derivujeme podle z. Necht y = y(z), pak
2(2% + ) (22 + 2yy') — 3(2zy + 2%y) — 3y*y = 0.

Aby bylo zcela jasné, jak jsme k predchazejici rovnici dospéli, rozeberme si po-
drobné, jak se derivuji funkce v této rovnici, konkrétné —3z?%y a —y>. Znovu
zduraznéme, ze jsme predpokladali zavislost y na x, tedy y = y(z). Derivujeme

—32%y podle pravidla o sou¢inu dvou funkef proménné z,
(=32%y)" = =3(2y)" = =3[(+*)'y + 2*(y)'] = —3(2zy + 2°Y).

Zde derivace y podle x neni nula, protoze jsme predpokladali, ze y zavisi na x.
Derivace y podle z se bude znacit standardné, y'.

Derivujeme —1° podle pravidla o derivaci slozené funkce,
(=) = ~(y’) = =3y’
Reknéme, ze si pro lepsi ndzornost zvolime néjakou konkrétni zévislost y na z,

napi. necht y = sinz. Tedy —y° = sin®z. Jak bude vypadat derivace v tomto

konkrétnim ptipadé?

(=) = —() "2 —(sin®z) = —3sin’z cosx

inz=y

2a(sing) "= =312 (y) = =37y .

= —3sin

Vratme se k puvodni tiloze. Poté co jsme rovnici derivovali podle x, staci nyni

vyjadiit z této derivované rovnice v/,

423 + dyy' + dzy® + 2%y — 6ay — 322y — 3y%y = 0,

(42y + 4y* — 327 — 3y?)y = —42® — dxy® + 6y,

;L 42 + 4ay? — 62y
VT T oty + 4y — 322 — 32

****ﬁ
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Matematika Il 5.3. Implicitni funkce a jeji derivace

dosadime bod [0, 1] a dostaneme vysledek

Priklad 5.3.2. Vypocitejte ¢/, y”, implicitni funkce y = f(x) uréené rovnici
P tay+y’—3=0

v bodé [1,1].
Reseni:

1. Vyuzijeme vétu 5.3.2. Ze zadani dostdvame F(z,y) = 2% + zy + y* — 3.

oF

- 2% +y 3
M)y=-9z| —_ T
y'(1) oF T+ 2yl 3

dy [1,1]

Pro urceni druhé derivace vyuzijeme vztah uvedeny za vétou 5.3.2. Vypocitame
jednotlivé hodnoty parcialnich derivaci a determinant matice vytvorené z téchto

hodnot. Tedy,

0 (2x+y)‘[171] (z 2y)‘[17”
v =7 = m [11] (2o + y)‘[l,l} ’ [1.1] : [L.1] 7
(x + Qy)‘[l,l} 1 - 2 .
033
y'(1) = % 32 1]|= 2%(—18) = —%
31 2

2. Totéz muzeme ziskat i jinym zpusobem. Budeme predpoklddat v rovnici

implicitni funkce zavislost y na x, rovnici derivujeme podle x a vyjadiime y’.

2 +y 1 3

2 +y+ay +2yy =0 = y/:_a:—i—Qy

K ziskani druhé derivace implicitni funkce y” musime rovnici implicitni funkce

derivovat dvakrat podle = a vyjadiit ¥”. Rovnici implicitni funkce jsme jiz jednou

i
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Matematika Il 5.3. Implicitni funkce a jeji derivace

derivovali, staci ji derivovat jesté jednou podle x,

Rety+zy +2yy' =0) = 2+¢ +o + a2y’ + 2y + 29" = 0,
2+ 2y +2(y)’
T+ 2y

2420 +2( )+ (z+20)y =0 = 3 =
242 (=) +2(-1)* 2

/!
1) = —
y'(1) 1421 3

Piiklad 5.3.3. Naleznéte derivaci funkce y = f(x) dané implicitné rovnici
T siny + cos 2y = cosy.
Reseni:

1. S vyuzitim véty 5.3.2. a pro F(z,y) = xsiny — cosy + cos 2y dostavame

oF
’ Ox sin y . '
T ooF T — 2sin2y #0.
Y 0_F xcosy +siny — 2sin 2y’ TCosy + sy sin 2y #
dy

2. Predpokladejme v rovnici implicitni funkce zavislost y na x, derivujme
rovnici podle x a vyjadieme 1. Tedy

sin y

siny + xcosyy +sinyy — 2sin2yy =0 = ¢ = — : —
T cosy + siny — 2sin 2y
pricemz

xcosy +siny — 2sin 2y # 0.

Piiklad 5.3.4. Naleznéte parcialni derivace prvého radu funkce z = f(z,y) dané

implicitné rovnici
422 + 2% — 322+ zy—yz+x—4=0

v bodé [1,1,1].
Reseni:

1. Vyuzijeme vétu 5.3.5. Pro F(x,y,2) = 42® +2y*> — 322 +ay —yz + v — 4

i
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Matematika Il 5.3. Implicitni funkce a jeji derivace

dostavame
oF
0z of BN S8r+y+1 10 10
“Cany=Ya1y=-0x _ HTIT 7 _
ax( 1) 8:10( 1) 3_F —6z —y 1] -7 7
0z i1,
oF
0z of (9_y dy+x — 2 4 4
“an=any=-9%| - rr—= __* _=
8y( 1) 8y( 1) oF —6z —y I, -7 7
0z [1,1,1]

2. Stejny vysledek ziskdme také tak, ze v rovnici implicitni funkce F(z,y, z) =
0 nejdiive prohldsime y za konstantu, z bude funkci x, y. Rovnici derivujeme
podle z a vyjadrime derivaci z podle x. Tentyz postup plati i pro urceni derivace
z podle y jen s tim rozdilem, Ze v rovnici pro implicitni funkci F(z,y,z) = 0

prohlasime za konstantu proménnou x a rovnici derivujeme podle y.

0 9 9
(a2 32y —yrtr—4=0) = 81— 62 by +1-yo =0,
x

Ox ox 0
8x+y+1+(—62—y)% =0= %: —ng;—yfyl.

Dosadime bod [1, 1, 1], uréime tak hodnotu %(17 1),
%(17 b= _% iy _i_?l - ?

Analogicky vypocitame derivaci z podle y v bodé [1, 1].

9, 9, 0
— 42?4+ 2y -3ty —yztr —4=0) = 4y—6z—z+x—z—y—z =0,
Ay dy dy

0z 0z dy+x—z
Qy+a—z4(—6z—y)e=0= —=_JTT7Z2
y+ax—z+(—62 y>8y 9 e

Dosadime bod [1, 1, 1], uréime tak hodnotu %(1, 1),
Y
4 — 4
92y dytz==
dy

4
—6z—y lpiy =7 T

Piiklad 5.3.5. Naleznéte te¢nu a normdlu v bodé [1, 1] funkce y = f(z) urcené

implicitné rovnici

zy+Iny—1=0.

i
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Reseni: Pro nalezeni teény vyuzijeme vétu 5.3.3. Vypocitejme nejdifve obé

parciélni derivace funkce F(z,y) = xzy +Iny — 1,

—(1 = =1
31‘( )=y [1,1] ’
or
— (L) =2+ - = 2.
ay( ) Yl
Dosadime,
oF oF
%(ﬂfo,yo)(ﬂf —x0) + a_y(xo,yo)(y —y)=0= 1(r—-1)+2(y—1) =0,

rovnice tecny pak bude mit tvar
t: x+2y—3=0.

Pro urceni rovnice normély dosadime do

88—];(%790)(95 —rg) — g—i(%,yo)(y —y)=0=2(z-1)-1y—-1)=0,

rovnice normaly pak bude mit tvar
n: 2rx—y—1=0.

Piiklad 5.3.6. Naleznéte rovnici tetné roviny v bodé [1, —2, 4] ke grafu implicit-
ni funkce z = f(x,y) urcené rovnici
2?2+ 3y —42° 4+ 20 — 12y + 82— 7=0.

Reseni: Pro nalezeni rovnice tecny vyuzijeme vetu 5.3.6. Nejdiive urcime

hodnoty jednotlivych parcidlnich derivaci funkce

F(r,y,2) =2 +3y* —42° + 22 — 12y + 82 — 7

v bodé [1, —2,4].
oF
—(1,-2,4) =2 2 =4
ax ( 7 ) ) T + [1,72’4} Y
OF
—(1,—2,4) =6y — 12 =—-24
ay( ’ 7 ) y [17_274] '
oF
21, -2,4)= -8 8‘ Y
0z ( ) et [1,-2,4]

* %
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Matematika Il 5.3. Implicitni funkce a jeji derivace

Dosadime do rovnice tecné roviny

OF OF OF

%(%7 Yo, Zo)(x - $o)+8—y($07 Yo, Zo)(y—yo)+§(%a Yo, ZO)(Z—ZO):O

=4z —1)—24(y+2)—24(z—4) =0 = 4o — 24y — 242+ 44 = 0.
Rovnice teéné roviny pak bude

T: x—06y—62+11=0.

l]lohy k samostatnému FeSeni

1. Vypoctéte derivaci implicitni funkce y dané rovnici 22 + y? + y* — 2y = 3.

2. Vypoctéte derivaci implicitni funkce y dané rovnici cot(3y) = z%y.

3. Vypoctete derivaci implicitni funkce y dané rovnici 2*¥ — 3% = 4 v bode
A=11,2].

4. Vypoctéte derivace 3/, y” implicitni funkce y dané rovnici sin®(zy) = 0

v bodeé [1,7].
5. Vypoctéte parcidlni derivace implicitni funkce z dané rovnici % =z
6. Urcete parcialn{ derivace implicitn{ funkce z dané rovnicf e**v+2v*=+32=* — 4
7. Vypoctéte parcidlni derivace implicitni funkce z v bodé A = [%2, 5,0] dané

rovnici cos v2x + 1?22 + 2y = 2.
8. Naleznéte tecnou rovinu a normalu ke grafu funkce y zadané implicitné
. T+ .
rovnici Y — 9y bods A = (3, 1].

r—Yy
9. Naleznéte rovnici tecné roviny ke grafu funkce z zadané implicitné rovnici

vy — z +In(2* + y*) = 0 v bodé [2,2,7].

10. Naleznéte rovnici tecné roviny ke grafu funkce z zadané implicitné rovnici

In(cos(z? + y* + 22)) = bz + 3yz + 6z v bodée A = [0,0,0].

Vysledky ulohy k samostatnému feSeni

y—2x

LG =2—y G =2+3 a0y =555

i
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Matematika Il 5.3. Implicitni funkce a jeji derivace

2. ?)_5 = —2xy, %—5 = —Sinf’w —22 Y = —%

3. 5 =2 In2—3""n3, §f =227 In2 - 3"Wn3, y = — 33 v Ing
y'(4) = — i

4. % = 2ysin(zy) cos(zy), %—5 = 2xsin(wy)cos(zy), y = =L, y" = %,
y'(1) = —m, y"(1) = 2.

5. 0F _ l-y—2 OF _ —a—z OF _ —zt+y 9z _ (loy—2)y+2) 9z _ atz

Oz y+z 7 Oy (y+2)27 0z (y+2)?7 Oz z—y > dy y—z

6. g_l;“ — oty t2yiat3az? (2xy + 322)’ %_5 — oy t2yiat3ez? (:U2 + 4yz),
%_5 _ ex2y+2y2z+3xz2<2y2 + 622), % _ _%7 g_z _ _%‘

798 = i BR 0y 42, 90 =322 -1, B = el

3

g_z - _32yy2zz2t21’ g_;(A> =-Z, g_;(A) =2

8. G = G = T 3@ =)+ iy~ 1) =0, 72— 3y =0,

n:3r+y—10=0.
oF __ 2 oF __ T 2 oF __ oF _ oOF _
9. G = v T e oy~ v TEe e = b (A) = 1 55(A) = 1,

9E(A)=-1,2(2,2) =24+ In8=2+3In2, 7: z4+y—2—2+3I2=0.

10, 9F — Z2zsin(@®4y?42?) 5 9F _ —Zysin(@i+y’+2?) g
0x T cos(x?ty?+e?) » Jy — cos(z2+y2+22) )

_ in(z24y2 422
O — it t) 3y —6, 95 (A)=—5, 2L (A)=0, ZE(A) = —6, 7 : 5r+62 = 0.

Kontrolni test

1. Vypoctéte derivaci implicitni funkce y dané rovnici y? + e**¥ = 23.

2 xty _ 9,2 _ sty
a) o — 3r° —e b) o — 3T —e
y(2 + e:c+y) y2 + ety
2 _ L zty _ 2,02 _ a7ty
¢) o = 3z —e d) o = 3z —e
2y + erty 2y + xexty

2. Vypoctéte derivaci implicitni funkce y dané rovnici sin(xy) + 222 = y2.
ysin(zy) + 4z ycos(zy) + 4x

/ — b / —
2) Y zsin(xy) — 2y )y x cos(zy) — 2y
cos(zy) + 4x sin(zy) + 4z
&) o = (zy) q) o = in(zy)
cos(zy) — 2y sin(zy) — 2y

3. Vypoctéte derivaci implicitni funkce y dané rovnici 22 Iny = y? Inx v bodé

e, €].

i
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Matematika Il 5.3. Implicitni funkce a jeji derivace

T

4. Vypoctéte derivace 3/, 3" v bodé [{5, {5] implicitni funkce y dané rovnici
cos(4r — y) = .

a) Y'(A) =2v2,  y'(4) =1 b) ¥'(A) =1+v2, ¢ (4)=-2

o) Y(A)=4+v2, y'(A)=-4v2 d) y(4) =2, y'(A) = 4V2

5. Vypoctéte parcialni derivace implicitni funkce z dané rovnici

In(a?y® + 2*) = 3.

A R S
ox 223" dy 423

b) 0z _ —In(2zy?) 0z _ — In(3z%y?)
ox In(4z3) 7 Oy In(423)
0z  xy®—3 0z 3%y’ -3

Vor= Ty 28

" 9z _ 2wyt — 2t 9z _ 32y — gt

Ox 23+ 237 Oy x2y3 4 23
6. Vypoctéte parcialni derivace implicitni funkce z dané rovnici

arctan(z + y) + arctan(y + 2) = z + y + 2.
0z (@+y)(+(y+2)?*) 9z  1-(z+y)

2)’°

) (y +
0r  (y+22(+@+v)?) dy  (y+22(1+(z+y)?)
b) 0z (+y)P(l+w+2)?) 0z 1-(z+y)Py+2)°
O (y+2)2(1+(x+y)?) 9y (y+ 221+ (x+y)?)
) 0z _ (z+y)? 0z (z+y)+(y+2)
Ox (y+2)%’ oy (y + 2)?
Q) 0z _ 1+ (y+=z)° 9z 24 (z+y)+(y+2)?
Oz L+ (z+y)* dy (L4 (z+y)H) 1+ (y +2)?)

7. Vypoctéte parcidlni derivace implicitni funkce z v bodé A = [3,0, —2] dané

rovnici z2yz3 + 2 = 233

0z 9 Oz 3 0z 0z 9
a) ?(A) = ?, g—y(A) —3 b) ?(A) = g, @(A) = —19
z Z 2 z
—(A)==, —(A)=0 d) —(A)=-, —(A)=—=
8. Naleznéte tetnou rovinu a normalu ke grafu funkce y v bodé A = [—1, —1]

**
* % %
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zadané implicitné rovnici 3*Y = yIln3 + xIn 3.

a) T:xln3+y+2=0, b) T:x+yln3+2=0,
n:r—y—2=0. n:r+y=0.

¢) T:xln3+yln3+2=0, d) 7:2+y+2=0,
n:r—y+2=0. n:x—y=0.

9. Naleznéte rovnici tecné roviny ke grafu funkce z v bodé [2,1,7] zadané
implicitné rovnici z +y — 2z + yz = 0.

a) T:2r—4y—2—-3=0 b) 7:—4dx4+2y—2+3=0

c) T:drx—2y—2—-3=0 d) 7: 2x4+4y—2+3=0.

10. Naleznéte rovnici te¢né roviny ke grafu funkce z v bodé [—1, 3, 2] zadané
implicitné rovnici In(zy + 2%) = 2.

a) T:dr—y—2+9=0 b) 7:3x—y+42—-2=0

c) T:2x4+y—4z+7=0 d) 7:2+y+2—-4=0

Vysledky testu fQJ‘L

1.¢),2.b),3.b),4.c), 5.a),6.a),7.b),8.d),9.d), 10. b).

Kontrolni otazky ‘)

Otazka 1. Jak definujeme parcidlni derivace a jaky je jejich geometricky vyznam?
Otézka 2. Sami navrhnéte funkci tii proménnych a vypocitejte vSechny parcialni
derivace az do tretiho radu této funkce.

Otéazka 3. Co je to totalni diferencial funkce vice proménnych?

Otézka 4. Porovnejte totalni diferencial funkce jedné proménné s totalnim dife-
rencidlem funkce dvou proménnych z hlediska jejich geometrického vyznamu.
Otéazka 5. Jak hledame te¢nou rovinu a normalu k funkei dvou proménnych?
Otazka 6. Co je to Tayloruv polynom?

Otézka 7. Co je to implicitni funkce?

i
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Matematika Il 5.3. Implicitni funkce a jeji derivace

Otézka 8. Uved'te postacujici podminku pro existenci implicitni funkce.
Otézka 9. Jak derivujeme implicitni funkce?

Otézka 10. Jak se hledd tecna a normala k implicitni funkci?

Shrnuti lekce
V ramci této kapitoly jsme se seznamili s dulezitymi pojmy diferencialniho
poctu funkei vice proménnych. Predevsim je nutné dobfe zvladnout ¢ast vénovanou
parcidlnim derivacim. Pomoci nich pak muzeme pracovat i s dalsimi pojmy. Pod-
kapitola vénovana totalnimu diferencialu ndm dava navod jak hledat te¢nou ro-
vinu a normalu k dané plose. V posledni ¢asti kapitoly jsme se seznamili s impli-

citnimi funkcemi a naucili jsme se tyto funkce derivovat.

* %
* 4 %
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6. Extrémy funkci vice proménnych

Priivodce studiem
Hledani extrému je v praxi casto TeSena uloha. Napft. pri cesté z bodu A

do bodu B se snazime najit nejkratsi cestu. Ve firmach je snaha minimalizovat

e/

energii.
V této kapitole se budeme zabyvat hledanim extremalnich hodnot tzv. ma-
xim resp. minim pro funkce vice proménnych, predevsim se vsak soustfedime

na funkce dvou proménnych.

Cile

Lokalni extrémy funkci vice proménnych, vazané extrémy, globdlni extrémy.

Ptfedpokladané znalosti

Lokélni a globélni extrémy funkci jedné proménné.

6.1. Lokalni extrémy

Vyklad

0=

Definice 6.1.1.

Rekneme, 7e funkce f : R* D D; — R nabyva v bodé A € D; lokalniho
maxima, jestlize existuje okoli O(A) C Dy bodu A takové, ze VX € O(A)
plati f(X) < f(A).

Rekneme, 7e funkce f : R* D D; — R nabyvd v bodé A € Dy lokdlniho
minima, jestlize existuje okoli O(A) C Dy bodu A takové, ze VX € O(A)
plati f(X) > f(A).

*****
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Matematika Il 6.1. Lokalni extrémy

Poznamka
V' pripadé ostrych mnerovnosti v predchdzejici definici hovorime o ostrém

lokalnim maximu resp. o ostrém lokdlnim minimu.

Definice 6.1.2.
Rekneme, 7e bod A € R” je staciondrnim bodem funkce f : R” D D; — R,
jestlize

of
8@-

(A)=0, i=1,2,...,n

Néasledujici Fermatova véta vyjadiuje nutnou podminku pro existenci lokal-

niho extrému.

Véta 6.1.1.
Necht f : R"™ D Dy — R mé v bodé A lokdln{ extrém a necht v tomto bodé

existuji vSechny parcialni derivace funkce f. Pak bod A je stacionarnim bodem

funkce f.

Pozndmka

1. Fermatova véta nevylucuje moznost, Ze lokdlni extrém existuje © v bode A,
ktery nent stactondrnim bodem funkce f, protoZe v nem nékterd parcidlni derivace

neexistuje.

of
8l’i
df (A) =0, t. totdlni diferencidl funkce f v bodé A je roven nule.

2. Podminka pro staciondrni bod, tj.

(A) = 0, je ekvivalentni s podminkou

3. Rovnost df (A) = 0 je pouze nutnou podminkou pro ezistenci lokdlniho extrému,
7. z platnosti této podminky jesté nevyplyva existence lokdlniho extrému. Plati-li
df (A) # 0, pak v bodé A lokdlni extrém neexistuje.

Na Obr. 6.1.1 je funkce, kterd ma v bodé A ostré lokalni maximum, bod A
je staciondarnim bodem funkce f. V bodé A existuje parcidlni derivace funkce f
podle z i podle y a obé parcidlni derivace v bodé A maji hodnotu 0. V bodech

kruznice k£ mé funkce lokalni minima, i kdyz v téchto bodech neexistuje zadna

i
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parcialni derivace.

Véta 6.1.2.

Necht f:R™ O Dy — R je alespont dvakrét spojité diferencovatelnd (tj. existuji
spojité parcidlni derivace alespon druhého fadu) na okoli bodu A € R". Pak je-li
(a) @*f(A) < 0, funkce f md v bodé A ostré lokdlni maximum,

(b) d*f(A) > 0, funkce f ma v bodé A ostré lokalni minimum.

Uvazujme funkci dvou proménnych z = f(z,y), dvakrat spojité diferencova-

telnou na okoli bodu A = [xg,70] € R? bod A necht je staciondrnim bodem
0 0

funkce f, tj. 8_f(A) =0= (9_f(A) Podle predchozi véty o existenci lokdlniho
x y

extrému rozhoduje hodnota totalniho diferencidlu druhého fadu funkce f v bodé
A, tedy hodnota

dzf@4)—-g;é(A)dx2+—2

02 f 02 f
A —L(A)dy>.
Gy iady + 5 (A)dy

Vyraz na pravé strané je kvadratickd forma (tento pojem nebudeme definovat, te-

orii kvadratickych forem se zabyva linearni a multilinedarni algebra) pro proménné

dr a dy. Mimo jiné to znamend, ze d*f(A) lze vyjadrit jako soucin

o0 f o0 f
(4) (4)
9 B ' 0x? 0x0y ' dx

ooy gz
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Matematika Il 6.1. Lokalni extrémy

Oznacme
0 f 0 f
D _&@4) D, — @(A) 8x8y( )
R A 3 82 f

520 y( ) 8_3/2( )
hlavni determinanty matice parcialnich derivaci druhého radu. Pak pro stacionarni
bod A funkce f plati:
1. Je-li D; > 0 A Dy > 0, pak ma funkce f v bodé A ostré lokalni minimum,
2. Je-li Dy < 0N Dy > 0, pak ma funkce f v bodé A ostré lokalni maximum,
3. Je-li Dy < 0, pak pro funkci f v bodé A extrém neexistuje.
Na zékladé predchozich ivah muzeme zformulovat vétu, ktera vyjadiuje po-

stacujici podminku pro existenci ostrého lokalniho extrému.

Véta 6.1.3.
Necht funkce f : R? O Dy — R je na okoli bodu A = [z, yo] dvakrdt spojité

diferencovatelnd. Necht bod A je jeji staciondrni bod. Jestlize

0*f ,  O%f 2f .\
Dy = —<(A)=—(A) — A
2 axg( )ayg( ) (axay( )) >07
. 3 e L o f
pak ma funkce f v bodé A ostry lokalni extrém. Je-li navic Dy = W(A) > 0,
x

o*f

927 (A) < 0, jednd se o ostré
T

jedna se o ostré lokalni minimum, je-li D; =

lokalni maximum.

Poznamka
V pripade, Ze Dy = 0, nelze o existenci lokdlniho extrému rozhodnout. Tento
problém lze v nekterych pripadech tesit tak, Ze vysetrime lokdlni chovdni funkce
f na okoli bodu A.
Uvazujme funkci tif proménnych v = f(x,y, z), dvakrat spojité diferencova-
telnou na okoli bodu A = a[xo, Yo, 20| € éR?, bod A necht je staciondrnim bodem
S f

funkce f, tj. g—i(A) = O,a—y(A) =0, %(A) = 0. Analogicky, jako pro funkci

i
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dvou proménnych, muzeme sestavit matici druhych parcialni derivaci, resp.

0% f
7z A)
2
1) = (drdyd) - | L)
0% f
8x82( )
Oznacme
82
D, = a_£<A)7
o*f o*f
| 022 (4) 0xdy (4)
2 — an 82f )
A G

hlavni determinanty matice parcialnich derivaci druhého radu. Pak pro stacionarni

bod A funkce f plati:

) g
S oL ||
i Sy | AT
AN ) S
L S 2L
o 2l

1. Je-li Dy > 0A Dy > 0 A D3 > 0, pak ma funkce f v bodé A ostré lokalni

minimum,

2. Je-li Dy < OAN Dy > 0A D3 < 0, pak ma funkce f v bodé A ostré lokalni

maximum,

3. Je-li Dy < 0, pak pro funkci f v bodé A extrém neexistuje.

Resené ulohy

Priiklad 6.1.1. Urcete lokalni extrémy funkce

flz,y) =2 — 3zy + 3y,
Reseni:

rozdélit do nésledujicich kroku:

1. Urcime parcialni derivace funkce f prvniho radu:

or _

ox Jy

0
32 — 3y, =~ = —3x + 6y.

- 299 -
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Matematika Il 6.1. Lokalni extrémy

0 0

—f =0, —f = 0. Dostaneme
ox oy

tak soustavu rovnic pro stacionarni body funkce f.

2. Parcidlni derivace polozime rovny nule, tj.

322 -3y =0,

—3z + 6y = 0.

3. Soustavu rovnic pro stacionarni body vytesime. Ze druhé rovnice vyjadiime

x a dosadime do rovnice prvni.

r=2y = 32y)P° -3y=0= 120" -3y=0 = yldy—1) =0 =

y=1= 3a+8=0=a2=1= A, =]

)

]

Nasli jsme dva staciondrni body, bod A; = [0,0] a Ay = [%, }J

N
N

4. Urcéime matici parcialnich derivaci druhého radu funkce f,

o?f  0*f
Q= 922 Oxdy B O =3
B N Y ) N WP
oyoxr  0y?

5. Do matice @ postupné dosadime jednotlivé stacionarni body (tzn. z-ovou
souradnici staciondrntho bodu za z, y-ovou soutradnici stacionarniho bodu za v).
0 -3 3 -3

Q(Al) = ) Q(Az) =
-3 6 -3 6

6. Vypocitame determinanty D;, Dy pro matice Q(A;), Q(Az). Hodnoty de-

terminantu rozhodnou o charakteru extrémau.

Stac. bod A; | D, D, extrém z = f(A;)
Ay =10,0] 0 |-9<0 extrém neexistuje
Ay = [%, ﬂ 3>0| 9>0 |ostré lokdlni minimum z = —%

****ﬁ
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Matematika Il 6.1. Lokalni extrémy

Obr. 6.1.2

Priklad 6.1.2. Urcete lokalni extrémy funkce

fla,y) =™V (2% + o).
Reseni: Funkce je definovand na celém R2.

1. Urcime parcialni derivace prvého radu:

0
6’_f — oWV (—22)(20 4+ 2) + ¢V V2 = —22e TV (22 4+ 27 — 1),
x
0
8_f = oV (—2) (2% + 2P) + e Wy = —2ye " Y (22 + 2® — 2).
Y
R iy . Of af
2. Parcialni derivace polozime rovny nule, tj. Pl 0, ol 0. Dostaneme
x Y

tak rovnice pro stacionarni body funkce f,

—2we "V (2 + 22— 1) =0,

—2ye "V (22 4+ 2% — 2) = 0.

3. Rovnice pro stacionérni body vyresime. Vyraz e vy’ je vzdy ruzny od nuly

pro libovolné x, y, muzeme jim proto obé rovnice vykratit,

r(2y* + 2% — 1) =0,

y(2y® + 2% —2) = 0.

****t
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Matematika Il 6.1. Lokalni extrémy

Polozime-li v prvni rovnici = 0, dostavdme ze druhé rovnice y(2y*> —2) = 0
feseni y = 0, y = +1. Ziskali jsem tii stacionarni body A; = [0,0], A, = [0,1] a
Az =1[0,—1].

Polozime-li ve druhé rovnici y = 0, pak z prvn{ rovnice z(z* — 1) = 0 plyne
feseni ve tvaru x = 0, x = £1. Stacionarni bod A; = [0, 0] jsme jiz vypocitali,
takze na zakladé predpokladu y = 0 jsme ziskali dva nové stacionarni body, bod
Ay =[1,0] a A5 = [-1,0].

Zbyvé jesté provérit moznost, ze x # 0, y # 0. V tomto pripadé fesime

soustavu

202 + 22 —1=0,

202 + 22 —2=0.

Jestlize obé rovnice od sebe odecteme, dostavame rovnici 1 = 0, toto ale ne-
plati pro zadné z, y. Soustava nemd za tohoto predpokladu feseni. Zadny novy
stacionarni bod jsme neziskali.

Shrneme-li krok 3, vysledkem nasi snahy bylo urceni péti staciondrnich bodu:
Ay =10,0], A, =[0,1], A3 =1[0,—1], Ay = [1,0], A5 = [-1,0].

4. Urc¢ime matici parcidlnich derivaci druhého radu.

o*f  0f
ox?  Oxdy
Q= OXf  ORf , kde
oydr  Oy?’
2
% = (2 +42) (2 + 22 — 1) — da?)e ™V,
T
2
aiéfy = daye " (2% + 2% - 3),
2
8ayéfx = daye ™ V(2 + 2 - 3),
82f 2 2 2 2\ —a?y?
3_92:((_2+4y)(2y +a”—2) = 8y’)e .
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Matematika Il 6.1. Lokalni extrémy

5. Do matice parcidlnich derivaci postupné dosadime staciondrni body (tzn.

x-ovou souradnici stacionarniho bodu dosadime za proménou z, y-ovou za ¥).

2 0 -2 0 -2 0
Q(A1> = 7Q(A2) = 7Q(A3) = )
0 4 o -¢ 0o -¢
-20 -20
Q(A4) = 0 2 ,Q(A5) = 0 2
6. Urcime hodnoty D;, Dy a rozhodneme o charakteru extrému.
Stac. bod Az D1 D2 extrém z = f(Az)
Ay =10,0] 2>0 | 8>0 | ostré lokdlni minimum z = 0
Ay =10,1] | =2<0] >0 |ostré lokdln{ maximum z = 2
A;=10,-1] | =2 < 0| >0 |ostré lokdln{ maximum z = 2
Ag=1[1,0 |-2<0|-%<0 extrém neexistuje
As=[-1,00 |-2<0|-2 <0 extrém neexistuje

V bodé A; ma funkce f ostré lokalni minimum. V bodech Ay, A3 mé funkce

f ostra lokalni maxima. V bodech A4, A5 funkce f extrém nema, Obr. 6.1.3.

0

<P ‘

SosSESoso

Obr. 6.1.3
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Matematika Il 6.1. Lokalni extrémy

Priklad 6.1.3. Urcete lokalni extrémy funkce

flz,y) =2* +9°.
Reseni: Definiénim oborem funkce f je D F =R~
1. Ur¢ime parcialni derivace funkce f.

g—i%xz ﬁ:

= 3y°.
Ox Oy 4

2. Parcidlni derivace polozime rovny 0, dostavame soustavu rovnic pro sta-

cionarni body,

3. Resenfm soustavy je jediny stacionarni bod A = [0,0].

4. Uréime matici parcidlnich derivaci druhého radu,

>r f

Jx?  Ox0y 6x 0
Q= 2 2 -

o°f  Of 0 6z

oyox 0y

5. Do matice ) dosadime stacionarni bod,

6. Determinant D; = 0, Dy = 0. NemuZeme o existenci extrému rozhod-
nout. Ovsem jaka bude funkéni hodnota v bodé A? Dosadime souradnice bodu A
do funkéniho predpisu funkce f, tedy f(A) = 0. Jak se funkce chové na okoli bodu
A =0,0]. Kdyz dosadime za x a za y zdporna ¢isla, hodnota z bude zaporna, tj.
z < f(A). Pokud za x a y do funkéniho predpisu dosadime kladné ¢isla, hodnota
z bude kladnd, tj. z > f(A). Na libovolném okoli bodu [0, 0] existuji body, je-
jichz funkéni hodnota je vétsi nez f(A), ale zaroven existuji body, jejichz funkéni

hodnota je mensi nez f(A). V bodé A = [0, 0] extrém neexistuje.

]
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Matematika Il 6.1. Lokalni extrémy

Obr. 6.1.4

Piiklad 6.1.4. Urcete lokalni extrémy funkce

flz,y,2) =2+ + 22+ 2y — 2z +y — 2.
Reseni: Postupujeme analogicky jako v pifpadé funkce dvou proménnych.
Definiénim oborem funkce f je celé R3.

1. Uréime parcialni derivace funkce f,

af of af _
8x_2x 2, ay—2y+z+1, aZ—2z+y 1.

2. Sestavime soustavu rovnic pro stacionarni body,

20 —2 =0,
20+ 2+1=0,
2z24+y—-1=0.

3. Regenim soustavy je bod A = [1,—1,1].

****t
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Matematika Il 6.1. Lokalni extrémy

4. Urc¢ime matici parcidlnich derivaci druhého tadu,

0%f  Pf  Of

Ox? Oxdy 0x0z 2 0 0
0? 0? 0?

Q= ! ! - 021
Ooxdy 0y*> 0yoz
o*f  0*f  0f 01 2

0xdz Oydz 022
5. Do matice @) dosadime stacionarni bod A = [1, —1, 1], tedy

2 00

L
=
I
o
)

01 2

6. Determinant D; =2 >0, Dy =4 >0, D3 =6 > 0. V bodé A = [1,—1, 1]

ma funkce f ostré lokalni minimum z = —2.

Ulohy k samostatnému feSeni

1. Naleznéte lokdln{ extrémy funkce f(x,y) = 2% + 6z + 3y* — 12y + 11.

2. Naleznéte lokdlni extrémy funkce f(z,y) = 3zy — z + 2y.

3. Naleznéte lokalni extrémy funkce f(x, 22 —ay + 3 +y+ 3.

4. Naleznéte lokaln{ extrémy funkce f(z,y) = 23 — 120 — 2y* — 4y.

5 —3a® + 5z + 3% — 9y.

6. Naleznéte lokalni extrémy funkce f(x,y) = x° — bz + y> — 3y.

7. Naleznéte lokdln{ extrémy funkce f(x,y) = 2% + 3zy — 2z — 3y + 5y + 3.
8. Naleznéte lokdln{ extrémy funkee f(z,y) = 2* — 4wy + 4z + Jy* — 15y.
9. Naleznéte lokalni extrémy funkce f(x, (2 + 4x)y + y*.

Y
Y
Y
Y
. Naleznéte lokélni extrémy funkce f(z,y
Y
Y
Y
)
Y

) =
) =
) =
)
) =
)
)
)
) =
10. Naleznéte lokalni extrémy funkce f(z,y) = x +%x2—6x+1y3+ 2_20y.
Vysledky tlohy k samostatnému FeSeni

1. Staciondrni bod: A = [—3,2] - ostré lokdlni minimum f(A) = —10.

2. Staciondrni bod: A = [—2, 1] - extrém neexistuje.

i
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Matematika Il 6.1. Lokalni extrémy

3. Stacionarni bod: A = [1, 5] - extrém neexistuje.
4. Staciondrni body: A; = [2, —1] - extrém neexistuje, Ay = [-2, —1] - ostré

lokalni maximum f(Ay) = 18.

5. Stacionarni body: A; = [5,3] - extrém neexistuje, Ay = [5, —3] - ostré
lokdln{ maximum f(A;) = %L

6. Stacionarni body: A; = [—1,1] - extrém neexistuje, Ay = [1,1] - ostré
lokalni minimum f(As) = —6, A3 = [1, —1] - extrém neexistuje, A, = [—1,—1] -

ostré lokdlni maximum f(A,) = 6.

7. Stacionarnim bod: A = [1,0] - ostré lokalni minimum f(A) = 2.

8. Staciondrnim bod: A = [12,7] - ostré lokaln{ minimum f(A) = —2I.

9. Staciondrni body: A; = [0,0] - extrém neexistuje, Ay = [—4,0] - extrém
neexistuje, Az = [—2,2] - ostré lokaln{ minimum f(As) = —4.

10. Stacionarni body: A; = [2,4] - ostré lokdln{ minimum f(A4;) = —58,
Ay = [2,—5] - extrém neexistuje, A3 = [—3,4] - extrém neexistuje, Ay = [—3, —5]

253

- ostré lokdlni maximum f(A4) = %

* %
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6.2. Vazané extrémy

Vyklad
Dalsim typem extrému, kterym se budeme zabyvat jsou tzv. vazané extré-

my. Hledame extrémy néjaké funkce vzhledem k predem zadanym podminkam.

Definice 6.2.1.
Rekneme, 7e funkce f : R® D D; — R ma v bodé A € D lokdlni extrém
vazany m podminkami, m < n,

g1(x1, 29, ... x,) =0, go(T1, 20, ...2,) =0, ..., gm(T1,29,...2,) =0,
jestlize pro vsechny body X € O(A) C Dy, které vyhovuji uvedenym
podminkam, plati jeden ze vztahu:
1. f(X) > f(A), pak m4 funkce f v bodé A vdzané lokdlni minimum,

2. f(X) < f(A), pak mé funkce f v bodé A vazané lokalni maximum.

Geometricky vyznam vazanych extrémii. Necht 2 = f(x,y), n = 2.
Bud ddna podminka g(z,y) = 0. Hleddme vazané extrémy funkce f vzhledem
k podmince g(x,y) = 0. Extrém muze nastat pouze v bodech z defini¢niho oboru
funkce f, které lezi na kiivce o rovnici g(z,y) = 0. Témto bodum odpovidaji
body na plose z = f(x,y), které tvoii prostorovou kiivku k (prusecnice plochy
z = f(x,y) s pfimou vélcovou plochou g(x,y) = 0). Lokalni extrémy funkce
z = f(z,y) vazané podminkou g(x, y) = 0 jsou z geometrického hlediska lokalnimi

extrémy prostorové kiivky k, Obr. 6.2.1.

Obr. 6.2.1
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Véta 6.2.1.

Bud dédna funkce f: R™ D D; — R a necht je ddno m, m < n, podminek
gj(z1,22,...,2,) =0.
Jestlize ma funkce ®

q)($1,$2, oo 7xn7)‘17)‘27 °oog )\m>:f<x17x27 v 7'rn)+z >\jgj<x17x27 OO 7xn)7

j=1
kde \; € R, j = 1,2,...,m, ve svém staciondrnim bodé¢ lokalni extrém, m4d i
funkce f v tomto bodé lokalni extrém vazany podminkami g;(z1, 22, . .., z,) = 0.

Poznamka

Predchozi veta reprezentuje tzv. Lagrangeovu metodu hleddni vazaného
extrému. Funkce ® se nazyvd Lagrangeova funkce. Redlnd ¢isla \; se nazyvaji
Lagrangeovy multiplikdtory. Staciondrni body Lagrangeovy funkce ® urcéime

jako reseni soustavy rovnic
0P
8%

gj<33’1,1172,...,£€n):0 j:1,2,...,m.

0 i=12,...,n,

Omezme se nyni na funkci dvou proménnych z = f(z,y). V urcitych piipadech

pii hledani vazaného extrému nemusime Lagrangeovu metodu pouzit.

Poznamka

Jestlize lze z rovnice g(x,y) = 0 jednoznacné vyjadrit y = p(x) resp. © = P (y),
pak lokdlni extrémy funkce z = f(x,y) vdzané podminkou g(x,y) = 0 mizeme
urcit jako lokdlni extrémy funkce jedné promeénné z = f(x,p(zx)) resp. z =

f(w),y).

* %
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Resené ulohy

Piiklad 6.2.1. Naleznéte vazané extrémy funkce

flz,y) =z +y,
, 1 1
vzhledem k podmince — + — = 1.
Z )
3 > rd e /7 . 2 1 ]_
Reseni: Definicni obor funkce f je Dy = R, g(v,y) = - +— —1=0.
z Y

1. Sestavime Lagrangeovu funkci,
1 1
2. Hledédme lokalni extrémy Lagrangeovy funkce ®. Nejdiive uré¢ime parcidlni

derivace funkce ® podle proménnych z, v,

o 20 09 1 2\
or 23y Y3
3. Sestavime soustavu rovnic pro stacionarni body funkce P,
0P 2\ 3
a_x:07 1—;:0, .1‘—2)\:0,
0P 2\
=, = 1-=Z =0, = Y —2)\ =0,
dy y?
1 1 2, .2 22
g(x,y) =0, ;—i—;—lzo, x*+y" —ax*y” =0,
prox # 0,y # 0.

4. Soustavu vyfesime. Z prvn{ rovnice pifmo plyne z = /2. Ze druhé rovnice
dostavéme y = v/2). Dosadime do tiet{ rovnice za z a za y, dostaneme rovnici o
jedné neznamé A,

V(202 + V(20)? = /(202 (202 = 0,
IVANE — VAX24)2 = 0,
2V/4N2 — 272Xt = 0,

Yaxi = Vive

20t = 4)?,
A —2X7 =0,
M (A2 —2) =0.

* %
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Dostavame reseni ve tvaru:
M=V2, d=-V2, N=X\=0.

Hodnoty A;, i = 1,2, 3,4 dosadime do prvnich dvou rovnic a vypocitame z a y.

Tedy

M=V = a=yva—VE= iR va—y,

Do = —V/2 = x:\3/—2\/§:—€/%:— V8=—V2=y,

A3=X=0 = .T:():y

Celd soustava byla fesena za podminky, ze x # 0 a y # 0. Pro hodnotu A3 = \y =
0sex=0ay=0,tojeovsem ve sporu s podminkou a tedy A3, A4 neni feseni
nasi soustavy rovnic. Resenfm soustavy jsou tedy pouze dva staciondrni body, a
to Ay = [vV/2,V2] pro Ay = V2 a Ay = [—V2, —V/2] pro Ay = —/2.

5. Sestavime matici druhych parcidlnich derivaci funkce @,

e 9*°d 6\
B a2 ooy | | 24 0
@ e e | T, O
Oyox 8_3/2 y'

6. Dosadime do @ jednotlivé staciondrni body a odpovidajici hodnoty A,

WE o

/\12\/§I Ay) =
QA1) 0 23

(—v2) 0
0 3(—v2)

[NV

Ag = —V2: Q(Az) =

7. Podle determinantu Dy a Dy rozhodneme o charakteru vazanych extrému.

Stac. bod A; D, Dy | vazany extrém z = ®(A;)
A = [\/5, \/5} %\/5 >0 |2>0|vdzané lokdln{ minimum z = 2v/2
Ay = [—\/_, —\/§] —%\/5 <012 >0/|vdzané lokdlni maximum z = —2/2
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Pozndamka

Pokud Lagrangeova funkce ® nemd v nékterém svém staciondrnim bodé extrém,
pak to jesté meznamend, Ze i funkce f nmemd v tomto bodé lokdlni extrém, viz.

priklad 6.2.2.

Priiklad 6.2.2. Urcete vazané extrémy funkce

flz,y) =27(z+y—1)

vzhledem k podmince 9(x? + y?) = 222y?,
Reseni: Definicnim oborem funkce f je mnozina Dy = R?, g(,y) = 9(2® +
y?) — 22%y* = 0.

1. Sestavime Lagrangeovu funkci,
O(z,y,\) = 27(z +y — 1) + M9(z” + y°) — 22°y7).

2. Urc¢ime parciadlni derivace Lagrangeovy funkce ® podle z, y,

o d
8— = 27 + 18z — 4 xy?, 8— = 27 + 18)\y — 4)\2?y.
ox oy

3. Sestavime soustavu rovnic pro stacionarni body funkce ®,

27 + 18\ — 4 \zy® = 0,
27 4+ 18\y — 4 2y = 0,
9(x* + y*) — 22%y* = 0.

od 09
4. Soustavu vyresime. Odecteme od sebe prvni dvé rovnice, tj. B on’
Yy x

dostavame

2y —2)(9+22y) =0 = )\—O\/y—x\/y——%.

Jestlize A = 0, pak prvni dvé rovnice nejsou splnény. Proto se v tomto pripadé

nejedna o teseni soustavy. Dalsi dva mezivysledky postupné dosadime do tieti

* %
* 4 %
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Matematika Il 6.2. Vazané extrémy

9
rovnice. Uvazujme nejdiive y = ~or
T
81 81
2 2 .

4z — 182* + 81 = 0.
Pouzijeme substituci 22 = t, dostdvame kvadratickou rovnici
4t* — 18t + 81 = 0.

Diskriminant této rovnice D = (—18)? — 16 - 81 < 0, tzn. rovnice nemd zadné
reseni.
Dosadme nyni y = x do tfet{ rovnice,
922 + 92% — 22%22 = 0,
1822 + 22 = 0,
22%(9 — 2%) = 0.
Dostavame teseni ve tvaru
ZL’1:3, ZEQZ—?), ZE3:ZL’4:0.

Hodnoty y;, i = 1,2, 3,4 ziskdme z podminky y = =, A\; vypoc¢itame z libovolné

z prvnich dvou rovnic soustavy. Tedy

r1 =3 = Y1 = 3 = A= %,
.1'2:—3 = yg——3 = )\2:—%,
r3=x4 =0 = ys =1ys =0 = feSeni neexistuje.

Ziskali jsme dva staciondrni body funkce ®, A; = [3, 3] pro \; = %, Ay =[-3,-3]
pro \g = —%.

5. Sestavime matici druhych parcidlnich derivaci funkce ®,

Po 0%

0 012 Oxdy 18\ — 4 y?  —8\zy
e e “8\ry 18\ — 4\a?
Oyox 0y
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Matematika Il 6.2. Vazané extrémy

6. Dosadime do @) jednotlivé stacionarni body a odpovidajici hodnoty A,

1 -9 =36
/\1 =3 . Q(Al) = s
-36 -9
1 9 36
Ao =—5: Q(A2) =
36 9

7. Podle determinantu D; a Dy rozhodneme o charakteru vazanych extrémi.

Stac. bod A; D, Do vézany extrém z = ®(A;)

Ay = [3,3] —9 < 0|81 —36% < 0| extrém neexistuje

Ay =1-3,-3]| 9>0 |81 —36%<0 | extrém neexistuje

Lagrangeova funkce ® v bodech A;, A nema extrém, ovSem to jeSté neznamena,

ze 1 funkce f v téchto bodech nema extrém.
8. Vyuzijeme vétu ?? Uréime d?®,
0?P 0?P 0P

2 2 2
PO = 5da® 2 5 dady + 5y,

a tedy
d*® = (18X — 4\y?)da® — 16 \vydrdy + (18X — 4 x?)dy>.

9. Hodnota d?® ve stacionarnich bodech funkce ® rozhodne o vazanych extré-

mech funkce f. Dosadime postupné do d>® bod A, a bod As,
d*®(A,) = —9da® — 72dxdy — 9dy®, d*®(Ay) = 9dx® + T2dxdy + 9dy>.
10. Diferencujeme podminku g(z,y) = 0,
18zdx + 18ydy + 4ay*dx + 4a*ydy = 0= (182 + 4xy®)dx + (18z + 42*y)dy = 0.
Dosadime za = a y soutadnice stacionarnich bodu,

Ay (18-34+12-9)dz + (18 -3+ 12-9)dy = 0 = dy = —dx,

Ay (18- (=3)—12-9)dz + (18- (—3) — 12-9)dy = 0 = dy = —du.

]
- * 5 *
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Matematika Il 6.2. Vazané extrémy

V jistém okoli jak bodu A;, tak bodu A, plati dy = —dz. Tento vztah vyuzijeme
v bodé 9. a dostavame
Ay o d*®(A)) = 54da® > 0 = vézané lokalni minimum z = f(A;) = 135,

Ay o d*®(Ay) = —54dr® < 0 = vazané lokdlni maximum z = f(A,) = —189.

Priiklad 6.2.3. Urcete vazané extrémy funkce

fle,y) =2y —x+y—1,

vzhledem k podmince z +y = 1.
Reseni: Definiéni obor funkce D ;=R
1. Z podminky x + y = 1 muzeme vypocitat jak z, tak i y. Z podminky
vyjadiime napft. vy,
y=1-—ux.
2. Dosadime y = 1 — z do funkce z = f(z,y) = 2y — x + y — 1 a dostaneme

funkci jedné proménné z,
z=x(l-2)—z+1—2—-1=—-2"—uz.
3. Hledame extrémy funkce jedné proménné.

F=-20-1=0= z=—3,

= -2<0.

Druhda derivace je zapornd pro vSechny body definiécniho oboru funkce jedné
proménné z, a tedy i v bodé x = —% je druhd derivace zdporna, z”(—%) =-2<0.

Funkce z méa v bodé x = —% ostré lokalni maximum. Dopoc¢itame hodnotu vy,
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Matematika Il 6.2. Vazané extrémy

l]lohy k samostatnému ¥eSeni

1. Urcete vazané extrémy funkce f(z,y) = 4z + 2y + 1 vzhledem k podmince
y=a’+x+ .

2. Urcete vazané extrémy funkce f(x,y) = 12z + y — 3 vzhledem k podmince
y = —a°+ 3.

3. Urcete vézané extrémy funkce f(z,y) = 3y + 2z* + 922 + 6 vzhledem
k podmince y = —z* + 3z2% — 2.

4. Urcete vazané extrémy funkce f(x,y) = e* ¥ vzhledem k podmince
y=—x°.

5. Urcete vazané extrémy funkce f(z,y) = In(z? + y?) vzhledem k podmince
y=x+3.

6. Urcete vazané extrémy funkce f(z,y) = \/m vzhledem k podmin-
ce y =2x — 3.

7. Urcete vézané extrémy funkce f(z,y) = 23 + y* vzhledem k podmince
20 + 2y = 1.

8. Urcete vazané extrémy funkce f(z,y) = —8x+6y—>5 vzhledem k podmince
z? + y* = 100.

9. Urcete vézané extrémy funkce f(z,y) = 4z + 3y — 4 vzhledem k podmince
(- 1P+ (-2 =1

10. Urcete vazané extrémy funkce f(x,y) = —3z — 9 vzhledem k podmince

3y — = 2.

Vysledky ulohy k samostatnému feseni

1. [=3,1] - vézané lokdln{ minimum.

2. [—2,11] - vazané lokalni minimum, [2, —5] - vdzané lokdlni maximum.

3. [0, —2] - vazané lokdlni minimum, [3,—56] - vézané lokdlni maximum,

[—3, —56] - vazané lokalni maximum.

i
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Matematika Il 6.2. Vazané extrémy

4. [0,0] - vézané lokdln{ minimum, [3, —3] - vdzané lokdln{ maximum.

5. [—3, 3] - vazané lokdln{ minimum.

6. [1, —1] - vazané lokaln{ minimum.

7. (3. 3] - vdzané lokdln{ minimum.

8. [8, —6] - vazané lokdlni minimum, [—8, 6] - vdzané lokdlni maximum.
1 7 ’ s k /1 ’ .. 9 13 ’ s k /1 ’ .

9. [5, £| - vazané lokalni minimum, [z, 2] - vdzané lokdlni maximum.

10. [v/2, 1] - vazané lokalni minimum, [—+/2, 1] - vdzané lokaln{ maximum.

- 317 -
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Matematika Il 6.3. Globalni extrémy

6.3. Globalni extrémy

Vyklad
Globélni extrémy maji stejny vyznam jako u funkci jedné proménné. Hle-
ddme je bud na celém definicnim oboru dané funkce, nebo na piedem zadané

podmnoziné definicniho oboru.

Definice 6.3.1.

Rekneme, 7e funkce f : R® D D ¢ — R ma na uzavieném definicnim oboru Dy
globélni maximum (absolutni maximum) v bodé A € Dy, jestlize VX € Dy
plati f(X) < f(A).

Rekneme, ze funkce f : R" O Dy — R méd na uzavieném definicnim oboru Dy
globélni minimum (absolutni minimum) v bodé A € Dy, jestlize VX € Dy
plati f(X) > f(A).

Je-li f(X) < f(A) resp. f(X) > f(A), hovoiime o ostrém globalnim ma-

ximu resp. ostrém globalnim minimu.

Pozndamka

MnoZina Dy se nazjvd uzavrend, jestlize obsahuje vsechny své hranicni body.
Hraniénim bodem mnozZiny Dy rozumime takovy bod, jehoZ kazZdé okoli obsa-
huje body X lezici v Dy, tj. X € Dy, a soucasné obsahuje body Y mnelezici v Dy,
4. Y & Dy. Také mnoZina R" je mnoZina uzaviend. Ovsem hranice této mnoziny

je prdazdnd mnozina, ().

Poznamka

Na rozdil od lokdlnich extrému, které se hledaji na okolich bodu, hleddme globdlni
extrémy na celé mnoziné Dy.
Uvazujme spojitou a alespon dvakrat spojité diferencovatelnou funkei (tj. exis-

tuji spojité parcidlni derivace alespon az do druhého Fadu) z = f(x,y), defino-
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Matematika Il 6.3. Globalni extrémy

vanou na uzaviené mnoziné D;. Necht hranice této mnoziny je kfivka o rovnici
g(z,y) = 0. Globéln{ extrémy funkce f na mnoziné Dy budeme urcovat takto:

1. Urcime lokalni extrémy funkce f na mnoziné Dy, ze které vylou¢ime hranici.

2. Urcime lokaln{ extrémy této funkce vdzané podminkou g(z,y) = 0.

3. Porovname funkéni hodnoty vsech extrému. Extrém s nejvétsi funkéni hod-
notou bude globalnim maximem, extrém s nejmensi funkéni hodnotou bude

globalnim minimem.

Poznamka

Je-li hranice tvorena konecnym poctem krivek, vySetrujeme wvdzané extrémy
na jednotlivych krivkdch. V tomto pripadé ovsem musime uvaZovat i vrcholy

hranicnich krivek pri konecném porovndvani funkcnich hodnot.

Poznamka

Analogicky se postupuje i v pripadé funkci t7i a vice proménnych.

Resené dlohy
Piiklad 6.3.1. Naleznéte globélni extrémy funkce z = f(x,y),
flz,y) = 2® = 2y + day — 62 — 1,

jeliDy ={[z,y] eR?|z >0 ANy >0Ay<—z+3}

Obr. 6.3.1

i
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Matematika Il 6.3. Globalni extrémy

Reseni: Definiénim oborem funkce f je trojihelnik s vrcholy A = [0,0],
B =13,0], a C =0, 3] plus vSechny body, které v ném lezi, Obr. 6.3.1.
1. Nejdrive budeme hledat lokdlni extrémy funkce f v bodech lezicich uvnitt

trojuhelniku ABC'.

g:2x+4y—620,
ox
g:—4y+4x:0.
Ay

Resenfm této soustavy je bod A; = [1, 1], tento bod ovSem lez{ uvnit# trojihelniku
ABC, lezi tedy v mnoziné Dy a ma smysl hledat v tomto bodé lokalni extrém
funkce f.

Sestavime matici () a dosadime do matice () bod Aj,

#
oxr?  O0xdy 2 4
Q - 2 2 - Y
ofr  of 4 —4
oyox 0y
2 4
Q(Al) -
4 —4

Determinant Dy =2 > 0, Dy = —24 < 0, extrém v bodé A; neexistuje.

2. Hranicni kiivka se sklada ze tii usecek lezicich na pfimkach. Jedna se o
piimku z = 0 pro y € (0,3), y =0 proz € (0,3) ay = —z + 3 pro z € (0,3).
Provérime existenci vazanych extrému funkce f na jednotlivych useckéch.

a) Necht g(x,y) =z =0 pro y € (0,3). Pak

fly) = -2 -1

d
—f:—4y:():>y:0.
dy

Dosadili jsme x = 0 do funkce f a ziskali jsme tak funkci pouze jedné proménné y.
Funkci jsme derivovali podle y a dostali jsme stacionarni bod y = 0. OvSem tento

bod nelezi v intervalu (0, 3), a tedy vazany extrém na této tisecce neexistuje.

i
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Matematika Il 6.3. Globalni extrémy

b) Necht g(z,y) =y =0 pro z € (0,3). Pak

flz) =26z —1

R P _
f(x)—dx—Qx 6=0= x=3.

Ovsem bod x = 3 nelezi v intervalu (0, 3) a tedy vazany extrém neexistuje.
c) Necht g(z,y) =y +x —3 =0 pro x € (0,3). Dosazujeme za y do funkce f
vyraz y = —x + 3, tedy

flz) = i 2(—z + 3)2 +4x(—z+3)—6x—1
= —52%2 4+ 18z — 19

fl@)=—-10z+18=0 = == 2.

Bod z = £ lezi v intervalu (0, 3) a mé smysl zkoumat, zda-li v tomto bodé mé
funkce f vazany extrém. Vypocitame druhou derivaci funkce f a uré¢ime hodnotu

derivace v bodé x = g,
f"(3) = =10 < 0 = ostré lokdln{ maximum.

Dopocitame y-ovou souradnici z rovnice y = —x + 3, tedy y = g. Funkce f ma

v bodé Ay = [2, 8] vézané lokdlni maximum.

3. Protoze je hranice tvorena jednotlivymi kfivkami, musime jesté vysetrit
vrcholy trojuhelnika ABC'. Vypocitame jednotlivé funkéni hodnoty a vzajemné

je porovname.
f(A2) = =%, f(A)=-1, f(B)=-10, f(C)=-19.
Porovname jednotlivé funkéni hodnoty,
F(C) < f(B) < f(A2) < f(A).

Funkce f ma v bodé A = [0,0] globalni maximum z = —1 a v bodé C' = [0, 3]

globalni minimum 2z = —19.

i
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Matematika Il 6.3. Globalni extrémy

Ptiklad 6.3.2. Na elipse 922 + 16y? < 144 naleznéte globalni extrémy funkce

z = f(z,y),
f(z,y) = 92* — 36z + 16y — 64y.

Reseni: Definiénim oborem funkce f je D; = {[z,y] € R? | 92%+16y> < 144}.

N
9

4

Obr. 6.3.2
Nalezneme lokalni extrémy funkce f,
0
8—£:18x—36:18($—2)20,
of
— =32y —64=32(y —2)=0.
oy (v —2)
Resenim soustavy je bod A; = [2,2]. Je nutné ovéfit, ze bod A; lezf v Dy,

dosazenim snadno zjistime, ze A; vyhovuje nerovnici elipsy. Sestavime matici
parcidlnich derivaci druhého radu a uréime hodnoty determinantu D;, Dy. Obé
hodnoty jsou kladné, funkce f ma v bodé A; ostré lokalni minimum.

Sestavime Lagrangeovu funkci a vysetiime existenci vazanych extrému na
hranici elipsy.

® = 927 — 362 + 16y — 64y + \(92* + 16y — 144),
g—i:18w—36+18)\x20 = le—i-i)\’
2

0P
— =32y —64+32\y=0 = y=

oy 1+ X\

Dosadime do roynice vazby (g(:g, y) = 927 + 16y* — 144 = 0),

2 2
9 —— 16— ) =144 = N\ =14, Ny =1L
<1+)\)+ <1+>\ = 2 67 7\3 6

Pro Ay = 1 dopoéitdame xo = yo = 12, ziskali jsme staciondrni bod Ay =
6 5

5
Stejné postupujeme i pro hodnotu A3 = %, T3 =Yz = —%, tedy Az = [—15—2 —%]
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Sestavime matici parcidlnich derivaci druhého fadu pru Lagrangeovu funkeci

® a uréime hodnoty piislusnych determinantu. V bodé Ay = [%, %] ma funkce
f vézané lokdlni minimum, v bodé Ay = [—22, —22] m4 funkce f vdzané lokalni

maximum.

Porovnanim funkénich hodnot rozhodneme o existenci globalnich extrému

funkce f,
f(Al) = —100 < f(AQ) = —-96 < f(Ag) = 384.

Funkce f mé& v bodée A; = [2,2] globdlni minimum z = —100 a v bodé

Az = [—2, —2] globdln{ maximum z = 384.

ljlohy k samostatnému feSeni

1. Urcete globalni extrémy funkce f(z,y) = x? — y na ¢tverci s vrcholy [1,1],
13,1], [1,3], [3, 3]

2. Urcete globdln{ extrémy funkce f(z,y) = 2? + 4 na trojihelniku s vrcholy
[0,0], [2,0], [0,1].

3. Urcete globdln{ extrémy funkce f(x,y) = 4y na kruhu 2% + y* < 1.

4. Urcete globalni extrémy funkce f(x,y) = 3z 4+ 4y + 1 na kruhu
(r-3P+ (-1 <1

5. Urcete globalni extrémy funkce f(z,y) = 5z — 3y + 1 na trojihelniku
s vrcholy [1,4], [-2,1], [0, —1].

6. Urcete globdln{ extrémy funkce f(x,y) = —2? — y* + 2y na trojtihelniku
s vrcholy [1,4], [-2,1], [0, —1].

7. Urcete globdln{ extrémy funkce f(x,y) = —z* —y*+2y na ¢tverci s vrcholy
0,0], [-1,0], [-1,—1], [0, —1].

8. Urcete globdlni extrémy funkce f(z,y) = —2% — y* + 2y na kruhu
x? + 9% < 16.

9. Urcete globdlni extrémy funkce f(z,y) = 2z +4y+1 na elipse 22 +4y? < 1.

10. Urcete globdlni extrémy funkce f(z,y) = (z—vy)*+ 2 na ¢tverci s vrcholy

2,0], [0,2], [-2,0], [0,—2].

i
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Vysledky ulohy k samostatnému feSeni
1. [1, 3] - globalni minimum, [3, 1] - globdlni maximum. Navod: pro vyjadfeni

hrani¢nich kiivek stac¢i najit rovnice piimek, které jsou urceny vrcholy ¢tverce.

2. [0,0] - globalni minimum, [2,0] - globalni{ maximum.

3. [0, —1] - globalni minimum, [0, 1] - globalni maximum.

4. [, 1] - globaln{ minimum, [, 2] - globdln{ maximum.

5. [—2,1] - globaln{ minimum, [0, —1] - globdlni maximum.

6. [1,4] - globalni minimum, [0, 1] - globdln{ maximum.

7. [-1, —1] - globdln{ minimum, [0, 0] - globalni maximum.

8. [0, —4] - globalni minimum, [0, 1] - globalni maximum.

9. [—¥2, —¥?] - globdlni minimum, [\2[, *4[] globalni maximum.

10. [0,0] - globalni minimum, [0, —2] - globalni maximum, [0,2] - globalni

maximum.

Kontrolni test
1. Urcete lokalni extrémy funkce f(x,y) = —222 + xy + 122 — 3y* + 20y.

a) [0,0] - ostré lokdlni minimum b) [0,0] - ostré lokdlni maximum

c) [4,4] - ostré lokdlni minimum d) [4,4] - ostré lokdlni maximum

2. Urcete lokdlni extrémy funkce f(z,y) = 2% — 222 + y* + 2¢%

a) [0,0] - ostré lokdlni maximum

b) [1,1] - ostré lokdlni minimum, [—1, —1] - ostré lokalni maximum
c) [1,0], [-1,0] - ostra lokdlni minima

d) [1,0] - ostré lokalni minimum, [0, 0], [—1,0] - ostra lokalni maxima

3. Urcete lokdlni extrémy funkce f(z,y) = 223 + 23 + 2% — 4o — 24y.

,2] - ostré lokalni minimum, [—1, —2] - ostré lokdlni maximum

o

g\_/

2], [2, —2] - ostrd lokdlnf minima, [—1,2], [~1, —2] - ostré lokaln{ maxima

(@)
~—

, —2] - ostré lokdlni minimum, [—1, 2] - ostré lokalni maximum

~—
— o — —
Wi WIN Wi wiN

,2],[—1,2] - ostrd lokdln{ minima, [3, —2], [~1, —2] - ostrd lokdln{ maxima

4. Urcete lokdln{ extrémy funkce f(z,y) = s2° — 2y® + 2y + 4.

]
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a) [1,1] - ostré lokdlni minimum
b) [—1,—1] - ostré lokdlni maximum
¢) extrém neexistuje

d) [1,1] - ostré lokalni minimum, [—1, —1] - ostré lokaln{ maximum

5. Urcete vazané extrémy funkce f(x,y) = y* — 2® vzhledem k podmince
y = 2x + 3.

a) [—2,—1] - vdzané lokalni maximum

b) [-2,—1] - vazané lokdln{ minimum

c) [2,7] - vazané lokalni maximum

d) [2,7] - vadzané lokalni minimum

6. Urcete vazané extrémy funkce f(z,y) = 2? + y vzhledem k podmince

y=—z%— 522+ 18z + 32.

,40] - vazané lokalni maximum, [—3, —31] - vdzané lokalni minimum
,50] - vézané lokdlni maximum, [—3, —=22] - vdzan¢ lokdln{ minimum

—2, —12] - vézané lokalni maximum, [3,23] - vdzané lokalni minimum

d) [-2,—12] - vézané lokalni{ minimum, [3, 23] - vdzané lokaln{ maximum

7. Uréete vazané extrémy funkce f(x,y) = sin® x + y? — 922 vzhledem k pod-

mince y = cos x.

a) [0,1] - vazané lokdlni maximum  b) [7,0] - vdzané lokalni maximum

¢) [=%,0] - vazané lokaln minimum d) [0, —1] - vdzané lokalni minimum
8. Urcete globalni extrémy funkce f(x,y) = 22* + y* + y + 4z na ctverci
s vrcholy [2,2], [-2,2], [-2,—2], [2, —2].
a) [2,—2] - globalni maximum b) [2,2] - globalni maximum
—2, —2] - globdlni minimum
c

)

[
[
[2, —2] - globaln{ maximum d) [2,2] - globalni maximum

[—1,—2] - globéln{ minimum —1, —3] - globéln{ minimum

9. Urcete globdln{ extrémy funkce f(z,y) = x? — 3y + 6 na trojtihelniku

s vrcholy [0,0], [1,2], [-1,2].

i
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Matematika Il 6.3. Globalni extrémy

a) [0,0] - globalni maximum b) [0,0] - globalni maximum
0,2] - globalni minimum [1,2] - globalni{ minimum
c) [0,0] - globalni maximum d) [0,0] - globalni maximum
[—1, 2] - globaln{ minimum [0,2], [0,—2] - globaln{ minima

N =
|
=
I
.,
]
o
=
2.
2.
5.
5
=
5

Vysledky testu

1.d), 2.¢),3.a),4.¢),5.b),6.b), 7.a),8.d),9.a), 10. ¢)

Kontrolni otazky

Co je to stacionarni bod funkce?

Co jsou lokalni extrémy funkce vice proménnych?
Zformulujte Fermatovu vétu.

Jak hledame lokalni extrémy funkci dvou proménnych?
Jak hledame lokalni extrémy funkci t¥{ proménnych?
Co jsou to vazané extrémy?

Jaky je geometricky vyznam vazanych extrému?

Jaky je princip Lagrangeovy metody?

© 2 N o ot W

Co jsou to globélni extrémy?

10. Zformulujte postup pii hledani globalnich extrému.

Shrnuti lekce

V této kapitole jsme se naucili hledat tii druhy extrému. Jednalo se o extrémy
lokalni, vdzané a globalni. VSimnéme si jesté, ze urcovani globalnich extrému

zahrnuje hledani jak extrému lokalnich, tak extrému vazanych.
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Matematika Il 7.1. Zavedeni diferencidlnich rovnic

Diferencialni rovnice

Priivodce studiem

Touto kapitolou se napln zédkladniho kurzu bakalarské matematiky uzavira.
Je tomu tak mimo jiné proto, ze jsou zde souhrnné vyuzivany poznatky ziskané
studiem ptredchozich témat. Neméné vyznamna je i skutecnost, ze diferencidlni
rovnice a jejich feSeni tvofi jeden z pilitu matematického popisu déju, s nimiz se
setkdvame ve vétsiné technickych disciplin.

Téma Diferencidlni rovnice je rozdéleno do tii ¢asti ¢islovanych v kontextu

predmeétu Bakaldrskd matematika I1:

7. Uvod do problematiky diferencidlnich rovnic
8. Metody teseni diferencialnich rovnic 1. fadu

9. Linearni diferencidlni rovnice 2. fadu

V jednotlivych podkapitolach jsou ptredkladany zakladni teoretické poznatky,
které jsou doplnény teSenymi ulohami a piiklady k samostatnému procviceni.
V sekcich 8.1, 8.4, 9.2 a 9.6 jsou zatazeny kontrolni testy, které by mély slouzit

k prubéznému ovéreni stupné zvladnuti prislusné problematiky.

Ptredpokladané znalosti

Diferencialni a integralni pocet funkci jedné proménné, funkce dvou proménnych
- v rozsahu odpovidajicim predmétu Bakaldrskd matematika I a kapitolam 5 a 6

Bakalarské matematiky 11.

Literatura
Pro doplnéni a rozsiteni poznatku o diferencidlnich rovnicich, jejich feseni a
aplikacich lze cerpat z celé tady zdroju. Na nékteré z nich je odkazovano v tomto

textu ([17], [18]), jako dalsi lze doporucit napiiklad [2], [10], [14].
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Matematika Il 7.1. Zavedeni diferencidlnich rovnic

7. Uvod do problematiky diferencialnich rovnic

Cile

V dlohach, na které se zaméiime, je tikolem nalézt nezndmou funkci jedné
proménné feSenim rovnice, v niz se vyskytuji také jeji derivace. Uvodem vysvétlime
zakladni pojmy pouzivané v této partii matematiky, poté se budeme vénovat kla-
sifikaci zakladnich typu rovnic prvniho fadu a metodam jejich reseni.

7 rovnic druhého fadu se zaméiime pouze na rovnice s konstantnimi koefi-
cienty a v zavéru pripojime stru¢ny uvod do feseni jednoduchych soustav dife-

rencialnich rovnic.

7.1. Zavedeni diferencialnich rovnic a typy jejich feSeni

Vyklad

Jako motivaci pro ndsledujici vyklad uvedme dva piiklady, které reprezentuji

velmi Sirokou skalu aplikaci, v nichz se muzeme s diferencidlnimi rovnicemi setkat.

Resené ulohy

Priklad 7.1.1. Libovolna kruznice v roviné majici stted na ose x, ktera se

dotyka v pocatku souradného systému osy y, ma rovnici
(x—C) +y* =C? neboli ? +y?>=2Cz.
Ukazeme jiny zpusob, jakym lze systém téchto kiivek vyjadtit - viz obr. 7.1.1.

Reseni: Nejprve budeme rovnici vpravo derivovat jako implicitné zadanou
funkci y(z). Po vydéleni dvéma obdrzime vztah z+yy' = C, do kterého dosadime

konstantu C' vyjadienou z puvodni rovnice:

2 2
o=ty
2x
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Matematika Il 7.1. Zavedeni diferencidlnich rovnic

XV

Obr. 7.1.1. Svazek kruznic — k piikladu 7.1.1. pro hodnoty
C =+1, £2, 43, +4.

Vysledek muzeme zapsat opét jako rovnici

2eyy’ + 2 —y* =0, resp. y =

ktera predstavuje hledany vysledek.

Priklad 7.1.2. 7Z fyziky je znamo, ze vlastni kmity mechanické soustavy v od-
porujicim prostiedi 1ze popsat diferencialni rovnici pro okamzitou vychylku y(t),

ktera je funkci casu t:

Zde jsou a koeficient odporu prostiedi a w thlova frekvence kmitt. Mame dokazat,

ze v pripadé netlumenych kmitu (e = 0) mé feSeni této rovnice tvar
y(t) = A.sin(wt + @),

kde A, ¢ jsou libovolné konstanty predstavujici amplitudu a fazi kmitavého po-

hybu.
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Matematika Il 7.1. Zavedeni diferencidlnich rovnic

Reseni: Snadno se postupnym vypoétem presvédéime, ze pro druhou derivaci
okamzité vychylky plati y”(t) = —w?A. sin(wt + ¢), takze nezdvisle na hodnotéch

konstant A, ¢ pro netlumené kmity plati ¢ + w?y = 0, coz jsme méli potvrdit.

Vyklad
V predchozich fesenych ulohach jsem se seznamili s novymi pojmy, které

pouzivame pii popisu diferencidlnich rovnic a jejich feseni. Nasledujici definice

vvvvvv

Definice 7.1.1.
Rovnice tvaru F(y™,y=Y ... o/ y, ) = 0 se nazyvé diferencidlni rovnice

n-tého tadu pro funkci y = y(x). Specidlné je

F(y',y,z)=0  nebo 3y = f(x,y)

diferencialni rovnice prvniho radu.

Rad diferencialni rovnice je fad nejvyssf derivace hledané funkce y(x).
Resenim diferencialni rovnice je kazda funkce, ktera rovnici vyhovuje (na
zadané mnoziné).

Graf konkrétniho feSeni rovnice se nazyva integralni krivka.

Poznamka

Rouvnice zavedené predchozi definici se casto oznacuji jako obyéejné na rozdil od
rovnic parcidlnich, v nichz hledame funkci vice promeénngjch.

Cestina — na rozdil od vétsiny jingch jazyki — md oznaceni FeSend jak pro postup,
tak pro jeho wysledek. Proto je treba vénovat textu vétsi pozornost a predchdzet
nedorozuménim.

Vysledna rovnice v prikladu 7.1.1. je prvniho radu, priklad 7.1.2. je ukdzkou rov-

nice 2. vddu, kterou mifeme psdt také ve tvaru y” + 2ay’ + w?y = 0.
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Matematika Il 7.1. Zavedeni diferencidlnich rovnic

Vyklad
V nasledujicim vykladu se budeme vénovat pouze rovnicim prvniho fadu.
Rovnici povazujeme za vyfeSenou, zname-li vSechna jeji reSeni. Ta rozdélujeme

do nékolika typu:
e obecné teSeni rovnice 1. fadu predstavuje mnozinu funkci tvaru

¢(r,y,C)=0  nebo  y=¢p(z,0);

e partikularni feSeni je konkrétni funkce ziskana z obecného feseni volbou

nebo vypoctem konstanty C';

e vyjimecéné reseni nelze ziskat z obecného pro zddnou hodnotu C existuje
pouze u nékterych typu rovnic a v tomto textu se jim nebudeme az na

vyjimky zabyvat.

Ulohy k samostatnému feSeni
1. Najdéte diferencialni rovnici pro zadany systém rovinnych kiivek:
a) paraboly y = 2% — 2C'x, b) logaritmické kiivky y = In(Cx + 1).
¢) kruznice x? + y? = C? (derivujte jako implicitné zadanou funkci).
2. Presvédcte se, ze uvedend funkce je feSenim dané diferencidlni rovnice (na

vhodném intervalu):

a) r* —xy +y? = C?, (x — 2y)y =2z —y,
b) zy +Iny = 0, (1+zy)y =y,
¢) y=xsin(lnz + C), zy —y— V22— 2 =0,

3. Ukazte, ze posledni rovnice z ptedchoziho piikladu ma vyjimecné feseni y = x.

Vysledky dloh k samostatnému feSeni

l.a)zy — 2 —y=0, b) xy =1—e7Y, c) z+yy =0.
2. Funkce y = =z rovnici vyhovuje, avSak neni soucasti obecného teseni pro
zadné C.
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Matematika Il 7.2. Existence a jednoznaZnost FeSeni

7.2. Existence a jednoznacnost feSeni

Cile
Nase nejblizsi cile spocivaji v odpovédich na zakladni otazky, které si klademe

v souvislosti s diferencidlnimi rovnicemi:

1. M4 rovnice feseni?
2. Kolik je teseni a jakého jsou typu?

3. Jak se tato Teseni najdou?

Vyklad
Zacneme odpovédi na posledni z nich pro nejjednodussi ptipad, kterym je

rovnice se separovanymi proménnymi

Q' =P(x), t. Qy)dy=Plx)dr,
nahradime-li derivaci ' podilem dy/dx. Zde jsou proménné oddéleny (separovany)
na jednotlivé strany a muzeme provést integraci, ktera néas ptrivede ptimo k vysled-
ku:
Jewdy= [ P)dz+C.

Primitivnim funkcim na obou strandch rovnosti teoreticky nélezeji dvé integracni
konstanty, které vsak spojujeme do jediné, kterou zpravidla piSeme k vyrazu
s nezavisle proménnou. Podle okolnosti muzeme po integraci vhodnymi tipravami
vyjadrit obecné feseni explicitné jako y = (z, C') . Integraéni konstanta C' je or-
ganickou souc¢asti feseni, je proto nutno ji zaclenit do ptislusného vyrazu v okamzi-

ku, kdy je provedena integrace.

Priklad 7.2.1. Je dana rovnice 3y’ = —2x. Urcete
jejl obecné Teseni,

a)
b) partikularni feseni uréené podminkou y(1) = 2.
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Matematika Il 7.2. Existence a jednoznaZnost FeSeni

Reseni:

a) y(z) = [(—2z)dx = —2* + C, proto soustava parabol o rovnicich y = C' — 2?

(obr. 7.2.1) predstavuje obecné feseni tilohy. O jeho spravnosti se lze snadno

presvédcit zkouskou.

b) Zadand podminka znamend, ze hledame integralni kiivku, ktera prochazi bo-

dem [1,2]. Dosazenim téchto souradnic do obecného feseni dostavame
2=0C—-12, odkud  C =3.
Vyslednym partikuldrnim fesenim je tedy parabola (na obr. 7.2.1 ¢erveneé)

yp:3—x2.

W

!
5L
.

ol
oL
ol
w

Obr. 7.2.1. Integralni kiivka partikularniho feSeni piikladu 7.2.1. a nékolik

dalsich parabol z obecného feseni.
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Matematika Il 7.2. Existence a jednoznaZnost FeSeni

Vyklad
cilem prevedeni zadané rovnice do separovaného tvaru. Vybranymi typy rovnic a
metodami jejich feseni se zabyvame v dalsi kapitole.

Obecnd formulace zadéni z predchoziho piikladu b) se nazyvd pocateéni
uloha pro diferencialni rovnici. Jedna se tedy o rovnici doplnénou podminkou,
z niz uréujeme partikuldrni reseni prochézejici bodem [xq, yol:

v ="r(xy),  ylw) =y
Pozndamka
Termin poédteéni uloha odkazuje k historii, kdy se diferencidlni rovnice tesily
nejcastégi pro déje zavislé na case. Dnes ma obecny vyznam, ktery podtrhuje dalsi

pouzivané oznaceni — Cauchyho vloha.

Zbyva odpovédét na prvni dvé otazky formulované v tvodu kapitoly: kdy
feSeni rovnice existuje a je-li jednoznacné, tj. zda zadanym bodem prochazi jedna
nebo vice integralnich kiivek. Teorie dava odpoveéd ve formé nésledujici véty,

kterou uvadime bez dukazu.

Véta 7.2.1.

Necht je ddna rovnice y' = f(z,y) a bod A = [zg,y0]. Je-li funkce (dvou

proménnych) f(x,y) spojitd v bodé A a urcitém jeho okoli, pak v tomto okoli

existuje FeSeni rovnice y' = f(z,y), které spliuje podminku y(xg) = yo. Je-li
Of(z.y)

spojita také derivace o pak je feSeni prave jediné.

Priklad 7.2.2. Je ddana rovnice

y/
VP

Vysetiete mnozinu, na niz feSeni existuje, a dale jednoznacnost tohoto feseni.

1.

Najdéte obecné teseni a znazornéte graficky nékolik integralnich kiivek.
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Matematika Il 7.2. Existence a jednoznaZnost FeSeni

Reseni: Rovnice je v separované tvaru, a proto lze ptimo ptejit k integraci:

dy , 3
3\3/?7:/6133 — Vy=x+C = y=(z+0C).

V zadané rovnici je y' = 3/y%. Funkce f(z,y) = 3/y? je spojitd v libovolném

bodeé [z, y|, Feseni rovnice tedy existuje v celé roviné. Derivace

of(x,y) 2

dy Yy
neni definovana pro y = 0 (na ose z), kde proto feseni neni jednoznaéné. Situace je
ziejmd z obr. 7.2.2, na némz vidime nékolik integralnich kiivek reprezentujicich
obecné teseni. Vsechny maji v ose x spoletnou inflexni te¢nu. Kazdym jejim
bodem tedy prochézeji dvé teseni, zatimco vSemi ostatnimi body v roviné prave
jedna integralni kiivka. Funkce y = 0 rovnici rovnéz vyhovuje, ackoli neni soucasti

obecného feseni (jednd se o feseni vyjimecné).

Obr. 7.2.2. Integralni kiivky teseni prikladu 7.2.2. Jedna se o kubické paraboly

pro C = —2,—1,...,4 a osu z jako graf vyjimecného feseni.
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Kontrolni otazky
Otézka 1. Cim je urcen 7dd diferencidini rovnice?
Otazka 2. Uved'te typy Feseni diferencidlni rovnice a jejich vzdjemnij vztah.
Otazka 3. Vysvétlete pojem ,,pocdtecni iloha™.

Otazka 4. Uved'te podminky existence a jednoznacnosti fesend diferencidlni rov-

nice proniho rddu.

l]lohy k samostatnému ¥eseni
1. Je dana rovnice y' = z —+/x? — 2y. Ukazte, ze funkce y = ¢(z,C) = Cz — %C’Q
je jejim obecnym feSenim a najdéte oblast, na niz feSeni existuje. Dale ovérte,
Ze rovhnice ma vyjimecné feSeni y = %xQ, pricemz kazdym bodem této paraboly

prochézeji dvé integralni kiivky. Znazornéte graficky.

2. Urcete oblast, kde ma zadana rovnice feseni a vysSetiete jeho jednoznacnost:

a)y =uxy b)y =Vr—y.

3. Najdéte obecné feseni rovnic:

a) (1 —2y)y =2z b) ¥/ cosy =sinzx.

4. Reste pocatecni tlohy:

a) ¥ o= 2z, y(0) = —%, b)y.e¥ =1, y(1)=0.

Y

Vysledky uloh k samostatnému feseni

1. Funkce f(z,y) = 2 — /22 — 2y je definovana a spojitd pouze pro x> — 2y > 0,

tj.y < %xQ. Proto teSeni rovnice existuje pouze na oblasti ohranic¢ené shora touto
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parabolou. Funkce y = %xQ rovnéz rovnici vyhovuje (presvédéte se dosazenim),
avsak zjevné ji nelze ziskat z obecného teseni pro zadné C. Jde tedy o vyjimecné
feseni. Ukdzeme, ze primky tvotici obecné feseni jsou te¢nami k této parabole (ta
tvori jejich tzv. obdlku), jak je zndzornéno na obr. 7.2.3. Zvolime na parabole
libovolny bod # = xo, y = 3. Smérnice tecny v tomto bodé je y'(z¢) = o,

takze pro tecnu dostavame rovnici

Yy — %x% = xo(z — x0) , neboli Y = ToT — %xé )
Jak je patrno, jde pravé o jednu z primek néalezejicich do obecného teSeni. Zvo-
lenym bodem (a kazdym dalsim bodem paraboly) prochézeji dvé integralni kiivky.
2. a) Reden{ existuje v celé roviné a jednoznaéné.
b) Reseni existuje pro y < z, jednoznacné je pro y < x.
3.a)y—y*=a2*+C, b) y = arcsin(C — cos z).
4. !

s

)y
)Y =5, b) y=1Inzx.

Ay

Obr. 7.2.3. Vyjimecné (¢ervené) a obecné feseni — k tloze 1.

*****
o - 337 -
* gk



Matematika Il 8.1. Separovatelné rovnice

8. Metody feseni diferencidlnich rovnic 1. ¥adu

8.1. Separovatelné rovnice

Cile

V ptedchozi kapitole jsme poznali separovany tvar diferencialni rovnice, ktery
bezprostiedné umoznuje nalézt feseni integraci. Existuje Sirokd skupina tloh,
které jsou na takovy tvar prevoditelné bud jednoduchymi tpravami v rovnici
nebo vhodnou substituci. Oznacuji se jako separovatelné rovnice a nyni se
seznamime se tfemi nejcastejsimi typy:

a) y = P(x).Q(y) (zdkladni tvar separovatelné rovnice),
b) ' = flaz + by + ),

o)y =f (ﬂ) (homogenni rovnice).

T

8.1.1. Zékladni typ

Vyklad
U tohoto typu, ktery zapisujeme obvykle ve tvaru y' = P(z).Q(y), postacuje
k separaci jednoduchd uprava rovnice (vyuzijeme identity y' = dy/dzx):

dy
Qv)

po niz muze hned nasledovat integrace.

= P(z)dz,

Priiklad 8.1.1. Najdéte feSeni rovnice y' = —y.cotgz.

Reseni: Separace vede k rovnici

dy cos T
/—:—/ —dx
Y sin x

kterou po integraci zapiseme takto:

Injy|=—In|sinz|+InC .
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Matematika Il 8.1. Separovatelné rovnice

Po odlogaritmovani dostavame obecné teseni

V uvedeném piikladu si povsimnéme dvou skutecnosti, s nimiz se pii vypoc-
tech casto setkdvame. Vede-li integrace na logaritmickou funkci, je zvykem psat
logaritmovany vyraz v absolutni hodnoté. Duvodem je — zjednodusené feseno —
pozadavek, aby definiéni obor celého vyrazu byl po integraci stejny jako ptred ni.
Déle byva vhodné psat integracni konstantu ve formé logaritmu, jestlize bude

nasledné provedeno odlogaritmovani. Tento krok usnadnuje zapis vysledku.

Poznamka

Vyse uvedeny zakladni tvar separovatelné rovnice neni jediny mozZny. Md radu
variant, které vsak vZdy vedou k separované rovnici. Jako ukdzku wvadime dalsi

reseny priklad.

Priklad 8.1.2. Najdéte fesen{ pocatecni tlohy (z — 1)y’ +y?> =0,y(2) = —1.

Reseni: Postup pii separaci je zfejmy z nasledujicich kroki (pfesvédcte se,

ze rovnici lze zapsat i ve tvaru y' = P(x).Q(y)):

d d d
-1y +y°=0 = (ad"—l)—y——y2 = /_y:_/ °

dor y? z—1"
Integraci obdrzime
1 =—In(z—-1)+C, odkud  y(x) = - :

Y In(z —1)—-C
Dosadime-li do ziskaného obecného teseni z pocatecni podminky z = 2, y = —1,
bude

_1:1n11—0’ tj. C=1.
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Matematika Il 8.1. Separovatelné rovnice

Nyni muzeme zapsat hledané feseni pocatecni tlohy:

1
yp(x):ln(x—l)—l’

8.1.2. Rovnice typu y' = f(az + by + ¢)

Vyklad

Uveédomme si nejprve, ze y = y(x). Tuto rovnici lze tudiz pro libovolné kon-
stanty a, b # 0, ¢ € R transformovat na jednodussi separovatelnou rovnici sub-
stituci

ar + by + c = z(x).
Derivovanim tohoto vztahu podle x dostavame

,_
: ba,kdez':%

a+by =7, odkud y = o
x

Po dosazeni do puvodni rovnice vychazi postupnymi tpravami

- d
Zba:f(z) —  YJ=a+bf(z) = W”}(z):dx.

Vysledkem je rovnice se separovanymi proménnymi, v niz lze jiz pokracovat in-
tegraci.

Popsany postup budeme ilustrovat dvéma fesenymi piiklady.
Resené dlohy

Pi#iklad 8.1.3. Reste rovnici y' — y + 3z = 5.
Reseni: Napiseme-li zadan{ ve tvaru v/ = y — 3z + 5, je na prvni pohled ziejmé,
ze f(z) =z =y — 3z + 5. Proto 2/ =%’ — 3 a rovnice se dale transformuje a tesi

takto:

d d
Z+3=z — - =dx — / - :/dx.
z—3 z—3

*****
ox - 340 -
* 5Kk

A1/

sy




Matematika Il 8.1. Separovatelné rovnice

Po provedeni integrace néasleduje zpétna substituce:
In(z—3) =2+InC = z=0C.e"+3 == y—3z+5=Ce"+3.
Po drobné upravé dostavame obecné feseni

y(x) =Ce" +3x —2.

Piiklad 8.1.4. Reste rovnici 3 + (z — y)? = 0.

Reseni: Nynf je v/ = —(z — y)?, takze polozime z = = —y, 2/ = 1 — /.
Rovnice ptejde touto substituci do tvaru (f(z) = —2z?)
d
1—2 =—2° — 7 =142 — : :/dx.
1+ 22
Odtud

arctgz =+ C = z=tg(x+C) = y(x) =z —tg(x+c).

O spravnosti vysledku se samoziejmé presvédéime zkouskou — dosazenim
ziskaného reseni do puvodni rovnice, véetné pripadného ovéreni platnosti pocatecni
podminky. S ohledem na omezeny rozsah textu zde zkousky neuvadime, avsak

viele doporucujeme jako samostatné cviceni.
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Matematika Il 8.1. Separovatelné rovnice

8.1.3. Homogenni rovnice

Vyklad
Diferencidlni rovnici nazyvame homogenni, lze-li ji upravit na tvar
/ Yy
y =1 <—> :
x
Resime ji ptevedenim na separovatelnou rovnici substituci

= = z(2) - Yy =zx — Yy =Zrx+ 2.

Pozndamka

Terminem homogenni byvaji oznacovdany i rovnice (poptipadé soustavy rov-
nic) s nulovou pravou stranou, kterymi se budeme zabyvat v dalsich kapitoldch.
V tomto textu wvsak wvedeny ndzev vyhradime pouze rovnicim vyse uvedeného
tvaru.

Zdroven je vhodné pripomenout, Ze funkce f(x,y) se na oblasti Q € R? nazijvd

homogenni stupné k, jestlize pro libovolné t # 0 plati

flta,ty) =t*f(z,y).

Doporucujeme povsimnout si této vlastnosti u ¢leni v rovnicich uvedengch nize

(napt. ¢leny rovnice v ndsledujici uloze jsou homogenni stupné 2).
Piiklad 8.1.5. Urcete obecné feSeni rovnice (2zy — 22)y’ = 3y? — 2zy.

Reseni: Nejprve se presvedéime, ze jde o homogenni rovnici:
2
y 3 =20 3(2) —2¢ :f(g>
2xy — x2 24 -1 x)

Nyni uplatnime substituéni vztahy y/x = z, v/ = 2'z + 2:
322 — 22 dz 22—z

!
= — :> - =
FrEEE S Y T 2.1
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Matematika Il 8.1. Separovatelné rovnice

odkud

2z —1 d
/ j dz= [ &£ = In|z*~z| = In|z[+InC — P—z=0Cz.
22—z x

Po zpétné substituci a tpravé obdrzime obecné feseni — tentokrat je funkce y(x)
vyjadiena implicitné:

v —ay—Cx? =0.

Piiklad 8.1.6. Reste pocatecni tlohu xy’ —y — /22 — y2 =0, y(1) = 3

Reseni: V upraveném tvaru této homogenni rovnice,

2
y/:g_}_ 1_<g)’
X X

opét zavedeme prislusnou substituci a po separaci proménnych obdrzime
/ dz / d = i In|z| + C
—_— = — arcsin z = In |z ,
V1—22 x
odkud plyne obecné teseni
y = z.sin(In |z| + C).
Na zaveér vypocteme konstantu C' ze zadané podminky:
1 1 x
— =sinC = C = arcsin - = —
2 2 6

Vyslednym partikularnim feSenim je tudiz funkce

Yp(z) = z.sin (ln |z| 4+ %) :

Kontrolni otazky

Otazka 1. Vysvétlete pojem separace promenngch v diferencidlni rovnici.
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Matematika Il 8.1. Separovatelné rovnice

Otazka 2. Uved'te priklady separovatelnijch diferencidlnich rovnic.

Otazka 3. Kdy rikame, Ze funkce f(x,y) je (na zadané oblasti) homogenni

stupné k?
Otazka 4. Jak charakterizujeme homogenni diferencidlni rovnici proniho radu?

Otazka 5. Popiste algoritmus TeSeni homogenni rovnice.

Ulohy k samostatnému feSeni
1. Reste nasledujici separovatelné rovnice:

a) y'sinz = ycosz,

2. Ovérte, ze zadané diferencidlni rovnice jsou homogenni a najdéte jejich obecné
feSeni:

a) 2%y = y? + zy,

b) &y = y(iny — Ina),

c) vy’ —y = 2,/TY.

3. Urcete partikularni feseni rovnic pti zadanych podminkach:
a)y' +e’ =0, y(0)=0,
b) (w+y)y =2 -y, y(’) =2,

o)l+y =vet+y+1l y(-2)=1

4. Oveite, ze funkce y = —x — 1 je vyjimectnym feSenim rovnice v prikladu

3c). Ukazte, ze v bodech lezicich na jejim grafu je porusena jednoznacnost feseni.
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Vysledky dloh k samostatnému feSeni

1.a) y=C.sinz, b)y:tg(C—%), )y=x+2lnz+C,
d)y—In(z+y+1)=C.

2.2)y=—5e b) y = ze®o Tt c)y=z(lnz+ C)>
8.a)y=In(1-2), b) a? = 2zy —y? =1, )y ="

4. Dosazenim se snadno ptesvédcime, ze funkce y = —x — 1 zadané rovnici vy-

hovuje. Nelze ji vsak ziskat pro zadnou volbu konstanty C' z obecného fesSeni,

kterym je systém parabol

_<x+0y_x_1
y - 2 ’

proto se jedna o feseni vyjimecné. Piimka y = —x — 1 je spole¢nou tecnou vsech
téchto parabol, s nimiz ma spoleé¢ny bod dotyku, jimz tedy prochézi vyjimecné
feseni a jedno z partikularnich, takze nastava poruseni jednoznacnosti - viz obr.

8.1.1.

20
151 1
10} .
y 2
5 - -
_ 1
y= /
—x—1
(0] . 0O
-1
-5} -2 |
-6 -4 -2 0 2 4 6

Obr. 8.1.1. Integralni krivky k ptikladu 4, hodnoty konstanty C' a graf

vyjimecného feSeni jsou ziejmé z obrazku.
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Kontrolni test
Uloha 1. Pii které z podminek a) — d) mé rovnice (222 — zy)y’ = x — 2y prave

jedno Teseni?

Uloha 2. Oznacte funkei, kterd je fesenfm pocateéni ilohy 2y’ = 1+, y(2) = 3.
a)y=x+1, b)y=-2x+T7, c)y=3zr—3, d)y=2r-1.

Uloha 3. Funkce y(z) je feSenim pocatecni ulohy (z — y)y' =2, y(3) = 0.

Urcete bod xy , v némz tato funkce nabyva hodnoty y, = —2:

a)zg==+, blay=ec, c)zg=1, d)ag=-—e.

Uloha 4. Kterd z kiivek a) — d) na obr. 8.4.2 je grafem teseni tulohy =+ 4yy’ = 0,
y(0) =17

25

1.5f

0.51

-0.51

-1.5

Obr. 8.1.2. Krivky k testové tloze ¢. 4.

*’***
ox - 346 -
* 5Kk




Matematika Il 8.1. Separovatelné rovnice

Uloha 5. Vyberte funkci, kterd je partikuldrnim feSenim rovnice yy = x pii

podmince y(—2) = 4:

a)z?—y*=12, Dblay=8, ) y*—2*=12, d)zy=-8.

Uloha 6. Diferencidln{ rovnice ' + 1 = V& + y ma pii podmince y(0) =0

a) partikuldrni feseni y = %2 — x, vyjimeéné Teseni y = —ux,

b) partikuldrni fesenf y = 22 — 42, vyjimetné feseni zy = 1,

c) partikuldrni feseni y = —z, vyjimecné feseni y = % —x,

d) partikularni feseni y = 1 — x, vyjimecné teseni y = ”;’1—2 — .

Uloha 7. Rozhodnéte, ktery z nasledujicich vyrazu je obecnym feSenim rovnice

2z —y)y =4x — 3y .

a) (y —x)*(y — 4x) =

— dx : b) (y —x)(y —42)*> =C,
¢) (y+x)*(y — 4x)

C
C, d) (y+z)(y—4z)* =C'.

Uloha 8. Rovnicf 2zyy’ = y* — 22 je uréen svazek kruznic, které maji stied na
ose = a dotykaji se osy y (a sebe navzdjem) v poc¢atku souradného systému (obr.

8.4.3). Jaky polomér R mé& ta z nich, kterd prochazi bodem [—2, 4] ?
a) R=6, b R=2, ¢ R=3, d) R=5.

Uloha 9. Obecné fesen{ rovnice y' + e¥ = 1 obsahuje konstantu C. Jeji hodnota

pii podmince y(0) = —1 je

a)C=1—e¢, b)C=14e, c¢)C=e—-1, d)C=e.

Uloha 10. Rychlost rozpadu radioaktivniho prvku je pfimo imérné jeho okamzi-

tému mnozstvi. Tuto skutecnost vyjadiuje diferencidlni rovnice

dy _
dt
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Obr. 8.1.3. Svazek kruznic - k tloze 8.

kde y(t) je mnozstvi (pocet) jader radionuklidu v okamziku ¢ a A je tzv. rozpadova
konstanta. Polocas rozpadu T radionuklidu je doba, za kterou se pocet jader

zmens$i na polovinu. Vztah mezi rozpadovou konstantou A a polocasem rozpadu

T mé tvar
A In2 A 2
T=2, b)T=-t T=2 . Qr==.
AT=3. P oo 9T 9T =5
Vysledky testu
Cislo tlohy 1121314156 7|8]19]10
Spravnd odpoved | ¢) | d) |a)|d)|c)|a)|b)|d)]|c)|Db)

* % %
* 4 4

E 5
* gk
- f
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Matematika Il 8.2. Exaktni rovnice

8.2. Exaktni rovnice

Cile
Ve vykladu o funkcich dvou proménnych jsme se seznamili také s jejich dife-
rencidlem prvniho fadu, ktery je pro funkci F'(z,y) vyjadien vyrazem

gp = 2F@y) ,  OF@y) -
ox dy

Nyni budeme hledat odpovéd na otdzku, zda a jak lze od této diferencidlni for-
mule prejit zpét k funkei F'(x, y). Poznatky, které ziskame, hraji rovnéz vyznamnou

roli v souvislosti s aplikacemi ve fyzice.

Definice 8.2.1.
Diferencialni rovnice P(x,y) dx+ Q(z,y) dy = 0 se nazyva exaktni, je-li vyraz
P(z,y) dx+ Q(x,y) totdlnim diferencidlem jisté funkce F'(x,y) oznacované

jako kmenova funkce.

Véta 8.2.1.
Jsou-li funkce P(z,y), Q(x,y) diferencovatelné na oblasti €2, pak je rovnice

P(z,y)dx + Q(x,y) dy = 0 exaktni pravé tehdy, kdyz na oblasti Q plati

OP(z,y)  0Q(z,y)
dy Oz

Je-li F(z,y) kmenovou funkei piislusného totélniho diferencidlu, ma obecné

reSeni exaktni rovnice tvar

F(z,y)=C".

Dukaz: Je-li P(x,y)dz+Q(x,y) totdlnim diferencidlem funkce F'(z,y), musi byt

dF:de+Md

—p .
o oY (z,y)dr + Q(z,y) dy
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Matematika Il 8.2. Exaktni rovnice

Odtud plyne pro parcidlni derivace funkei P(x,y), Q(z,y):
OP(x,y) _ F(z,y) 0Q(x,y) _ O°F(z,y)

dy  Oyor Ox Oxdy

Podle predpokladu jsou derivace spojité, takze

OF(ry) OFFxy)  _ OP(xy) _0Q(y)
oyor  Oxdy oy  oxr

coz jsme méli dokazat.

Dukaz opa¢ného tvrzeni,

P
0 éx, y) = anC’ v —  exaktnost rovnice P(z,y)dr+ Q(x,y)dy =0,
Yy T

~ e~

posledni ¢ast tvrzeni: mé-li byt F(z,y) = C' obecnym feSenim rovnice, pak musi

vyhovét zkousce. Skutecneé, diferencovanim tohoto vztahu dostavame

OF (z,y) OF (z,y)
ox dv + dy

dy=20,

a tedy P(z,y)dr + Q(x,y)dy = 0, coz jsme méli dokazat.

Vyklad

7 predchozi véty je ziejmé, ze TesSit exaktni rovnici znamend urcit kmenovou

funkci totdlniho diferencialu. Vyjdeme-li kuptikladu z rovnosti

OF (z,y)

9% = P(z,y),

muzeme kmenovou funkei urcit integract:

Fo,y) = [ Pla,y) do+ K(y) = Ula,y) + K(y).

Ve vysledku je U(x,y) primitivni funkce a K(y) integracni ,konstanta”, ktera

muze ovSem zaviset na druhé proménné. Tuto veli¢inu urc¢ime z podminky

OF (z,y) 0U 0K
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Matematika Il 8.2. Exaktni rovnice

Pak
k)= [ (@) -5 ) av.

Zbyvéa ovsem dokdzat, ze integrand Q(z,y) — %—Z nezavisi na proménné x, tedy

ze jeho derivace podle této proménné je rovna nule:

a( 8U>_8Q PU0Q a( 6U>_8Q P _

O COx)  9r Oy

dy

 Oxr  Oxdy  Ox Oy Oxr Oy

Pozndamka
Popsang postup je mozno provést také se zaménénym poradim proménnych, tj.

zacit integraci

F,y) = [ Q@ y)dy+ L(z) = V(z,y) + L(z)

a pokracovat uréenim funkce L(x). Je proto obvyklé tyto postupy spojit a formalné

vypocist oba integraly
Fla,y) = [ Pla,y)do+ K(y) = Vi(a,y) + Ci

me:/me@+um:w@w+@,

kde Ci, Cy jsou integracni konstanty. Kmenovou funkci F(x,y) vytvorime
slouc¢enim velicin Uy (x,y) a Us(x,y), pricemz cleny, které se vyskytuji soucasné

v obou vyrazech, uvazujeme pouze jedenkrdt.
Cely algoritmus feseni exaktni rovnice pak vypadé takto:
1. Otestujeme exaktnost rovnice podminkou P, = Q.
2. Uréime kmenovou funkci F'(x,y) nékterou z vyse uvedenych metod.

3. Zapiseme Feseni rovnice ve tvaru F(z,y) = C.
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Matematika Il 8.2. Exaktni rovnice

Resené ulohy

Piiklad 8.2.1. Reste rovnici (2zy — 2z — 1)dz + (2% + 2y + 1)dy = 0.

Reseni: Ovérime exaktnost rovnice na zakladé parcidlnich derivaci:

P(z,y) =2xy — 2z — 1 — P, =2z, . OP(z,y) 0Q(z,y)
Qlr,y) =2 +2y+1 — Q. =2z dy O

Nyni aplikujeme postup uvedeny v posledni poznamce:
/P(:c,y)dx:/(Qxy—Q:c— ) de =2’y — 2 —x+ O,

[Q@yydy= [@*+2y+1)dy = aPy+ 12 +y+Cs.

Do kmenové funkce sepiseme viechny ziskané ¢leny, avsak smiseny ¢len 22y pouze

jedenkrat:

2

F(z,y) =2’y —2*+y* —x+y.

Hledané teseni ma tvar F(x,y) = C, tj.
Py -2ty —rty=0C.
Spravnost vysledku snadno ovéiime zkouskou.

Pi#iklad 8.2.2. Reste rovnici (2y — zsin 2y)y’ = sin®y.

Reseni: Nejprve rovnici prepiseme do vhodnéjsiho tvaru
sin®y dx + (xsin 2y — 2y) dy = 0
a déle zopakujeme postup z predchozi tlohy:
P(z,y) =sin®’y — P, =2sinycosy = sin 2y,

r,y) =xsin2y — 2y — ! =sin2y.
Q(z,y) y—2y 2 y
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Parcialni derivace se rovnaji, takze jde opét o exaktni rovnici, a proto
/P(x,y) dx = /sinde:c = zsin®y + O,

1
/Q(x,y)dy: /(xsin?y—?y)dy: —§$0082y—y2+02.

Ze ziskanych dilcich vysledku dostdvame kmenovou funkci
.2 1 2
F(z,y) =zsin“y — §x0052y — .

Bohuzel, vysledek je chybny! Je totiz

OF 1
e sin?y — §c052y #siny = P(z,y).

Zkusime proto puvodni postup:

F(z,y) = /P(x,y)dx: /sinzydx =xsin®y + K(y),
a déle

0
5y sy £ K@) = wsin2y + K'y) = wsin2y—2y (=Q(.0)),

Odtud

K'(y)=-2y = K(y) = /(—2y) dy = —y° .

Novym vysledkem je tedy funkce
F(x,y) = wsin’y — y°
a spravné reseni
rsiny —y*=C

(presvedcte se zkouskou). Zbyva vysvétlit, ¢im byla zpusobena chyba v prvnim
postupu. Rozepiseme-li totiz funkei z sin?y podle znamého vzorce z trigonomet-
rie, obdrzime

 sin’ —1'1(1—0082 )= —x — —xcos?2
Y70 YTt ey
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Druhy clen vsak jiz v predchozim diléim vysledku mame, a tedy prvni verze

kmenové funkce byla sestavena chybneé.

Poznamka

Predchozi priklad neznamend odmitnuti postupu, uspésné pouzitého v iloze 8.2.1.
Upozornuje pouze na jistou ddvku obezretnosti, s niz musime k reseni exaktnich

rovnic pristupovat.

Kontrolni otazky

Otazka 1. Definujte exaktni diferencialni rovnici a formulujte podminku, na

jegimz zakladé se exaktnost overi.
Otazka 2. Jaké jsou postupy pri reseni exaktni rovnice?.

Otazka 3. Vysvétlete pojem ,, kmenovd funkce”.

Ulohy k samostatnému feSeni
1. Ovérte, ze jde o exaktni diferencidlni rovnici a najdéte jeji obecné, piipadné

partikularni fesent:
a) (1+azcos2y)dr —a*sin2ydy =0

Inxz 1
b) o — —y|=— 1) =2
)y(y2 y) ot y(1) =2,

)dx— * dy=0.
r—yY

8

0 (m(a: g+

xr —

<

Vysledky dloh k samostatnému feSeni

1. a) x4 2% cos 2y = C, b) y® +2Inx = 4y, c) xln(z —y) =C.
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8.3. Linearni diferencialni rovnice

Cile

Prehled zakladnich typu diferencidlnich rovnic prvniho tadu zakonéime po-
jednanim o linearnich rovnicich, které patii v praktickych tlohach k nejfrekven-
tovanéjsim. Ukazeme naptiklad, ze

— jejich Teseni mé predem danou pevnou strukturu,

— teSeni lze zapsat v obecném uzavieném tvaru (na rozdil od jinych typu

rovnic),
— postupy pii jejich feSeni maji urcité univerzalni rysy, které lze uplatnit i u

linearnich rovnic vyssich radu.

Vyklad

Definice 8.3.1.

Linearni diferencialni rovnice prvniho fadu (LDR) je kazd4 rovnice tvaru

Y +p(x)y = q(=),

kde p(zx), q(x) jsou funkce spojité na mnoziné M C R, v niz hleddme feseni.

Je-li ¢(z) = 0 na M, nazyva se

Y +plx)y =0

zkracenou linearni rovnici nebo také rovnici bez pravé strany. V opacném

ptipadé hovotfime o iplné linearni rovnici.

Véta 8.3.1.

Zkracend linearni rovnice ma obecné feseni

y(x) = C.e~[r@)d
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Matematika Il 8.3. Linearni diferencialni rovnice

Dukaz: Ve zkracené rovnici lze proménné snadno separovat, a proto

Véta 8.3.2.

Obecné teseni uplné linearni rovnice ma obecné reseni
y(@) = §(z) + v(z)

kde g(z) je teSeni zkracené rovnice a v(z) je libovolné feseni uplné linearni

rovnice.

Dikaz: Z predpokladu véty je ziejmé, ze

y +plx)y=0 a dale v+ p(z)v = q(z).
Po dosazeni za y do uplné rovnice dostavame:
(9 +0) +p(@)(5 +v) = a(2),

y 4 p(x)y 4+ o' + p(x)v = q(z) .

Soucet prvnich dvou ¢lenu je podle prvniho predpokladu roven nule a zbyvajici

rovnost plati podle druhého predpokladu. Tim je dukaz podan.

Poznamka

Funkce v(x) z predchozi véty byjvd také oznacovdna jako partikuldrni integrdl

uplné linedrni rovnice.

Vyklad
Umime-li stanovit feseni zkracené LDR (zpravidla to neni obtizné), zbyva nalézt

zpusob urceni partikuldrniho integralu v(z). Sezndmime se s postupem nazyvanym

*****
ox - 356 -
* 5Kk




Matematika Il 8.3. Linearni diferencialni rovnice

metoda variace konstanty. Jeji princip spociva v realizaci predpokladu, ze
feseni zkracené rovnice

y(z) = C.em [ @)z

bude vyhovovat rovnici uplné, jestlize nahradime konstantu C' vhodnou funkei,

kterou urcime vypoctem. Budeme tedy predpokladat, ze
y() = Cla).e”f &
je hledanym fesenim a dosadime tuto funkci do tuplné rovnice:

C'(z).e” P@ & _ O(g)e [P@ & p2) 4 C(z).e” [P p2) = g(a) .

y' () y(@)

Na levé strané se odectou ¢leny obsahujici funkei C'(z), takze zustane pouze vztah
C”(:p).e*fp(x) = q(x), odkud C'(x) = q(x).efp(“) do
Finalni tvar funkce C'(x) stanovime opét integract:
Cw) = [ ata)el 94 1+

s definitivni konstantou K. Tento vysledek nyni dosadime do vyrazu pro feseni

zkracené rovnice, abychom ziskali obecné feSeni iplné rovnice:

1(0) = ([ )l 7015 1 ) o

Po roznasobeni obdrzime konetnou podobu hledaného teseni, ktera odpovida

ocekdvanému tvaru:

y(x) = K. [r@d —I—e_fp(’”)dm./q(:p).efp(m) do

9(z)

v(z)
Tim jsme v podstaté provedli konstruktivni dukaz nésledujicitho tvrzeni o podobé

feseni linearni rovnice.
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Véta 8.3.3.
Uplné linedrn{ rovnice 3’ + p(z)y = q(x) mé obecné feseni y(z) = §(x) + v(x)

tvofené souctem feseni zkracené rovnice a partikularniho integralu

v(z) = e_fp(x)dm./q(:p).efp(m)dx :

Poznamka

Skutecnost, Ze se pri vypoctu vyrusi éleny obsahujici funkci C(x) neni ndhodnd.
Z provedeného dukazu plyne, Ze tomu tak musi byt vidy, pokud jsou ostatni kroky
provedeny korektné. Proto muze tato okolnost slouzit jako jistd kontrola sprdvnosti
vypoctu.

Vysledny vzorec md sice univerzadlni platnost pro vSechny linedrni rovnice, avsak
v prazi se doporucuje postupovat v jednotlivych krocich, jimiz byl odvozen. Vijpocet
je prehlednéjsi a lze se snaze vyvarovat chyb. Veénugte proto pozornost ndsledujicim

resenym prikladum.

Resené ulohy

Piiklad 8.3.1. Najdéte obecné feseni rovnic zy’ — y = 2a3.

ResSeni: Piepiseme-li zadani do tvaru

y—-—y=a",
x
vidime, ze jde o linearni rovnici, v niz p(x) = —%, q(z) = x*. Pii jejim teSent
budeme postupovat podrobné podle kroku popsanych v odvozeni.

1. Nejprve vyfesime separaci proménnych zkracenou rovnici:

1 d d
y -~y = = /Ey:/f - In|y|=Inl|z|+ C,

<
Il
Q
S
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Matematika Il 8.3. Linearni diferencialni rovnice

2. Nyni ptistoupime k variaci konstanty, pfi niz budeme ptredpoklddat, ze y(x) =
C(z).x. Tuto funkei a jeji derivaci y/'(z) = C'(x).x + C(x) dosadime do tplné
rovnice:

r. (C'(z).0 + C(x)) — (C'(x).2 + C(x)) = 22°.

Vzhledem k tomu, Ze byl dosavadni postup spravny, vyrusi se cleny +£C'(x).z a lze

pokracovat dalsimi kroky:
C'(z).2* = 22° = C(x):/Qxdx:x2+K.

3. Ziskany vysledek dosadime zpét do feseni zkracené rovnice a po drobné uprave

dostavame hledané obecné fesSeni:
y(z) = (2> + K)o = Ko + 2.

4. Na zaveér provedeme zkousku dosazenim do levé strany zadané rovnice:
2(K 4 32%) — Ko — 2 = 227,

COZ je Tovno vyrazu na pravé strané.

~ .’ 5 > v 7 v 7 7 /) . 3 1
Priklad 8.3.2. Reste pocatecni tlohu y'sinz — ycosz = sin’ z, y(§) = 3.
Reseni: Opét se nejprve ujistime, ze jde o linedrni rovnici:

cos T COS T
y —y—— =sin’z, tj. plx)=—-———, qz)=-sin’z.
sin sin x

1. Zkracena rovnice:

d
ylzyc.osx = /—y:/c,osxdx = In|y| = In|sinz|+InC.
sin Yy sin x

Reseni zkracené rovnice:

y=C.sinx .

2. Variace konstanty:

y=C(z).sinx, y'=C".sinz+ C.cosz .

*****
ox - 359 -
* 5Kk



Matematika Il 8.3. Linearni diferencialni rovnice

Dosazeni do uplné rovnice:

(C'.sinz + C.cosx).sinz — C.sinx. cosz = sin® x

C'sin® r = sin® x — C(x):/sinxdx:—cosx+[(.

3. Zpétné dosazent:

y(r) = (—cosz + K).sinx = Ksinz —sinz cos z .

4. Pocétecni uloha pro x = 7, y = % :
1 1 2 22
ézKSing—sin%cos% = 52[(%—%% = K=1?2

Vysledné feseni mé tedy tvar

yp@) = /2sinz —sinxcos .

Piiklad 8.3.3. Elektricky obvod se sklada z ohmického odporu R a civky s in-
dukénosti L. Pfipojime-li k nému napéti U(t), je zavislost prochézejiciho proudu I

na ¢ase t popsana rovnici

dI(t
LJJrRI(t) =U(t) .
dt
Najdéte Feseni této rovnice, je-li pfipojeno stiidavé napéti U(t) = Upsinwt

o thlovém kmito¢tu w s pocétecni hodnotou U(t = 0) = 0.

Reseni: Rovnice je linedrni s konstantnimi koeficienty R a L.

1. Zkracend rovnice po separaci

dI
L= = —Radt
T

ma resSeni

R
Wl=-Zt+C = I(t)= Ce 1!

R
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2. Variace konstanty: I(t) = C(t)ez'. Po dosazen{ do tiplné rovnice dostévame
C'(t)e Lt = Upsinwt

odkud

U()Le%t

RN (Rsinwt —wLcoswt) + K .
w

C(t) = Uo/e%tsinwt dt =

3. Obecné teseni ziskame zpétnym dosazenim tohoto vysledku do feseni zkracené

rovnice:
iy UyL

TR (Rsinwt —wLcoswt) + K .
w

4. Pocétecni tloha pro U(t = 0) = 0 vede k rovnosti

U()u)L2 U()u)L2
0=K—- ——— — K=——%—.
R? 4+ w22 R? + w2

Hledany ¢asovy prubéh proudu je tedy popsan funkci, ktera ma po tpraveé tvar

U()(,«)L2

= m {wL (e_%t — COoS wt) + Rsinwt| .

I(t)

Kontrolni otazky

Otazka 1. Vysvétlete pojem ,,linedrni” v ndzvu tohoto typu diferencidlnich rov-

nic.
Otazka 2. Jaky je obecny tvar linedrni diferencidlni rovnice?
Otazka 3. Popiste strukturu obecného tesent linedrni rovnice.
Otazka 4. Objasnéte princip metody variace konstanty.

Otazka 5. Zduvodnéte, pro¢ md linedarni diferencidlni rovnice vidy resent, které

je navic jednoznacné na oboru resitelnosti.
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Ulohy k samostatnému feSeni
1. Najdéte obecné teSeni:
a)y' —y = e,
b)y' — £y =a?,

c) (22 + 1)y — 22y = 2%

2. Urcete partikularni feSeni rovnic pii zadanych podminkach:

a)xy —y =+, yd) =12,
b)Y +y.cotgr =1, y(3) =0,
c) 2y +ay =z, y(1)

Vysledky uloh k samostatnému fesSeni

1. a) y = Ke” + ¢, b) y = Kze®* — 2 — z,
¢)y=K(@*+1)+ (2* +1)(x — arctg z).
2. a) Y= 2?[7\/5—17, b) y = cotg x, C) y = 1+§jz'
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8.4. Shrnuti ke kapitolam 7 a 8

Shrnuti lekce
Uvodni 7. kapitola prinesla informace o druzich feseni diferencialnich rovnic
prvniho fadu a struéné teoretické poznatky o podminkach existence a jedno-
znacnosti fesent:
1. diferencialni rovnici prvniho fadu muzeme psat v jednom z tvaru

y' = f(z,y), F(y',y,) =0  nebo  P(z,y)dx+ Q(z,y)dy =0;

2. pocatecni tilohou rozumime zadani, v némz je diferencialni rovnice doplnéna
podminkou y(xy) = yo, na jejimz zdkladé uréime, které partikuldrni reseni

z mnoziny funkci predstavujicich feseni obecné prochazi bodem [xg, yol;

3. je-li rovnice ve tvaru y’ = f(z,y), pak jeji feseni existuje na kazdé mnoziné,
kde je funkce f(x,y) spojitd; je-li navic spojitd parcialni derivace f,(z,v),
je Teseni jednoznacné.

V kapitole 8 jsme poznali nejéastéjsi typy rovnic prvniho radu a metody jejich

feSeni. Strucnou rekapitulaci predstavuje nasledujici tabulka.

Rovnice Typicky tvar Metoda teseni

separovatelna | vy = P(z).Q(y) piimé separace
proménnych

separovatelnd | ¢ = f(ax + by + ¢) separace po substituci

ar +by+c==z

homogenn{ y = f(%) separace po substituci
=z
exaktni P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0, | uréeni kmenové funkce
je-li ng =Q.
linearni Yy = P(x)y+ Q(x) variace konstanty
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Pohled na tabulku ukazuje, ze ke klicovym podminkam tspésnosti pti feseni
diferencialnich rovnic patii rozpoznani jejich typu. Nize uvedené tlohy reprezen-
tujici problematiku predchozich dvou kapitol maji za cil mimo jiné procviceni

této dovednosti.

Ulohy k samostatnému feSeni
1. Ukazte, ze zadané vyrazy predstavuji obecné feseni uvedené diferencialni rov-
nice:
a)yz&, xz € (0,7);
b)y* =20y =C, y#u;

Yy + ycotgx = 0,
(r—y)y' =y.

2. Rovnici y = z.(C — z) je dan systém kiivek. Ukazte, Zze jde o paraboly
prochézejici po¢atkem souradného systému (urcete soutadnice jejich vrcholu a osu
pro libovolné C' € R). Odvod'te diferencidlni rovnici tohoto systému a presvédcte

se jejim TeSenim o spravnosti vysledku.
3. Vyieste rovnici 2%y’ = y?. Jakym jejim feSenim je funkce y = 27

4. Urcete typ rovnice a najdéte jeji obecné TeSeni:

a) (dv —y)dex+xdy =0 b) (4x —y)dx —xdy =0;

)y —y=u; d) 3z%y — 2zy* + (2% — 22%y — 49°)y’ =0 .
5. Najdéte partikularni feseni pro zadanou pocatecni podminku:
a)3y'yay =1, y(
b) ¥/ cosz — ysinx = tgw , y(
¢)(ymx+y—1)de+ (zlnz+Iny+1)dy=0, y(1
d)ay' =y—y -z, y(
6. Oznacme y(t) pocet jedincu v populaci lesnich skudcu na uréitém tzemi.

Ptredpokladejme spojité zmény ve vyvoji populace, které jsou za jednotku casu
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umeérné rozdilu mezi poctem narozenych a poc¢tem uhynulych jedincu. Uvazujme
scénat casového vyvoje populace, v némz

(1) vychozi stav je yo skuden,

(2) pocet narozenych jedincu je imérny jejich poctu (konstanta imérnosti a),
(3) pocet uhynulych jedincu se méni imérné druhé mocniné jejich poctu (kon-
stanta umérnosti b).

Diferencialni rovnice s pocatecni podminkou popisujici tento proces ma tvar

d
d—izay—byz, y(0) = yo .

Najdéte teseni této tulohy a stanovte, pii jakém vychozim stavu gy, bude pri
pevnych hodnotach a, b pocet skudcu klesat. Urcete, na jaké hodnoté se jejich

pocet ustali.

Vysledky uloh k samostatnému fesSeni

2. Doplnénim pravé strany na ¢tverec dostavame rovnici

coz je rovnice paraboly s vrcholem | a osou, kterd jim prochéazi rovnobézné se

c 0_2]
204
soutadnou osou y. Néekolik takovych kiivek je na obr. 8.4.1, piislusna diferencidlni

rovnice mé tvar zy’ —y + 22 = 0.

T

3. Obecné feseni: y = funkce y = x je partikuldrnim fesenim pro C' = 0.

1-Cz’
4. a) homogenni, y = Cz — 4zInz;  b) homogenni, exaktni, y = 2z — <;
¢) linearni, y = Ce” —x — 1; d) exaktni, 23y — 2%y? — y? = C.
5.a) " =(Vz+1)% bly=-=2-1; ¢ aylhr+yhy—z+1=0;
dDy=(x+1)n(x+1)—2*+1.

6. Casovy vyvoj populace bude popsén funkef

aYo
t p—
y(t) byo + (a — byg)e—at’

pocet skudcu bude klesat pro yo > ¢ a ustali se na hodnoté

*****
ox - 365 -
* 5Kk

a
b*




Matematika Il 8.4. Shrnuti ke kapitoldam 7 a 8

Obr. 8.4.1. Systém parabol (hodnoty konstant C' jsou uvedeny).
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Kontrolni test

Uloha 1. Kolik feseni rovnice (22 — y)dz — (z + 2y)dy = 0 prochézi bodem
2, —1]7

a) dvé,  b)jedno, c¢)zadné,  d) nekone¢né mnoho .
Uloha 2. Oznacte funkei, kterd je obecnym feSenim tlohy
ycosz + ¢ (siny +sinz) =0 .

a) xcosy —ysinz = C | b) siny —ycosx = C',

¢) ysinx —cosy = C' d) xcosy —sinz = C'.
Uloha 3. Najdéte funkei y(x), kterd je fesenfm tlohy
(cosz —y') cosz =ysinz, y(0)=0.

Jaké hodnoty nabyva toto feseni v bodé x = 7n?

Uloha 4. Rozhodnéte, ktera z nasledujicich funkci je feSenim pocatecni tilohy

20 — vy x
——de———dy =0, y(2) =1
z(z —y) y(z —y) @
a)y =73, b)y:‘f:f, c)y=2"-3, d)y:f—;.

Uloha 5. Je dina pocatecni tloha (22 +1)dy = (2zy+1)dz, y(0) = 2. Pro funkei

y(x), kterd je jejim fesenim, plati:
™ s 71'2 s ™ s ™
a)y(7) =3, DbyF=%, JguH=%+3, dyF=%+2,
Uloha 6. Funkce y(z) je feSenim pocatecni tlohy
N ™
ycosz = (1+y')sinx, y(g) =—.

Které z uvedenych tvrzeni pro ni plati?
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a)y(m)=0, b)y(r)=—-m, c)y(r)=neexistuje, d)y(r)=rm.

Uloha 7. Kterd z uvedenych rovnic je soucasné homogenni, exaktni a linearni?
a)y+azy —x=0, b)y+zy +2=0,

r+yy+y=0, dy+tzy+22=0.

Uloha 8. Uréete dvo jice, které si budou odpovidat, pritadime-li k rovnicim A — D

vzdy jeden z typu 1 — 4 :

Az +y) =1 1 homogenni

B ay— 2%y = > 2 linedrn{

C zyy—y+1=0 3 exaktni

D 2xy=1vy'(2y — z?) 4 separovatelnd

a) A3, B2, C1,D4  b) A2, B1, C4, D3
¢) A2, B3, C1, D4 d) Al, B4, C3, D2

Uloha 9. Integraln{ kiivky (grafy) obecného teseni rovnice (1 —x)y' —y+1=10

jsou

a) hyperboly,  b) paraboly, c¢) kruznice, d) piimky.

Uloha 10. Funkce y(z) je TeSenim pocatecni tlohy

1
y + 3y =2xe ", y(0) = —3 -

Jeji absolutni (globédlni) maximum na intervalu (0, 2) nastava v bodé

a) [1, 1], b) [z, 1], c) [1, 3], d) [0, 2J.
Vysledky testu f\g-’i
Cislo tlohy 1123|456 7[8|9]10

Spravna odpovéd | b) | ¢) | a) [d)|c)|a)|[Db)|b)|a)]c)

R
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9. Linearni diferencidlni rovnice 2. ¥adu

Cile

Diferencialni rovnice, v nichz hledana funkce vystupuje ve druhé ¢i vyssi de-
rivaci, nazyvame diferencialnimi rovnicemi druhého a vyssiho fadu. Analogicky
jako u rovnic 1. fadu pro né muzeme definovat obecné, partikularni a vyjimecéné
feseni, popripadé se zabyvat existenci a jednoznacnosti vysledku. V nasem vykladu

se zamérime na nejrozsirenéjsi kategorii rovnic vyssich fadu - na rovnice linedrni.

vvvvvv

8.3). S ohledem na jednoduchost a ndzornost je vyhodné sezndmit se s touto

problematikou prostiednictvim rovnic druhého tadu.
9.1. Zkracena rovnice 2.¥adu

9.1.1. Zakladni pojmy a vztahy

Cile
Nez pristoupime k popisu metod Feseni, seznamime se s dulezitymi pojmy a

vztahy, které tvoii zaklad potiebné teorie.

Vyklad

Definice 9.1.1.

Linearni diferencidlni rovnice (LDR) druhého fadu m4 tvar

az(7) y"(x) + ar(2).y'(x) + ao(w) y(z) = b(x) ,

kde funkce (nebo konstanty) ag(z), ai(x), as(x) jsou koeficienty rovnice
a funkci b(x) nazyvdme pravou stranou rovnice. Je-li na néjakém intervalu
b(xz) = 0, jedna se o zkracenou (homogenni) LDR, je-li b(z) # 0, hovoiime

o rovnici nezkracené (tiplné).
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Vyklad
Zname-li nékterou z funkci, ktera je fesenim zadané LDR druhého tadu,

muzeme vyuzit postupu, ktery nabizi nasledujici véta a navazujici priklad.

Véta 9.1.1.

Necht v(x) je spojitd funkce a y;(z) jedno z nenulovych feseni homogenni rovnice

az(z).y" (x) + a1 (x).y'(x) + ao(z).y(z) =0 .

Pak substituci

prejde uplna rovnice druhého fadu v rovnici prvniho radu.

Dikaz: Vypocteme derivace
v = /'de +yv, Y =y /’UdZL' + 2yjv + Y10’
a dosadime je do uplné rovnice. Po tpravé a preskupeni ¢lentu obdrzime rovnost
(asyy + a1y + aoyr) /’UdZL' + (2a2y; + a1y1) v + agy1v’ = b(z) |

v niz je vyraz v prvni zavorce nulovy (jde o levou stranu homogenni rovnice).
Vysledna rovnice

asy1v" + (2a0y; + a1y1) v = b(x)

je linedrni prvntho fadu pro funkei v(z), coz jsme méli dokazat.

Piiklad 9.1.1. Urcete obecné feseni rovnice z2y” — xy’ +y = 83, vite-li, ze
jednim z jejich teseni je funkce y = x.

Reseni: Podle predchozi véty polozime
y:x/vdx, y’:/vdx+:pv, y" = 2v + a0
a dosadime do zadané rovnice:

x2(20+xv')—x(/vdx+xv)+x/vdx:8x3.
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Po roznésobeni a upravé vyjde LDR 1. tadu
xv’ + v = 8.

Jeji obecné feseni (umime ho nalézt metodou variace konstanty) ma tvar

v(z) = % + 4x

a jeho dosazenim do ptuvodniho vzrahu pro y(x) dostavame
C
y(z) = x/v(x) dx = x/ (—1 +4x) dr = Cixlnx + 22° + Cox |
x
coz je obecné feseni puvodni rovnice.

Vyklad

Skutecnost, ze obecné feseni LDR druhého fadu obsahuje dvé konstanty, neni
nahodna. Nez ji ozitejmime dalsim vykladem, ukazeme obecnou formulaci pocatecni

ulohy, ktera vede k urceni téchto konstant.

Definice 9.1.2.
Pocétecni tlohou pro rovnici as(x).y” + a1(z).y" + ao(z).y = b(z) nazyvame

zadani najit takové teseni y(x) této rovnice, které splnuje podminky

ZJ(%O) = Yo, y’(mo) =l .

Podobné jako u linearnich rovnic prvniho fadu plati i zde, ze pii spojitych koefici-
entech feseni pocatecni tlohy existuje a je jednoznacné vsude, kde jsou koeficienty
definovény.

P1i feseni pocatecni ulohy postupujeme tak, ze dosazenim zadanych podminek
do obecného teseni a do jeho prvni derivace ziskdme soustavu dvou rovnic o dvou

neznamych pro konstanty C; a Cy. Ukédzkou je nasledujici piiklad.

Piiklad 9.1.2. Urcete partikuldrni feseni rovnice x%y” — xy + y = 8a°
z predchozi tlohy pfi pocdteénich podminkach y(1) =4, y'(1) = 5.
Reseni: Obecné feseni je

y(z) = Cizlnz + 22° 4+ Cox |
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jeho derivace

y'(z) =Cilnx + Cy +62° + Cs .
Dosazenim pocatecnich podminek pro x = 1 obdrzime soustavu

4 = 240y,
5 = C14+6+0Cs.

Odtud snadno vypocteme C = —3, Cy = 2, takze partikularnim fesenim bude
funkce

y(r) = —3rInz + 22° + 2z .

Vyklad

Oznaceni ,linearni” v nazvu rovnice ukazuje mimo jiné na souvislost s tim, ze

'y, S timto pojmem jsme se jiz

leva strana je linearni kombinaci funkei y, y
setkali u vektoru, kde tizce souvisi s linearni zavislosti a nezavislosti. Tyto vlast-
nosti hraji vyznamnou roli také v souvislosti s funkcemi pii popisu struktury
feSeni linearnich rovnic, proto je nyni budeme struéné aktualizovat. Jak jiz bylo
uvedeno tvodem, je vyklad veden pro rovnice druhého tadu, u nichz vystacime se

zavedenim potfebnych pojmu pro dvojici funkei. Ptipadné zobecnéni pro tlohy

vyssiho fadu neni obtizné — viz napt. [18].

Definice 9.1.3.

Vyraz Ciyi(z) + Caoya(x) nazyvame linedarni kombinaci funkel y; (), yo(z)
s koeficienty C7, Cs.

Rekneme, ze funkce y(x), ya(z) jsou na intervalu (a, b) linedrné zavislé,

existuji-li takové konstanty C', Cs, z nichz alespon jedna je nenulova, ze plati
C’lyl(x) + ngg(l') =0.

V opa¢éném pripadé fekneme, ze funkce jsou linearné nezavislé.
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Casto je potfeba nezévislost funkei ovérit. K tomu lépe nez vyse uvedend definice

slouzi nasledujici véta.

Véta 9.1.2.

Je-li v nékterém bodé x € (a, b) determinant

W(z) = yi(z) yolz)

() yo(x)
ruzny od nuly, jsou funkce y;(z), yo(z) na tomto intervalu linedrné nezavislé.

Determinant W (x) se nazyva Wronského determinant nebo zkracené wron-

skian této dvojice funkei.

9.1.2. Struktura feSeni zkracené linearni rovnice

Vyklad

Vratme se nyni zpét k diferencidlnim rovnicim bez pravé strany. Nez ukdZzeme
postup, jakym se hleda jejich feseni, popiseme obecné strukturu vysledku, kterého

chceme dosdhnout.

Véta 9.1.3.

Jsou-li y1(z), yo(z) dvé linedrné nezavisla feseni zkracené rovnice

az(2).y"(x) + ar(2).y'(x) + ao(w) .y(x) = 0,

mé jeji obecné feseni tvar y(x) = Cryi(x) + Caya(x), kde Cy, Cy jsou libovolné
konstanty:.

Diukaz: Dosadime-li predpokladané obecné feseni do levé strany rovnice, obdrzime

jednoduchym usporadanim c¢lenu tvar

Cl (G/Q.yf —+ al.yi -+ ao.yl) —+ CQ(aQ.yé’ —+ al.yé -+ ao.yz) .
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Protoze kazda z funkei yi(x), yao(x) je feSenim rovnice, jsou ¢leny v zévorkach

nulové a tedy cely vyraz rovnéz. To znamend, ze tvrzeni véty plati.

Vyklad

Pozadavek linedrni nezavislosti dvojice funkci yi(x), y2(x) v obecném feseni
je podstatny, nebot jen v takovém piipadé muZeme jejich linedrni kombinaci
vyjadrit libovolna dalsi feseni. Kazda takova dvojice linedarné nezavislych teseni

se nazyva fundamentalni systém reSeni této rovnice.

Priklad 9.1.3. Dokazte, ze funkce y; = x, yo = % tvori (pro = # 0) funda-
mentalni systém Teseni rovnice
22y +xy —y=0.
Resent:
1. Dosazenim snadno ovérime, ze kazda z funkci rovnici vyhovuje, tj. je jejim
feSenim.
2. Vypocteme wronskian této dvojice:
Y1 Y2 T %
(T 22

Protoze W (x) # 0 pro kazdé = # 0, jsou funkce y; a ys linedrné nezavislé. Tvori

tedy fundamentalni systém feseni zadané rovnice.

Kontrolni otazky

Otazka 1. Jaky je rozdil mezi zkrdcenou a uplnou linedrni rovnici?
Otazka 2. Vysvétlete pojem ,, linedrni kombinace funkci”.
Otazka 3. Co predstavuje wronskian a k cemu slouzi?

Otazka 4. Jaka je obecnd struktura teseni zkrdacené LDR druhého radu?
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Otazka 5. Objasnéte pojem ,, fundamentdlni systém reseni”.

Ulohy k samostatnému feSeni
1. Najdéte obecné teseni diferencidlni rovnice y” — 4y’ + 3y = 0, vite-li, ze jedno

z jejich TeSeni je y = e”.

2. Dokazte, ze funkce y; = x, 1o = 2* + 1 tvoif fundamentalni systém FeSeni
rovnice
2x

1
_l_
y 1—=x

/ 2 o
5y — _ny—O.

1
Vypoctéte partikularni feseni této rovnice pro podminky y(—2) =6, y'(—2) = 3.

3. Ze kterych dvojic vybranych z funkci y; = e72%, y, = e, y3 = sin2z lze

vytvorit obecné feseni rovnice y” — 4y = 07

Vysledky uloh k samostatnému teseni
1. y(x) = Che” 4+ Coe’™.
2. y(x) = —42* — 13z — 4.
3. Pouze y1, 2 ;  y(x) = C1e** + Che 2.
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9.2. Zkracena linearni rovnice s konstantnimi koeficienty

Cile

Resfme-li konkrétni aplikace, které jsou popséany diferencidlnimi rovnicemi,
velmi casto zjistime, ze fyzikdlni nebo dalsi parametry (hmotnost, hustota, frek-
vence, elektricky odpor aj.), které obvykle vystupuji jako koeficienty rovnice, jsou
konstantami. Takovéto tlohy tvoti zakladni skupinu mezi linearnimi rovnicemi a
budeme se jimi proto zabyvat podrobné. V neposledni fadé je duvodem také
moznost ziskat jejich Teseni analytickymi metodami, coz v piipadé obecnéjsich

typu rovnic neni obvykle dosazitelné.

Vyklad

Zamérime se na zkracené rovnice druhého fadu s konstantnimi koefi-

cienty, jejichz obecny tvar je
az y'(x) + a1y (x) +ao y(x) =0,

kde ag, ay, as jsou realné koeficienty. Ukazeme nejprve zasadni skutecnost, ze

existuji feseni této rovnice ve tvaru

rT

y(z) =e™,
kde 7 je zatim nespecifikovand konstanta. Snadno urcime derivace

rT

/ !
y(x)=re™ | y'(x) =127,
které dosadime do puvodni rovnice. Po vydéleni vyrazem €™ dostavame
2 _
as "4+ arr+ayg=0,

coz je kvadratickd rovnice pro neznamou r. Tento vysledek znamend, ze funkce
y(x) = €™ bude fesenim diferencidlni rovnice pravé tehdy, kdyz r bude Fesenim

prislusné algebraické rovnice.
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Definice 9.2.1.
Kvadratickou rovnici as 7? + a; 7 + agp = 0 nazyvame charakteristickou

rovnici diferencidlni rovnice as y”(x) + a1 y'(x) + ap y(z) =0 .

Vyklad

Jak vidime, je charakteristicka rovnice kvadratickou rovnici, kterd muze mit
realné ¢i komplexni koteny, v prvnim ptipadé i ndsobné. Pujde nyni o to, ukazat,
jak lze s pomoci téchto korent najit fundamentalni systém teseni (a tedy i obecné
feseni) diferencidlni rovnice druhého tadu. Klicové tvrzeni obsahuje nésledujici

veta.

Véta 9.2.1.

Méjme linedrni diferencidlni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty
az y'(z) + a1 y'(x) + ao y(x) =0,

s charakteristickou rovnici  as 72 +ay r + ag = 0.
(a) M&-li charakteristickd rovnice dva ruzné redlné kofeny ri, 7o, ma dife-
rencialni rovnice fundamentalni systém y; = ™%, yy = €% a jeji obecné feseni
je

Yy = Cie"? + Che™® , 01, CyeR.
(b) Ma-li charakteristickd rovnice dvojndsobny redlny koten r, mé diferencialni

rovnice fundamentalni systém 1y, = €’*, y, = ze’™ a jeji obecné feseni je
Yy = Clem -+ C’gxem = (Cl + 02.1') y Cl, 02 eER.

(c) Ma-li charakteristickd rovnice komplexni kofeny r;5 = « £ i, ma dife-
rencialni rovnice fundamentalni systém y; = e** cos fx, yo = e**sin fx a jeji

obecné Teseni je

y = Cre* cosfxr + Coe™sinfr, Cy, Co €R.
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Diikaz: Dokazovéani je postaveno na ovéreni linedarni nezavislosti prislusné dvo-
jice TeSeni.

rix T

vyhovuji dife-

(a) Dosazenim snadno ovéiime, ze funkce y; = €%, y, = e

rencidlni rovnici. Napiiklad pro y; = €% je y; = rie"?®, y{ = r?e™® a plati
tedy

agrfe““ + ajrie® + apet = (0,27"% +ayry + a0> et =0,

J 7 s . /. ~ . ~ . . 7 .
nebot vyraz v zavorce je nulovy, protoze r; je kofenem charakteristické rovnice.

Linearni nezavislost dokazeme pomoci wronskianu:

erlz ergz
W(l’) _ yl y2 _ — (TQ . rl)e(Tngl){L‘ .

Protoze kofeny 7 a ry jsou ruzné, je W(x) # 0, coz jsme meéli dokazat.
(b) Pro funkci y; = €™ je ovéteni toho, ze se jednd o teseni, stejné jako v piipadé
(a). Pro druhou funkci yo = ze"™ po dosazeni do rovnice dostdvame

as (2re” + rzxem) +ay (€™ + rae’™) +agre™ =

—_———
/
74 Yz

= (agr2 +ar + ao) e + (2a9r + a1)e™ =0 .

Protoze je r = r1 2 = —ay/2ay dvojndsobny kofen, jsou nulové vyrazy v obou
poslednich zavorkach.

Ukazme jesté, ze TeSeni jsou linedrné nezavisla:

rr xerm

W(zx) = =¥ £0.

re’® erx+rl.erx

(c) V tomto piipadé by mély predstavovat fundamentalni feseni funkce

Y = e(OHriﬁ):v — 0% eiﬁx Yo = e(afiﬁ)x EREES efiﬁz

Y Y

jak se muzeme opét presvedcit dosazenim. Jelikoz chceme mit feseni tvoteno

realnymi vyrazy, pouzijeme k dalsi uprave tzv. Eulerovy vzorce
e — cos Bz £ isinfz .

o - 378 -
-



Matematika Il 9.2. Zkracend LDR s konstantnimi koeficienty

Po jejich pouziti vypada dvojice feseni takto:

y1 = e cos fr + e sin fr |

Yo = € cos fx — 1e** sin [ .

Resenim diferencidlni rovnice musi byt také kazda linearni kombinace téchto

funkci, naptiklad dvojice

- _ 1

1 .
Y = B (y1 +12) = ** cos Bz, Yo = % (Y1 — y2) = e™"sin Bz

uvedend ve tvrzeni véty. Také pro ni je wronskian nenulovy:

e cos Bz e’ sin Ox
W(zx) = b b = Be®** £,

ae® cos fxr — e sin fxr  ae® sin fx + [Fe** cos fx

Reseni g1, 9 jsou tudiz linedrné nezavisla a tvoii fundamentalni systém.

Poznamka
Uvedena véta zarucuje, Ze Teseni nalezend v souladu s ni budou vZdy linedrneé
nezavisld, nent tedy treba pro jednotlivé aplikace zkoumat, zda je prislusny wron-

skian nenulovy.

Resené dlohy
Nasledujici trojice prikladu ilustruje praktické pouziti jednotlivych variant dokaza-

né veéty.

Priklad 9.2.1. Najdéte obecné feseni rovnice 3" —y' — 2y = 0.

2

Reseni: Charakteristickd rovnice 72 — r — 2 = 0 mé koteny ry = 2, ro = —1.

xT

Fundamentdlni systém tvoif funkce y; = e**, 1, = e~ %, obecné feSeni m4 tvar

y(x) =0 e* +Cye ™ .
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Priklad 9.2.2. Najdéte obecné teSeni rovnice y” — 4y’ + 4y = 0.

Reseni: Charakteristickd rovnice 72 — 47 + 4 = 0 ma dvojndsobny kofen r = 2.

Fundamentdlni systém tvoif funkce y; = €**, yo = xe?®, obecné feseni napiseme

naptiklad ve tvaru

y(r) = Oy ** + Cy ze®™ .

Priklad 9.2.3. Najdéte obecné teseni rovnice y” — 6y’ + 13y = 0.
Reseni: Charakteristickd rovnice 72 — 6r + 13 = 0 m4a komplexné sdruzené

kotfeny 71 2 = 3 £ 2i. Fundamentalni systém v realném oboru budou podle tvrzeni

3x 3x

(c) predchozi véty tvorit funkce y; = e’* cos2z, y, = e’ sin 2z, obecné feseni
zapiseme ve tvaru

y(x) = Oy €** cos 2x + Cye sin 2.

Vyklad

Je-li jeden z kotenu charakteristické rovnice roven nule, odpovidd mu ve fun-
damentalnim systému funkce e’ = 1. Specidlné pro rovnici ¢’ = 0 dostdvame
fundamentdlni systém y; = 1, yo = x a tedy obecné feseni y = C;+Chx. Vysledek
je stejny, jaky bychom obdrzeli postupnou dvoji integraci puvodni rovnice.

Jiny zvlastni piipad nastane, ma-li charakteristicka rovnice pouze ryze imaginarni
koteny +1if3. Pak pro a = 0 figuruji ve fundamentalnim systému pouze goniome-

trické funkce, jak ukazuje druhy z néasledujicich fesenych ptikladu.

Resené ulohy

R
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tvar

y(l’) = 016% + 02 .

Vypocet konstant pro pocatecni podminky:

4201€+02,

1:éC’16 .

Na obr. 9.2.1 vidime ¢ést grafu této funkee, kde je vedle bodu [5, 4], odpovidajiciho

— podobné jako u rovnic prvniho fadu — podmince pro funkéni hodnotu y(5) = 4

také ¢ast tecny v tomto bodé. Ta ma smérnici rovnu jedné, a proto svira s osou x

thel /4. Znazornuje druhou poé¢éateéni podminku y'(5) = 1.

"

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Obr. 9.2.1. Graf feseni pocatecni tlohy z piikladu 9.2.4.
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Priklad 9.2.5. Najdéte obecné teseni rovnice y” 4+ 9y = 0.

Reseni: Charakteristickd rovnice 72 +9 = 0 m4 koteny r; = 3i, ro = —3i. Fun-
damentalni systém tvoii dvojice y; = cos 3z, ys = sin 3x, obecné feSeni je jejich
linearni kombinaci:

y(x) = Cy cos 3z + Cysin 3z .

Kontrolni otazky

Otazka 1. Objasnéte pojem ,, charakteristicka rovnice”.

Otazka 2. Popiste tvar obecného reseni LDR 2. rddu s konstantnimi koeficienty,
ma-li jeji charakteristickd rovnice
a) ruzné redlné nenulové koreny,
b) rizné redlné koreny, z nichz jeden je nulovy,

¢) dvojndsobny nenulovy redlny koren.

Otazka 3. Popiste formu obecného teseni v pripadé, Ze charakteristickd rovnice
md
a) komplexni koreny oo £ Bi, a # 0,

b) komplexni koreny + (1.

Ulohy k samostatnému feSeni
1. Vypoctéte wronskian fundamentalniho systému teseni z piikladu 9.2.5.
2. Najdéte obecna feseni rovnic s konstantnimi koeficienty:
a) 4y" —y =0, b) y" + 7y + 10y = 0,
c) 4y +y =0, d) ¥ + 8y’ + 25y = 0.
3. Reste pocateeni tlohy:

a)y’ —y — 12y =0, y(0) =5, ¥'(0) = —1,
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b)y'+y=0, y(m)=y(r) =2
c)y' +4y =0, y(0) =0, y'(0) = —12.

Vysledky uloh k samostatnému feseni
1. W =3.
2.a) y=Cle2 + Che 2, b) y = Cre 2 4 Che 52,
¢)y=Creost+Cysing,  d) y=e*(C)cos 3z + Cysin 3x).
3.a)y=2e"+3e3 Db)y=—2cosx—2sinz, c)y=3e* -3
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Kontrolni test

Uloha 1. Jsou dany funkce y; () = ¢2*, yy(x) = e~2*. Wronskian této dvojice je

a)4, b)—4, ¢ 0, d)2e?.

Uloha 2. Jsou dény funkce y; = sinz, y, = sinz, y3 = 1 — cos2z. Které

z nasledujicich tvrzeni plati pro dvojice z nich utvorené?

a) funkce y;, yo jsou linedrné zavislé,
b) funkce y;, y3 jsou linedrné zavislé,
c) funkce yy, y3 jsou linedrné zavislé,

d) vsSechny dvojice jsou linedrné nezdvislé.

Uloha 3. Rozhodnéte, kterd z funkef a) — d) je Fesenfm diferencidlni rovnice

y' + 4y + 5y = 0.

y=¢e*(Cycosz + Cysinz) |

o &
~—

y = e *(C} cos 2x + Cysin 2x) |
y=-e 2(Cicosx + Cysinx) ,

2 2

y = e*(Cy cos 2x + Cysin 2z) .

Uloha 4. Funkce y(z) je feSenim rovnice 6y” — 5y’ — 6y = 0. Vyberte pocatecni
podminky, které spliiuje v bodé z = 0.

0)=0, Db)y(0)=0,y(0) =

2,y
2,70)=1, d)y0)=1, y(0)=

Uloha 5. Rozhodnéte, kterd z funkef a) — d) je fesenim pocatecni ulohy

Y+ 1y +12y =0, y(0)=5, ¥'(0)=3.
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y = —18e73% 4 23e~ 4 |

o @
~—

y = 23e 4 — 18737 |
y = 23078 — 18¢
y = 23e73% — 18747

&2

Uloha 6. Kters z dvojic a) — d) tvori fundamentalni systém feseni diferencialni

rovnice y”’ — 10y" + 25y =07

a) oy =€, yp=e",
b)  gp=et, gy =e
) =€, yp =z,
d) Yy =e 0% yy = xed® .

Uloha 7. Urcete, ktery z uvedenych vysledki je obecnym tesenim diferencialni

rovnice 9y” + 4y = 0:

&
~—

y = Cycos 3z 4 Cysin 2z

Yy = Clegm + C’Qe_gm ,

NIIERCS

y:C’lcOS%x—I—C’gsin%x,

y=0C + Cge’%:D )

=

Uloha 8. Urcete, ktery z uvedenych vysledku je obecnym feSenim diferencialni

rovnice y” — 16y' + 68y = 0:

a) y = C1e7%% cos 2z + 09 sin 27 |

o

) y=e(Cycos2z + Cysin2z) ,
) y = e 22(C} cos 8z + Cysin 8z) ,

o

o,

) y = C1e*® cos 8x + Che ¥ sin 8z .
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Uloha 9. Urcete, ktery z uvedenych vysledku je obecnym tesenim diferencialni

rovnice y” + 4y’ = 0:

&Lz e

y = C1e?® + Coe 2 |

y = Ccos2x + Cysin 2z
Yy = Cl + 61284z )
Yy = Cl =+ 0267433 .

Uloha 10. Urcete, ktery z uvedenych vysledku je feSenim pocatecni ilohy

y' =0, y(—=1) =3, y(-1) =

Vysledky testu

2:

o o @

o,

y=2xr—5,
y=2r+5,
y=x+4,
y=2—-x.

Cislo tlohy

Spravna odpoved
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9.3. ljplné linearni rovnice s konstantnimi koeficienty

Cile
Nyni prejdeme k feseni iplné linearni rovnice druhého fadu. I v tomto ptripadé
si nejprve ujasnime, v jakém tvaru muzeme ocekdavat feseni, poté se zaméiime na

rozsiteni metody variace konstant na rovnice druhého radu.

Vyklad

Véta 9.3.1.

Obecné feseni tplné linearni rovnice druhého tadu

az(z) y'(r) + ai(z) y'(x) + ao(x) y(z) = b(x)
ma tvar
y(z) = g(z) + v(z) ,

kde g(x) je obecné feseni zkrdcené rovnice a v(z) je libovolné feseni (tzv. par-

tikularni integral) uplné rovnice.

Dikaz: Podle predpokladu je
a2y" + a1y’ + aoy = 0, nebot se jednd o obecné feseni zkrdcené rovnice,
asv” 4+ aqv' + agv = b, protoze v(z) je feSenim tplné rovnice.

Dosadime-li do rovnice asy” + a1y’ + agy = b predpokladané reseni, bude
as(§" + ")+ a (g + ') +ag(g+v) =0,

tj. asy” + a1y’ + aogy + av” + av’ + agv = b.

Uplatnime-li oba uvedené predpoklady, je tato rovnost identicky splnéna.
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Vyklad
Mame tesit ipnou linearni rovnici druhého tadu
ax(x) y'(x) + ar(x) y'(z) + ao(x) y(x) = b(x)
za predpokladu, ze zname feseni zkracené rovnice
g = Ciyi(z) + Coya(z) .

Stejné jako u linearnich rovnic prvniho fadu budeme ptedpokladat, ze obecné
feSeni iplné rovnice ma stejny tvar jako feseni zkracené rovnice, kde vsak figuruji
namisto konstant vhodné funkce Ci(x), Cs(z). Tento postup se i zde oznacuje

jako metoda variace konstant. Hledany tvar feseni bude tedy
y = Ci(x)yi(x) + Co(x)ya(z) |
a jeho prvni derivace
y = Ciy + Cryy + Coyz + Cayy -

Volba dvojice novych funkci dovoluje stanovit vhodnou dopliujici podminku pro
jejich vzajemny vztah. Nejvyhodnéjsi — pro snadny dalsi postup — je pozadavek,
aby

Cly1 + Coys =0 .

Po dosazeni do derivace bude tedy pouze
/ / /
y = Ciyy + Cayy
a muzeme vycislit druhou derivaci
y" = Cly) + Cuyf + Coyy + Coyy -

Ziskané vztahy pro funkci y(x) a jeji derivace dosadime do tplné rovnice a

upravime:

Ci(azy! + ary; + aoyn) + Ca(agyy + ar1yy + aoya) + ax(Chy) + Coys) = b .
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Vyrazy v prvnich dvou zdvorkich jsou rovny nule, nebot jak y;, tak 3, jsou
fesenim zkracené rovnice. Zustava tedy pouze rovnost as(Cy;+Chys) = b, kterou
v mirné upravené podobé zapiseme spolu s diive zvolenou podminkou:

Ciyi+Cyya = 0,

b
Clyy+Chyy = — .
a2

Ziskali jsme algebraickou soustavu rovnic pro derivace hledanych funkei Cy(x),
Cy(x), kterou musime vyfesit. V prvé fadé vidime, ze determinant této sou-
stavy je vlastné wronskianem W (z) fundamentdlniho systému zkracené rovnice
(je proto nenulovy). Z néj snadno zkonstruujeme determinanty Wi(x), Wa(x)

tak, ze prislusny sloupec nahradime sloupcem pravych stran soustavy:

0 ¥ vy 0
Wi(z) = R Wa(z) = rb
w Y2 oo

Vyrazy pro derivace Cf(z), C)(x) ziskdme snadno pomoci Cramerovych vzorcu

znamych z linearni algebry:

oy W) oy Wa(z)
Ci(z) = W ’ 5(x) = W ()
Odtud integraci obdrzime
Ci(z) = VVIS((;”)) de+ Ky,  Colz) = ng((j)) dz + K

kde K;, K jsou realné konstanty. Zavérecnym krokem je zpétné dosazeni téchto
vysledki do puvodniho vyrazu y = Ci(x)y;(x) + Co(z)y2(x), odkud obdrzime

finalni tvar obecného feseni uplné rovnice:

y(z) = < VVE(%) dx+K1> () + ( VVI?((;”)) dx+K2> (z) .

Predchozi vysledek muzeme zapsat i v ponékud odlisném uspotradéni,
z kterého je vidét, ze podoba ziskaného teSeni je v souladu s vétou 9.3.1.:

y(z) = Ky () +K2y2($)+y1(x)/mm//l((§)) dx+y2(x)/mmé((j)) dr . (%)

9(z)

v(x)
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Poznamka
Trebaze se odvozeni zakladnich vztahi pro metodu variace konstant jevi kompliko-
vané, je jeji aplikace velmi prehledna, jak ukazuji nasledujici resené ilohy. Jisté

problémy mohou vsak nastat pri vypoctu integrdli.

Resené ulohy

Piiklad 9.3.1. Najdéte obecné feseni rovnice y” — 2y’ — 8y = 30e3®.
Resent:
1. Nejprve vyfesime zkracenou rovnici y” — 2y’ — 8y = 0. Charakteristicka rovnice
r? —2r —8 = 0 md kofeny r; = —2, r, = 4, proto funkce fundamentélniho
systému budou

yp= e, gy = .
2. Nyni realizujeme algoritmus metody variace konstant. Nejprve vy¢islime wron-

skian a odvozené determinanty:

6721 64:13
W(z) = = 6e*" |
26—2z 46490
O 4z
Wi(z) = = —30e™ |
30e37  4etr
e—QJ: e4a:
Wy(x) = = 30e” .
0 30e%

Pro funkce Cy(z), Cy(x) tak obdrzime integraly

Ci(z) = MM//}((;)) de = —5/e5“ dr = —e” + K, ,
Cy(x) = MI/I//Q((Z)) dr = 5/6_’” dr = —be "+ K, .
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3. Vyslednou podobu hledaného feseni vytvoiime na zdkladé formule (x):

y(x) = Kie % + Kye* 4+ e_%(—e‘%) + e4m(—5e_$) = Kie 2 4+ Kye™™ — 63 .

T

Priiklad 9.3.2. Najdéte obecné teSeni rovnice y” — 2y +y = o

Resent:
1. Charakteristickd rovnice 2 —2r +1 = 0 m4 dvojnésobny koien r = 1, coz vede
k fundamentalnimu systému y; = e*, y, = xe®.

2. Wronskian a odvozené determinanty:

W(z) = = e |
e’ (r+1)e”
0 xe® o2
Wi(z) =| e T T
e’ O eQz
W = xT =
2(1‘) em (§] .Z‘2 _|_ 1
224+ 1

1% 1
Ci(z) = 1) de = _/x;:—l dx = —éln(xz—i- 1)+ Ky,

3. Vysledné feseni opét podle obecné formule (x):

o = arctgx + K .

1
y(z) = " (K + Kpx) — éez In(x* + 1) + ze*arctg x .
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Kontrolni otazky

Otazka 1. Popiste strukturu obecného resent uplné LDR druhého tddu.

Otazka 2. Vysvétlete zdkladni princip metody variace konstant pro rovnici 2.

radu.

l]lohy k samostatnému ¥eseni
1. Najdéte obecné feseni rovnice y” — 2y’ = xe®.
2. Najdéte obecné feseni rovnice y” — ' — 12y = 14e”.

3. Najdéte pii pocateénich podminkach y(1) =e, y/(1) = 2e FeSeni rovnice
y' =2y +y=3xe" .
4. Najdéte obecné feseni rovnice

—x

y' 43y + 2y =

e +1°

Vysledky uloh k samostatnému fesSeni
Ly = Cre® + Cy — ze®.
Ly =01t 4 Coe™ — Tem.
.y = (825 + 52 — 3).
Ly=Cre® +Che™® —e®In(l+e®) —e > In(1 +e*).

1
2
3
4
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9.4. Rovnice se specialni pravou stranou

Cile
V radé pripadu lze pomérné pracny vypocet metodou variace konstant nahra-

dit jednodussim postupem, kterému je vénovana tato kapitola.

Vyklad

Pti pozorném studiu ptredchoziho textu pozornéjsiho studenta zaujme, ze ve
fundamentalnim systému kterékoli linedrni rovnice s konstantnimi koeficienty se
mohou vyskytnout pouze pfrirozené exponencialni funkce, polynomy nebo goni-
ometrické funkce sinus ¢ kosinus, pripadné jejich souciny. Rovnéz lze snadno
ukazat, ze i derivace jmenovanych funkci budou téhoz typu.

Je-li také prava strana b(x) funkce exponencidlni, goniometrickd, popiipadé
polynom, lze partikuldrni integrél v(z) tplné rovnice nalézt jednodussi cestou,
nez je variace konstant. V principu lze postupovat tak, za partikuldrni integral
zvolime predem, a to téhoz typu, jako je prava strana rovnice, avsak s obecnymi
koeficienty. Ty nasledné uré¢ime po dosazeni partikuldrniho integralu do rovnice
porovnanim obou jejich stran. Nez tento postup formélné zobecnime, ukazeme

jeho realizaci na nékolika fesenych ukéazkach.

Resené ulohy

Piiklad 9.4.1. V dtloze 9.3.1 v predchozi kapitole jsme hledali obecné teSeni
rovnice y” — 2y’ — 8y = 30e**. Provedeme vypocet jinym postupem.
Reseni: Uvodnf krok ponechdme beze zmeény, takze pro kofeny charakteristické

rovnice r; = —2, ro = 4 muzeme ihned napsat obecné feSeni zkracené rovnice:

§(7) = Cre " + Cye™ .
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Partikularni integrél v(z) pro feseni uplné rovnice vsak nebudeme hledat metodou
variace konstant, nybrz jeho tvar zvolime ve stejné podobé jako ma prava strana
rovnice, tj.

v(z) = Ae* |

kde A je konstanta, kterou musime nyni urcit. Provedeme to dosazenim funkce

v(z) a jejich derivaci v/ = 34 e, v = 9A €3 do tiplné rovnice:
9A e — 6A —8Ae = A
a po vydéleni vyrazem e3* dostdvame
9A—-6A—-8A=30 = A=-6.

Nalezeny partikuldrni integral v(z) = —6e3* je identicky s vysledkem ziskanym

vyrazné pracnéjsim zpusobem v ptikladu 9.3.1.

Priklad 9.4.2. Najdéme obecné teSeni rovnice y” — 4y’ — by = 5z — 6.

2

Reseni: Charakteristickd rovnice 72 — 4r — 5 = 0 m4 kofeny r; = 5, ry = —1,

takze obecné Teseni zkracené rovnice je
§(z) = Cre™ + Cye ™ .

Na pravé strané zadané rovnice je nyni polynom prvniho stupné — zvolime proto

i partikularni integral v podobé takového polynomu:
v(x)=Ar+ B adile v =A v =0.
Po dosazeni do rovnice obdrzime rovnost dvou polynomu
—4A —5Ax —5B =52 —6
ve které se musi rovnat koeficienty u stejnych mocnin proménné x:

b —bA = 5,
2V —4A—-5B = —6.
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Z této soustavy snadno vypocteme A = —1, B = 2, takze
v(z) = —x +2
a hledané obecné teseni ma tvar

y(z) = Cre™ + Che™ —x + 2.

Priklad 9.4.3. Najdéme obecné feseni rovnice y” — 4y’ — 5y = 26 cos x.

Reseni: Zkricens rovnice je téz jako v predchozi tloze, stejné bude i jeji Fesenf
y(x). Na pravé strané je viak goniometrickd funkce b(x) = 26 cos z, takze i parti-
kularni integral ocekdvame vytvoreny z goniometrickych funkei (budou stejného

argumentu, ale s obecnymi konstantami, z nichz jedna muze vyjit nulova):
v(x) = Acosx + Bsinzx .
Tuto funkci a jeji derivace dosadime do zadané rovnice:

—Acosx — Bsinx —4(—Asinx + Bceosz) — 5(Acosx + Bsinz) =26 cosz .

1

v v/ v
Porovname-li nyni koeficienty u goniometrickych funkci stejného typu, obrzime

soustavu dvou rovnic pro neznamé A, B

cosw : —6A—4B = 26,

sinx : 4A—-6B = 0,
kterda ma jediné teseni A = —3, B = —2, takze ziskany partikularni integral
v(z) = —3cosz — 2sinx dava spolu s feSenim zkracené rovnice konecény vysledek

y(r) = C1e°* + Che ™ — 3cosx — 2sinz .
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Vyklad

Konstanty, které jsme urcovali v predchozich ptikladech, byly v podstaté ko-
eficienty polynomu (samotnou konstantu muzeme poklddat za polynom nultého
stupné). Odtud pochazi nejcastéji uzivany nazev tohoto postupu — metoda
neurcitych koeficienti. Jeji zakladni variantu lze formulovat takto:

ma-li pravd strana linedrni diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty tvar
b(z) = ™ (py () coswr + ¢, (z) sinwz) |

kde (), q,(x) jsou polynomy stuprivi m, n se zadanymi koeficienty, volime par-

tikularni integrdl ve tvaru
v(z) = 2™ (Py(z) coswz + Q () sinwx)

kde M je rovno vétsimu z ¢isel m, n. Koeficienty polynomi Py (x), Qu(x) uréime
porovnavaci metodou po dosazeni partikuldrniho integralu dozadané rovnice. Clinitel
2k souvisi s ndsobnosti korenti charakteristické rovnice — viz pripad (IIb) na dalsi

strané.

Posoudime-li z tohoto pohledu znovu pravé strany trojice predchozich resenych
uloh, vidime, zZe je

e \=3, w=0, po(r) =30 pro v(z) = 30e>,

e \=0,w=0, pi(x) =5z — 6 pro v(z) = bz — 6,

e \=0,w=1, py(x) =26 pro v(x) = 26 cos z.
Povsimnéme si téchto typickych zdkladnich variant blize, piicemz je tfeba zvlast
upozornit na situace, kdy je vyraz A\ 4+ iw roven nékterému z korenu charakteris-

tické rovnice 7o = o £ 1.

(I) Prava strana rovnice je exponencialni funkce c.e*®, \ # 0:

(a) Jestlize A nen{ kofenem charakteristické rovnice, pak v(zr) = Ae.

R
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(b) Je-li A\ kofenem charakteristické rovnice, pak v(z) = Az*e’, kde k
je nasobnost kotfene .
Konstantu A uré¢ime po dosazeni do rovnice porovnanim koeficientu u vyrazu

e*. Variantu (Ia) jsme vidéli v pifkladu ??, variantu (Ib) demonstruje tiloha

7?
(IT) Pravé strana rovnice je polynom m-tého stupné
b(x) = pm() = ™ + Cpa 2™+ -+ 1z + ¢

(je tedy A =w = 0).

(a) Jestlize A = 0 neni kofenem charakteristické rovnice, pak
v(x) = Apa™ + Ap1a™ o A+ Ay
(b) Je-li A = 0 kofenem charakteristické rovnice, pak
v(z) = 2* (Amxm + A, ™ e A+ AO) ,

kde k =1, 2 je ndsobnost nulového kotene. Koeficienty Ag, ..., A,, urcime
v obou pripadech po dosazeni do rovnice porovnanim koeficientu u stejnych
mocnin z. Variantu (Ila) jsme fesili v piikladu ??, s variantou (IIb) se

muzeme seznamit v uloze 77
(III) Prava strana rovnice je vyraz obsahujici goniometrické funkce ve tvaru
b(z) = ccoswx + dsinwz ,

v némz jedno z ¢isel ¢, d muze byt rovno nule.

(a) Neni-li ¢islo iw kofenem charakteristické rovnice, pak
v(z) = Acoswz + Bsinwz ;
(b) Je-li ¢islo iw kofenem charakteristické rovnice, pak

v(x) =z (Acoswz + Bsinwz) .
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Konstanty A, B se uréi po dosazeni do rovnice porovnanim koeficentu u
funkci sinwzx a coswzx. Jako ukazku prvniho typu jsme uvedli priklad 7?7,
varianta (IIIb) je soucasti fesené tlohy na soustavu diferencidlnich rovnic

v dalsi kapitole.

Resené ulohy

Piiklad 9.4.4. Najdéme obecné feSeni rovnice y” — gy’ — 12y = Te 3%,

2

Reseni: Charakteristickd rovnice 72 — r — 12 = 0 m4 kofeny ry = 4, ry = —3,

feseni zkracené rovnice je
§(x) = C1e* + Che™™* .

Pravd strana b(x) = 7e™® vede na prvni pohled k odhadu partikuldrnfho in-

tegrélu v(z) = Ae™3*. Provedeme-li oviem jeho dosazeni do rovnice, dostdvdme
9Ae 3" £ 34e73" — 12473 =17, tj. 0="17.

Odtud ovsem nelze koeficient A urcit. Duvodem je skutecnost, ze pro kotfen cha-
rakteristické rovnice r9 = —3 méame stejné hodnoty parametru, jaké ma prava
strana b(z) = 7e™3* kde A = —3 = a, w = 0 = 3. Potvrzuje to skutecnost,
7e funkce =" jiz patif do fundamentdlniho systému zkrdcené rovnice. Zvolime-li
vsak

v(z) = Awe™*

(analogicky jako v ptipadé nasobného kofene), bude
v = Ae (1 — 3z), v = —3A4e7%(2 - 372) ,
a po dosazeni do rovnice

—3Ae (2 — 3x) — Ae ¥ (1 — 3z) — 12Awe ™ = Te " .
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3

Po roznasobeni se vyrusi ¢leny obsahujici vyraz xe " a zustane rovnice

—TAe 3% = 7e737 odkud A=-1.

-3

Vysledkem je tudiz partikuldrni integral v(z) = —xe™>" a obecné feseni ve tvaru

y(x) =9 +v(z) = Cre + Coe ™" — ze 3 .

Priklad 9.4.5. Najdéme obecné teseni rovnice y” — 2y’ = x.
Reseni: Charakteristickd rovnice 72 — 27 = 0 m4 kofeny r, = 2, ry = 0, Fedeni
zkrécené rovnice je

§(x) = C1e** + O, .
Prava strana b(z) = x je polynom prvniho stupné, proto by bylo logické zvolit
partikularni integral v(z) = Ajz+ Ag. Protoze je véak A = 0 = ry , musime podle

varianty (IIb) vzit
v(z) = (A + Ay) = Ajz® + Ay .
Derivace této funkce snadno vypocteme a dosadime do rovnice:
241 — 2(2A1z + Ap) =

odkud A; = —i, Ay = i. Konecné podoba teseni pak bude

1 1
Y(r) =9+ v(z) = Cre® + Cy = 30 + 3

Poznamka

Metoda neurcitych koeficientu pripousti i pravé strany ve tvaru souctu erpo-
nencidlnich a goniometrickych funkci a polynomi. Pod ndzvem princip super-

pozice se s timto zobecnénim muzete sezndmit v doporucené literature.
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Kontrolni otazky

Otazka 1. Jaké typy funkci zahrnujeme pod oznaceni specidlni pravd strana a

proc?

Otazka 2. V cem spocivd pouziti metody neurcitych koficienti pri reseni LDR

se specidlni pravou stranou?

Otazka 2. Jak souvisi koteny charakteristické rovnice s volbou partikuldrniho

integrdlu?

Ulohy k samostatnému feSeni

1. Najdéte obecné feseni rovnice y” + 5y’ + 6y = b(x), je-li
a) b(z) = 2% + bx — 3, b) b(z) = re~2*.
2. Najdéte obecné teseni rovnice y” — 4y’ + 4y = b(x), je-li
a) b(z) = 2% + 1, b) b(z) = (z + 1)e”.
3. Najdéte obecna teseni rovnic:
a) ¥y’ — 2y + 10y = 26 sin 2z, b) 4y” — 4y’ + y = 17 cos 2z.

4. Zduvodnéte, proc lze ve cviénych tlohach 1 a 2 na konci kapitoly 9.3 postupovat

také metodou neurcitych koeficientu. Najdéte touto metodou jejich reseni.

Vysledky dloh k samostatnému feSeni

1.y = Cie 2 + Che™® + v(x), kde

a) v(x) = 47(92% 4 30z — 55), b) v(z) = (%xZ - x) e 2.

*****
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2. y = C1e** + Cyze* + v(z), kde

a) v(z) = £(22% 4 622 + 9z + 8), b) v(x) = (x 4 3)e”.

3. a) y =e"(C}cos3z + Cysin3x) + 2 cos 2x + 3sin 2z,

b)y = Cies + Cye™ 3 — }—‘;’ cos 2 — 1—87 sin 2.
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9.5. Soustavy diferencialnich rovnic

Cile

Budeme se nyni zabyvat tlohami, v nichz je cilem najit dvojici funkei y(x), z(z),

pro které jsou zadany dveé linedrni rovnice prvniho tadu, obsahujici tyto funkce a

jejich derivace.

Vyklad

Omezime-li se na linearni soustavy s konstantnimi koeficienty, muzeme

zékladni ulohu zadat ve tvaru

ay' +azz' +azy +asz = bi(x),

ay + e Fey+az = b(r),
kde ay, ..., a4, c1,...,cq jsou redlné konstanty a by (x), by(z) znamé funkce (pravé
strany soustavy). Je-li specielné by(z) = by(z) = 0, hovoiime o homogenni
soustavé rovnic.

Reseni takovéto (malé) soustavy nevyzaduje hlubsi teoretické poznatky ne-
zbytné pro ulohy s vétsim poctem neznamych, tj. i rovnic. Eliminaéni meto-
dou muzeme totiz tuto soustavu prevést na diferencialni rovnici druhého Fadu
pro jednu z neznamych funkeci a vyuzit tak diive ziskané znalosti. Postup bude

ziejmy po prostudovani nasledujicich fesenych tloh.
Rezené tlohy

Priklad 9.5.1. Mame najit funkce y(x) a z(x), které jsou fesenim soustavy

y —42' 42y —8z = 0,
Z—y+z =0

pii téchto pocateénich podminkach: y(0) = 3, z(0) = 2.

** **t
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Matematika Il 9.5. Soustavy diferencidlnich rovnic

Reseni: Druhd z rovnic této homogenni soustavy je podstatné jednodussi,

proto z ni snadno vyjadiime funkci y a nasledné jeji derivaci:
y:z’—i—z, y/IZ//—l—Z/.

Po dosazeni do prvni rovnice a tipravé mame diferencidlni rovnici druhého fadu

bez pravé strany pro funkci z(z):
2= —62=0.

Jeji charakteristickd rovnice 2 — r — 6 = 0 mé kofeny r = —2, ry = 3, kterym

odpovida obecné teseni
2(x) = Cre ® + Cye®  ajehoderivace 2/(x) = —2C) e + 30, .
Funkci y(z) vytvorime pomoci vztahu, ktery jsme pouzili ivodem pfi eliminaci:
y(r) =2 +2=—Cre ? +4C,e™ .

Nyni zbyva urcit z poc¢atecnich podminek konstanty C a Cs. Polozime-li x = 0

v obecném reSeni
y(r) = —Cre ™ +4C,e

2(z) = Cre 2 4+ (0yed® |

obdrzime soustavu
3 - —Cl -+ 402 5

2 = C1+0y.
Jejim tesenim jsou hodnoty C = Cy = 1, takze muzeme napsat hledany vysledek
pocatecni ulohy:
ho(a) = de¥ -,

z(r) = e,

Priklad 9.5.2. Mame najit obecné feseni soustavy

Y+y—2z = —cosz,

Z+2y—2z = —sinx.
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Reseni: Tentokrat jde o nehomogenni soustavu s pravymi stranami tvofenymi
goniometrickymi funkcemi. Pro eliminaci je nejvyhodnéjsi vyjadrit z prvni rovnice
funkci z(z):

/ / " / :
Z=1Y +y-+cosx, Z =1y +y —smx.
Dosazenim do druhé rovnice ziskame po tupravé diferencidlni rovnici druhého radu
S pravou stranou
"
Y + Yy =cCosx .

Charakteristickd rovnice 72 +1 = (0 m4 koteny r; o = +i, kterym odpovida obecné
feseni zkracené rovnice y” 4+ y = 0 ve tvaru linearni kombinace goniometrickych
funkci

y=Cicosx+ Cysinx

(protoze « = 0, B = 1 — viz kap. 9.2). Uplnou rovnici muzeme fesit metodou
neurcitych koeficientti, nebot na pravé strané je funkce cos . Pro ni ale vychdzi
A=0=a, w=1=f, a proto musime v souladu s teorii v kapitole 9.4 zvolit

partikularni feseni ve tvaru
v(z) = x(Acosz + Bsinz) .
Protoze jeji druha derivace je (ovéite samostatné vypoctem)
v"(x) = —2Asinx + 2B cosz — x(Acosx + Bsinx) |
dostavame po dosazeni do uplné rovnice
—2Asinx + 2B cosx = cosx .

Zde porovname koeficienty u jednotlivych goniometrickych funkei:

coszT : 2B = 1,
sinx —2A = 0,
takze A =0, B = 3, v(z) = ;xsinz a miZeme napsat vysledny tvar funkce y(x):

1
y=Cicosx + Cysinx + ézpsjnx .
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Vypocet funkce z(z) ze vztahu z = ¢’ + y + cos x je uz pouze technicky problém,

ktery vede k vysledku
: 1 , 1
z=(Cy+Cy)cosx + (Cy — Cy)sinx + 5(1‘ + 1)sinz + 5(2x +1)cosz .

Zavérem je vhodné si povsimnout, ze podobné jako byly v zadani funkce y(x) a
z(x) spolu vazéany v rovnicich, jsou jejich vysledené tvary propojeny prostfednictvim

konstant.

Kontrolni otazky

Otazka 1. Popiste rozdil mezi homogenni a nehomogenni soustavou linedrnich

diferencidlnich rovnic.

Otazka 2. Jaky je ucel pouziti eliminacni metody pri reseni soustav rovnic?

l]lohy k samostatnému ¥eseni
1. Reste homogenni soustavy:
"= 2y + 2z, "+ = 4y -2z,
2) Y Y b) Y Y
2 = 3y+4z y —2 = —2y—4z

2. Reste nehomogenni soustavy:

Y +22 —y+62 = —e*, b 2/ +2 —3z—y = 20—1,
Zdy—z = e* Yy -2 +4y = x+1

a)

3. Najdéte teseni soustav pii zadanych pocatecnich podminkéch:

y+2 = y+5z
2 = —y+i4z

Yy —2z = tg?r+1,
24y = tgx
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Vysledky aloh k samostatnému feSeni
1.a) y = Cie® + Che®, 2= —Che” + 3C,e™

b) y = Cie” cos 3z + Cre” sin3x, z = C1e”sin 3z — Cye” cos 3z

2' a) y = _40165x + 202€_x + %6233 , z = 01652? _'_ CQe—z o %eQm
b) y =

Chie®cos3x + Cye®sindx, 2z = (Che*sin3x — Cye” cos3x
b

.a)y=(r+1)e¥, z=(r+2)*
b)y = —4sinz +tgxr, z=—4cosz+2
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9.6. Shrnuti ke kapitole 9

Shrnuti lekce
Postup pii Teseni linearni diferencialni rovnice druhého tddu s konstantnimi
koeficienty sestava ze dvou kroku:
1. vyfesime zkracenou rovnici prostiednictvim kofenu charakteristické rovnice
—  y(z) (kap. 9.2);
2. najdeme partikuldrni integral v(x) Gplné rovnice

—  yl@) =g +ov(z).
Tvar partikuldrniho integralu v(z) zdvisi soucasné
& na korenech charakteristické rovnice,

& na podobé pravé strany b(z):

o b(z) = e (p,(7) coswr + g, (z) sinwz) |
kde ppn(x), gn.(z) jsou mnohocleny — fesime metodou neurcitych

koeficientu (kap. 9.4),

e b(x) ma jiny tvar (obsahuje napfiklad zlomky, odmocniny nebo jiné
nez vyse uvedené funkce) — fesime metodou variace konstant (kap.

9.3).

Soustavy dvou LDR prvniho fadu pfevadime elimina¢ni metodou na feseni jediné

rovnice druhého radu - kap. 9.5.
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Ulohy k samostatnému feSeni

1. Najdéte obecna feseni rovnic:

a) y'+y -2y = 0,
b) y'+6y +13y = 0,
c) 4y" — 20y’ + 25y = 0.

2. Najdéte feseni pocatecnich tloh:

a) y'—4y'+3y = 0, y(0)=6, y'(0)=10,
b) y'+4y +29% = 0, y(0)=0, ¥'(0)=15,
c) W+dy'+y = 0, y(0)=2, y(0)=0
3. Najdéte obecna teSeni rovnic:
a) 2 +y -y = 2",
_ 7
b) y'+2y +5y = —cos2x,
c) y'+y = —cotg’mr,
d) y' =6y +9y = 222 —x+3.
4. Najdéte feseni pocatecnich loh:
a) V' —y = 2(1—2x), y(0) =1, y'(0)=1,
b) y' +y = —sin2x, ym)=1, y(n)=1,
c) y'+4y = sin’z, y(0) =0, y'(0)=0.
Vysledky uloh k samostatnému fesSeni
1. a) y = Cre* + Che ™, b) y = e 3*(C} cos 2z + Cy sin 2),
¢) y = (C1 + Cyx)es”,
2. a) y = 4e® + 2e37, b) y = 3e™?* sin 5z, c)y=cez2(z+2).

*****
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3.a) y=Cre @ + Che? +e7,
b) y = e *(C cos 2z + Cysin 2z) — 5 cos 2z — 2sin 2z,
c)y=Cicosx+ Cysinx + 2 + cosz ln‘tg 5
d) y = (C1 + Cow)e® + 222 + 2o + 1.
4.a) y=e" + 2%
b) y = 3sin2z — sinz — cos x,
¢) y = +(1 — xsin 2z — cos® 2z).

*’***
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Kontrolni test

Uloha 1. Funkce y(z) je feSenim pocatecni tlohy

Uloha 2. Rozhodnéte, kterd z funkei a) — d) je obecnym feSenim rovnice
y' +1y =cos’x .
(Pozn.: po vhodné tprave lze fesit i jako rovnici se specidlni pravou stranou.)

a) y = Cycosz+ Cosina + (sin 2z — 11 cos 2z) |

o

) y=Cicosz+ Cosinz + £(1+sin’z) |
) y=Cre” + Cre ™ + %(1 + sin ) |

o

o

) y=c"(Cicosz + Coysinz) + 3(sin 2z — 11 cos 2z) .

Uloha 3. Rozhodnéte, kterd z funkef a) — d) je FeSenfm pocateéni tlohy

2

ex,e—ac 9

b) y=e"+eT+42z(e—e7),

a) y=e"—e "+

c) y=e"—e* —2z(e"+e "),
d)  y=e +e '+ 2=
Uloha 4. Rozhodnéte, kterd z funkef a) — d) je Fesenim pocatecni tlohy

1

sin x

*****
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&
~—

1—2x)cosx —sinx Incosz ,

=

1—2x)cosx +sinx Incoszx ,

o
~—

y=(1-x)
y=(1-x)
y=(1+x)cosz+cosx Incosz ,
y=(1+z)

=

14+ z)cosx —cosx Incosx .

Uloha 5. Jsou dany rovnice I — IV se specidlni pravou stranou a partikularni

integraly vy (z) az vy(x):

L y'—y -2y = ze®, wv(x) = (Ax+ B)e™™

I y'+y -2y = e @, v(xr) = (A2?+ Br)e ™,
.  y"+y -2y = ze™™®, wv3(x) = Ae ™,
IV. y' =y =2y = e, vy(x) = Aze ™.

Které dvojice k sobé ndalezi pti feSeni rovnic metodou neurcitych koeficientu?

a) I — vy, 1T — v3, 111 — v, IV — vy,
) I — v, 1T — vy, 11T — v, IV — vy,
) I — v, 11 — vs, 11T — vy, IV — vy,
) I — vy, 1T — vs, 11T — vy, IV — v,.

o o

o,

Uloha 6. Urcete, ktery z uvedenych vysledku je obecnym tesenim diferencialni

rovnice 4y” + 4y’ + 17y = 28922 + 19:

a) y=¢e"(Cicos%+ Cysink) —172° +8x +5 |

o

) y=-e2(Cycos2x + Cysin2x) + 1722 —8x — 5 |
) y=e¢2(Cycos g+ Cosing) — 172 +8x+ 5,
) y=Cre? +Coe 2 + 1722 -8z —5 .

@)

o

Uloha 7. Urcete, ktery z uvedenych vysledku je fesenim pocatecni tlohy

y'— 4y +3y="72sin3z, y(0)=5, 3(0)=3.

*****
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y = 5e” — 3e3* + 3 cos 3z — 5sin 3x

&
~—

b)  y=—3e"+5e* + 3cos 3z + Hsin 3z |
c) y = 5e® + 3e¢3 — 3 cos 3z — Hsin 3z |
d)  y=3e"+5e* — 3cos3z — Hsin3z .

Uloha 8. Funkce y(t) je feSenim pocdtecni tlohy
Y+ 6y +9y =18 y(0)=-3, ¢(0)=12.
V bodé t = % nabyva hodnoty

a) < b) c) -3 d) -1

e’

e
39

Uloha 9. Funkce y(t) je feSenim pocdtecni dlohy
16y" + 9y = 11cos2z, y(2m)=0, ¢'(2m)=0.

V bodé x = %’r nabyva hodnoty

a) —0,1, b) 0, ¢) 0,01 , d) —0,01 .

Uloha 10. Funkce y(t) a z(t) spolu spliuji soustavu
y—2+2y = —t—2,
Z=3y4+2z = 3.

a pocatecni podminky y(0) = —1, 2(0) = 2. Vypocteme-li obé funkce a vyjadiime

vyraz z(t) — 2y(t), obdrzime jeden z nasledujicich vysledki:

a)t+3, b) -t -3, c)t, d) 3.

Vysledky testu

Cislo tlohy 11213456789

10

Spravna odpoved | ¢) | b) | d) |a)|c)|b)|d)|d)|a)

*****
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9.7. Vybrané aplikace

Cile

V ramci témat zaméfenych na linedrni diferencidlni rovnice a soustavy druhého
radu (kapitoly 9.1 az 9.6) jsme dosud neuvadéli zadné aplikace. Je jim spoleéné
vénovana tato zaveérecné kapitola, v niz jsou fesSeny zejména pocatecni tlohy pro

evolucni procesy — pohybové rovnice, harmonické kmity, elektrické obvody apod.

Poznamka

Z vyse uwvedengch duvodu je v ndsledujicich ulohdch nezdvisle proménnou velicinou

cas t, ketry hraje roli dosud pouZivané promenné x.

Vyklad

Ze siroké nabidky aplikaci, v nichz se v ruznych oblastech uplatinuji dife-
rencialni rovnice druhého tadu nebo soustavy diferencialnich rovnic, je v ramci
fesenych uloh vybrano do této kapitoly nékolik typickych ukazek zastupujicich
nejrozsitenéjsi okruhy jejich pouziti. Pti jejich studiu je uziteéné si zaroven uveédo-
mit, ze v praxi je stejné dulezita znalost postupu feseni jako dovednost sestavit
tlohu a matematicky formulovat zadany problém.

Polozime-li si otazku, pro¢ se pti teoretickém popisu procesu a stava v (nejen)
technickych a ptirodovédnych disciplinach setkavame prave s diferencialnimi rov-
nicemi, je odpovéd piekvapivé jednoduché:
diferencialni rovnice jsou piepisem globalnich zdkonu zachovani (ener-
gie, hmotnosti, sily, elektrického nédboje aj.) do podoby, v niz je mozno stu-
dovat stavové, resp. tokové veliciny v daném misté nebo case vcetné

jejich lokalnich zmén.

****t
f * * - 4‘13 -
** **
- *




Matematika |l 9.7. Vybrané aplikace

Resené ulohy

Priklad 9.7.1. Vozidlo o hmotnosti m se pohybuje po piimce pusobenim
konstatni sily F', kterd ma smér pohybu. Vozidlo pirekondva odpor R tmeérny
okamzité rychlosti v(t). Formulujte a feste pohybovou rovnici pro zavislost drahy
y(t) na case pii pocatecnich podminkach y(0) = 0, v(0) = 0.

Reseni: Nejprve si piipomeneme potiebné fyzikdlni vztahy. Rychlost v
a zrychleni a jsou derivacemi drahy podle ¢asu, tj.

2
v(t):a, a(t):%.
Konstantu tmeérnosti zahrnujici odpor prostiedi a pripadné tfeni oznacime k,
takze bude R = k.v(t). Zdkonem zachovani sily vyjadiime za pouziti druhého

Newtonova zakona F' = ma zdkladni bilanéni vztah

*y . dy

ktery po vydéleni hmotnosti m davé zédkladni pohybovou rovnici

" k / F
v+ —y=—
m m

Mame pted sebou diferencialni rovnici druhého fadu s konstatnimi koeficienty a
s nenulovou pravou stranou, pfi jejimz feSeni uplatnime znalosti z kapitol 9.3.
a 9.4. Charakteristickd rovnice r2 + %r = 0 ma koteny ry =0, ry = —%, takze

obecné feseni zkracené rovnice bude mit tvar
~ _ky
y(t) =C1 + Coe™m" .

Partikularni feseni pro uplnou rovnici muzeme hledat metodou neurcitych koefi-
cientu. Protoze je vsak konstatni prava strana jiz zastoupena konstantou ve fun-
damentdlnim systému (jeden z kofenu charakteristické rovnice je nula), musime

zvolit

A1/
Sy
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Po dosazeni funkce v(t) a jejich derivaci do iplné rovnice snadno vypocteme, ze

A = £.Pro obecné feseni a jeho derivaci (rychlost pohybu) tedy vychdzi

F Lk F
y(t) = C1 + Coe™ ' + 7 b (1) = v(t) = —— Che ' + — .
m

Pocatecéni podminky v bodé ¢ = 0 vedou na soustavu

0 = C,+0Cy, F Ia
e odkud Oy =" (lek—T.

0 = —kcyq £ K2

Dosazenim do obecného teseni a tipravou obdrzime hledanou zavislost drahy na
case:

y(t) =

|

{t—k% (et - )} .

Piiklad 9.7.2. Na pruziné je zavéseno zavazi o hmotnosti m, které je v rov-
novazné poloze. Vychylime-li je o yy a uvolnime (piipadné mu udélime uréitou
pocatecni rychlost), dochazi v dusledku pruzné deformace ke kmitavému pohybu
(obr. 9.7.1). Odvod'te pifslusnou diferencidln{ rovnici pro okamzitou vychylku y(¢)
za predpokladu, Ze odpor prostiedi je pifmo imérny rychlosti pohybu. Provedte
analyzu TeSeni.

Reseni: Oznacime 2b faktor vyjadiujici odpor okoli, takze odporujici sila

mé velikost R = 2b.3/(t). Rovnovéha sil bude vyjddiena rovnici

kde k je tuhost pruziny. Déle oznacime

b k
a=—>0, Wi =—
m m

a po vydéleni hmotnosti m obdrzime zakladni rovnici vlastnich mechanickych

kmita v odporujicim prostiedi:

Y +2ay’ +wiy =0 .

*****
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—
.-
-

Y=Y,

\

Obr. 9.7.1. Obréazek k prikladu 9.7.2.

K nf pifslusna charakteristickd rovnice 2 + 2ar + wg = 0 mé kofeny

T =—a+/a®—uwg .

Je ziejmé, ze lze rozlisit t¥i moznosti, které maji zasadni vliv na charakter déje.

(I) a® — w2 >0, tj. a > wp

Charakteristicka rovnice méa dva ruzné zaporné realné koreny

r=—a+/a? —wi, ry = —a— /a2 —wd ,

obecnym feSenim rovnice je exponencialni funkce
— _ 2_,.,2 2_,,2
y(t) = Cre™ + Cye™ = e (Cle Vet 4 CheV e “’Ot) :

Déj je neperiodicky, s rostoucim casem klesa vychylka k nule. Jedné se o

silné tlumeny neharmonicky pohyb.

(I1) a* — w2 =0, tj. a = wy

Charakteristicka rovnice ma jeden dvojnasobny kofen r = —a, obecnym

feSenim je opét vyraz s exponencialni funkci

y(t) = (Cy + Cyt)e ™ .
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Jde o tzv. kriticky tlumeny pohyb, ktery je neperiodicky stejné jako
predchozi silné tlumeny pohyb.

(IIT) a® — w2 < 0, tj. a < wy

Z charakteristické rovnice vychazi dvojice komplexné sdruzenych kotenu

re=—-atihwi—a?=-atiw, kde w= /wi—a?.

vvvvvv

y(t) = e (0} coswt + Cysinwt) .

V tomto vysledku jesté provedeme mensi upravy, abychom ho mohli lépe
fyzikalné interpretovat. Polozime-li C; = —Asin g, Cy = A cos ¢, bude pro

vyraz v zavorce platit
—Asin p coswt + A cos psinwt = Asin(wt — ) .
Obecnym fesenim je nyni funkce
y(t) = Ae " sin(wt — ) ,

v niz A je amplituda a ¢ faze déje, ktery nazyvame slabé tlumeny har-
monicky pohyb. Jeho perioda je

pom_ 21

w Jw? — a2

a ma amplitudu Ae™ %, kterd s ¢asem klesa k nule.

Poznamka

1. Snadno lze potlacit vliv odporu prostredi tak, Ze v zdkladni rovnici poloZime
a = 0. Prislusné disledky pro teseni si odvodte samostatné.

2. Zatimco v pripadé redlnych kotenu — wvarianta (1) a (1I) — se pri aplikaci
pocatecnich podminek neodchylujeme od drive zavedeného postupu, v pripadé pe-
riodického déje se amplituda a fdze urcuji zpusobem, ktery je ponéekud specificky,

a proto mu vénujeme nasledugici reseny priklad.

*****
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Priklad 9.7.3. Vysetiete harmonicky pohyb popsany rovnici y”+2y’'+101y = 0
s pocatecnimi podminkami y(0) =1, y'(0) = 9.
Reseni: V rovnici je @ = 1 mens{ nez thlova frekvence wy = 101, proto se

jednd tlumeny periodicky pohyb o frekvenci

w=/wg —a%=10
\V wo ;

ktery je popsan funkci
y(t) = Ae "sin(10t — ¢) .

Ptistoupime nyni k vypoctu amplitudy a faze z pocatecnich podminek. Protoze
y'(t) = —Ae "'sin(10t — ) + 10Ae™" cos(10t — ¢) ,
obdrzime pro t = 0 soustavu

1 = —Asing,
9 = Asinp+ 10Acosy .

Dosadime-li z prvni rovnice do druhé (nebo: secteme-li obé rovnice), vychdzi

jednodussi rovnice 1 = A cos ¢, kterou pouzijeme spolu s prvni rovnict:

1 = —Asingp,
1 = Acosyp.

Jestlize obé rovnice umocnime na druhou a se¢teme, mame 2 = A2 = A = /2
vydélime-li prvni rovnici druhou, bude 1 = —tgyp = ¢ = —%. Vysledny tlu-

meny harmonicky pohyb je tedy urcen predpisem
. T
y(t) = V2e ' sin(10t + Z) .

Cést grafu této funkce je na obr. 9.7.2.
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15 T
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Obr. 9.7.2. Harmonické tlumené kmity - k pitkladu 9.7.3. Cervené jsou
znézornény funkce ++v/2 e~ charakterizujici ibytek amplitudy.

Priklad 9.7.4. Provedte analyzu proudovych poméra v primérnim a
sekundérnim obvodu transformatoru (obr. 9.7.3) za téchto predpokladu:

— primdrni vinut{ je napdjeno napétim u(t), ohmicka zatéz sekundarniho vinuti
je R,

— indukénosti a odpory primarniho a sekundarniho obvodu jsou po fadé
Ly, Ry, Lg, Ry,

— vzajemnad indukénost je M,

— pocatecni proudy jsou nulové.

Reseni: Pro proudy i1(t) a iy(t) na zaklade Kirchhoffovych zdkoni plati:

din(t)y dis(t)
LlT—FMT—'—RlZl(t) = U(t) s
dir(t) . dis(t) o
M dt + LQ dt + (RQ + R)Zg(t) = 0.

Jedna se o soustavu dvou linedrnich diferencidlnich rovnic prvniho tadu pro

proudy ;(t), i2(t) s pocatecnimi podminkami i;(0) = 0, i2(0) = 0. Jako sa-
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Obr. 9.7.3. Primarni a sekundérni obvod transforméatoru.

mostatné cviceni si muzete provést prevod této ulohy eliminaéni metodou na

diferencialni rovnici druhého raddu napriklad pro funkei i, () s timto vysledkem:

(LyLy — M2)#" + [Ly(R + Ry) + LoRy] 7, + Ri(R+ Ry) iy = (R+ Ro)u+ Lo’ .

l]lohy k samostatnému ¥eseni
1. Téleso o hmotnosti m se pohybuje po piimce z bodu A do bodu B pusobenim
konstatni sily F', kterd ma smér pohybu. Odpor prostiedi je pfimo umérny
vzdélenosti télesa od bodu B, piicemz v bodé A je jeho hodnota f. Odvodte
a TeSte jeho pohybovou rovnici za predpokladu, ze f < F a ze rychlost v bodé A
je nulova.

2. Sestavte jednoduchy model uzavieného systému , kotist — dravec” z hle-
diska ¢asového vyvoje poctu jedincu v obou populacich. U funkei predstavujicich
pocty zastupcu v populacich predpokladejte spojitost v ¢ase. Uvazujte nasledujici
faktory, na nichz proces zavisi linearné s konstantnimi koeficienty:

— reprodukéni schopnost kazdé z populaci,
— tbytek kofisti ptusobenim dravet,
— prirustek populace draveu jako dusledek dostatku potravy.

3. Napiste diferencialni rovnici pro tlumené nucené kmity s vlastni frekvenci

*’***
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wo a tlumicim faktorem 2a. Nutici sila vztazena na jednotku hmotnosti ma am-
plitudu F', thlovou frekvenci 2 a nulovy fazovy posuv. Ulohu feste pro hodnoty

a=0,05,w2=1,0025, F=30a=S3.

Vysledky aloh k samostatnému feSeni

1. Oznaéime-li y(t) drahu jako funkei ¢asu a s vzdalenost bodu A, B, je odporova
sila vyjadrena vztahem R = k(s — y), kde k je konstanta timérnosti. V bodé A,
kde je y = 0, plati podle predpokladu R = f = k.s, tj. k = f/s. Pii rovnovaze
sil je my” = F — R, tedy po tpravé

f F—f

y//__y:
sm m

Y

coz je hledana pohybova rovnice. Jeji feseni ma tvar

(F— (=) kde b LS

2V sm

. S
- 2f

2. Oznacime z(t) pocet jedincu v populaci kotisti, tj. potravy pro populaci draved,

y(t)

v niz pocet jedincu bude y(t). V linedrnim modelu zavedeme nezdporné konstanty
a, b, ¢, d, s jejichz pomoci vyjadiime zadané zmény v populacich:

ax, cy ... reprodukéni schopnost prislusné populace,

by ... ubytek koristi pusobenim dravcu,

dz ... prirustek populace dravcu jako dusledek dostatku potravy.

Chovéni systému v zavislosti na case vyjadiuje soustava diferencialnich rovnic

dx @_

E:ax—by, 7 dz +cy .

Pocatecnimi podminkami jsou vychozi stavy populaci.
3. Nutici sila bude tvorit pravou stranu diferencialni rovnice kmitu, kterd tak

bude mit tvar

y' 4 2ay’ +wiy = FsinQt | t]. y" + 0,1y +1,0025y = 30sin 3¢ .

*****
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Jeji obecné teseni budeme hledat ve tvaru
y(t) = Ae “sin(wt — ) + v(t) ,

kde v(t) = Bsin(2t — 1) je partikularni integral. Jeho parametry B, 1 ur¢ime
metodou neurcitych koeficientiu. Déle je w = y/wg — a? a konstanty A a ¢ sta-

novime z pocatecnich podminek. Koneény vysledek predstavuje funkce
y(t) = 23,57e "% sin(t + 1,02) + 3, 75 sin(3t — 3, 10) .

Na jejim grafu (obr. 9.7.4) je dobte patrny prechod od vlastnich kmitu ke stadiu,

v némz systém kmitd zcela pod vlivem nutici sily.

20 40 t 60 80 100

Obr. 9.7.4. Ptechod od vlastnich kmitu k nucenym — k tloze 3.

Poznamka

Ve specidlnim pripadé muze nastat pripad w = ), rovnd-li se frekvence vlastnich
kmati frekvenci nutici sily. Z fyzikdlniho hlediska dochdzi k tzv. rezonanci, mate-
matické Tesent se najde na principu varianty (111) na str. 397 (kap. 9.4). Obecné

odvozend pro tuto situaci lze nalézt napriklad v publikaci [18].

-
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