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Matematika Il Uvod

STUDIJNI OPORY S PREVAZUJICiMI DISTANENIMI PRVKY PRO PREDMETY
TEORETICKEHO ZAKLADU STUDIA

je nazev projektu, ktery uspél v ramci prvni vyzvy Opera¢niho programu Rozvoj lidskych
zdroja. Projekt je spolufinancovan statnim rozpo¢tem CR a Evropskym socialnim fondem.
Partnery projektu jsou Regionalni stredisko vychovy a vzdélavani, s.r.o. v Most¢, Univerzita
obrany v Brn¢ a Technicka univerzita v Liberci. Projekt byl zahajen 5.1.2006 a bude ukoncen
4.1.2008.

Cilem projektu je zpracovani studijnich materiala z matematiky, deskriptivni geometrie,
fyziky a chemie tak, aby umoznily piedevsim samostatné studium a tim minimalizovaly pocet
kontaktnich hodin s ugitelem. Je ziejmé, Ze vytvorené texty jsou uréeny studentaim vsech
forem studia. Studenti kombinovane a distan¢ni formy studia je vyuZiji k samostudiu, studenti
v prezenéni formé si mohou doplnit ziskané védomosti. VSem studentim texty pomohou pfi
procviceni a ovéieni ziskanych védomosti. Nezanedbatelnym cilem projektu je umoznit
zvySeni kvalifikace Sirokému spektru osob, které nemohly ve studiu na vysoké 3kole

z ruznych davoda (socialnich, rodinnych, politickych) pokracovat bezprostredné po maturité.

V rdmci projektu jsou vytvoieny jednak standardni ucebni texty v tisténé podobg,
koncipované pro samostatné studium, jednak e-learningové studijni materidly, ptistupné
prostrednictvim internetu. Soucasti vystupa je rovnéZ banka testovych uloh pro jednotlivé

piedméty, na niZ si studenti ovéii, do jaké miry zvladli prostudované ucivo.

v v

Prejeme vam mnoho Uspéchu pii studiu a budeme mit radost, pokud vam piedlozZeny text
pomuZe pii studiu a bude se vam libit. ProtoZe nikdo neni neomylny, mohou se i v tomto
textu objevit nejasnosti a chyby. Pfedem se za né¢ omlouvdme a budeme vam vdécni, pokud

nas na né upozornite.

ESF — ROVNE PRILEZITOSTI PRO VSECHNY
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Matematika Il Pokyny ke studiu

POKYNY KE STUDIU

V Gvodu si vysvétlime jednotnou pevnou strukturu kazdé kapitoly textu, kterd by vam
méla pomoci Kk rychlejsi orientaci pii studiu. Pro zvyraznéni jednotlivych ¢asti textu jsou

pouZivany ikony a barevné odliSeni, jejichZz vyznam nyni objasnime.

Pravodce studiem

Vvas struéné seznami s obsahem dané kapitoly a s jeji motivaci. SlouZi také k instrukci, jak

pokracovat dal po vyreSeni kontrolnich otadzek nebo kontrolnich text.

Cile

vas seznadmi s ucivem, které v dané kapitole poznate a které byste po jejim prostudovani

méli umét.

Predpokladané znalosti

shrnuji stru¢né ucivo, které byste meli znat jeste diive nez kapitolu za¢nete studovat. Jsou

nezbytnym piedpokladem pro Uspé&$né zvladnuti nasledujici kapitoly.

Vyklad

oznacuje samotny vyklad uc¢iva dané kapitoly, ktery je ¢lenén zpusobem obvyklym

v matematice na definice, véty, pfipadné dikazy.

o=

Definice 1.1.1.

Zavadi z&kladni pojmy v dané kapitole.

Véta 1.1.1.

Uvadi z&kladni vlastnosti pojmt zavedenych v dané kapitole.

Dikaz: Vychazi z predpokladu véty a dokazuje tvrzeni uvedené ve véte.

k%




Matematika Il

Pokyny ke studiu

Poznamka

neformalne komentuje vykladanou latku..

ReSené Glohy

s/
Pan

oznacuji vzorové piiklady, které ilustruji probrané ucivo.

Priklad Uvadi zadani piikladu.

Redeni:  Uvadi podrobné feSeni zadaného piikladu.

Ulohy k samostatnému Feseni

obsahuji zadani piikladt k procviceni probraného ugiva. Ulohy oznadené % patii

v vrvzs

Vysledky Gloh k samostatnému feSeni

obsahuji spravné vysledky predchozich prikladd, slouzi ke kontrole spravnosti reseni.

Kontrolni otazky

obsahuji soubor otazek k probranému ucivu véetné nékolika odpoveédi, z nichZ je vZdy

alespon jedna spravna.

Odpovédi na kontrolni otazky

uvadgji spravne odpoveédi na kontrolni otazky.

k%
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Matematika Il Pokyny ke studiu

Kontrolni test

obsahuje soubor piiklada k probranému ucivu.

Vysledky testu

uvadgji spravné odpovédi na piiklady kontrolniho testu.

Literatura

obsahuje seznam knih, které byly pouzity pii tvorbé piislusného textu a na které byly

piipadné uvedeny odkazy k hlubSimu prostudovani tématu.

Piktogram, ktery upozornuje na dulezité vztahy nebo vlastnosti, které je nezbytné si

zapamatovat.




Matematika Il 1. NEURCITY INTEGRAL

INTEGRALNI POCET FUNKCi JEDNE PROMENNE
1. NEURCITY INTEGRAL

Privodce studiem

o

V kapitole Diferencialni pocet funkci jedné proménné jste se seznamili s derivovanim
funkci. Jestlize znate derivace elementarnich funkci a pravidla pro derivovani, jste schopni
derivovat libovolnou funkci. Mozna Vas napadne, zda je mozno z derivované funkce néjakym
zpisobem ziskat ptivodni funkci. Opacnou operaci k derivovani je integrace (anglické texty
pouzivaji termin antiderivace). V této kapitole se seznamite s pojmem primitivni funkce.
Mnozinu vSech primitivnich funkci k dané funkci nazveme neurcitym integralem. Seznamite
se zékladnimi metodami integrace (substituni metoda a metoda per partes). V zavéru se

budeme vénovat zplisobiim integrace nékterych vybranych druhi funkci.

1.1. Primitivni funkce a neurgity integral

Cile
Seznamite se s pojmem primitivni funkce a neurcity integral funkce jedné proménné.

Predpokladané znalosti

Predpokladame, ze umite dobtfe derivovat funkce jedné proménné, ze znate tabulku
derivaci elementarnich funkci. Predpokldda se 1 zakladni znalost pojmu diferencial

funkce.

Vyklad

V kapitole Diferencialni pocet funkci jedné proménné jste se seznamili s derivovanim
funkci. Pro danou funkci f(x) dovedeme nalézt jeji derivaci f'(x) = g(x). Vénujme se nyni
opacné uloze. Hleddme takovou funkci F(x), aby dand funkce f(x) byla jeji derivaci, tj. aby
platilo F’'(x)= f(x). Tato funkce, pokud ovSem existuje, se nejen v matematice hledd velmi

casto a jmenuje se primitivni funkce. Postup hledani primitivni funkce se nazyva integrovani

(opacna operace k derivovani).
Priklad 1.1.1. Pro funkci £ (x) = 3x2 —evovani_ p1ivy _ 6y = o(x)

integrovant

Opacné tloha F(x)=x> f(x)=3x?, protoze plati

Fi(x)=[ } =3x% = f(x).

i
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Matematika Il 1.1. Primitivni funkce a neurcity integral

Definice 1.1.1.

Rikame, Ze funkce F(x) je v intervalu (a,b) primitivni funkei k funkci f(x), plati-li pro

vSechna x € (a,b) vztah F'(x)= f(x).

5

Resené ulohy

Priklad 1.1.2. Najdéte primitivni funkci k funkei f(x) = x v intervalu (-1,1).

ReSeni:

Hledame funkci F(x), jejiz derivace se na intervalu (—1,1) rovna x. Je zfejmé, ze to bude

n¢jaky nasobek funkce x%. Po kratkém experimentovani zjistime, ze je to funkce

2

2 27
F(x)= %, nebot’ F'(x)= l:x?} = 2% =x= f(x). Podle véty 1.1.1 budou 1 funkce, které¢

se lisi konstantou, primitivni k dané funkci.

Priklad 1.1.3. Najdéte primitivni funkci k funkci f(x) = x v intervalu (—o0, ).

ReSeni:

Jelikoz vSechny tvahy v fesSeni piikladu 1.1.2 plati pro libovolné redlné x € (—o0,0), je

2
Yo - X
feSenim stejnd funkce F(x)= BN

Priklad 1.1.4. Najdéte primitivni funkci k funkei f(x)=x", ne N v intervalu (—o0,00).

ResSeni:

;o Do e, , X
Podobnymi tvahami dojdeme k tomu, Ze primitivni funkce ma tvar F(x) = "
n+

=x" = f(x).

n+l

X _(n+Dx"
n+l

pro vSechna x € (—o0,) , protoze F'(x)= [
Priklad 1.1.5. Najdéte primitivni funkci k funkei f(x) = 1 v intervalu (0,0) .
X

ReSeni:

Vidime, Ze vztah uvedeny v piikladu 1.1.4 nelze pouzit pro n=—1. Snazime se najit

funkci, jejiz derivaci je f(x) = x 1= l Z piehledu derivaci elementarnich funkci vime,
X

i
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Matematika Il 1.1. Primitivni funkce a neurcity integral

7e touto funkci je funkce F(x)=Inx, nebot F'(x)=[Inx] = 1. f(x) pro x € (0,).
X

Priklad 1.1.6. Najdéte primitivni funkci k funkci f(x) = 1 v intervalu (—o0,0).
X

Reseni:

Podobnymi tvahami jako v piedchézejici Casti zjistime, ze primitivni funkci k funkci

f(x) :% pro x € (—,0) je funkce F(x)= ln|x| =In(-x).

Funkce F (x):1n|x| je primitivni funkci k funkci f (x):% pro x e (—©,0)u(0,0).
Avsak také funkce F(x) =ln|x|+5 bude primitivni funkci k dané funkci, nebot’ plati
F '(x):[ln|x|+5]' :iz f(x), protoze derivace konstanty je rovna nule. Je ziejmé, Ze

tvrzeni plati nejen pro konstantu 5, ale 1 pro libovolnou jinou konstantu C.

Véta 1.1.1.
Je-li F(x) primitivni funkce k funkci f(x) v intervalu (a,b), pak také funkce F(x)+C,

kde C je libovolna realna konstanta, je primitivni funkei k funkci f(x) v intervalu (a,b).

Ditkaz: Jelikoz na intervalu (a,b) plati [F(x)+C] = F'(x) = f(x) dostaneme podle
definice 1.1.1 uvedené tvrzeni.

Poznamka

K dané funkci existuje nekonecné mnoho primitivnich funkci, které se lisi konstantou.

Definice 1.1.2.
MnoZina vSech primitivnich funkci k funkci f(x) na intervalu (a,b) se nazyva neurcity

integral této funkce. PiSeme:

[fydx=F)+C .

Poznamka

- j se nazyva integracni znak,

- f(x) jeintegrovana funkce (integrand),
- dx je diferencial integracni promenné,

- Cjeintegracni konstanta.

i




Matematika Il 1.2. Zakladni neurcité integraly

Priklady 1.1.5 a 1.1.6 bychom mohli v souladu s definici 1.1.2 formulovat: Integrujte

funkci f(x) :l na daném intervalu. Zapis: Ildx. Vysledek, ktery jsme ziskali (mnoZina
x X
viech primitivnich funkci F(x)=In|x|+C), zapiSeme: jldx =In|x|+C. Tento vztah plati
X

. < NPT 1 . y
pro vSechna x, pro néz jsou ptislusné funkce (— a 1n|x|) definovany, tj. pro vSechna x #0.
X

V takovych pripadech ¢asto vynechavame interval, ve kterém pracujeme.
1.2. Zakladni neurcité integraly

Operace integrovani (tj. operace urCovani primitivni funkce) a derivovani jsou navzajem
inverzni. Z tabulky derivaci elementdrnich funkci hned dostaneme tabulku neurcitych
integralll (tab. 1.2.1). O spravnosti uvedenych vztahi se podle definice 1.1.1 snadno

presvédcime derivovanim.

Tabulka 1.2.1. Tabulka zakladnich integralQ

[1.] j()dx =C

[2.] jldx=x+c

n+l

[3.] jx"dx=x +C pro x>0, n#-1
n+1
[4.] jldx=1n|x|+c pro x # 0
X

[5.] Isinx dx=—-cosx+C

[6.] Icosx dx =sinx+C

[7.] j 12 dx=tgx+C prox¢(2k+l)§, keZ
COS X

1
[8.] I S—dx=—cotgx+C pro x#krm, keZ

sin” x
[9.] I ! = dx = arcsinx +C pro x € (—L1)
I-x
[10.] I ! ~dx =arctgx+C
I+x
[11] [a*dx="—+C pro a>0, a#l
Ina

i



Matematika Il

1.2. Zakladni neurcité integraly

[12.] jexdx =e"+C

[13.] j%dx =In|f(x)|+C

[14.] j =larctgf+c
a +X a a

= arcsm +C

[15][\/7

[16.] jf(ax +b)dx = lF(ax +b)+C
a

pro a>0

pro x € (—a,a), a>0

pro a#0

Poznamka
Existuji rozsdhlé tabulky, ve kterych lze nalézt

K vysledkiim miizeme dospét pouzitim pravidel a

mnozstvi dalSich neurcitych integralii.

metod integrace, které budou uvedeny

v nasledujici casti. Dnes vsak tyto tabulky ztraceji vyznam, nebot jsou dostupné matematické

programy, které zvladnou integraci sloZitych funkci (napr. Derive, Maple, Mathematica). Na

Internetu lze nalézt radu online kalkulatoru (napr. http://integrals.wolfram.com/index.jsp,

http://www.webmath.com/integrate.html a dalsi). Po zadani integrované funkce je nalezena

primitivni funkce.

Neurcité integraly z dalSich funkci 1ze ziskat riznymi integracnimi metodami.

Z pravidel pro derivovani funkci (f+g)'=f'+g

primitivni funkce okamzité plyne:

¢ = konst. a z vlastnosti

L) =,

Véta 1.2.1.

Maji-li funkce f(x) a g(x) naintervalu(a,b) primitivni funkce, pak plati:

[(Fe) = g()dr = f(x)dx [ g(x)dx
Icf (x)dx = c_[ f(x)dx , ¢ =konst.
[ /' dx =)+ C

Resené ulohy (Gpravou integrandu)

2 1 4x+2

Priklad 1.2.1. Vypoctéte integral J. — dx.

3x

-13 -

i
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Matematika Il 1.2. Zakladni neurcité integraly

ReSeni:

I3x2+4x+2

2
dx=jxdx+ijxodx+zjldx=x—+ﬂx+zln|x|+C.
3x 3 37 x 2 3 3

Priklad 1.2.2. Vypoctéte integral j (1—\/;)2dx.

ReSeni:
3
Vo e z e
j(l ) dx = I(l 2\Ux +x)dx = Idx 2Ix dx+J.xa’x xX— 2?+7+C:
2

2
X— 4 Vx + zic.
3 2
Priklad 1.2.3. Vypoctéte integral I tgzx dx .
Reseni:

R e et |

CoS X CoS X

—ljdx:tgx—erC.
cos? x

Priklad 1.2.4. Vypoctéte integral I cotgx dx.
Reseni:

dx:1n|sinx|+C.

J‘COS)C

J. smx)

Icotg X dx =
sin x

Sin x

(Pouzili jsme vztah [13] z tabulky 1.2.1)

Priklad 1.2.5. Vypoctéte integral I dx.
e’ +1
ReSeni:
3x X
J. I(e (e —e +1)dx:'f(e2x—ex+l)dx=lezx—ex+x+C.
e* +1 e’ +1 2

P¥i Gipravé &itatele zlomku jsme pouzili vztah o’ +b° = (a +b)(a® —ab+b?).

dx

I\/8—6x—9x2 '

Priklad 1.2.6. Vypoctéte integral

Ef o o
* *
" ‘*

- *
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1.2. Zakladni neurcité integraly

%
PN

ReSeni:

dx dx

J- dx =J' dx =J~ _ _
V8= 6x-9x% 8- (6x+9x%) AB-(1+3x)2+1  9-(x+1)?

1 J- dx 1 .
— | —/——==—arcsin
3

1_(3x+1j2
3

Poznamka

3x+1

+C Pouzili jsme vztah [16] z tabulky 1.2.1.

1 kdyz vsechny primitivni funkce k funkci f(x) maji az na konstantu stejny tvar, miize se stdt,

Ze pri pouziti riiznych integracnich metod dostaneme pokazdé ,, trochu jiny *“ vysledek. V tomto

pripade je vidy mozZno prevést jeden tvar vysledku na druhy. Napriklad prvni metodou

dostaneme

I 2tgx dx = ! + C . Jinou metodou nam vyjde I 2tgx dx =1+tg2 x+C. Oba vysledky

0052 X 0052 X

COS2 X

sin2 X cos2 x+sin2 x 1

Jjsou spravné, nebot’ 1+ tg2 x=1+ 5

Kontrolni otazky

COS X COS2x COS X

1. Kolik primitivnich funkei existuje k funkci ¢** 2 Uved'te nékteré z nich.

2. Ke které funkci je funkce F(x)= x(Inx—1) primitivni?

3. Je funkce sinx—%sin3

4. Je funkce

4+ x?

x primitivni funkce k funkci cos® x?

primitivni funkce k funkci %arctgg ?

5. Lze pfi vypoctu nasledujiciho integralu pouzit naznaceny postup?

[ +$)dx = 4J‘2xdx+%j%dx

6. Plati j 3% sin2xdx:3jexdxj sin 2xdx ?

Ulohy k samostatnému feseni

i

3x—x2
b) J(\/742)dx c) J-3x\/x3\/;dx

X
4 2
& J‘x +8xdx f J-x +2 5
x+2 1+ x2
-15 -

1%
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Matematika Il 1.2. Zakladni neurcité integraly
2
(27-3Y) 0
2. J.gdx b) J(1+c052x—sin2 x)dx c) J.ﬁ
6" sin” xcos” x
2
d) Isinxcosx dx e) '[cotg x dx f) J‘cosz2x dx
cos“ x
dx dx
3. a) b) c)
'[x2+9 J-xz+3 J- X2 —4x+7
dx dx
) [5—— o [—— n
2 2
+3x+3 Vax—x L{l_x_xz
dx dx 3x dx
4. a) | 1 b | 0[5
rinx V1-x? arccos x x~+3
x x
d) sin2x+e? ldx tg2x dx f) i
J. j Jex+2
2
5. 2) [|107 +5cosx—\3x" + 23 de b) j&dx
x“+4 xz(x2+l)
1 2 3 2
J- +x2 d) _[x2+3dx o) _[3 chtg X
x“+2 cos” x
Vysledky uloh k samostatnému fesSeni
, 5 1 R L B |
1. a) §x2—2x2+C; b) -3x 3-6x3+x+C; ¢) qu +C; d) 3" +2x2+x+C
5060
1 4 2 3 2 .
e) —x X +2x°+C f) x+arctgx+C. 2. a) L+~~~ -2x+C;
4 2 3
In= In>
3 2
1 . 1
b) x+3s1n2x+C; c) tgx—cotgx+C; d) —Zc052x+C; e) —cotgx—x+C;
f) 2x—tgx+C 3. a) larctg£+C' arctg—+C C) arctg _2+C'
I R f ﬁ f N

2x+3

d) 2 arctg——
V3 V3

b) —1n|arccosx|+C; c) %1n(x2+3)+C;

* X

* *

* *

* *

* gk
4

+C;

-2
+C;

X
e) arcsin

-16 -

. 2x+
f) arcsin

d) —%COSZX+2€2 +C;

Lic. 4.9 In|lnx|+C;

e) —%ln|cos 2x|+C;
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—X _
f) ln(ex+2)+C. 5. a) —1101 +5$inx—£x2+iarctg£+C; b) —l+arctgx+C;
n x
. 1 X
c) arcsinx+C; d) x+—=arctg—+C; e) 3tgx—5x+C.
NoRRN ¢
Kontrolni test ‘@
3 2

1. Ke které funkci je funkce F(x)= % arctg x — % + é In(1+ xz) primitivni?

3 [—
a) x—2+x2 arctgx+1—xz, b) X2 arctg x ,
3+3x 3(1+x%)
2 X X X -x
C) X arctgx ——+———-, d) —
30+x7) 31+ x%)

2. Ke které funkci je funkce F(x)=arcsine™ —\/1— > primitivni?

2x X 2x
1
a) -—— b) =t ——,
Vi—e? 21— Vi—e? 21—
X X 2x
0 e (l+e ), d) I+e .
l_er l_er

3. Ke které funkci je funkce F(x)= x? —§\/(4 —x? )3 primitivni?
a) 2x—%\/4—x2 , b) x(2+V4—x?),
¢) x2—V4-x?), d) 2x(1+V4-x%).

2
s 3 2
4. Vypoctéte neurcity integral I %dx.

I

a) %%/37+6é/§+c, b) x> +2x+33x+C,
¢) 9%—3&%, d)33Jx7+2%/§+c.
33/x 7

Ef i o
* *
" ‘*

- =
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_1Xy\2
5. Vypoctéte neurcity integral I —j)dx.
6
2 5 3.x 2.5, 2 3.0, 3
a) ()" —2x+(>)"+C, b) (=)' In=—2x+(=)" In=+C,
) (3) (2) ) (3) 3 (2) 5
X=X _aXnH—X Xq@—X XA—X
023 =327 s, §E3 327 Hic.
In2—1In3 In2—1In3

\/x +2+x

6. Vypoctéte neurcity integral I —d

a) 1n|x|—i+c b) —l—i+c,
4x* X 5%
c) ln|x|—i6+C, d) 1n|x|—£—L4+C.
X 2x°  4x
“ox N , 1+cos? x
7. Vypoctéte neurcity integrall ————dx.
1+cos2x
1 2 1 x 1
a) ——cotg" x+—x+C, b) —+—tgx+C,
) 2 g 2 ) 2 2 8
c) — + cotgx+C d) %tgx+x+C.
8. Vypoctéte neurcity integral J. cotg2 x dx .
a) cotgx—x+C, b) tgx—x+C,
c) —cotgx—x+C, d) - .1 -x+C.
sin x
o 8—x°
9. Vypoctéte neurcity integral _[ dx .
x—2
x3 2 x3 2
a) —+x"+4x+C, b) ——+x"+4x+C,
4 3
¢) 81n|x—2|—%+c, d) —%—x2—4x+C.

Ef o o
* *
..’ *i

- *
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S

10. Vypoctéte neurcity integral I &
V5—4x—x?
a) arccosx+2+C, b) arcsinx_2+C,
. ox+2 X —
c) arcsin +C, d) arccos +C.

Vysledky testu

1.b); 2.¢); 3.b); 4.a); 5.¢); 6.a); 7.b); 8.¢); 9.d); 10.c).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné v 8 ptipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opacném piipadé je tieba prostudovat kapitoly 1.1 a 1.2 znovu.

Shrnuti lekce

V prvych dvou kapitolach jste se sezndmili s pojmy primitivni funkce a neurcity integral.
Operace integrovani (tj. operace urCovani primitivni funkce) a derivovani jsou navzijem
inverzni. Tabulka 1.2.1 obsahuje piehled zdkladnich integralii. Doporucujeme vytisknout si
Vsechny ptiklady a cviceni v kapitole 1.1.2 vyfeSime tak, ze integrovanou funkci upravujeme,

az dostaneme zdkladni integraly uvedené v tabulce 1.2.1.

i
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-

1.3. Integrace metodou per partes

Priivodce studiem

V ptedchézejici kapitole jsme poznali, Ze integrovani souctu funkci 1ze provést jednoduse,
zname-li integraly jednotlivych séitanci (véta 1.2.1). Soucin funkci uz obvykle nelze
integrovat jednoduse. Problém je v tom, Ze neexistuje univerzalni algoritmus pro integrovani
souc¢inu funkci (to je podstatny rozdil proti derivovani soucinu funkci!). V nékterych
ptipadech lze integrovat soucin funkci metodou per partes (€ili po castech).

Cile

Seznamite se s principem integrace metodou per partes a se zakladnimi typy integrald,

které 1ze touto metodou vypocitat.

Predpokladané znalosti

Ptedpokladame, ze znate pojem primitivni funkce k dané funkci, znate zédkladni integraly
uvedené v tabulce 1.2.1 a umite vypocitat jednoduché integraly tpravou integrované

funkce (integrandu).

Vyklad

Pro integrovani sou¢inu dvou funkei f(x)- g(x)

[ f()-g()dx=] f(x)dx~j 2(x)dx obecné neplati!!!
Avsak ze vztahu pro derivovani soucinu dvou funkci
(u-v)=u"-v+u-v' dostaneme u'-v=(u-v)'—u-v

a odtud integrovanim

J.u"v dx:J-[(u'v)'—u-v'] dx=u'v—ju-v'dx.

-

Véta 1.3.1. (Integrovani per partes, Cili po ¢astech)

Maji-li funkce u(x) a v(x) v intervalu (a,b) spojitou derivaci, pak v (a,b) plati

Iu'(x) v(x) dx =u(x)-v(x) - ju(x) V'(x)dx .

L

Poznamka
Integracni metoda se nazyva per partes (po Ccastech), nebot se integral z funkce

f(x)=u'(x)-v(x) vypocte jen zcasti. Zbyva totiz vypocist dalsi integrdl z funkce

i

L




Matematika Il 1.3. Integrace metodou per partes

g(x) =u(x)-v'(x) . Integrovini metodou per partes vyzaduje urcitou ,,proziravost*“, abychom
volili funkce u'(x) a v(x) tak, aby byl integral '[ g(x)dx = '[ u(x)-v'(x)dx, pokud mozno,

jednodussi.

17 . 1s
* Resené dlohy *

Priklad 1.3.1. Vypoctéte integral I(xz +Xx)cosx dx

ResSeni:

Pouzijeme metodu per partes, pti¢emz polozime

u'=cosx , v:x2+x,
takZze u=sinx, v =2x+1.
. 2 2 . )
Proto je J(x +x)cosx dx=(x +x)s1nx—_[(2x+1)smx dx .

K vypoctu posledniho integralu opét pouzijeme metody per partes, pficemz polozime
u'=sinx , v=2x+1,
takze U=-—Ccosx, V=2,

Dostaneme j(2x+l)sinx dx =—(2x+1) cosx+2jcosx dx=—(2x+1)cosx+2sinx+Cj.
Je tedy J.(x2 + x)cos x a’x=(x2 +x)sinx+(2x+1)cosx—2sinx+C.

Kdybychom v daném integralu zvolili u'= X2 +x , V=COSX,

3 2
bylo by u = x? + % V' =—sinx a dany integral bychom dostali ve tvaru

3 2 3 2
X X X X . v .. , T v
I(xz +x)cosx dx = (? + 7} Cos X + J-(? + 7] sinx dx, coz je integral slozitéjsi nez

puvodni.

Priklad 1.3.2. Vypoctéte integral sz In x dx

Pokud bychom stejné jako v tloze a) volili
u'=Inx , v=x’ , dostaneme u = jln xdx . Tento integral je vSak pro
nas v tomto okamziku obtizny. Proto volime

u' = x? , v=Inx,

i
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3

b 1

takze u=—, Vi=—.
3 X

x3 x3 3

2
sz Inx dx:—lnx—J‘x—dx:—lnx—x—+C.
3 3 3 9

Pro jednoduché typy integralti postupujeme podle nasledujiciho schématu:

Jednoduché typy integralii FeSitelnych metodou per partes.

Je-li P(x) polynom stupné¢ n>1, pak u integralt typu:
[ Px)sinx dx,
IP(x) cos x dx,
J‘ P(x)e*dx,
j P(x)a” dx
polozime v = P(x), takze v'=P'(x),

kdezto u integralt typu:
j P(x)Inx dx,

.[P(x) arctg x dx ,
j P(x)arccotg x dx,
J.P(x) arcsin x dx ,
IP(x) arccos x dx
polozime u'= P(x), takze u= IP(x)dx ,

kde P(x) je polynom stupné n >0 (tedy i konstanta).

Resené ulohy
Piiklad 1.3.3. Vypogtéte integral [arctgx dx
Reseni:
Integrovanou funkci miizeme vyhodné€ zapsat ve tvaru arctgx =1-arctgx .
u'=1 v=arctgx

2x

1+x2

X

1
1 |=xarctgx— dx = xarctg x ——
Hex e xarctg x Il+x2 x = xarctg x 2I

1+x2

i

J‘arctg xdx =

dx =

5%
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= xarctgx—%ln(l+x2)+ C.
Pti vypoctu druhého integralu jsme pouzili vztah [13] z tabulky 1.2.1.

2 _
Priklad 1.3.4. Vypoctéte integral I x e Ydx.

Reseni:
— 2
2 _ u=e* v=x _ B
jx e Ydx = — —x2e x+j2xe Ydx =
u=—e = v =2x
' —X
u'=e v=2x _ _ _ _ _ _
= ——x%e* _2xe x+2_[e Xix=—x2¢* —2xe ¥ —2e X +C.
u=—e* v=2

Priklad 1.3.5. Vypodtéte integrél j X" Inx dx

ReSeni:
u'=x"  v=Ihnx
n X 1 n
J.x Inx dx = n+l 1 1= Inx—— | x"dx=
u—x " n+1 n+
n+l1 X
n+1 n+l n+1
LS, P c=2 (mx—L}c
n+l (n+1)? n+l n+l

Specialng pro n=0 dostdvame

[inx dx=x(inx—1)+C.
Priklad 1.3.6. Vypodtéte integral j e~ cos(2x)dx .

Reseni:
V tomto piipadé Ize volit u’ = e *. K cili vSak povede i volba u’ = cos(2x).

'—e ¥ = 2
[e*cos@oar=|" "¢ " COsRX) | cos(ax) - 2[ & sin(2x)dx =
u=-e* Vv =-2sin(2x)

= - =i 2
u'=e v=sin(2x) | cos(2x) - 2[_6—)6 sin(2x) + 2 f e COS(2X)dX} =

u=-e * v =2cos(2x)

Ef o o
* *
..’ *i

- *
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—e ¥ cos(2x) + 2 sin(2x) — 4 j e~ cos(2x)dx .
Jestlize hledany integral ozna¢ime symbolem [ = je_x cos(2x)dx , dostavame rovnici

I =—e ¥ cos(2x)+2e *sin(2x)—41 .
Z této rovnice vypocteme neznamou /

51 =—e " cos(2x)+2e " sin(2x),

/- %[—e_x cos(2x)+2¢ sin(zx)} - ?[2 sin(2x) - cos(2x)]+ C .

Poznamka

Stejné jako v prikladu 1.3.6 se nékdy stava, Ze pri pouziti metody per partes dostaneme
nasobek hledaného integralu: '[ f(x)dx = F(x) +kj f(x)dx (k je konstanta). Je-li k #1, Ize

hledany integral vypocitat prevedenim integralii na stejnou stranu rovnice. Tedy

(=)[ f(¥)dx = F(x), odkud
[ foax = ﬁF(x) +C.

Kontrolni otazky

1. Proc€ se integra¢ni metoda nazyvana per partes?

2. Lze integral I e e dx = Iezx dx - Ie3 Ydx poé¢itat naznatenym zptsobem? Cemu se
rovna tento integral?

3. Jak by se podle véty 1.3. vypocital integral typu ju(x) V'(x) dx?
4. Jak volit funkce u'(x) a v(x) pfi vypoctu integralu Ix3 sinx dx?
5. Jak volit funkce u'(x) a v(x) pfi vypoctu integralu I lnxdx?
6. Jak volit funkce u'(x) a v(x) pii vypocCtu integralu jlnz xdx?

7. Jak volit funkce u'(x) a v(x) pii vypoctu integralu J‘er sinxdx?

2 2
X lnx_x__l_c'
4

8. Doplite funkci v(x), je-li u'(x) = x a vysledny integral je / =

i
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9. Doplite funkei v(x), je-li u'(x) =sin3x a vysledny integral je

1 :—lxcos3x+lsin3x+C.
3 9

10. Dopliite funkci v(x), je-li u'(x) =1 a vysledny integral je I = xIn?x—2xInx+2x+C.

N
AN

Ulohy k samostatnému feseni
1. a) [x?sinxdx b) I(2x+3)cos 2xdx ¢) J3x cosgdx
*
d) Ixezxdx e) J(xz +2x)e3dx f) Ix22_xdx
2. a) '[ X In xdx b) '[ 2 x arctg xdx c) J. Jx In 2xdx
Inx 2 3
d ——=dx e xIn” xdx 4x” arctg xdx
I )] f  [dxiarceg
3. a) I In xdx b) jlnz xdx c) Iarctg xdx
d) J. arccotg xdx e) J. arcsin xdx f) J. arccos xdx
4. a) I e cos xdx b) I ¢~ sin 3xdx ¢) I 2% cos 2xdx
d) J.cos(ln x)dx e) J.sin(ln 2x)dx f) J.e*" sin”xdx
2x In(cos x)
5. a) dx b) ———=dx c) arctg(2x+3)dx
'[sin2 X '[ cos” x ‘[ ( )
. X
d [T e [’ xdx n [
/ 2 2
1-x (x + 1)

Vysledky uloh k samostatnému resSeni

N
AN

1. a) (2—x2)cosx+2xsinx+C; b) (x+%jsin2x+%cos2x+€;

X

c) 6(xsin§+2005§j+€; d) %ezx (x—%j+€; e) 3e3 (x2—4x+12)+C;

x 3
f) _2 x2+ 2x + 2 ) 2. a) L(lnx—1]+C; b) (x2+1)arctgx—x+C;
In2 In2 1p22 3 3
2
c) %@[1ﬂ2x—§j+€; d) %%/xj(lnx+%j+c; e) %(1ﬂ2x—lnx+%j+C;

i
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3
f) (x4 —l)arctgx—x?+x+C.

3. a) xInx—x+C; b) x(lnzx—2lnx+2)+C;

1 1 ) [
c) xarctgx—gln(l+x2)+C; d) xarccotgx+51n(1+x2)+C; e) xarcsinx+ 1-x2 +C;

f) xarccosx —V1-x2 +C.

b) —%e_Zx (3cos3x+2sin3x)+C;

d) g(cos(ln x)+sin(In x)) +C;

e ™ [l—%sin2x+%cos2xj+ C.

2

b) tgx(ln(cosx)+1)—x+C;

1 .
4. a)Eex (sinx+cosx)+C ;

2%*21n2
C P —

cos2x—In2sin2x)+C;
4+1n%2

e) %(sin(lnx)—cos(lnx))+€;
5. a)21n|sinx|—2xcotgx+C ;

c)(x+%}arctg(2x+3)—iln(4x2 +12x+10)+C ;

X

d) x—1-x2 arcsinx+C ; e)x(ln3x—3ln2x—6lnx+6)+C ; D * _+cC.

Kontrolni test

x+1

. N : : l .
1. Doplnte funkci v(x), je-li u'(x)=x a vysledny integral je [ = —%cos 2x+§sm 2x+C.

a) v(x)=sin2x, b) v(x)=sinxcosx,

¢) v(x)=xsin2x, d) v(x)= sing .

2. Doplite funkci v(x), je-li u'(x)=1 a vysledny integral je / =xIn®x—2xInx+2x+C.

a) v(x)=1In2x, b) v(x)=2Inx, c) v(x)=In X2 , d) v(x)= In? x.

3. Jak volit funkce u'(x) a v(x) pfi vypoctu integralu Ixarctgxdx ?

a)u'=x, v=arctgx,

c)u'=1, v=uxarctgx.

b) u' =arctgx, v=ux,

d) u'=xarctgx, v=1

3

4. Jak volit funkce u'(x) a v(x) pii vypoctu integralu I x—xdx?
e

3 by
a)u'=x7, v=e",

1
c) u':—x, v=x",
e

i

b) u':x3, v=e ¥,

dyu'=1, v=xe .
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5. Vypoctete neurcity integral J x2 dx .
cos” x
a) xcotgx—ln|sinx|+C, b) xtgx+ln|cosx|+C,
c) xtgx—ln|cosx|+C, d) xcotgx+ln|sinx|+C.
o, (]
6. Vypoctéte neurcity integral J. nccz)sxdx.
sin” x
a) —cotgxIncosx—x+C, b) —cotgxIncosx+x+C,
c) cotgxIlncosx—x+C, d) cotgxIncosx+x+C.

7. Vypoctéte neurcity integral J. (x2 —x)sin 2xdx .

2
a) (—x?+x)cos2x—%(x—1)sin2x+%c052x+C,

b) (x2 —2x)c052x—(x—1)sin2x+%0052x+C,

2
c) (—%+x)cos2x+(x—1)sin2x—%cos2x+C,

2
1 . 1
d) (—x?+x)cos2x+5(x—1)sm2x+zcos2x+C.

8. Cemu se rovna neuréity integral Ix3xdx ?

X
a) x3*In3-3"1n?3+C, b) 3—(x—L)+C,
In3 In3
X X
¢) x3* —3"In3+C, o2 3 e
In3 |32

9. Cemu se rovna neuréity integral J-x In(1—-x)dx?

2 2 2 2
x“ -1 1 X x° -1 1 X
Inl-x)——(x+—)+C, b Inl-x)+—(x+—)+C,
a) n(1-x) 2(x 2) ) n(1-x) 2(x 2)
2 3 2
X 1 x° x -X
—Inl-x)+—(—-—)+C, d —+In(l-x)+C.
c) 5 n(1-x) 2(3 2) )l—x n(1-x)

Ef o o
* *
..’ *i

- *
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10. Cemu se rovna neurdity integrél jezx sin xdx ?

1 . 1 .
a) gezx(251nx+cosx)+C, b) gezx(Zsmx—cosx)JrC,

c) %ezx(sinx—cosx)JrC, d) %ezx(cosx+25inx)+C.

g Vysledky testu g

1.b); 2.d); 3.a); 4.¢); 5.b); 6.a); 7.d); 8.b); 9.a); 10.b).

N
'4 ; Privodce studiem

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné v 8 piipadech, pokracujte dalsi kapitolou.
V opacném piipad¢ je tieba prostudovat kapitolu 1.3 znovu a propocitat dal§i tlohy

k samostatnému reseni.

Z Shrnuti lekce Z

Pro integraci soucinu dvou funkci f(x)-g(x) nelze nalézt obecnou formuli (na rozdil od
derivovani soucinu funkci). Pfi integraci sou¢inu funkce a derivace jiné funkce lze casto uzit
metodu per partes (po ¢astech). Nejcastéji je tato metoda vyuzivana pii vypoctu integralti typu
jP(x)- f(x)dx, kde P(x) je polynomicka funkce (mize byt i P(x)=1) a f(x) je
trigonometrickd, exponencialni, logaritmickd nebo cyklometrickd funkce. Metoda bude

uspesna, pokud zbyvajici integral bude jednodussi nez integral ptivodni.

i
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o=

1.4. Integrace substituci

Pravodce studiem

Integraly, které nelze teSit pomoci zékladnich vzorcu, lze velmi ¢asto teSit substitucni
metodou. Vzorce pro derivace elementarnich funkci a véty o derivaci souctu a soucinu funkci
nam v kapitolach 1.2 a 1.3 umoZznily nalézt vzorce, resp. metody pro vypocet nékterych

neurcitych integralt. V této kapitole pro vypocet vyuzijeme vétu o derivaci slozene funkce.

vvvvvv

metod integrovani — substitu¢ni metodu. Pfipominame, Ze neexistuje univerzalni navod, kdy
substitu¢ni metodu pouZzit, ani jakou substituci zvolit. Doporucujeme pec¢livé prostudovat tuto
kapitolu a propocitat si reSené ulohy. Dulezité je ziskat zkuSenosti se substitu¢ni metodou

samostatnym feSenim vétSiho mnoZzstvi piikladi.

Cile

Seznamite se s principem integrace substitu¢ni metodou a se zakladnimi typy integréalu,

které lze touto metodou vypocitat.

Predpokladané znalosti

Predpokladame, Ze znate pojem primitivni funkce k dané funkci, znate zakladni integraly
uvedené v tabulce 1.2.1 a umite vypocitat jednoduché integraly Gpravou integrované
funkce (integrandu). Bude uzivano pravidlo pro vypocet derivace sloZzené funkce,

diferencialu funkce jedné proménné a inverzni funkce.

vyklad

Velmi ¢asto se vyskytuji integraly typu

[ f(p00)¢'(x)dx

nebo integraly, které se daji na tento tvar upravit. Tento tvar ma naptiklad integral

J-szin(x2 +1)dx.

V tomto pripadé je f(u)=sinu, u=¢(x)= x> +1,a tedy u' = ¢'(x) = 2x.
Vsimnéte si, Ze integrovana funkce ma tyto vlastnosti:

- Je souginem dvou funkci f (¢(x)) a ¢'(x).
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- Prvni z nich je sloZena funkce s vn¢jsi funkci f a vnitini funkci @. Druha je derivaci
vnitini funkce.

Predpokladejme, Ze funkce f(u) je spojitd naintervalu («, ) a funkce u=¢@(x) ma
derivaci ¢'(x) na intervalu (a,b), a necht pro kazdé xe(a,b) plati ¢(x)e(a,p)

(funkce @(x) zobrazuje interval (a,b) do intervalu («, A) ).

Protoze funkce f(u) je spojita na intervalu («, £), ma na ném spojitou primitivni funkci
F(u), takZe plati f(u)=F'(u). Funkce F(u) je na uvedeném intervalu sloZzenou funkci

F (¢), tedy pro derivaci slozené funkce plati:

[Fe00)] = F'(u)e'(x) = f ()e'(x) = f (@(x)e'(X).

To znamena (podle definice 1.1.1), Ze funkce F(¢(x)) je primitivni funkci k funkci

f (p(x))e'(x) naintervalu (a,b) atedy
[ (p0))¢'()dx = F(p(x)) = F(u) = [ f (u)du.

Ziskany vysledek zformulujeme ve vété:

Véta 1.4.1. (Integrovani substitu¢ni metodou ¢(x) =u)
Necht F(u) je primitivni funkce ke spojite funkci f (u) naintervalu («, £) . Necht’ ma
funkce u = ¢(x) derivaci ¢'(x) naintervalu (a,b) a necht’ pro kazdé x e (a,b) plati
o(X) € (a, p) . Potom je funkce F(@(x)) primitivni funkce k funkci f (¢(x))@'(x) na
intervalu (a,b). Tedy plati

[ fet) @ (x)dx=] f(u)du.

Poznamka

Vzorec ve vete 1.4 si zapamatujeme velmi snadno. V integralu J f (p(x))e'(x)dx polozime

u=¢@(x) (provedeme substituci). Diferencovanim dostaneme du = ¢'(x)dx. TakZe za vyraz

¢'(x)dx v daném integralu muizeme forméalne dosadit du .
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Tvrzeni véty 1.4.1 mtzeme pirehledné shrnout:

Substituce typu ¢(x) =u
Mame vypogitat integral typu I f (X))@' (x)dx.

Jsou-li splnény predpoklady véty 1.4.1, poloZime (provedeme substituci)

o(X)=u. Diferencovanim této rovnice dostaneme

@' (X)dx =du . Dany integral tedy pievedeme na tvar
[ flotn @ (dx=[fudu.

Postup bude Gsp&dny, pokud umime vypocitat integrél _[ f(u)du.

ReSené tlohy

Priklad 1.4.1. Vypocététe integral Iszin(xz +1)dx.

Reseni:
Je ziejmé, Ze pro vSechna x e (—w,) je 2xdx diferencial funkce x2 +1. Proto poloZime
u=x>+1= o(X), a tedy du=2xdx=¢'(x)dx. Funkce f(u)=sinu je spojitd pro

véechna ue(—wo,0) a ma na tomto intervalu primitivni funkci F(u)=cosu. Jsou

spinény predpoklady véty 1.4.1, proto plati:

J'szin(x2 +1)dx = jsin udu=—cosu+C =-cos(x* +1)+C .

Priklad 1.4.2. Vypoctéte integral jsin3xcosxdx.

Reseni:
Je ziejmé, Ze pro vSechna xe(—oo,0) je cosxdx diferencial funkce sinx. Proto
poloZzime

u=sinx, potom du=cosxdx.

substituce: 4 4
] ) u sin™ x
j3|n3xcosxdx=u:5|nx :Iu3du:T+C: 1 +C.
du = cos x dx

Priklad 1.4.3. Vypoctéte integral j f(ax+b)dx pro a=0, (vzorec [16] v tabulce 1.2.1.)
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Matematika Il 1.4. Integrace substituci

Reseni:

O platnosti vzorce [16] v tabulce 1.2.1 jsme se mohli snadno presveédcit derivovanim. Ke
stejnému vysledku muZzeme dospét substituci. Je-li funkce f(u) spojita na intervalu
(a, B) , ma na ném spojitou primitivni funkci F(u). Vnitini funkce u = ¢@(x) =ax+b ma
na intervalu (—oo,00) nenulovou derivaci ¢'(x) =a pro a=0, a proto

substituce: . . .
If(ax+b)dx_—jf(ax+b)adx_u_ax+b :—If(u)du:—F(u)+C:—F(ax+b)+C.
a a a
du = adx

Podle tohoto vztahu dostavame:

—dx=—|n|3x+5|+C (ax+b=3x+7=u a f(u)——)
3X+5

i(a—zx)f’+C

| (3-2x)%dx = e

——%(3—2x)5+c (ax+b=-2x+3=u a f(u)=u4),
jezxdx=%ezx+c (ax+b=2x=u a f(u)=e").

Priklad 1.4.4. Vypoctéte integral J 3xV/5+ x2dx.

Reseni:
substituce: 3 3
3 3 3u? Py
J'3x 5+ x2dx =|u =5+ x2 :EJ'ZX 5+ xzdx:gjxﬂdu :§?+C =u2+C=
du = 2xdx 2
3
(5+ x2) +C.
Priklad 1.4.5. Vypoctéte integrél J%x
X
Reseni:
substituce: substituce:
I%x: u=+x ZJ cozt?/_«/_ dx = chotgudu Zj‘wdu_ t=sinu =
sinu
X dt = cosudu
du ——dx
2%

:ZI%dt:2ln|t|+C=2In|sinu|+C:2In‘sin\/§‘+c.

k%
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Misto druhé substituce bylo mozno ptimo pouZit vzorec [13] v tabulce 1.2.1.

Priklad 1.4.6. Vypoctéte integrél j si%dx'
Reseni:
Pti vypoctu integralu jﬂ%dx se musime omezit na n&jaky interval, v némz se sinx
nikdy nerovnd nule (pro jednoduchost napt. na xe(0,7)). Pro Upravu integrandu

pouZzijeme vztah sin2a = 2sina cos« .

substituce:
_idx:'[;dx:u:5 :J-_;duﬂ'.;du:
sin x 2sin X cos X 2 sinucosu SINU 062
2 2 1 cosu
du ==dx
2
=J';2du pro u e(O,z).
tgucos“u 2
Jelikoz 5 je derivace funkce tgu, provedeme substituci t=tgu (tedy t>0).
cos“u
Dostaneme
. . substituce: .
_—dx:j42du:t:tgu :I—dtzln|t|+C:Int+C:Intgu+C:
sin x tgu cos“ u q t
u
dt = >
cos“u
X
=Intg—+C.
J 2
Vyklad

Podle véty 1.4.1 jsme integral

J' f (p(x))@'(x)dx substituci ¢(x)=u prevedli na integral J' f (u)du.

V n¢kterych pripadech je vhodné zvolit opa¢ny postup.

Méame vypogcitat integral J' f(x)dx. Substituci x=¢(t) (tedy dx =¢'(t)dt) se snazime

tento integral pievést na integral I f(p(1)) @'(t)dt, ktery mize byt jednodussi. Otazkou
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je, zda po nalezeni primitivni funkce k funkci f(¢(t))¢'(t) dovedeme najit primitivni

funkci k funkci f(x) . Je to moZné, pokud vedle piedpoklada véty 1.4.1 jesSté plati:

- funkce o(t) je naintervalu («, ) ryze monotonni,

- pro kazdé te(a,pB) je ¢'(t)=0.

Za uvedenych predpoklada k funkci x=¢(t), te(a,B) existuje inverzni funkce

t= (o_l(x) =w(x) pro x e (a,b) atato inverzni funkce ma derivaci
1
o'(t)
Je-li G(t) primitivni funkce k funkci f (p(t)) ¢'(t) naintervalu («, ), pak plati
G'(t) = f(p(1) ¢'(t) -

Slozena funkce F(x)=G(w(x)) definovana na intervalu (a,b) je na tomto intervalu

v (x)=

primitivni funkci k funkci f (x), protoZe podle véty o derivaci sloZzené funkce plati:

F/(x) = G/ () =  (p() ¢/ () — = f (p(t)) =  (¥).
o'(t)

Ziskany vysledek zformulujeme ve véte:

Véta 1.4.2 (Integrovani substitu¢ni metodou x = ¢(t))
Necht funkce x = ¢(t) zobrazujici interval («, #) nainterval (a,b) je rostouci, popt.
Klesajici, na intervalu («, #) a ma tam spojitou derivaci ¢'(t) =0 a necht’ funkce
t =w(X) je inverzni funkce k funkci x = ¢(t) naintervalu (a,b). Je-li f(x) spojita
funkce na intervalu (a,b) aje-li G(t) primitivni funkce k funkci f (p(t)) ¢'(t) na

intervalu («, B) , potom pro viechna x € (a,b) plati

[ £00dx=[ (o)) ¢'(®) dt = G(t) + C = Gy (X)) +C..

Tvrzeni véty 1.4.2 mtzeme pirehledné shrnout:

Substituce typu x = ¢(t)
Mame vypocitat integral typu [ f (x)dx.

Jsou-li splnény piedpoklady véty 1.4.2, poloZime (provedeme substituci)

x=o(t). Diferencovanim této rovnice dostaneme

dx =¢'(t)dt. Dany integrél tedy pievedeme na tvar

Ef 4 o
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[ £(dx=[ (@) o' Ot

Postup bude Usp&dny, pokud umime vypocitat integrél J f(pt)) @'(t)dt.

Poznamka

P7i vypoctu integrali substitucni metodou obvykle pocitame podle vzorce z vety 1.4.1 nebo

1.4.2, dokud nenalezneme primitivni funkci. Obvykle teprve potom zkontrolujeme, zda jsou
splneny predpoklady pouzité vety. O spravnosti vysledku se mizeme snadno presvedcit

derivovanim nalezené primitivni funkce.

NV

an

Resené tlohy

Priklad 1.4.7. Vypoctéte integral I Va—x2dx.

Reseni:
Funkce f(x):\/4—x2 je spojitd pro xe(-2,2). Zavedeme substituci x=2sint,

dx =2costdt. Je vSak nutno omezit proménnou x tak, aby bylo mozno nalézt funkci
inverzni t=arcsin§. Pro te(O,%) bude xe(0,2) a funkce ¢(t)=2sint bude mit

rostouci nenulovou derivaci ¢'(t) = 2cost . Dostaneme

substituce:
j 4—x2%dx =|x = 2sint :.[\/4—4sin2t 2costdt=4I\/1—sin2t costdt =
dx = 2costdt

=4[ cos tdt :4_[%'[ = 2[ (L+cos2t)dt =

:2£t+s'r]22tj+c =2t +2sintcost+C = 2t+23int\/1—sin2t+C =

2 2
—2arcsin >+ x,[1-| X +C=2arcsin§+X4—_x+C.
2 2 2 2

Pti vypoctu jsme pouZili vzorce

o 1+cosa . ]
cosE: > a sin2a=2sinacosa .

Analogicky vysledek bychom dostali pro t e (—%,O) , kdy xe(-2,0).
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Priklad 1.4.8. Vypoctéte integral I sin~/xdx .

Redeni:
Integrovana funkce je definovana pro x e<0,). Provedeme substituci x =2, abychom
odstranili odmocninu v integrandu. Ze substituce vyplyva, 7e t=+/x nebo t=—vx.

Zvolimet =+/x , takZe t je z intervalu (0,0) . Dostaneme

substituce:

jsinﬁdx:x:tz :2_[tsintdt.
dx = 2tdt

Ziskany integral reSime metodu per partes podobné jako piiklad 1.3.1:

. u'=sint v=
zjtsmtdtz
Uu=-cost Vv'=

:2(sin\/§—\/§cos\/§)+c .

Sami vyzkousejte, Ze pro volbu t = —/X tj. t e (—»,0) dostaneme stejny vysledek.

dx
Vi+ X2

t
JJ =2(-t cost+J'costdt) =2(-tcost+sint)+C =

Priklad 1.4.9. Vypoctéte integral j

Reseni:

Funkce

je spojita pro x e (—w,0). PoloZime x=cotgt. Funkce cotgt je pro
1+x

t € (0, 7) klesajici a zobrazuje tento interval na interval (—oo, ).

’ substituce: . . . .
X —
| =[x=cotgt |= dt = dt =
-2 _ )
V14 x? 1 y1+cotg?t sin“t /sm2t+c032t sin“t

sint
= I|I |dt— I—dt nebot pro te (0,7) je sint>0.
sin’t sint

Dostali jsme integrél, ktery jsme teSili v piikladu 1.4.6.

- idt_—lntg +C_—Intg( arccotng+C
sint

Poznamka

Pokud zadéme integral nejakému matematickému programu (naps~. Derive, Maple,
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Mathematica), ziskame vysledek In(x+\/x2 +1). Na prvni pohled se zd4, Ze se jedna o Uplné

jinou funkci. Derivovanim se viak snadno presvedcime, Ze vysledek je spravny. Znamena to,

Ze programy pouZzily jinou metodu vypoctu, nez jsme uvedli my.

V literatuie [9] lze nalézt postup, jak pievést jeden vysledek na druhy. Druhé teSeni

muzeme dostat nasledujicim postupem:

Provedeme substituci 1+ x2 =t—x.

) o t?-1 2% 42
Po umocnéni uvedené rovnice snadno vypocteme x:2—t atedy dx=

dt.
4t2

Dosazenim do integralu dostaneme:

j j z(t +1)dt—_|.—dt Injt[+C = In

Z

x+\/x2+1

C.

Jelikoz je x+Vx2+1>0, dostaneme In X+VX2 +1 In(x+\/x +1), coZ je hledany

vysledek.

Poznamka

vvvvvv

z racionalni funkce, ktera navic obsahuje vyraz typu ax? +bx+c. Podrobnejsi informace

naleznete v literature [6], [9], [14], [17].

P¥iklad 1.4.10. Vypoctéte integral J' \/—
1+\/—
Redeni:
Jx 11
Funkce X je definovana pro x e<0,). Ve funkci se vyskytuji mocniny x2, x3.

1+§/§
Zavedeme substituci x =t* tak, abychom odstranili vSechny odmocniny ve vyrazu.
V naSem piipadé bude k nejmensi spole¢ny nasobek ¢isel 2 a 3. Pro x =8 bude Vx =t3

a Ix =t2. Analogicky jako v ptikladu 1.4.8 budeme volit t = §/x pro t e<0,0).
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%
FALN

substituce: a
IL;(dx= x =18 J' 6t5dt—6j dt:6j(t8:(t2+1))dt=
1+3x 5 1+t2 1+t2
dx = 6t dt
7 5 .3
GI +t2 -1+ L dt=6 t——t—+t——t+arctgt +C=
1+t2 75 3

+C.

67 6/5 6.3
_6{\/3_\/;7+\/;T—§/§+arctg§/§J

Kontrolni otazky

1. Uvedte princip substitu¢ni metody.
2. Kdy a za jakych podminek pouZijeme substituci typu ¢(x) =u ?
3. Kdy a za jakych podminek pouzijeme substituci typu x = ¢(t)?

4. Jakou substituci zvolite pfi vypoctu mtegraluj X dx 2

COS X

5. Jakou substituci zvolite pfi vypoctu integralu J' cos xsin xdx ?
6. Jakou substituci zvolite pii vypoctu integralu '[ xy1—x2dx ?

7. Jakou substituci zvolite pfi vypoctu integralu f x2\1-x?dx?

Ulohy k samostatnému Feseni

1. a) .|'x23 3 b) j;edx c) j 3 dx
(x2+4) Ux*+1
d) '[x 1-x%dx e) I255de f) [V7-3xdx
4
2. a) JInTde b) '[cos3xsinxdx C) jc:)i;xdx
cos? X sin x Inx-2
d) je sin2xdx  €) jm f) jx Inxdx

k%
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2
tg«& sin 2x
3. a) dx b) —dx C) ——dx
I Jx I Isin2x+3
d) Jx—arctgxdx ) \/arctge dx f '[ sin X —Cos X
1+x° 1+e%X Isin x + cos x
3% In/x In (tg x)
4. d b d ——=d
2) .[4+9x X ) I Jx X © -[sinxcosx §
arctg 2
dx arccos X — X 3
d) |—— e) |————dx f) 4dx
JX\/Z—Inzx '[ N 9-+4x°
2’& 1 \/— X
5. a ——=dx b c ————x
) J.x+(\3/x75 ) J‘1+\/_ ) '[(x—l)\/x—B
d)  [Vo-xPdx e) [cos¥xdx N & i
V9+x2
Vysledky uloh k samostatnému FeSeni
Lo 2, . -1 : 9/ i s 1 2\s L~
1. a) —(x +3)3+C, b) ———=+C; C) —(x +1)3+C, d) ——(1—x )2+C,
4 10(x* +4) 8 3
3 2 3 1 1
e) —gln|2—5x|+c; f) —5(7—3x)2 +C. 2. a)gln5x+C ; b) —Zcos4x+c;

Obwxici  -eics @2k a1,

2
3. a) —2In‘cos\/§‘+c; b) —%euc; ¢) In(sin’ x+3)+C;
d) l(In(1+ xz)—arctg2 x)+C ; e) Earctg% e*+C; f) —ﬂ(cosx+sin x)% +C.
2 3 3

X

1 3 1 In x
4, a) ——arctg—+C: b) Vx(Inx=2)+C: ¢)=In*(tgx)+C:; d) arcsin +C;
) pmgaeedeCi B VK(nx-2)+Ci 9 (x)ecs 0 arsin ]
e) V1-x? —%arccos2 X+C; f) %arctgz%JrC. 5. a) BW—6W+In(W+1)+C;

b) 4\/§—x—4ln(\/§+1)+c; c) 2\/x—3+\/§arctg,/XT_3+C;
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d) Earcsm)3(+x—'92X+C; e) 3(§/x75in3/§+2€/§cos%&—25in€&)+c;
f)—In(tg( arccotg D +C.

Kontrolni test

1. Jakou substituci pouzijete pti vypoctu integralu %dx?
—In“x

a)lzt, b) Inx=t,
X

C) Inx=t, d) V1-1In?x =t.

2. Jakou substituci pouZijete pti vypoctu integralu Isin3 Xcos2xdx ?

a) cosx=t, b) sinx=t,

C) cos2x =t, d) sindx =t.
3. Jakou substituci pouZijete pii vypoctu integralu

j Jx +x/_
2 1
a) x=t-, b) —=
) ) 7
1 4
c) —=-=t, d) x=t".
Yx
3x
4. Jakou substituci pouzijete pti vypoctu integralu J' 5 ?
e 41
a) e?X =t, b) e* =t,
c) eX =t, d) e?X +1=t.
vy N . X2 +4X+5
5. Vypoctéte neurcity integral _[ (x+2)e dx.
2 2 2
a) eX +4X+5+C, b) (X+2)ex +4x+5_ex +4X+5+C,
2 2
0) 2eX +4X+5+C, d) lex +4X+5+C.

2
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s i 3
6. Vypoctéte neurcity integral _[ @dx.
a) arcsin3* +C, b) In3.arcsin3* +C,
c) %arcsin 3*+C, d) 2@.
dx

7. Vypoctete neurcity integral I

cos? Xy/tgx—1 '
a) 2Jtgx-1+C, b) tgx+./tgx—-1+C,
c) Intgx-1+C, d) Jtgx-1+C.

3

8. Cemu se rovna neurgity integral j dx ?

1+ x2

a) %\/(1+ X2)3 -x+C, b) %\/(1+ x2)3 —\/1+ x2 +C,

C) %(1+ x2)—ln\/1+ X2 +C, d) %\/(1+ x2)3 +\/1+ x2 +C.

9. Cemu se rovna neurgity integral Icos3 X dx?

a) sinx—%sin3x+c, b) —sinx+%sin3x+c,
C) x—lsin3x+C, d) x+lsin3x+C.
3 3
10. Cemu se rovna neurcity integral j dx?
e +4
eX
a) Ine* +4)+C, b) arctg7+C,
X X
C) 2\/e7—arctg\/e7+c , d) arctg \/:+C.

2 2

Vysledky testu

1.b); 2.a); 3.d); 4.b); 5.d); 6.c); 7.a): 8.b); 9.a); 10. d).
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Pravodce studiem
Pokud jste spravné odpovedéli nejméné v 8 pripadech, pokracujte dalsi kapitolou.
V opa¢ném priipadé je tieba prostudovat kapitolu 1.4 znovu a propocitat dalsi dlohy

k samostatnému feseni.

Shrnuti lekce

PFi vypoctu integralu je ¢asto pouzivana substitu¢ni metoda. Substitu¢ni metodou Ize feSit
dva typy uloh. V prvnim typu integrala se snazime integrand upravit na dva cinitele, z nichz

jeden je slozenou funkci proménné x s vnitini funkci ¢(x) a druhy je derivaci této funkce

¢'(x). Tedy se snazime integral upravit na tvar _[f((p(x)) @'(x)dx . Jestlize nyni polozime
o(X)=u, je ¢'(X)dx=du a dany integral pifevedeme na integrél If(u)du. Méné casto
pouzivame druhy typ substituce. Integral J'f(x)dx Ize nekdy substitucix = o(t), a tedy
dx = ¢'(t)dt, prevést na jednodussi integral I f(p(t))@'(t)dt. Uvedené metody budou

uspedné, pokud umime vypocitat nové integraly. Tento postup lze realizovat, pokud jsou
spinény podminky uvedené ve vétach v této kapitole. Pfi vypoctu integralt substitucni
metodou obvykle poc¢itdme formalné podle uvedenych vztahd, dokud nenalezneme primitivni
funkci. Obvykle teprve potom zkontrolujeme, zda jsou splnény piedpoklady pouZité véty.
O spravnosti vysledku se mazeme snadno piesveédcit derivovanim nalezené primitivni funkce.
Uspéch pti integrovani substitu¢ni metodou zavisi na obratnosti a zku3enosti, abychom
doptedu vidéli, na jaky integral urc¢itou substituci upravime pavodni integrél, pripadné jak
integral upravit, abychom v integrované funkci vidéli tvar f(p(t))'(t). V nékterych

piipadech muzeme integral ¥eSit pomoci raznych substituci.
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o=

1.5. Integrace racionalnich funkci

Privodce studiem

V ptedchézejicich kapitolach jsme se naucili pocitat neurcité integraly Upravou na
zakladni integraly, metodou per partes a substitu¢ni metodou. V této kapitole se budeme
podrobnéji zabyvat integrovanim racionalnich funkci. Uvedeme podrobny postup rozkladu
racionalnich funkci na soucet parcialnich zlomka a integraci téchto parcialnich zlomka. Podle
uvedeného postupu mizeme integrovat libovolnou raciondlni funkci. Racionalni funkce
muzeme dostat i po nékterych substitucich. Nejprve zopakujeme polynomické a raciondlni

funkce, uvedeme nékteré zakladni vlastnosti téchto funkei.
Cile
Seznamite se s postupem integrace racionalnich funkci a se zakladnimi integraly, které
dostaneme po rozloZeni racionalni funkce na soucet parcidlnich zlomk.
Predpokladané znalosti

Predpokladame, Ze znate pojem primitivni funkce k dané funkci, znate zékladni integraly
uvedené v tabulce 1.2.1., umite vypocitat jednoduché integraly upravou integrované
funkce (integrandu) a substitu¢ni metodou. V této kapitole se vyskytne jen n¢kolik malo

typl integrald.
Vyklad

Polynomy a jejich viastnosti

S polynomy jste se sezndmili jiz v Matematice 1. Pfipomenime definici polynomické

funkce.

o=

Definice 1.5.1.

Polynomem P, (x) stupné m nazyvame funkci
P _ m 2
(X)) =a,x" +. +ax” +ax+ay, a,+#0.

Redlna ¢isla ay, a; ,..., a,, jsou koeficienty polynomu.

Polynom je funkce, kterd vznikne kone¢nym poctem operaci soucet, rozdil a soucin

funkci y =konst a y=x.

Ef 4 -
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m .
Stru¢n¢ mizeme polynom zapsat B, (x)= Y a X, a, 20,
j=0
Cislo m nazyvame stupném polynomu B,(x).

Pro polynom 1. stupné (tj. polynom tvaru y=ax+b, a#0) se pouziva také termin

linearni polynom a pro polynom 2. stupné (tj. polynom tvaru y = ax? +bx+c,a#0) se
pouziva také termin kvadraticky polynom.

Integrace polynomické funkce je velmi snadnd, nebot’ vystacime se zédkladnimi pravidly

pro integraci (véta 1.2.1) a s integraci mocninné funkce (vzorec [3] v tabulce 1.2.1).
Resené ulohy
Priklad 1.5.1. Vypotéte integral [(2x” —x° +3x” +6x—1)dx.

ReSeni:

[ox* =% +3x% +6x—D)dx=2[ x| Pex+3[ ¥ dx+ 6 xdx — [ dx =

6 4 3 2 6 .4

=22 X 43t 46t xrc=1 I i3 ox+C.
6 4 3 2 3 4

Vyklad

Polynomy hraji v matematické analyze velmi dilezitou roli. Polynomy jsou spojité
funkce definované pro vSechna realna x. Jestlize dva polynomy spolu secteme, odecteme nebo

vynasobime, dostaneme opét polynom.

Polynomy miizeme také mezi sebou délit. V tomto piipadé vSak obecné vysledkem

nebude polynom, ale funkce, kterou nazyvame racionalni (racionalni lomend):

_ By (x)

R )
(=0,

Je-li O,(x) polynom n-té¢ho stupné, nazyva se rovnice Q, (x)=0 algebraicka rovnice

n-tého stupné.

Definice 1.5.2.
Cislo «, pro které plati O, («) =0, se nazyvé koten polynomu Q a vyraz x—« se nazyva

korenovy ¢initel polynomu Q.

k%
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Dovedete nalézt kofeny rovnice Q, (x)=0 pro polynomy 1. a 2. stupné. Pro polynomy

~evroor

vysSich stupnia se jedna o slozitéjsi ulohu, kterou dovedeme vyftesit v nékterych specidlnich
pripadech. Velmi Casto je pro nalezeni kofent nutno pouzit numerickych metod, o nichz se

dozvite vice ve specidlnim pfedmétu Numerické metody.

V algebie se dokazuje, Ze kazdy polynom O, (x), ktery neni konstanta, ma v oboru

komplexnich ¢isel n kotfend.

Véta 1.5.1.
Kazdy polynom Q, (x) =a,x" +...+ a2x2 +ayx +ag stupné n >1 lze rozlozit na soucin
kofenovych Ciniteld

Qn(x) = an(x_al)(x_QZ) (x_an) >

kde a;,a, ... ,a, jsou konstanty (obecné komplexni).
Pozndamka
1. Cisla ap,ay, ...,a, nemusi byt navzajem riizna. Tedy rovnice miize mit vicendsobné

kofeny. Pokud koren a; je r-ndsobny, mizeme misto r soucinii (x—a j)(x—a j) o (x—a j)
psat (x—aj)r.

2. Koreny ay,ay, ... ,a, mohou byt redlné nebo komplexni.

Véta 1.5.2.
Pokud ma polynom r-nasobny komplexni kofen a =c+d i (c,d jsou realna cisla), pak

také komplexné sdruzené Cislo & =c—di je r-nasobnym kofenem tohoto polynomu.

Resené ulohy

Priklad 1.5.2. RozloZte na soucin kofenovych Cinitellt Os(x) = 3x° +24x° —27x .

Reseni:
Resime rovnici 3x° +24x° —27x=0. Rovnici upravime vytknutim 3x. Dostaneme
3x(x4 +8x% — 9) =0. Jedno feSeni je x; = 0. Dalsi kofeny ziskdme feSenim rovnice

x*+8x2-9=0. Po zavedeni pomocné proménné ¢ = x? dostaneme kvadratickou rovnici

t2+8t—9:0,kterémékofeny h=laty=-9,¢cil x’=lax?=-9.

Ef 4 -
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Odtud xy =1, x3 =-1, x4 =31, x5 =-31.

Jelikoz je koeficient u nejvyssi mocniny roven 3, miizeme polynom zapsat ve tvaru:
Os(x) =3x° +24x> —27x = 3x(x —1)(x +1)(x = 3i)(x +3i) .

Vyklad

Je neptfijemné, Ze se ve vysledném rozkladu v ptikladu 1.5.2 objevuji imaginarni Cisla
+3i a —3i. Pokud vynasobime odpovidajici kofenové Cinitele, dostaneme kvadraticky

polynom (x—3i)(x+3i)= x> +9. Rozklad polynomu z ptikladu 1.5.2 bude mit tvar
Os(x) =3x° +24x> —27x =3x(x —D)(x + (x> +9).

Tento postup mizeme zobecnit. Ma-li polynom kofen o =c+di ma podle véty 1.5.2
také komplexné sdruzeny kofen & =c—di. Pokud vynasobime odpovidajici kotfenové
Cinitele, dostaneme kvadraticky polynom, ktery nema imaginarni koeficienty:
(x—a)(x—a)=(x—(c+di))(x—(c—di)=x>—2ex+c* +d? =x>+ px+q, kde
p=—2c aq= ¢? +d?. Uvédomme si, ze diskriminant D = p2 —4q je zaporny, nebot’
D=p?—4g=4c% —4c* —4d* =-4d*> <0

Je-li komplexn¢ sdruzeny koten c¢+d -i s ndsobny, dostaneme

(x—-a) (x—-a)’ = (x2 +px+q)°.

Pokud tuto tivahu zobecnime, dostaneme dulezitou vétu o rozkladu polynomu na

zakladni soucin v realném oboru:

Véta 1.5.3.
Kazdy polynom O, (x)=a,x" +...+ a2x2 +ayx +ag stupné n>1 lze jednoznaéné zapsat
ve tvaru:
0, (M) =a,(x—a))t .. (x=a,)u (" + px+g) . (5 + px+q,)”

se vzajemn¢ riznymi redlnymi kofeny ¢;, i =1,2, ... u a vzjemn¢ riznymi

kvadratickymi polynomy X2+ pjx+q;,j=12, .. v, kter¢ nemaji realn¢ koreny.

Poznamka
1. Strucné lze Fici, zZe kazdy polynom s redlnymi koeficienty stupné n =1 Ize rozlozit na soucin
polynomut prvniho a druhého stupné, pricemz polynomy druhého stupné se ddile nedaji

rozlozit na soucin polynomii prvniho stupne.
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2. Je ziejmé, Ze plati n=1n+ry +..+1,+2(s;+59 +...+5,).

Véta 1.5.3 nam sice zarucuje moznost rozkladu polynomu na zdkladni soucin, avSak
praktické provedeni nemusi byt jednoduché. V mnoha ptipadech potiebujeme provést rozklad

polynomu Q, ktery je jiz ¢aste¢né rozlozen.

Resené ulohy

Priklad 1.5.3. Rozlozte na zékladni soucin polynom Q(x) = (x5 —x? )(x5 +x? )(1- x4) .

Reseni:

Je ziejmé, ze polynom Q(x) je 14. stupné. Polynom Q(x) neni rozlozen na zakladni
soucin, nebot’ se vném vyskytuji polynomy vyssiho nez 2. stupné. Proto jednotlivé
Cinitele dale rozloZime:

(=3 =x> (- =2 (=D +x+1),

(P +x2) =22 (3 +) =2 (e + D —x+1),
A-xH=-(* -1 =—(x=D(x +1)(x% +1).

Takze O(x) = x> (x—1D)(x> +x+D)x? (x+ (x> = x + (= D(x = D)(x +1)(x? +1) =
= -2+ D2+ x+ D —x+ D2+ D).

Uvédomte si, Ze xt :(x—0)4, tedy se jednd o polynom 1. stupné, ktery pfislusi

Ctyfnasobnému kofenu x =0. Koeficient a, =-1.

Vyklad

Rozklad racionalni funkce na soucet parcialnich zlomku

Definice 1.5.3.

Racionalni funkci R(x) nazveme funkci, ktera je podilem dvou polynomi B, (x) a Q,(x):

_ B (x)
R(x)= 0,(x) , 0,(x)#0.
Poznamky

Definicnim oborem racionalni funkce R(x) je mnozina vsech realnych cisel x, které nejsou

realnymi koreny rovnice Q, (x)=0.
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Definice 1.5.4.

En (%)

n

Racionalni funkce R(x)= se nazyva ryze lomena, je-li stupefi m polynomu B, (x)

mensi nez stupeil n polynomu Q, (x), tj. m<n.Je-li m >n, pak se funkce R(x) nazyva

neryze lomena racionélni funkce.

Jestlize je funkce R(x) neryze lomena racionalni funkce, pak miZeme polynom B, (x)
v Citateli délit polynomem Q, (x) ve jmenovateli. Podilem bude polynom Pm1 (x) a zbytek
déleni bude polynom B, (x), jehoZz stupent m, je niz8i nez n, tj. m, <n.To mizeme vyjadfit

vétou.

Véta 1.5.4.

Kazdou neryze lomenou raciondlni funkci miizeme vyjadtit jako soucet polynomu a ryze

: : B B, (¥)
lomené racionalni funkce, tj. R(x) = In0) =By, (x)+ 277 kde my <n.
On(x) Op(x)
Resené ulohy
. . . C+2x%+x-1 .
Priklad 1.5.4. Vyjadrete raciondlni funkci R(x)= > jako soucet polynomu a

x“—x+1

ryze lomené racionalni funkce.

Reseni:

Polynom Pj(x)= x> +2x? +x—1 v &itateli raciondlni funkce je 3. stupné a polynom
O (x)= x> —x+1 ve jmenovateli mé stupen 2. Polynomy mizeme vydélit.

(C+2x% +x-1): (2 —x+1)=x+3

—(x3 —x%+ X)
3x2 -1
~(3x% -3x+3)

3x—4 ... zbytek

Danou racionalni funkci proto miizeme zapsat ve tvaru

x3+2x2+x—1 3x—4
3 =x+3+——
x“—x+1 x“—x+1
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Pravodce studiem
Hlavnim vysledkem predchazejici ¢asti je véta 1.5.4. Je-li dana neryze lomena raciondlni
funkce, provedeme déleni polynomu FB, (x) v Citateli polynomem Q,(x) ve jmenovateli

racionalni funkce. Dostaneme polynom a ryze lomenou raciondlni funkci. Staci tedy, kdyz se

Bn(x)
(x)

v dal$im omezime na takové raciondlni funkce , vnichz ma citatel nizs8i stupen nez

n
jmenovatel (ryze lomené raciondlni funkce). V dalsi Casti si ukazeme, jak Ize ryze lomené
racionalni funkce rozlozit na soucet n¢kolika jednodussich zlomkt, které bychom jiz uméli

integrovat.

Vyklad

Ve vété 1.5.3 jsme ukazali, Ze kazdy polynom s redlnymi koeficienty stupné n>1 lze
rozlozit na soucin polynomu prvniho a druhého stupné, pfi¢emz polynomy druhého stupné se
jiz nedaji rozlozit na soucin polynomi prvniho stupné s redlnymi kotfeny (maji komplexné
sdruzené kofeny). Budeme se snazit raciondlni funkci rozlozit na soucet jednoduchych

raciondlnich funkci, které maji ve jmenovateli mocniny kofenovych Ciniteli (x—a) a

kvadratickych polynomi (x2 + px+q).

Definice 1.5.5.

Casteénymi (parcialnimi) zZlomky nazyvame racionalni funkce tvaru

Mx+ N
Lk nebo 2 k
(x—a)? (x*+px+q)™?

kde 4, M, N, p, q jsou redlna Cisla, ky, k, jsou pfirozena ¢isla a polynom X2+ px+q nema

realné koteny (D = p> —4g <0).

Poznamky
1. Parcialni zlomky prvniho typu odpovidaji realnym koreniim jmenovatele a parcialni zlomky

druhého typu odpovidaji dvojicim komplexné sdruzenych korenii.

2. Ryze lomenou racionalni funkci R(x) lze vyjadrit ve tvaru

R(x)=R(x)+Ry(x)+...+ Ry(x), kde Ri(x), Ry(x), ... Ry(x) jsou parcialni zlomky. Pro

integraci ryze lomené racionalni funkce staci umét integrovat tyto parcialni zlomky.
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Pro snazsi pochopeni a jednoduchost uvedeme tvar rozkladu racionélni funkce na soucet

parcialnich zlomkl podle toho, jaké kofeny ma polynom O, (x) ve jmenovateli racionalni

funkce. Postupné se budeme zabyvat Ctyfmi zdkladnimi ptipady.

A. Rozklad pro realné rizné kofeny polynomu O, (x)

JestliZze polynom Q,,(x) ma k (k < n) realnych riznych kotent oq,a5, ..., oy

Ln(X)

(x)

(jednoduché koteny), pak Ize ryze lomenou racionélni funkci R(x) = rozloZit na

n

Pm(x) _ Al + A2

soucet parcidlnich zlomk:
0,x) x-og x—ay xX—ay

+ Rk+1(x) a0a g

kde 4, 4,, ..., A4; jsouredlné konstanty.

Nalezneme konstanty 4,4, ..., A4; tak, abychom po secteni vSech parcialnich zlomkt

dostali danou racionalni funkci R(x). Jednotlivé parcidlni zlomky pak miizeme snadno

integrovat.

Poznamka

Polynom Q, (x) miize mit vedle k redlnych riiznych korenii jesté realné ndsobné koreny nebo

koreny komplexné sdruzené.

Resené ulohy

x2—8x+3

Priklad 1.5.5. Vypodtéte integral j — 7 k.

3.

k%

X —4x? +3x
Reseni:
Vypocet miizeme rozdélit do péti kroki:

Polynom v Citateli je stupné m=2 a polynom ve jmenovateli raciondlni funkce ma
stupent n=3. Jelikoz je m <n, je dana funkce ryze lomena racionalni funkce (neni nutno

délit polynomy).

Polynom ve jmenovateli Q3(x) = x> —4x? +3x rozlozime na zékladni soucin podle véty
1.5.3. Dostaneme Q;(x) = x(x2 —4x+3)=x(x—1)(x—3). To znamena, ze polynom ve
Jjmenovateli mé realné jednoduché kofeny x; =0, x, =1, x3 =3.

Racionalni funkci rozlozime na soucet parcidlnich zlomk:
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XX-8x+3 A4 A A4
3 2. T
¥ —4x“+3x x x-1 x-3

4. Nalezneme konstanty rozkladu 4, 4,,4;. Rovnici v kroku 3 vyndsobime polynomem
O3(x) = x> —4x? + 3x . Dostaneme rovnost dvou polynomii:
x2 —8x+3= A (x—1)(x—3) + Ayx(x—3) + A3x(x—1).
Tuto rovnici lze fesit né€kolika zplsoby:

a) Dosazovaci metoda. Oba polynomy se musi rovnat pro libovolné hodnoty x.

Dosadime-li obecné tii rtizné hodnoty x, dostaneme tfi rovnice pro tfi neznamé

koeficienty A, A,,A;. Tuto soustavu snadno vyieSime. Pokud ma polynom Q(x)

realné koteny, je vyhodné dosadit prave tyto koteny.

Pro x=0 dostaneme: 3=34+04, +045. Tedy 4 =1.
Pro x=1 dostaneme: —4=04;-24, +04;5. Tedy A =2.
Pro x =3 dostaneme: -12=04;+04, +643. Tedy  A3=-2.

b) Srovnavaci metoda. Rovnice predstavuje rovnost dvou polynomt.

Rovnost nastane, jestlize se budou rovnat koeficienty polynomu na levé strané a

odpovidajici koeficienty polynomu na pravé strané rovnice.
X2 —8x+3= A (x—1)(x—3) + Ayx(x—3) + A3x(x—1)

2 _ 2 2 2
X7 =8x+3=A4(x" —4x+3)+ Ay (x” = 3x)+ A3(x" —x)

X% —8x+3=x%(dy + Ay + A3) + x(=44 — 34y — A3) + 34

Koeficienty u x2: l=A41+ 4y + 43
Koeficienty u x': —8=—44,—34, — A
Koeficienty u o 3=34

Regenim této soustavy rovnic dostaneme 4 =1, 4, =2, 43 =-2.
Metody mizeme kombinovat.
¢) Kombinace metod a), b).
Metodou a) ziskdme nékolik rovnic, zbyvajici rovnice doplnime metodou b). Tento
postup budeme pouzivat v n¢kterych dalSich ptikladech.

5. Integrujeme ziskané parcialni zlomky:

k%



Matematika Il 1.5. Integrace racionalnich funkci

- Y -
I ;c X" -8x+3 I[Al A +—3jdx=j(l+i+ 2 )dx:
45?2 +3x -1 x-3 x x-1 x-3

=jldx+2dex—szdx=1n|x|+21n|x—1|—21n|x—3|+c=
X x-1 x-3

|x| (x— 1)
(x-3)

V ptipadé€ redlnych jednoduchych kotenti polynom Q,(x) dostaneme pouze integraly

parcialnich zlomk typu

J.idx=A ln|x—a|+C.
xX—a

Poznamka I
Predchazejici integral jsme vypocetli podle vzorce [13] nebo [16] z tabulky 1.2.1. Miizeme

pouZzit substituci x—o =t.

B. Rozklad pro realné nasobné kofeny polynomu O, (x)

Jestlize polynom Q,(x) ma r-nasobny (7 < n) kofen «, pak 1ze ryze lomenou racionalni

: P . .
funkci R(x) = In0) rozlozit na soucet parcialnich zlomk:

1 (X)

Pm(X): Bl B2 R B

0, (%) x—a+(x—a)2 (x—a)"

+R. () + ...,

kde By, B,, ...,B, jsou realné konstanty.

L. L \ls
Re

Sené ulohy _:Q:_

4 53 2
Priklad 1.5.6. Vypoctéte integral I X —2x 3 x+1dx.

x4 —3x3 +3x2 -X

Reseni:
Vypocet opét rozdelime do péti krokii:
1. Polynom v ¢itateli je stupné m =4 a polynom ve jmenovateli raciondlni funkce ma také

stupen n=4. JelikoZ neni m<n, je dana funkce neryze lomena raciondlni funkce a

musime polynomy vyd¢lit.

(x4—2x3 +3x2 —x+1):(x4—3x3+3x2—x):1

Ef & e
* *
i’ ,i
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—(x4 —3x0 +3x% - X)

x3 +1

Danou racionalni funkci proto mizeme podle véty 1.5.4 zapsat ve tvaru

x4—2x3+3x2—x+1 x3+1
=1+

x4—3x3+3x2—x x4—3x3+3x2—x

Konstanta 1 je zvlastni pripad polynomu nultého stupné¢ a zbyvajici racionalni funkce

je jiz ryze lomend. Tuto racionalni funkci rozlozime na soucet parcialnich zlomka.

2. Polynom ve jmenovateli Q4(x)= x* 3% +3x% —x rozlozime na zakladni sougin podle
véty 1.5.3. Dostaneme Qy(x) = x(x3 —3x% +3x— 1)=x(x- 1)3 . To znamend, Ze polynom
ve jmenovateli ma jednoduchy realny kofen x; =0 a trojnasobny realny kofen x; 3 4 =1.

3. Racionalni funkci rozlozime na soucet parcialnich zlomkt (pfipad A pro x; =0 a B pro
X34 =1):

3
B
x +1 _é_'_ Bl+ BZ " 3

xx-13 x x-1 (-1 (x=1®

4. Nalezneme konstanty rozkladu 4, By, By, B3 . Rovnici v kroku 3 vynasobime polynomem
O4(x)=x(x— 1)3 . Dostaneme rovnost dvou polynomii:
3 _ 3 2
X" +1=A(x—-1)" + Bjx(x=1)" + Byx(x—1)+ B3x

Pro nalezeni neznamych koeficienti pouzijeme nejprve dosazovaci metodu (viz ptiklad

1.5.5). Do ziskané rovnice dosadime realné kofeny polynomu ve jmenovateli racionalni

funkce:
Pro x=0 dostaneme: 1=-A4+0B;+0B, +0B;. Tedy 4=-1.
Pro x=1 dostaneme: 2=04+0B;+0By +1B5. Tedy B;=2.

Jelikoz jiz nemame dalsi kofeny, mizeme dosadit dvé jina realna Cisla a dostaneme dvé
rovnice pro dosud nezndmé koeficienty B; a B,.

Pro vypocet zbyvajicich koeficienti miizeme také pouzit srovnavaci metodu (viz ptiklad

1.5.5):
3 _ 3 2
x"+1=A(x—-1)" + Bjx(x—=1)" + Byx(x—1)+ B3x
x3+1=A(x3—3x2+3x—1)+Bl(x3—2x2+x)+BZ(x2—x)+B3x

X3 +1=(A+B)x> +(-34—2B, + By)x* +(3A+ B, — By + By)x— 4
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3

Koeficienty u x~: l=A4+5

Koeficienty u X2

0 :—3A—2B1 +Bz
Resenim této soustavy rovnic dostaneme B, =2, B, =1.
5. Integrujeme ziskané parcialni zlomky:

_[ 4 2x +3x —x+1
4 3x +3x

3
x +1
d 1+ )dx =
I 4—3x3+3x2—x

_|.1++1+B2 Bs de.1+—1+2+1+2 dx =
x=1 (x=1)% (x 1)’ x x-1 (x-1? (x-1>

2
:x—ln|x|+2ln|x—1|— ! — 2 =x+ln(x_l) ad

x=1 2(x-1)2 b (x-1)?

+C

V ptipadé redlnych nasobnych kotenti polynomu Q, (x) dostaneme integraly parcialnich

zlomkt typu
j B dx:Bl-[ dx:Blln|x—a|+C
X—-a X—a
a
By
j Bk.[(x a) kdx = | +C,pro k=2.
(x a 1-k)(x-a)

Poznamka

Predchazejici integral jsme vypocetli podle vzorce [16] z tabulky 1.2.1. Pouzili jsme substituci

X—a=t:

B _ =t —k+1
j—dx—x ¢ =Bkj.£dt=BkJ.l_kdl=Bkt +C=
(x a) dx=dt tk - +1
B
:% +C= Bi — +C.pro k22.
(1—k)yk= (1—k)(x—a)*~
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C. Rozklad pro komplexné sdruzené kofeny polynomu 0O, (x)

Z véty 1.5.3 o rozkladu polynomu na zdkladni soucin jiz vime, ze pokud ma polynom

komplexni kofen o =c+di, ma také komplexn€ sdruzeny kofen & =c—di a z polynomu
0,(x) mizeme vytknout kvadraticky polynom 2+ px+q, kde diskriminant
D= p2 -4g<0. Vtomto piipad¢ mlzeme polynom Q,(x) =zapsat ve tvaru

0,(x) = (x% + px+q)0,_» ().

Jestlize polynom O, (x) ma komplexné sdruZzené kofeny (jednoduché¢), pak 1ze ryze

: . P . . .
lomenou racionalni funkci R(x)=- Ex; rozlozit na soucet parcialnich zlomku:
X
n
B,(x) B, (x) _ Mx+N

0, (x) - (x2 + px+q)0,_»(x) - X2 +px+gq

kde M, N jsou realné konstanty.

Resené ulohy

5 3 2
Priklad 1.5.7. Vypoctéte integral I XX 3 T2 dx .
x +1

ReSeni:
Jako v predchazejicich ptikladech rozdélime vypocet do péti kroki:

1. Polynom v ¢itateli je stupn€ m =5 a polynom ve jmenovateli racionalni funkce ma stupeni
n=3. Jelikoz neni m<n, je dand funkce neryze lomena raciondlni funkce a musime
polynomy vyd¢lit.

(x5 +x° X2 +2):(x3 +1):x2 +1

—(x5 + X2 )

x3 +2
(x> +1)
1

Danou raciondlni funkci proto miizeme podle véty 1.5.4 zapsat ve tvaru

A+ +2 2 1
=x"+1+ 3

41 Bl
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Racionalni funkci

3 rozlozime na soucet parcidlnich zlomkd.
x” +1

2. Polynom ve jmenovateli O3(x) = x> +1 rozlozime na zékladni sougin podle véty 1.5.3.
Dostaneme  Q3(x) = (x+1)(x2 —-x+1). (Pro rozklad jsme pouzili vzorec

@ +b = (a +b)(a2 —ab +b2) ). To znamend, Ze polynom ve jmenovateli ma realny
jednoduchy kotfen x3=-1 a komplexné¢ sdruZzené kofeny, protoze diskriminant
kvadratické rovnice x> —x+1=0 je zaporny: D = (—1)2 -4=-3<0.

3. Racionalni funkci rozloZime na soucet parcidlnich zlomki (ptipad A pro x; =—1 a C pro
troj¢len X2 —x+ 1):

1 1 _ A, Mx+N
Bl (eDEE—x+1) X+l 241

4. Nalezneme konstanty rozkladu 4, M, N. Rovnici v kroku 3 vynasobime polynomem

O3(x) = x> +1. Dostaneme rovnost dvou polynomu:

1= A —x+ 1)+ (Mx+ N)(x+1).
Pro nalezeni neznamych koeficientl pouZzijeme nejprve dosazovaci metodu (viz ptiklad
1.5.5). Do ziskané rovnice dosadime redlny kofen polynomu ve jmenovateli racionalni

funkce:

Pro x=-1 dostaneme 1=A(0+1+1)+0. Tedy A:%.

Pro vypocet zbyvajicich koeficientll pouzijeme srovnavaci metodu (viz ptiklad 1.5.5):

Koeficienty u X2 0=A4A+M

Koeficienty u X0 I=4+N

x C . 1 2
Resenim této soustavy rovnic dostaneme M = 3 N = 3

5. Integrujeme ziskané parciadlni zlomky (nezapomefime na polynom ziskany délenim

v kroku 1):

1 1 2
5 3 2 3 - - -
2 1
Jx +x3+x * dx:.[(x2+l+ 3 )dx=—x +x+I 3 + 23 3 X .
x” +1 x +1 3 x+1 x*—x+1

Prvni integral je snadny, zndme jej z ptipadu A:
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— x—— de——ln|x+l|+C1
x+1 x+1

Druhy integral se budeme snazit upravit tak, abychom v ¢itateli zlomku ziskali derivaci

jmenovatele.

L2

I#dx 1 40, _ g 24 lp 2l be 3
x+1 x+1 6 x2—x+1 6 xz—x+1 67 x*—x+1 .

Dostaneme dva integraly. Prvni integrujeme pomoci vzorce [13] z tabulky 1.2.1 (fakticky

pouzijeme substituci XX —x+l= t):
1 %}C:—lln‘xz—x+l‘+C2:—lln(xz—x+1)+C2.
67 x2 —x+1 6 6

Doplnénim na ¢tverec upravime druhy integral tak, aby bylo mozno pouzit vzorec [14]

z tabulky 1.2.1:

1 1 1
—— ﬁdX——J‘ 7 ——j dx:—_[—dx:

1

Y

Sectenim integrali, které jsme postupné vypocitali, dostaneme vysledek:

arctg arctg G .

5,3, .2 3 3
J-x X X Jrde =x—+x+lln|x+1|—lln(x2 —x+1)+Larcth+C .
X +1 3 3 6 J3 N
Poznamka
v , . Mx+ N . . .
Pri vypoctu integralu z parcialniho zlomku R dx jsme integrand upravovali tak,
x“—x+1

abychom dostali zlomek, ktery bude mit v citateli derivaci jmenovatele a zlomek s konstantou

v citateli:

2

Mx+N Mx+N I(K(2x D, L
x+1 x“—-x+1

]dx . Pro méné zdatné poctare bude proto
—-x+1

vyhodnéjsi ve 3. kroku rozlozit tuto racionalni funkci na dva zlomky s konstantami K a L.
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Postup muzeme zobecnit a modifikovat rozklad pro ptipad komplexné sdruzenych

kofenu:

JestliZze polynom Q,,(x) ma komplexné sdruzené kofeny (jednoduché), pak lze ryze

. . P . .
lomenou racionalni funkci R(x) = Lx; rozlozit na soucet parcialnich zlomk:
X
n
() _ Po() _K@x+p) L

0,(x) (x2 +px+q)0,_»(x) x2 +px+gq x2 + px+q

kde K, L jsou realné konstanty.

Resené ulohy

5 3 2
Priklad 1.5.8. Vypoctéte integral j XX g L dx .
x” +1

Reseni:
Kroky 1 a 2 jsou stejné jako v prikladu 1.5.7. V kroku 3 budeme postupovat podle navodu

uvedené¢ho v predchazejici poznamce.
3. Raciondlni funkci rozloZime na soucet parcidlnich zlomki (ptipad A pro x; =—1 a C pro
troj¢len X2 —x+ 1):

1 1 A  KQ@2x-1) L
3. 2 - T t
x4+l (x+D)(x°—x+1) ¥+l x*—x+1 x

—x+l
4. Nalezneme konstanty rozkladu A4,K,L. Rovnici v kroku 3 vynasobime polynomem

O3(x)= x> +1. Dostaneme rovnost dvou polynomii:

1= AG? —x+ 1)+ KQx—D(x+1)+ L(x+1) .

Jako v ptikladu 1.5.7 dostaneme A = % )

Pro vypocet zbyvajicich koeficientl pouzijeme srovnavaci metodu (viz piiklad 1.5.5):

Koeficienty u X2 0=A4+2K

Koeficienty u K0 l1=A-K+L

IR PO . 1 1
ReSenim této soustavy rovnic dostaneme K = —g , L=—.

5. Vypocet integrali je jiz uveden v kroku 5 ptikladu 1.5.7.
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Jestlize ma polynom Q,,(x) komplexn¢ sdruzené kofeny (jednoduché), dostaneme

integraly parcialnich zlomki typu

IMXZK ln‘x2+px+q‘+C
X“+px+gq

a

P
2 +C .
2

| _»p
77

X

IZL dx= L

1
X+ px+q 2
p
‘]—T

arctg

Poznamka

Prvni integral jsme vypocetli podle vzorce [13] ztabulky 1.2.1. Prakticky pouzivame

substituci x* + px+q =t. Druhy integral

x+Z

.[—2 L dx=LI ! arctg—2 +C.

. 2dx=L;
x* + prg (x#’j vg P W _Pi
2 4 7y 7y

Tento vzorec si jisté nebudeme pamatovat. Podstatné je, ze uvedeny integral upravime na typ

I%dt , kde t =x +§ a vysledkem bude funkce arctg( ) podle vzorce [14] z tabulky 1.2.1.
a” +t

D. Rozklad pro nasobné komplexné sdruzené kofeny polynomu O, (x)

Tento ptipad uvadime pro uplnost, abychom vycerpali vSechny moznosti. Zakladni
princip rozkladu je jednoduchy a peclivy Ctendr jisté racionalni funkci snadno rozlozi na
parcialni zlomky. Vypocet je vSak pracnéjsi, nebot’ budeme pocitat minimalné 4 koeficienty a
1 pti vlastni integraci racionalnich funkci budeme fesit obtiznéjsi integral.

Z véty 1.5.3 o rozkladu polynomu na zdkladni soucin jiz vime, Ze pokud ma polynom £-

nasobny komplexni kofen a=c+di, ma také k-nasobny komplexné sdruzeny koten
a =c—di azpolynomu Q,(x) mizeme vytknout kvadraticky polynom (x2 + px+ q)k , kde
diskriminant D = p2 —4g<0. Vtomto pfipadé mizeme polynom Q,(x) zapsat ve tvaru

0,(x)= (x2 + px+ q)k 0,—o1 (x) . Rozklad na parcialni zlomky je jiz zieymy z pfipadi B a C.
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JestliZze polynom Q,,(x) ma k-nasobné komplexné sdruzené kofeny, pak lze ryze lomenou

o, . B, (x .. < " .
racionalni funkci R(x) = # rozlozit na soucet parcialnich zlomkii:
X
n

Pm(x)_ Pm(x) _ M1x+N1 n M2X+N2 P ka"'Nk
0, (%) (x2+px+q)an_2k(x) x2+px+q (szrp)th)2 (x2+px+q)k ’

kde M,Ny, ..., M}, Ny, jsourealné konstanty.

I Poznamka

Podobne, jak bylo uvedeno v poznamce u pripadu C, je vyhodnéejsi provest rozklad na
parcialni zlomky tak, abychom méli v citateli nasobek derivace jmenovatele a konstantu.

3 = T j=12,....k . Zjednodusi nam to dalsi upravy.
(x“+ px+q) (x“+ px+q)

_:QE Resené ulohy

2
PFiklad 1.5.9. Vypodtite integrdl | 207 ZAxES

(x* +2)°
Reseni:
Vypocet opét rozdelime do péti krokii:
1. Polynom v ¢itateli je stupné m =2 a polynom ve jmenovateli racionalni funkce ma

stupenn n =4 . Dané funkce je ryze lomena racionalni funkce.
2. Polynom ve jmenovateli Q4(x)= (x2 + 2)2 ma dvojnasobné komplexné sdruZené kotfeny

x=+J2ia je jiz rozloZen na zékladni soucin.

3. Racionalni funkci rozlozime na soucet parcialnich zlomk:

2x2—4x+5_K1(2x)+ L, K@) L,
2 2 2 2 2 2 2 2
(x*+2) X“T+2 x*+2 (x"+2) (x*+2)

4. Nalezneme konstanty rozkladu Ky, Z; K, L, . Rovnici v kroku 3 vynasobime polynomem
Oy(x) = (x2 + 2)2 . Dostaneme rovnost dvou polynomii:

2x% —4x+5=2x(x? +2)K| + (x> +2) L +2xK, + L, .

Pro vypocet neznamych koeficientii pouzijeme srovnavaci metodu a dostaneme:

KIZO, L1:2, K2=—2, L2 =1.
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5. Integrujeme ziskané parcialni zlomky:

J~2x —4x+5d J‘( —2(2x) o+ 1 de:

(x> +2)? X242 (x +2)%  (x?+2)?

arctg —— dx .

\/_ \/_ X2 +2+'[(x +2)

Prvni integral jsme vypocitali podle vzorce [14] z tabulky 1.2.1, druhy snadno vypocteme

. 0 1
substituci x> +2=1 . Zbyvajici integral Igdx vypocteme metodou per partes:

(x +2)
u'=1 v= 21

21 dx = e 2 +2I 5 o=

x“+2 U=x V= —2x x“+2 (x“+2)
(x* +2)?

= ZJx £2- 2 dx = 2I = dx 4J—dx

X242 (x +2) X242 (x +2)
Dostavame rovnici
J‘ 21 dx = +2j E; dx — 4'[2—dx,

x“+2 X242 +2 (x +2)

ze které vypocitdme hledany integral:

jﬁd 4(x +2 IZ ] (x +2 x/_arCtgx/EJ'

Sectenim s jiz vypoctenymi integraly dostaneme

«2+2? 2 \/_ 212 4210 J_ J_
=ﬂarct X x—"l‘8+c
N 4(x% +2)

Ef o o
* *
'l’ '*

b =
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Jestlize ma polynom Q, (x) komplexné sdruzené nasobné kofeny, dostaneme integraly

parcialnich zlomkt uvedené ve variant¢ C a dale pro k£ >2 integraly

f (2X+P) > K = + C aintegral typu
(x +px+q) =R+ pre )
substituce
. r1=x +§ I
(x? +px+q) P2 p* o (t2+a2)
(x+2) +q-+— 2
4 az = q —p—
4
Poznamka

Prvni integral jsme snadno vypocetli substituci x>+ px+q =t. Druhy integrdal miiZeme po

substituci vypoél'tat metodou per partes stejné jako jsme to udélali v prikladu 1.5.9.

Vevr

1 1 X 2k-3
.[ z dt = k—l 7 I , kterou lze odvodit
(t2+a2) 2k - 2)a (t +a2) (2k—2)a (t s )

metodou per partes (odvozeni najdete napr. v [6], [9], [14], [17] ).

Kontrolni otazky

1. Jaky tvar ma polynomické funkce?
Popiste rozklad polynomu na kotfenové Cinitele.
Co rozumime rozkladem polynomu na zakladni sou¢in?

Jaky tvar ma racionalni funkce? Jaky ma defini¢ni obor?

A I

Kdy je racionélni funkce ryze lomena?

6 2

6. Vyjadfete raciondlni funkci R(x)= * 5
x°+1

jako soucet polynomu a ryze lomené

raciondlni funkce.
7. Co jsou to parcidlni zlomky?
8. Uvedte rozklad na parcidlni zlomky pro realné¢ rtzné koteny jmenovatele racionalni

funkce.
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9. Uvedte rozklad na parcialni zlomky pro redlné nasobné koieny jmenovatele racionalni
funkce.

10. Uved'te rozklad na parcidlni zlomky pro komplexné sdruzené kofeny jmenovatele
racionalni funkce.

11. Jak miizeme nalézt koeficienty rozkladu na parcidlni zlomky?

12. Uvedte kroky, kterymi postupujeme pfii integraci racionalni funkce.

. . . . A
13. Jaké integraly dostaneme pfi integraci parcialniho zlomku — ?
(x—a)"
. . . . M:
14. Jaké integraly dostaneme pfi integraci parcialniho zlomku X+ N ?

()c2 + px+ q)k2 .

15. Je mozné, abychom jako vysledek integrace racionalni funkce dostali racionalni funkci?

Ulohy k samostatnému feseni

2x 3x+5 x -3
1. a) [—="ax b [ —ax
Ix2—6x+5 Ix2—3x—4 I 2+8x+12
32
4x? —12x-10 X 43 5% =30
d) dxe) [2"Zdx f) dx
J.x3—2xz—5x+6 J‘x2—3x J.)c3—4x2—20x+48
_ 3.2
2. a) j# b [— ! Sdx 0) IL’C;ldx
- (x+1)(x+2) x(x+l)

5%3 —20x2 —70x+78 2x3 —11x% +4x +—4

d ( dx o | dx

x2+4x+4)(x2—10x+25) x4—2x

IX4-2X3 +3x2 +2x+1

f) dx
x> -3x4 +3x3 +x2
3. a) j%dx ) [t _3x*4 0 .[22)64+ldx
—4x+6 x +2x+2 x“—6x+12
5x 1
d)
J. 2+3x+3 '[x —x+1

dx

4 2
3x —9x +13x°“—x+2
nJ

x2+2x+2
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4. x+2 x+8
Y j N e E T Ix 8
d) J‘3x+1 o J~x5+x +ix +x2—2dx
x -1
—-2x-17
f) al dx
J.(xz—Zx+1)(x2+2x+5)
Vysledky uloh k samostatnému feseni
1. 2) 2lnfx— 5|~ Injv—1|+C; b) Linfx—4|~ZInv+1]+C;
2 2 5 5
) x—%ln|x+6|+%ln|x+2|+€; d) 3Infx—1|+2In|x+2|~In|x—3+ C;
1 5 1 1 3
e) —x” +3x+10In|x—3|—In|x|+ C; f) —In|x—2|—=In|x+4|+=In|x—6|+C.
2 2 2 2
2. a) 1n|x_1|_1n|x|+l+c; b) 2Inx+2|—2In|x+1 :
X
¢) In|x|-2In|x+1|-——+ 2 ~+C; d) 2In|x+2[+3In|x—5|+ + +C;
x+1 (x+1) x+2 x-5
I 1 2 1
e) Shnfx|-3Injx-2[+~~—+C; f) 2In|x—1|- ln|x|——+ - >+C.
X x x x-—l 2(x-1)
x—2 3
3. a) \/_arctg\/i +C b) Eln‘xz+2x+2‘+arctg(x+1)+C;
c) ln‘ 6x+12‘ ——arctg=——+C; d) lln‘x2+3x+3‘+ 3 arct 2x+3+C'
g \/g b 2 g \/g B
e) éln‘xz—x+l‘+ 3arctg2x_1+C; f)x3+x+ln‘ 3x+4‘ arctg
2 NE) [

4. a) lln|x—2|—L1n‘x2 +4‘—larctg£+C; b) Lln|x+3|—Lln‘x2 +9‘—Larctg£+C;
8 16 8 2 18 36 18 3

C) %ln|x+2|—iln‘ 2x+4‘ arctg \/_51+C
2x+1

d —lnx 1——ln‘x +x+1‘——arct +C;

)3k 5
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e) %xz+x+ln‘x2—1‘+%ln‘x2+1‘+arctgx+C;
f) LJrlln|x—1|—lln‘x2 +2x+5‘+larctgx—+1+C.
x-1 2 4 2 2

Kontrolni test
1. Rozlozte na zékladni soucin polynom ()c3 + 1)(x2 — 1)()(2 — x5).
a) (x> ~Dx+D1-x)x? (2 —x+ D% +x+1),
b) X2 (x+D2(x =12 +x+ D% —x+1),
) x> (x+ )2 (x =) —x+D)(x> +x+1),
d) —x2(x+ 1) (x =12 (% +x+1)%.

2. Urcete koteny polynomu O+x?—dx-4.
a)-1,2,-2, b)1,2,-2, cl,-1,2, d)-1,2,2.

3. Urcete koteny polynomu 3 -3x% —9x+27.

a)9,3,-3, b)-9,3,-3, ¢)-27,3,-9, d)-3,3,3.
2
4. Kolik konstant je tfeba urcit pii rozkladu funkce R(x)= 7 al ; ! 5 ha parcialni
X 4+2x7 +2x
zlomky?
a)3, b4, ¢)2, d)5.
“ox e , 1-4x
5. Vypoctéte neurcity integral j#dx.
X" 4+x°=2x

2) Lnfy|~Inx—1+2In[x+2|+C, b) ——In[x|~Injx+1|+>Injx-2[+C,
2 2 2 2

&) —~Infx|+Injx—1|-2lnfy+2/+C, d) —~In x|~ Infx—1+2In|x+2]+C.
2 2 2 2
X +xt-8

6. Vypoltéte neurdity integral j prowi
xX(x+ X —

32 3 32 3
a)x—+x—+4x+lngx+—2)5+c, b)x——x—+4x—ln—x(x 2)5 +C,
32 x“(x=2) 32 (x+2)
302 2 5 3.2 2 3
¢) 4+ +dxtln|—— x 23) +C, d) it ax+m (x 25) +C.
32 (x+2) 3 2 (x+2)
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3 .2 3
7. Rozlozte funkci R(x)=x 6x~ +11x-5

na parcialni zlomky.

(x-2)*
a)1—13+14, b)1+13—14,
x=2 (x=2) (x=2) x=2 (x=2)Y (x-2)
c)l—i-12—13+14,d)1—12+13—14.
x=2 (x-2)° (x-2) (x-2) x=2 (x-2)° (x-2)7° (x-2)
8. Vypoctéte neurcity integral J.3x—_43dx.
(x—=2)(x-1)
a) 2In h, 2 +C, b) 2In x-2) 4xmS +C,
x=2] x-1 (x-1)? x—1] 2x-1)°
0 2mf2 2 e, 4 2m - H e
x=1{ 2(x-1) x=2] 2(x-1)
“ox vers s , dx
9. Vypoctéte neurcity integral I T
I-x
a) lln Irx —larctgx+ C, b) lln I=x +larctgx+C,
4 |1-x| 2 4 |l+x| 2
¢) In It +larctgx+C, d) In I=x —larctgx+C.
I-x| 2 I+x| 2
3x% ~3x+5
10. Vypoctéte neurcity integral 13—2dx.
X~ —=2x"+5x

1 x—1
a) In|x|+—arctg——+C,
) Injx| +=arctg —
b) 1n|x|+1n(x2 —2x+5)+arctgx7_1+ C,
c) ln|x|—1n(x2 —2x+5)—%arctg(x—l)+C,

d) ln|x|+ln(x2 —2x+5)+%arctng_I+C.

Vysledky testu —“3-’1

l.c); 2.a); 3.d); 4.b); 5.d); 6.¢c); 7.a);, 8.b); 9.a); 10.d).
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Privodce studiem

Pokud jste spravné odpoveédeéli nejméné v 8 ptipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opa¢ném piipadé je tieba prostudovat kapitolu 1.5 znovu.

Shrnuti lekce

V této kapitole jsme se podrobnéji zabyvali integrovanim racionalnich funkci. Racionalni
funkce miizeme dostat 1 po nékterych substitucich, jak uvidime v dalsi kapitole. Integrace

racionalni funkce sestava z péti kroku:

1. Pokud raciondlni funkce neni ryze lomend, nejprve vyd€lime polynom v Ccitateli
polynomem ve jmenovateli raciondlni funkce a dostaneme polynom a ryze lomenou
racionalni funkci.

2. Nalezneme koteny polynomu ve jmenovateli racionalni funkce a tento polynom rozlozime
na zakladni soucin.

3. Raciondlni funkci rozloZime na soucet parcialnich zlomk.

4. Nalezneme koeficienty tohoto rozkladu.

5. Integrujeme ziskané parcialni zlomky.

Rozklad na parcialni zlomky zavisi na tom, zda polynom ve jmenovateli méa jednoduché
redlné kofeny, nasobné realné kotfeny, komplexni kofeny nebo nasobné komplexni koteny.
Pokud jsou kofeny realné nebo jednoduché komplexni, je vlastni integrace snadnd. Princip
rozkladu na parcialni zlomky je jednoduchy, ale vlastni realizace mtize byt ¢asové naro¢na
v zavislosti na tom, kolik koeficientli musime pocitat. Pokud se nejednd o jednoduché Skolské
polynomy 3. a 4. stupné existuji pomérné slozité vzorce, ale feSeni rovnic vyssich stupni je

obecné problém.
Pii integraci parcidlnich zlomkt mizeme dostat pouze tyto funkce:

1. Polynomy.
1
- a— -,
(x—a)  (x"+px+q)’

2. Nasobky ryze lomenych racionélnich funkci typu

3. Nasobky logaritmi ln|x—a| a ln‘x2 +px+q‘.

4. Funkce arcustangens.
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Nekteré dalsi integraly (napf. integraly z iraciondlnich funkci, goniometrickych funkci)
muzeme vhodnou substituci pfevést na integraly z raciondlnich funkci. V dalsi kapitole se

proto budeme podrobnéji zabyvat integrovanim goniometrickych funkei.
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Matematika Il 1.6. Integrace goniometrickych funkci

1.6. Integrace goniometrickych funkci

Pravodce studiem

V této kapitole se budeme podrobnéji zabyvat integraci funkci, které jsou sloZené
z goniometrickych funkci. Takové integraly se casto vyskytuji v praktickych aplikacich.

Budeme se s nimi setkavat hlavné pii vypoétu vicenasobnych integrali v Matematice 11I.

PF¥i vypoctu integrala tohoto typu je obvykle pouZivdna substitu¢ni metoda. Nékteré
integréaly se také daji vypocitat metodou per partes. Vhodnou substituci Ize dané integraly
casto prevést na integraly zracionalnich funkci, které jsme se naucili integrovat
v piedchéazejici kapitole. Pro jednotlivé typy integralt piehledné uvedeme vhodnou metodu

Vypoctu.
Cile

Seznadmite se spostupy, které jsou vhodné pii integraci funkci sloZzenych
z goniometrickych funkci. Uvedeme zékladni typy téchto integrala a nejvhodnéjsi metody

integrace téchto funkci.

Predpokladané znalosti

Predpokladame, Ze znate zakladni integraly uvedene v tabulce 1.2.1 a umite vypocitat
integraly substitu¢ni metodou, metodou per partes a umite integrovat racionalni funkce.
Predpokladame, Ze znate zakladni vlastnosti goniometrickych funkci a dalezZité vztahy,
které pro n¢ plati.

Integraly typu jsinmx cos" x dx

Vyklad

Nejprve se budeme zabyvat integraly typu jsinmx cos" xdx, kde m, n jsou cela &isla.

Jeden takovy integrél jsme jiz pocitali, viz piiklad 1.4.2. Integraly tohoto typu budeme velmi
casto dostavat pti vypoctu dvojnych a trojnych integrala v piredmétu Matematika I11. Postup
vypoctu zavisi na tom, zda jsou c¢isla m, n sudd nebo licha. Nejprve uvedeme piehledné
postup pro jednotlivé moZnosti a pak pro kazdou moznost vypocitame piiklad, na kterém
postup objasnime.
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Matematika Il 1.6. Integrace goniometrickych funkci

Vypocet integrala typu J'sinmx cos" xdx, kde m, ne Z:

a) mjeliché substituce cosx=t,
b) njeliché substituce sinx=t,

C) minsudé, alespon jedno zaporné  substituce tgx =t,

d) minsudé nezaporné pouZijeme vzorce pro dvojnasobny uhel
.9 1-cos2x 2 1+ cos2x
sin“ x=————, ¢0S X=T :

s/
Pan

Resené ulohy

Priklad 1.5.1. Vypoctéte integral J'sin5 X cos® xdx .

Regeni:

V tomto piipadé je m=5, n=2, takZze budeme volit substituci cosx =t. Pro diferenciél
dostavame —sinxdx =dt. Z integrované funkce si tedy ,,vypujcime” jeden sinus pro
diferencial a zbyvajici siny snadno prevedeme na funkci kosinus pomoci zndmého vztahu

sin2 X+ COS2 x =1. Dostaneme:

2
IsinS X OS2 X dx = jsin"’ X c0s2 xsin x dx = j(sin2 x) cos? xsin xdx =

) substituce: )
:I(l—cos2 x) cos? xsinxdx=| cosx=t :—j(l—tz) t2dt =
—sin xdx = dt
7 5 .3
:—I(tz—2t4+t6)dt=—t7+2%—%+c:—%0037x+zcos5x—lc053x+c.

Poznamky

1. Jsou-li licha m i n, maZeme si vybrat, jakou substituci pouZijeme, zda a) nebo b). Takovou
ulohu jsme jiZ 7eSili v prikladu 1.4.2.

2. Obecneé si staci pamatovat, Ze v pripade liché mocniny pouZzijeme jednu funkci sinus (resp.
kosinus) pro diferencial a zbyvajici mocninu (bude sudad) prevedeme na druhou funkci

(kosinus, resp. sinus) a tu také poloZime rovnu nové proménné.

Ef "
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Matematika Il 1.6. Integrace goniometrickych funkci

2

X
. dx
cos® X

sin

Priklad 1.5.2. Vypoctéte integral |

Resent:

V tomto piipadé je m=2, n=-8. JelikoZ je n<0, budeme volit substituci tgx=t pro

XG(—%,%). Pro hodnoty z uvedeného intervalu je x=arctgt, a tedy diferenciél

dx =

5 Pro vypocet integralu jeSté potiebujeme vyjadrit funkce sinx a cosx
1+t

pomoci funkce tg x. Potiebné vztahy snadno odvodime z pravouhlého trojahelnika, jehoZ
jeden thel ma velikost x. JestliZze prilehlou odvésnu zvolime rovnu 1, bude mit protilehla

odveésna velikost tgx=t. Z Pythagorovy véty

vypocteme velikost prepony 1+t2 . Z definic
funkci sinus a kosinus (pomér velikosti

protilehlé, resp. prilehlé odvésny ku pieponé)

tgx =t
dostaneme:
sinx = ¢ a CoOSX = !
\/1+t2 \/1+t2
2
bstit ! t? 4
substituce 2 2
jsmzxdx— tgx=t |=[ ict?) _dt = 1 d ! (1+t) dt =
cosBx C 81412 1 1462 22
i — dt 1 , Z (1+t )
1+t2 V1+t2 (1+t )

2(r .2\ 2 2 .4 2 o4 .6 2 2t
= [t (1+t )dt:jt (1+2t +t )dt:j(t +2t4 4t )dt=—+—+—+cz
3 5
1. 3 2. 5 1,7
=—tg° x+—=tg° x+—=tg' x+C .
3 g 5 g 7 g
Priklad 1.5.3. Vypoctéte integrél jsin4xdx .
Reseni:

Mame m=4 a n=0. JelikoZ je m>0 a je sudé, snizime mocninu pouZzitim vzorce pro

polovi¢ni Ghel.
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2
jsin"’ xdx = I(sinz x)2 dx = I[#) dx =%I(1—2COS 2X +C0s? 2X)dx =

:l'|‘(1—2cos,2x+m)dx:1 X
4 2

4

2sin2x 1 1sin4x
- +—X+= +C =
2 2 4

:l Ex—sin2x+3m4X +C .
4| 2 8

Poznamka
Integral z funkci cos2x a cos4x jsme vypocetli podle vzorce [16] z tabulky 1.2.1. Prakticky

pouZivame substituci 2x=t, resp. 4x=t.
Integraly typu IR(sinx,cos X)dx

Vyklad

V dalSi ¢asti se budeme zabyvat integraly racionalnich funkci, které dostaneme z funkci
sinx, cosx a redlnych c¢isel pomoci konecného poctu aritmetickych operaci (s¢itani,
od¢itani, nasobeni a déleni). Casto jsou tyto integraly znaceny jako integraly typu
IR(sinx,cos x)dx, kde R(u,v) ptedstavuje racionalni funkci dvou proménnych u=sinx a
V=COSX.

Jedna se naptiklad o integraly funkci:

sin2 X
cosS x

R(sin x,cos X) =
. 1
R(sin x,cos x) = ——,

sin x

1+sin X+ cos X
1-sinx—cosx

R(sin x,cos x) =
Poznamka
Pokud bychom mezi vychozi funkce pridali jeSte funkce tgx a cotgx, nedostaneme nic
noveho, nebor tgx:ﬂ a cotgx:%. Po Uprave dostaneme opét racionalni funkci

COS X sin X

vytvorenou ze sinu a kosini.
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Univerzalni substituce

Ukazeme, Ze integral typu I R(sinx, cos X)dx muzeme substituci
X
tg—=t, xe(-7,7x)
2
pievést na integrél racionalni lomené funkce. K tomu musime nejprve funkce sinxa
I c X
COS X vyjadiit pomoci tg >

Analogicky jako v ptikladu 1.5.2. snadno odvodime potiebné vztahy pro polovicni thel

X - o v y ] ]
> z pravouhlého trojahelnika. Jestlize ptilehlou odvésnu zvolime rovnu 1, bude mit

I y . X
protilehla  odvésna  velikost tg§=t.

1412 Z Pythagorovy véty vypocteme  velikost

piepony V1+t%. Zdefinic funkci sinus a

kosinus (pomér velikosti protilehlé resp.

N | X

prilehlé odvésny ku pieponé) dostaneme:

X
a CoS—=

t 1
\/1+t2 2 \/1+t2 .

. X
Sin—=
2

S pouzitim vzorcu pro dvojnasobny uhel

2

(sin2a =2sinacosa, cos2a =cos a—sinza) ziskdme

. . X X t 1 2t
SinX=2sin—cos—=2 = 5
2 \/1+t2 \/1+t2 1+t

2 2 )
cosx—coszisinzl—{ ! J [ t J _1-t
2 2 \J1+t? V1t ) 14t?

Podstatné je, Ze po substituci dostdvame misto funkci sinus a kosinus racionalni funkce.

Ze vztahu tggzt pro xe(-z,z) dostdvame %zarctgt, x =2arctgt, a tedy

2
1+t

dx =

5 dt. Po dosazeni dostavame integral racionalni funkce

k%



Matematika Il 1.6. Integrace goniometrickych funkci

2
jR(sinx,cosx)dx:IR[ 2 ,1_t ] 2t .

1+t% 1+t% J1+t2

Shrnuti:

Integrély typu j R(sinx,cos x)dx muaZeme tesit substituci

tggzt, Xe(-z,x).

Pak vyjadiime
42
sinx:iz, cosx:l—tz, dx = 22dt.
1+t 1+t 1+t

s/
Pan

Resené ulohy

Priklad 1.5.4. Vypogtste integral I%dx xe(0,7).
sin x

Reseni:
Uvedeny integral jsme jiz jednou fteSili substituci (ptiklad 1.4.6). Z vySe odvozenych
vztaht snadno dostaneme:

1
de—jTﬁdt—j dt=Int[+C =In

+t2

tg

1
COSX—2sinXx+3

Priklad 1.5.5. Vypoctéte integrél I

Reseni:

Pouzijeme substituci th =t . Z vySe odvozenych vztahti snadno dostaneme:

j 1_ dx:_[ 1 dt_j 5 2 2dt:
cosx—2sinx+3 1-t2 2t 1+t2 1-t“—4t+3+3t

-2 +3
1+t 14t2
:j%dtzj%dtzj%dtzj%dt:
2t -4t +4 t°-2t+2 t°-2t+1+1 1+(t-1)

=arctg(t —1) + C = arctg(tg g -)+C.
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Priklad 1.5.6. Vypoctste integral [~ X+ COX g

1-sin X —cos X

Reseni:
Pouzijeme substituci tgg =t . Z vySe odvozenych vztaht dostaneme:

2t 1-t2
. 1+ +
1+sin X+ CoS X 1412 1+t2 2+2t 2
i dx= | 2 2dt‘j 7 T 2u=
1-sin x—cos x 3 2t _1—'[ 1+t 2t° -2t 1+t
1412 1412
:J- 22(t+1) . dt:J- 2(t+1) —dt
t2 —t)L+t?) t(t-1)(1+1t?)

Dostali jsme integrél z racionalni funkce ryze lomené. Pro rozklad racionalni funkce na
parcialni zlomky pouZijeme postup uvedeny v kapitole 1.5. Polynom ve jmenovateli ma
realné koreny t; =0, tp =1 a komplexn¢ sdruzené koreny t 4 = +i. Rozklad na soucet
parcialnich zlomka bude mit tvar:

2(t+1) A B C2 D
1 1 2t 2
tt-D@A+t9) t -1 14t° 1+t

Nalezneme neznamé koeficienty A, B, C, D rozkladu z rovnice
2(t+1) = At —1)(1+t?) + Bt(L+t%) + C2t?(t—1) + Dt(t—1).
Dostaneme: A=-2, B=2, C=0, D=-2.

Integrujeme parcialni zlomky:

20+D
J-t(t ~1)(1+t?) I

=-2In|t|+2In|t-1]- 2arctgt + C =

X X X tgi—l
=-2In{tg—|+ 2In|tg——-1 - 2arctgtg—+C = 2In 2_|_x+C.
2 2 2 i X
gi
2
Poznamka

Substituci tg§=t pro xe (-z,7) miZeme reSit kazdy integrél typu _[R(sinx,cosx)dx.

Vzniklé racionalni funkce vSak mohou byt komplikované a integrace pracna. V nekterych
specialnich pripadech muZe kcili rychleji vést substituce sinx=t, cosx=t, pripadné

tgx=t.
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Kontrolni otazky

1. Jakou substituci zvolite pti vypoctu integralu typu jsinmxcos” xdx, m,neZ, je-li m
liché?

2. Jakou substituci zvolite pti vypoctu integralu typu Isinmxcos” xdx, mneZ, je-li n
liché?

3. Jakou substituci zvolite pti vypoétu integrélu typu Isinmxcos” xdx, m,neZ, jsou-li
m i n sudé?

4. Jakou substituci zvolite pti vypoctu integralu j sin®xcos? x dx ?

3

5. Jakou substituci zvolite pti vypoctu integréalu I 0952 dx?
sin” x

6. Jakou substituci zvolite pti vypoctu mtegraluj' — dx ?
sin” x

7. Jaky postup zvolite pii vypoctu integralu I sin*xcos? x dx ?

COS2 X

8. Jakou substituci zvolite pii vypoctu integralu j dx ?

sin® x
9. Jakou funkci predstavuje zapis R(sin x,cos x) ?

10. Kdy je vhodna univerzalni substituce tgg =t?
11. Je vhodna univerzalni substituce pii vypoctu integrélu _[2; dx?

—COS X

12. Pfi vypoctu integralu _[ZS’IL dx je vhodngjsi jina nez univerzalni substituce. Jaka?
—COS X

Ulohy k samostatnému feseni

1. a) jcos3xdx b) jsin5xdx c) jsin3xcoszxdx
d) jsin3xcos3xdx e) jsin"’xdx f) jcos"’xdx
.3 5 .3
sin” x cos” X : sin” x
g) dx h) dx i) dx
jcos2 X '[sin4x '[cos3x
2 .2
)i J‘CO_S X dx k) J-sm X dx ) J.sinzxcoszxdx
sin x COS X
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. 3 .
COS X sin® X sin X
2. a) —————dx b) dx C) ———dx
J-sin‘2x+4sinx '[COSX+2 '[2+coszx
COS X sin® x 3= 5
d) ————dx e) f) ¥sin x cos” x dx
J-3+sin2 X J.\/cosx I
.2 . 3
3.8 [0 Xox D 0 [——dx
COS“ X cos° X Sin X cos X
2
d) J- - dx . &) ,[ - 2dx . ) J-tg X—2tg x 1dx
3sin“ x+5c0s“ x sin‘ xcos” x tgx+1
4. a) de b) _idx c) _[ 1 dx
CoS X sin X 1-sinx
d) j _ dx e Jsmx—ldx f) j dx
4sinx—7cosx—7 cosx—1 2+ CO0S X
Vysledky uloh k samostatnému FeSeni
1. a) sin x—%sin3x+c; b) —cosx+%cos3x—%c055x+c; C) —%cos3x+é0035x+c;

d) 1sin4 x—lsin6 X+C;
4 6

e) Ex—isin 2x+isin 4x+C;
8 4 32

h) smx+i— !

f) §x+£sin2x+isin4x+c;
8 4 32

0) cosx+i+c; +C; i) Injcos x|+ >—+C;
COS X sinx  3sin3 x 2C0s° X
J) cosx+lln cosx+1 +C; K) —sin x+ —In sinx+1 +C; ) X_sin4x
2 |cosx-1 2 |sinx-1 8 32
1 sin x 1 - coS x
2. a) =In +C; b) =cos“x—3cosx+6Injcosx+2/+C; c¢) ——=arct
) 4 |sinx+4 ) 2 | | )= \/_ VR \/_
sin X 5 [ 5
d arct +C: e) —Vcos® x —2+/cosx +C;
o 2

f) %%/sin4 X —%3’/Sin8 X+

c) Intgx|+C; d) —

J15

k%

igsinl“ x+C.
14

2

—+C; C)

3. a) tgx—x+C;

X
1-tg -
gZ

1 4
b) —tg” x+C;
)49

1arctg[\/§thJ+C; e)tgx—%+c; f) Inftgx+1-2x+C.
X

+C; d)%ln +C;

X
4tg=—7
93
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e) In

tg +C f)\/_arctg(\/l§ g§j+c.

2 X
tg°—+1-
9 2

Kontrolni test

2
n
1. Jakou substituci zvolite pti vypoétu integréalu j sin” x dx?
cos® x
a) cosx=t, b) sinx=t,
c) univerzalni, d) tgx=t.

2. Jakou substituci zvolite pti vypoctu integralu Isin7 x dx?

a) cosx=t, b) sinx=t,
C) univerzalni, d) tgx=t.
dx
3. Jakou substituci zvolite pfi vypoctu integralu '[ 5 ?
4sin? x +9cos? X
a) univerzalni, b) sinx=t,
) tgx=t, d) cosx=t.

4. Vypoctete neurcity integral J.cos5 X dx.

a) sin x+gsin3x—lsin5x+c, b) sin x—gsin3x+lsin5x+C,
3 5 3 5
C) cosx—gcos3x+1cos5x+c, d) cosx+gcos3x—lcos5x+c.
3 5 3 5
sin® x
5. Vypoctéte neurcltylntegral_[ dx.
cos? x
a) — ! +L+C b) t 1 +C,
3sindx sinx 3cosSx  COSX
c) — L + L +C, d) 3 +L+C.
3cos® x  COSX cosdx  COSX
6. Vypoctéte neurcity integral .[sinz xcos” x dx.
a) L (x—Lsinax+Lsind2x)+ C, o) (X Lsinax+ Lsind 20+,
8 2 6 62 2 3
0 1 Lsinax+ Lsindx+c, d) L (x—Lsinax—Lsin32x).
82 8 6 6 8 6
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7. Vypoctéte neurcity integral j dx (Ize i bez substituce).

sin® xcos” x
1l 3 1 1l 3
a) —cotg x+2tgx+—=tg” x+C, b) —+2cotgx+=tg” x+C,
3 tg X 3
1 3 1.3
C) —cotgx+5tg x+C, d) —tgx+2cotgx+§tg x+C.
e cosSX
8. Vypoctete neuréltylntegralj' —dx.
2—-sin X
) . . 1. o . .
a) —5sin x—2sinx—3In|sinx-2|+C, b) Ssin X+2sinx—3In[2—sin x|+ C,
c) %sin2 x—2sinx+3In[2—sin x|+ C, d) %sin2 X+ 2sin x+3In|sin x—2|+C.
dx

9. Vypoctste neurgity integral Il : .
+5iN X+ COS X

a) 2In +C, d) 2In[l+tgx/+C.

1+tg§‘, b) Infl+tgx|+C, ¢) In

X
1+tg—
g2

10. Bez pouziti univerzalni substituce vypoctéte neurcity integral J' dx.

1-sinx

a) —IQX—L+C, b) th—L+C, C) cotgx—LJrC, d) tgx+L+C_
COS X COS X COS X COS X

Vysledky testu

1.b); 2.a); 3.¢); 4.b); 5.b); 6.c); 7.a); 8.d); 9.c); 10.4d).

Praivodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméng v 8 pripadech, pokracujte dalSi kapitolou.
V opacném pripadé je tieba prostudovat kapitolu 1.6 znovu a propocitat dalSi Glohy

k samostatnému ieseni.

Shrnuti lekce

V praktickych aplikacich se velmi ¢asto vyskytuji integrély, které obsahuji goniometrickée
funkce. Pfi vypoétu integrdla tohoto typu je obvykle uZivana substitu¢ni metoda. V této
kapitole jsou ptrehledné uvedeny substituce pouzivané pro zakladni typy integrald, se kterymi

E.r " o
* *
i’ ,i
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Matematika Il 1.6. Integrace goniometrickych funkci

se ¢asto setkavame. Casto se vyskytuji integraly, které je mozno fesit nékolika zptisoby. Je

dobré zvolit takovou metodu, kterd povede nejrychleji k cili. Obvykle postupujeme takto:
- Nejprve uvazime, zda nelze pouZit substituci sinx =t nebo cosx =t

- pak zkousime, zda neni vhodna substituce tgx=t,

- nakonec se pokusime problém vyieSit univerzalni substituci tg§=t.
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Matematika Il 1.7. Neelementarni integraly

1.7. Neelementarni integréaly
Vyklad

Kazda funkce f(x), kterd je spojita na otevieném intervalu I, ma na tomto intervalu
primitivni funkci. V pfedchazejicich kapitolach jsme se zabyvali metodami vypoctu

primitivnich funkci. Kazda primitivni funkce byla vyjadiena kone¢nym vyrazem obsahujicim
znamé elementarni funkce (napt. ol U3  VaZ-x?, eX, Inx, sinx, arctg x, ...).
Existuji v8ak spojité funkce jedné proménné, jejichz primitivni funkce nelze vyjadiit

pomoci koneé¢ného poctu elementarnich funkci. Takovymi funkcemi jsou napt. funkce

sinx“, cosx<, e” , e ,

5 5 32 _y2 e* sinx cosx 1
X' X X

1+ %3
K témto funkcim sice primitivni funkce existuji, ale nelze je vyjadfit elementarnimi
funkcemi v kone¢ném tvaru. Vtomto piipadé integral takové funkce predstavuje

neelementarni funkci, kterou nazyvame vyssi transcendentni funkce.

Obecné nelze fici, kdy se nam nedaii nalézt primitivni funkci, protoZe jsme pouZili
nevhodnou metodu a kdy z toho davodu, Ze ji nelze vyjadrit v konecném tvaru (jde o vyssi
transcendentni funkci). Tuto otazku dovedeme odpovédét jen u nékterych integrla, u nichz

v v/

vime, Ze se jedna o vyssi transcendentni funkce:

2 eX Int . _ . sin x
je dx (Gaussova funkce), j —dx = .[Tdt (integrélni logaritmus), j ——dx
X X

(integralni sinus), Imdx (integralni kosinus), I k| <1 (elipticky integral
X

dx
V1-k?sin? x
prvniho druhu), jsin x2dx, jcos x2dx (Fresnelovy integraly).

Integrély tohoto typu se vyskytuji viadé praktickych aplikaci napt. v teorii chyb,

pravdépodobnosti a statistice.

Jistou vyhodou pti pocitani integrala je fakt, Ze v pripadé pochybnosti mizeme spravnost

vypoctu overit zkouskou, nebot’ z definice primitivni funkce plyne

(] f(x)dx)' —f(x) .

Pokud je na$ vypocet spravny, zderivovanim vysledné funkce dostaneme integrovanou

funkeci.

Ef o
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Matematika Il 2. Urcity integrél

2. URCITY INTEGRAL

Pravodce studiem

V piedchazejici kapitole jsme se seznamili s pojmem neurcity integral, ktery dané funkci
ptitazoval opét funkci (presnéji mnoZzinu funkci). V této kapitole se budeme vénovat urcitému
integrélu, ktery dané funkci ptifazuje cislo.

Urcity integrdl ma vyuZziti ve velkém mnozstvi aplikaci. Pomoci uréitého integralu
muzeme pocitat obsahy ploch, délky kiivek, objemy a plasté rotacnich téles, statické
momenty rovinnych obrazct, kiivek a rotacnich téles, soufadnice tézisté. Velké mnoZstvi
aplikaci naleznete ve fyzice (vypocet rychlosti, drahy, prace, ...). Dalsi aplikace naleznete

v ekonomice, financich, pravdépodobnosti a statistice a v mnoha dalSich oborech.

Existuje nékolik pristupt, jak vybudovat pojem urcity integral a tomu odpovida nékolik
druht urcitych integrala (Newtonuv, Riemanndav, Lebesgueiv). Podle zpasobu zavedeni se
méni t¥ida integrovatelnych funkci. Dnes byva obvyklé pouzivat definici, jak ji zavedl
vyznamny némecky matematik B. Riemann (1826 — 1866). Potieba vybudovani tohoto pojmu
vychazi z potieb reSeni geometrickych problému a problému klasické mechaniky. MnoZina
funkci, které jsou integrovatelné v Riemannové smyslu je dostatecné Siroka pro inZenyrskou
praxi. Zpusob zavedeni je vychodiskem pro numerické vypocty urcitych integrala.

2.1. Pojem Riemannova uré€itého integralu

Cile

Sezndmite se s pojmem Riemannova integralu funkce jedné proménné a geometrickym
vyznamem tohoto integralu.

Predpokladané znalosti

Predpokladame, Ze znate pojem primitivni funkce, neurcity integral a jejich vypocet.

Vyklad

Historickou motivaci pro vznik urc¢itého integralu byl vypocet obsaht ploch. Tento
problém tesili jiZ stati Egyptané v souvislosti s ur¢ovanim velikosti pozemkad, jejichZ velikost
se menila v dasledku zéplav Nilu. Problém fteSili tak, Ze danou plochu rozdélili na
trojuhelniky, spocitali jejich obsahy a ty pak secetli. Tyto metody pozdéji rozvinuli staii

Rekové. V 16. a 17. stoleti byla velkd pozornost vénovéana studiu kiivek, byla rozvijena

k%




Matematika Il 2.1. Pojem Riemannova urcitého integralu

klasicka mechanika. Vznika otazka, jakym zpasobem je vhodné definovat obsah obecnych
utvaru, které se nedaji rozloZit na konec¢ny pocet trojahelnika.

Motivace

Zabyvejme se nasledujici ulohou:

Méjme funkci f(x), ktera je spojita a nezaporné na intervalu < a,b >. Geometricky Utvar

ohrani¢eny shora grafem funkce f(x), piimkami x=a, x=b a osou x (obr. 2.1.1) nazveme

»Kiivocary lichobéznik®. NaSim Ukolem je vypocitat obsah tohoto Utvaru.

AT

P

Y 4

0l bt Obr.2.1.1. Kfivocary lichobsznik
Ze stiedni Skoly znate vztahy pro vypocet obsahu trojuhelnika, obdélnika, kruhu a mozna
nékolika dalSich jednoduchych obrazci. Pro obecnou funkci y= f(x) vSak zatim obsah
obrazce na obr. 2.1.1 vypocitat nedovedeme. Navrhnéme, jak vypocitat obsah tohoto utvaru
alespon priblizné:
1. Rozdélime obrazec rovnobézkami s osou y na ,,prouzky* (na ilustracnim obrazku 2.1.2
jsou ¢tyri). Je ziejmé, Ze obsah obrazce dostaneme jako soucet obsahi jednotlivych

prouzkui. V uvedenem piipadé P=PR +P, +P;+P;4.

Y4
A
KR | K B Bk

ol a b % Obr.2.1.2. Rozdgleni na ,prouzky"

2. Vypocéteme obsah jednotlivych ,,prouzka®. JelikoZ shora jsou ohraniceny funkci f(x),
provedeme vypocet priblizné. Funkci v daném pasku nahradime funkéni hodnotou f (&)

v néjakém bodé &, ktery jsme zvolili v z&kladné tohoto ,,prouzku®. Dany prouzek tedy
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Matematika Il 2.1. Pojem Riemannova urcitého integralu

aproximujeme obdélnickem. Tim se dopoustime urcité chyby, nebot’ nékde obdélnicek

piesahuje funkci f (x) a nékde je zase niZsi.

AU

J%)

L
0 Cl:xOél xl éz x2 &,3 _)C3 &-’4 x4:b

Obr. 2.1.3. Aproximace obrazce obdélni¢ky

Obsah obrazce na obr. 2.1.2 bude pfiblizné roven souctu obsahi jednotlivych obdélnicku:

P=(x—x0) f(&)+ (X2 —x) F(&2) + (X3 —x%2) F(&3) + (X4 —X%3) T (&4) =
4

=> (% —%i—) F(&)
i1

3. Da se piedpokladat, Ze pro ,,rozumné* funkce bude chyba tim mensi, ¢im vétsi bude pocet
prouzku, na které byl obrazec rozdeélen (obr. 2.1.4).

BAUN

ey

/ -

X

5
7

o1 a b Obr. 2.1.4. Zvétéeni poctu obdéInicka

Budeme-li pocet ,,prouzka“ neomezen¢ zvétSovat a soucasné je zuzovat, méla by se
piiblizna hodnota dana souctem obdélnic¢ka stale vice priblizovat obsahu P daného obrazce.
Tedy obsah P dostaneme jako limitu pro nekone¢ny pocet obdélni¢ka.

K podobnému problému dospéjeme pii feSeni jednoduché dlohy z klasické mechaniky.
Chceme vypocitat praci, kterd se vykona pti piimoc¢arém pohybu, ma-li sila smér drahy.
Necht na hmotny bod pohybujici se po draze <a,b> pusobi sila f(x). Je-li tato sila
konstantni, je vykonana prace rovna soucinu sily a drahy. Pokud se velikost sily méni (dana

funkci f(x)na intervalu <a,b>) muZeme postupovat tak, Ze drahu rozdélime na dil¢i

Ef 4 o
* *
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Matematika Il 2.1. Pojem Riemannova urcitého integralu

intervaly a v kazdém pouzijeme hodnotu sily f (&) v néjakém bod¢ dil¢iho intervalu. Tedy

stejné jako v predchézejici Uloze je celkova vykonana prace aproximovana souctem prace na
dil¢ich intervalech. Limitnim piechodem, kdy zvySujeme pocet dé¢licich bodu, pricemz se

Sitka dil¢ich intervalua blizi k nule, dostaneme celkovou praci.

Analogicky postup pouZijeme pii zavedeni urc¢itého integréalu.

Definice uréitého integralu

Definice urcitého integralu je pomérne slozitd. K pojmu urcity integral dospéjeme
nasledujicim zpasobem. UvaZzujme funkci y= f(x), ktera je definovana na uzavieném
intervalu <a,b> a je na tomto intervalu spojita a ohrani¢end. Museji tedy existovat
konstanty m a M takové, Ze pro vSechna xe<a,b> plati m< f(x) <M.

BAUN

M

Obr. 2.1.5. Ohranic¢end funkce na uzavieném intervalu < a,b >

Vyklad omezime na funkce po ¢astech spojité na intervalu <a,b >, tj. na funkce, které

maji na tomto intervalu konec¢ny pocet bodt nespojitosti (body nespojitosti 1. druhu). S takto
definovanym ur¢itym integralem vysta¢ime pti béZznych aplikacich integralniho poctu

v ptirodnich a technickych védach.

Poznamka
1. Predpoklad ohranicené funkce na uzavieném intervalu je podstatny. Nekdy lze pojem
Riemannova integralu roz$irit i na pripady, kdy funkce neni ohranicena nebo interval neni

uzavreny. Pak mluvime o nevlastnich integralech (kap. 2.5).

Definice 2.1.1.

Rikame, Ze funkce f(x) je naintervalu <a,b > integrovatelna (schopna integrace), je-li na

ném ohrani¢ena a aspon po ¢astech spojita.

Ef & >
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Matematika Il 2.1. Pojem Riemannova urcitého integralu

Postup pti zavedeni pojmu urcity integral:

1. Interval <a,b> rozdélime na n dilcich intervala. Mnozinu délicich boda
Dy ={X, X, - ,Xp},kde a=Xg<X < .. Xp_3<X,=b,nazveme délenim intervalu
<a,b> nanintervala <xj_¢,%x >, 1=12, .. ,n.

Cislo v(Dy)= max (xj—Xj_1) budeme nazyvat normou déleni D, . Toto &islo nam

iika, jaka je délka nejvétSiho intervalu v daném déleni. Samoziejmé intervali s touto
maximalni délkou muZe byt vice, pfipadné mohou byt intervaly stejné dlouhé
(ekvidistantni body). Norma dé¢leni charakterizuje, jak je déleni jemné.

2. V kazdém dil¢im intervalu déleni D, vybereme jeden bod
& e<Xi_, %> i=12, .. ,n. MnozZinu téchto boda R,={&,&, ... ,& ) budeme
nazyvat vybérem reprezentanti prislusnych k déleni Dy, .

3. Prodané déleni D, intervalu <a,b > avybér reprezentantt R,, vytvotime soucet

n
o(f,Dy.Ry) = z f(&)(X; —Xj_1) . Tato suma se nazyva integralnim souétem funkce f
i=1
nebo také Riemanniiv souéet (Georg Friedrich Bernhard Riemann, 1826 — 1866).
Geometricky vyznam tohoto souctu je znazornén na obr. 2.1.6. Jedna se vlastné o soucet

obsaht obdélnikt se zakladnami (x; —Xj_;) a vySkami f (&), kde i=12, .. ,n. Je
ziejmé, Ze pro f(&)<0 bude hodnota pro dany obdélnik zaporna. Oznaceni
o(f,Dy,Ry) znamend, Ze integralni soucet zavisi na funkci f, na konkrétnim déleni D,, a
na vybéru reprezentanta R,.

4. Budeme vytvaret integralni soucty pro stale jemnéjsi déleni D,, intervalu <a,b> pfi
libovolnych vybérech reprezentanti R,,. Pokud bude existovat limita integralnich soucti
o(f,Dy,Ry) pro n—>oc a normu déleni v(D,) —>0 nezédvisle na vybérech

reprezentanti, nazveme ji urcity integrél funkce f(x) naintervalu <a,b>.
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Y a

J%)

Xn-1 énxg =b

0 la =xp&1q x;1& x; X

Obr. 2.1.6. Integralni soucet funkce f

Definice 2.1.2.

Necht’ je funkce f(x) integrovatelna na intervalu <a,b >, D,, je déleni intervalu <a,b> a
R, Vybér reprezentantt. Rekneme, Ze funkce f je Riemannovsky integrovatelna na
intervalu < a,b >, jestlize existuje ¢islo | e R s vlastnosti

lim o(f,D,,R,) =

nN—oo

pro libovolnou posloupnost déleni D, , pro kterou plati lim v(D,) =0 pti libovolné volbé
N—oo

reprezentanti R, . Cislo | nazyvame uréity (Riemanniv) integral funkce f na intervalu
b

<a,b> apiSeme I :If(x)dx .
a

Cislo a nazyvame dolni mez, &islo b horni mez, interval < a,b > integraéni obor a funkci f

integrand.

Geometricky vyznam uré€itého integralu

b
Je-li f(x)>0 na intervalu <a,b>, pak .[f(x)dx piedstavuje obsah ,kiivocarého
a

lichobéznika“ ohraniceného shora grafem funkce f(x), pfimkami x=a, x=b a osou X

(obr. 2.1.1).

Poznamky
b

1. Zépis neurcitého integralu jf(x)dx a urcitého integrélu .[f(x)dx je formélné velmi
a
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Matematika Il 2.1. Pojem Riemannova urcitého integralu

podobny. U urcitého integralu jsou pouze navic integracni meze. To ma za nasledek, Ze je

studenti povaZuji prakticky za stejné. Urcity a neurcity integral se vSak zasadné lisi!
Vysledkem neuré¢itého integrélu je funkce (mnozina funkci),

vysledkem uréitého integralu je ¢islo. Prestoze se jedna o zcela odlisSné pojmy, existuje mezi

nimi duleZita souvislost, jak uvidime dale (veta 2.2.1).

2. Z konstrukce urcitého integralu je zejme, Ze vysledek nezdvisi na tom, jak oznacime

b b b
integracni promennou. Tedy I f (x)dx :J' f(t)dt :J. f(u)du.
a a a

3. Symbol integralu J' vznikl protazenim pismene S, které oznacovalo sumu. Z definice
urcitého integralu vidime, o jakou sumu (integralni soucet) se jedna.

4. Postup uvedeny v predchazejici c¢asti jsme mohli realizovat nejlépe s pouZitim pocitace.
Dany interval <a,b> bychom rozdélili ekvidistantnimi body na dostatecny pocet dil¢ich
intervaliz (t/eba milion), jako reprezentanty bychom zvolili levé nebo pravé hranice techto
dil¢ich intervalii. Snadno naprogramujeme vypocet integralniho souctu. Pokud urcity integral
existuje, bude tento integralni soucet jistou aproximaci urcitého integralu. Uvedeny postup je

zadkladem obdélnikové metody numerického vypoctu urcitych integralii. Temito postupy a

odhadem chyby se zabyva numericka matematika.
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2.2. Vypocet a vlastnosti uréitého integralu

Cile

Zakladni véta integralniho poc¢tu (Newton — Leibnizova) ndm umozni vypocet urcitych

integral. Poznate zakladni vlastnosti urcitych integralu.

o=

Predpokladané znalosti

Predpokladame, Ze znate zavedeni a vyznam urcitého integrélu, pojem primitivni funkce,

neurcity integral a jeho vypocet.

Vypoég€et ur€itého integralu

Vyklad

V predchéazejici kapitole jsme uvedli definici ur¢itého integralu. Kromé konstantni funkce
(urcity integrél je vlastné obsah obdélnika) jsme dosud nebyli schopni Zadny integral spogitat.
Nasledujici véta je pojmenovana podle dvou matematikua, kteii se zaslouZili o vybudovani
zakladu integrélniho poctu funkce jedné proménné — Newtona a Leibnize (Isaac Newton
1643-1727, Gottfried Wilhelm Leibniz 1646-1716).

o=

Véta 2.2.1. (Newtonova — Leibnizova formule)
Necht funkce f(x) je spojita na intervalu <a,b> a F(x) je primitivni funkce k funkci
f(x) vintervalu <a,b >, pak

b
jf(x)dx: F(b)-F(a).

a

Dukaz:

Ukazeme, Ze rozdil F(b)—F(a) je pro libovolné déleni D,, intervalu < a,b > roven

integralnimu souctu o(f,D,,Ry).

Zvolme libovolné déleni D, ={Xg,%, .. ,Xp}, kde a=Xg<X < .. <Xy_1<X,=b,
intervalu <a,b>. Jelikoz F(x) je primitivni funkce k funkci f(x) vintervalu <a,b>,
splnuje v kazdém subintervalu <Xxi_1,% >, i=12, .. ,n piedpoklady Lagrangeovy
véty (véta 3.2.5, Matematika I, ¢ast I1). To znamena, ze existuji ¢isla & e<Xj_1, % >
takova, ze plati F(x)—F(xji_1) = F'(&)(X —Xj_1) . Protoze F’'(&)= f(x), dostavame
F(xi)—F(Xi—1) = f (506 —xi—1) -
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Sectenim pies vSechna i dostaneme

n
D (GG —Xi1) = F () -F(x) + F(x) = F(x)+ ... +F(X)—F(Xny)=
i-1

=F(X;) - F(xp) = F(b)-F(a).
Obdrzeli jsme, ze pro libovolné déleni D,, je integralni soucet
o(f,D,,Ry)=F(()-F(a).

Podle predpokladu je funkce f(x) integrovatelnd, coZz znamend, Ze pro zjemnujici se

déleni s normou déleni v(D,) — 0 bude integralni soucet konvergovat k jisté konstanté |

b
(hodnoté integralu I f (x)dx ). Hodnota integralniho souctu je vZdy rovna F(b) - F(a). Tedy
a
b
lim o(f,Dp,Ry) = [ f(x)dx=F(b)-F(a).
N—o0 a
Poznamky

1. Pro rozdil F(b)-F(a) se vzil zapis [F(x)]g, takze Newtonovu — Leibnizovu formuli

b
obvykle zapisujeme ve tvaru f f(x)dx = [F(x)]g1 =F(b)-F(a).

a
2. Zvety 1.1.1 vime, Ze k dané funkci existuje nekoneche mnoho primitivnich funkci, které se
liSi konstantou. Je otazkou, jaky vysledek dostaneme pro jinou primitivni funkci
G(x)=F(x)+C. Snadno zjistime, ze G(b)-G(a)=[F(b)+C]-[F(a)+C]=F(b)-F(a).

Tedy hodnota integralu nezavisi na integracni konstant¢ C. Proto v dalSich prikladech

integracni konstantu nebudeme pouZzivat.

3. Newtonova — Leibnizova formule mzze byt pouzita pro definovani urcitého integralu a
historicky byl urcity integral nejprve definovan timto zpisobem. Tento integral je nazyvan
Newtonzv uréity integral funkce f(x). U funkci spojitych na integracnim intervalu jsou si

oba integraly (tj. Newton:iv a Riemanniiv) rovny. Obecné tak tomu neni.

4. Newtonovu - Leibnizovu formuli Ize zobecnit i na ohranicené, po castech spojité funkce.
Vypocet vSak vyZaduje urcité opatrnosti, abychom vhodnou volbou integrachi konstanty

dostali funkci F(x) spojitou na <a,b>.
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Matematika Il 2.2. Vypocet a vlastnosti urCitého integralu

s/

ReSené tlohy

Pan

2
Priklad 2.2.1. Vypoctéte integral I x3dx .
1

Reseni:
Funkce f(x):x3 je spojitd pro kazdé xe R a primitivni funkci k ni nalezneme

pomoci vzorce v tab. 1.2.1. S vyuZitim Newtonovy — Leibnizovy formule dostaneme

2
X4} 21t 115

S W
4
1

2
J.x3dx:
1 4 4 4 4

X2

dx.

1
Priklad 2.2.2. Vypocdtéte integrélj 5
o X" +1

Reseni:

2
Funkce f(x)=

>— Je spojita pro kazde x<R.
X~ +1

1 2 1 2 _ 1
J— o= [ ax= f1-—
0 X +1 o X +1 0 X +1

dx =[x—arctg x](l) =

:(1—arctgl)—(0—arcth):1—%.
z
2
Priklad 2.2.3. Vypoctéte integrél jsin 2xdx .
0
Regeni:
Funkce f(x)=sin2x je spojitd pro kazdé x, pro nalezeni primitivni funkce

pouZijeme vztah [16] v tabulce zakladnich integrala (tab. 1.2.1).

T

2 T sl
Isin 2xdx{—coszx}2 :_—2+@:_(__1j+£:1.
. 2 |y 2 2 2) 2
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2.2. Vypocet a vlastnosti urCitého integralu

Matematika I
1 3x
, . Y 1
Priklad 2.2.4. Vypoctéte mtegralj' 2 dx.
; e +1
Resent:

3x
! je spojita pro kazdé x € R. Primitivni funkci jsme jiz hledali

Funkce f(x)= ¢
eX+1

v piikladu 1.2.5.
1

3x 1,.x 2X X 1 1
€ +1o|x=j(e (e —e +1)dx:j(ezx—ex+1)dx=Fe2X—eX+x} _
0 e +1 3 e +1 0 2

:(le2 —e+1j—(leo —e? +0j :le2 —e+1—£+1:£e2 —e+§.
2 2 2 2 2 2
(Pri Gprave citatele zlomku jsme pouzili vztah ad+b° = (a+b)(a2 —ab+b2) ).

1
Priklad 2.2.5. Vypoctéte integrél j ldx. (Vystrazny)
_1X
Reseni:
Pokud budeme postupovat zcela mechanicky, dostaneme:
1 1
J;dx=[ln|x|:|_1:In1—|n1:0.
-1
Avsak funkce f(x):1 neni na intervalu <-1,1> spojita (alesponn po c¢astech).
X
V bodé x=0 ma bod nespojitosti 2. druhu, neni tedy v okoli po¢atku ohrani¢ena.
Vzhledem k tomu nelze pouzit Newtonovu — Leibnizovu formuli (neni na daném
intervalu definovdn Newtonav integral). Ziskany vysledek je nespravny. Spravny

vysledek si ukazeme pozdgji.
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Matematika Il 2.2. Vypocet a vlastnosti urCitého integralu

Vlastnosti ur€itého integralu

Vyklad

V této casti uvedeme zéakladni vlastnosti urcitého (Riemannova) integralu, které budeme

v dalSim bézné pouZzivat pii praktickych vypoctech.

Véta 2.2.2.
Necht funkce f(x) a g(x) jsou integrovatelné na intervalu <a,b > ac je libovolna

konstanta. Pak plati

b b b
a) j[f(x)ig(x)]dx=jf(x)dx ijg(x)dx,
a a

a

b b
b) j cf (X)dx = ¢ j f (x)dx.

Dukaz:

Z definice Riemannova integrélu pro normalni posloupnost déleni dostavame:

a) jf(x)+g(x) Jdx = lim z[f<§.)+g(§.>]<x. Xi_1) =

—)OOI =1

= lim Zf(fl (X =X 1)+ “m Zg@l (X —Xj—1) = Jf(X)dX * Ig(x)dx

n—>oo| -1

b) jcf(x)dx_llm Zcf(é,)(x, Xi_1) = cllm Zf(g,)(x, Xi_1) = cJ.f(x)dx

=041

Poznamky
1. Prvni vlastnost se nazyva aditivita vzhledem k integrandu, druha homogenita .

2. Podobné vlastnosti mél i neurcity integral (veta 1.2.1). Vlastnost aditivity snadno rozSiime

na libovolny konecny pocet scitancii.
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Matematika Il 2.2. Vypocet a vlastnosti urCitého integralu

Priklad 2.2.6. Vypoctete i !

20
integral I dx
4 VX+5—-+x-4

Resent:

Funkce f(x):\/x+5i\/x—4 je spojitd pro x>4, tedy na oboru integrace je

spojita. Integrovanou funkci nejprve rozsirime sou¢tem odmocnin.

_[ 1 dx=j 1 VX+5++/X—
4\/F5—m 4\/x+5—\/x—4 \/x+5+\/x 4

Imw— e

(X+5)—(x-4) 9

4
Pouzijeme vétu 2.2.2 a integral rozdélime na soucet dvou integralu:

3720 20

3
20 P 5
I\/x+5;\/x— :—J.«/Fdx+ _[‘/_d _ 1] (x+5)? N (x—4)2

4 E
2

1
9| 3
4 2 g

3 3 3 3

:% 252 92 +2—27 162 -02 |== (25f 9\f) (16( 0)=

=£(125—27+64) =£162 =2-6=12.
27 27
Pro vypocet integrala byl pouZit vztah [16] z tabulky zakladnich integrala (tab. 1.2.1).
4 3 +1

P¥iklad 2.2.7. Vypodtste integral I - dx.
5 X3 —x?

Reseni:

Jmenovatel integrované racionalni funkce se nesmi rovnat nule xS — x2 =x2(x—1)¢o
xS+ . L . .

Funkce f(x)=ﬁ mé& body nespojitosti x=0 a x=1, tedy na oboru integrace je
X7 =X

spojitd. Interand je racionalni funkce, musime nejprve provést rozklad na soucet

parcialnich zlomku (viz kap. 1.5).

1. Polynom v citateli je stupné m=3 a polynom ve jmenovateli racionalni funkce ma také

stupenn n=3. JelikoZ neni m<n, je dand funkce neryze lomena racionalni funkce a
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Matematika Il 2.2. Vypocet a vlastnosti urCitého integralu

musime polynomy vydélit.
(x3 +1): (x3 - x2) =1
—(x3 B x2)
x2 +1
Danou racionalni funkci proto mazeme podle véty 1.5.4 zapsat ve tvaru

X3 +1 14 X% +1
X3 —x X3 —x2

2. Polynom ve jmenovateli Q3(X) = x3 —x? rozlozime na zakladni sougin podle véty 1.5.3.

Dostaneme Q3z(X) = x2(x -1).
3. Racionalni funkci rozloZime na soucet parcialnich zlomka:

X% +1 _A M B

—_—t =4 —

x2(x-1) X x2 x-1°
4. Nalezneme konstanty rozkladu A, A,,B (viz kap. 1.5). Dostaneme
A=-1 Ay=-1 B=2.
5. Integrujeme ziskané parcialni zlomky:

4
RSECIY _I£1+—1+—1+i]dx o j dx— j—dx+2j—dx_

3 2 2

4
- x];r —[In|x|]£21 J{%L +2[In|x—]ﬂ;1 =(4-2)-(In4—-In 2)+(%—%j+2(|n3—|n1)=

:2—l—ln4+ln2+2In3:Z+lng )
4 4 2

Definice 2.2.1.
Necht je funkce f(x) integrovatelna na intervalu <a,b >. Pak

b a
jf(x)dx:-jf(x)dx.
b

a

Poznamky
1. Pro spojité funkce (Newtonzv integral) je uvedend vlastnost trivialni, nebor
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Matematika Il 2.2. Vypocet a vlastnosti urCitého integralu

b a
[ f(dx=F(b)—F(a) =—(F(a) - F (b)) =—| f (x)ax .
a b

2. Dusledkem této definice, je nasledujici vlastnost pro kazdou integrovatelnou funkci

a
If(x)dx:O.

a

Véta 2.2.3.
Necht je funkce f(x) integrovatelnd na intervalu <a,b > a c je libovolné reélné ¢islo

a<c<b.Pakje f(x) integrovatelna na intervalech <a,c > a <c,b> aplati

b c b
[ £00dx = [ £ (dx+ [  (x)dx.
a a c

Poznamky

1. Vlastnost se nazyva aditivita urcitého integralu vzhledem k mezim.

2. Vetu lze zobecnit na libovolny konecny pocet c¢astecnych intervali a tedy na konecny pocet

sc¢itancui.

3. Vetu vyuzivame zejména v pripadech, kdy integrand nemé na intervalu <a,b > jednotny

analyticky predpis.
3
Priklad 2.2.8. Vypoctéte integral I|x|dx.
X,
Reseni:

. , B -X proxe<-2,0>, .
Z definice absolutni hodnoty plati |x| = viz obr. 2.2.1.

X proxe<0,3>,

Ef & o
* *
i’ ,i

b =




Matematika Il 2.2. Vypocet a vlastnosti urCitého integralu

= ¥

Obr. 2.2.1. Graf funkce f(x)=|x, xe<-2,3>

Funkce je integrovatelna, protoZe je na daném intervalu spojita a ohrani¢ena. Podle véty
2.2.3 bude platit

3 0 3 0 3 2 0 2 3
I|x|dx: J|x|dx+j|x|dx:—j xdx+J.xdx_{?}2+{7} _

-2 -2 0 -2 0

9 13
:—(0—2)4'[5—0}:?.

5 2 pro xe<-1,2>,
Priklad 2.2.9. Vypoctéte integral Jf(x)dx,kde f(x)=<-1 pro xe(2,4),
-1 1 pro xe<4,5>.

Resent:

Dané funkce je ohrani¢end a ma dva body nespojitosti x=2a x=4 (obr. 2.2.2).

N y
y=r0x)
-1 |0 2! 4 5 X
: : Obr. 2.2.2. Graf funkce z piikladu 2.2.9

Podle véty 2.2.3 bude platit

5 2 4 5 2 4 5

j f (x)dx = j f(x)dx+j f(x)dx+j f (x)dx = j 2dx+j(—1)dx+j1dx.

-1 -1 2 4 -1 2 4

Vsimnéte si, Ze jsme u druhého integralu micky zmeénili hodnoty funkce f(x) v krajnich
bodech na -1. To nema vliv na hodnotu integralu. Dostaneme
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Matematika Il 2.2. Vypocet a vlastnosti urCitého integralu

5
[ f0odx=2[x]?, ~[x] +[x] =22~ (-1)) - (4-2) + (5-4) =5.
-1

Vysledek je dan souctem obsahid dvou obdélnika a ¢tverce. Plocha druhého obdélnika je

vSak brana zaporng!

Véta 2.2.4.
Necht je funkce f(x) integrovatelnd na intervalu <a,b > apro viechna xe<a,b> je

b
f(x) > 0. Pak plati jf(x)dxzo.
a

Dikaz:

Plyne ptimo z definice Riemannova integralu (def. 2.1.2).

Poznamka
Uvedenou vlastnost miizeme casto pouZit k jisté hrubé kontrole vysledku. Je-li integrovana

funkce nezapornd, nemaize vyjit zaporna hodnota urcitého integrélu.

Véta 2.2.5.
Necht’ jsou funkce f(x) a g(x) integrovatelné na intervalu < a,b > a pro vSechna

b b
xe<a,b> je f(x)<g(x).Pak plati _ff(x)dxs'[g(x)dx.
a a

Diukaz:

Podle predpokladu je g(x)— f (x) >0 pro vSechna x e<a,b>. Podle véty 2.2.4 bude

b
j(f (X)—g(x))dx > 0. Odtud s pouzitim véty 2.2.2 dostaneme tvrzeni.
a

Véta 2.2.6. (Véta o stiredni hodnoté integralniho poétu.)
Necht’ je funkce f(x) spojita na intervalu < a,b >. Pak existuje ¢islo & e<a,b > takové,

b
7e plati j f(x)dx = f(&)(b-a).
a

Cislo ¢ = f (&) se nazyva stiedni hodnota funkce f(x) na intervalu <a,b>.
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Matematika Il 2.2. Vypocet a vlastnosti urCitého integralu

Dikaz:

Je-li funkce f(x) spojita na intervalu <a,b > a F(x) je primitivni funkce k funkci f (x)

vintervalu <a,b >, tedy F'(x) = f(x). Funkce F(x) je spojitd a spliiuje predpoklady
Lagrangeovy véty (véta 3.2.5, Matematika 1, ¢ast 11). To znamend, Ze existuje ¢islo
& e<a,b> takové, Ze plati F(b)-F(a)=F'(¢)(b—a)= f(&)(b—a). Odtud a z véty

b
2.2.1 dostaneme j f(x)dx = f(&)(b-a).
a

Predchazejici véta ma nazorny geometricky vyznam. Pro jednoduchost piedpokladejme,

b
Ze funkce f(x) je spojitd a nezdporna. Z motivace na zacatku kapitoly 2.1 vime, Ze I f (x)dx
a

vyjadiuje obsah obrazce ohrani¢eného grafem funkce f(x), osou x a pifimkami x=a, x=D.

V¢éta tika, Ze Ize nad intervalem <a,b > sestrojit obdélnik se stejnym obsahem. Vyska je

b
rovna funkéni hodnoté ve vhodném bodé & e<a,b>,aby c= (&) = ﬁj‘ f(x)dx.
a

Ya YA

c=1@}

)
N
o~
=¥
)

Obr. 2.2.3. Geometricky vyznam véty o stiedni hodnoté
Z obréazku je ziejmé, Ze bod & nemusi byt urcen jednoznaéné (pifimka y =c muze graf

funkce protnout nékolikrat).

Priklad 2.2.10. Vypoctéte stredni hodnotu funkce f(x) =1-x% naintervalu <-1,1>.

Reseni:
1 31
e R I [ Rt
1-(-D 7 2 3], 2 3 3)| 3

-99 -




Matematika Il 2.2. Vypocet a vlastnosti urCitého integralu

Obsah obrazce pod parabolou Ize vyjadrit jako obsah obdélnika s jednou stranou < -1,1>
délky 2 a velikost druhé strany bude % (obr. 2.2.4).

yl\

/1IN

w N

1 0 I >
Obr. 2.2.4. Stredni hodnota funkce f(x)=1— x2 naintervalu <-1,1>

Urceme jeste, ve kterém bodé &e<-1,1> je stiedni hodnota rovna funkéni hodnoté

funkce f(x)=1- x2 . Resime rovnici

%zl— x2 a dostaneme &= i? (dva body s touto vlastnosti).

Priklad 2.2.11. Rychlost urcitého objektu v(t) v metrech za sekundu se v prabéhu prvnich

20 sekund pohybu meénila. Od zacatku pohybu (t=0) byl 4 sekundy pohyb rovnomérné
zrychleny v(t) =0,5t, od 4. do 10. sekundy se pohyboval konstantni rychlosti v(t) =2,

poslednich 10 sekund byla rychlost v(t) =0,8t—6 m/s. Uréete stiedni hodnotu rychlosti

objektu (pramérnou rychlost) za 20 sekund. Ve kterém c¢asovém okamZziku jel touto
rychlosti?

Reseni:

1 20 1 4 10 20
c=— [ v(t)ydt=— jo,stdt+j2dt+j(o,8t—6)dt =
20 20
0 0 4 10

4
1 [0,5t2 10 |o08t? 76
2

20
= | 22| 2t | et :i[4+12+60]=—=3,8 m/s.
20 . 2 o | 2 20

JelikoZ je funkce v(t) spojita na intervalu < 0,20 >, urcité existuje alespon jeden ¢asovy

okamZik, kdy se objekt pohyboval prave touto rychlosti. Z konstrukce grafu funkce je ziejme,

Efm -100-
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Matematika Il 2.2. Vypocet a vlastnosti urCitého integralu

Ze tento okamzik nastal mezi 10. a 20. sekundou (pramérna rychlost je vétsi nez 2) a na jeho
uréeni je nutno tesit rovnici 3,8 =0,8t —6. Dostaneme &£ =12,25 sekund.

Kontrolni otazky

Které funkce jsou Riemannovsky integrovatelné?.
Formulujte vétu, pomoci které se provadi vypocet urcitého integralu.

Vysvétlete rozdil mezi definici Newtonova a Riemannova integralu.

A wDp e

Uved'te vlastnost urcitého integralu.

5
5. Jak vypodtete integral j |x+1]dx ?
-7

T
6. Jak vypoctéte integral I |cos x| dx ?
0

VA
7. Ukazte, Ze plati vztah j sinnxdx=0, kde neN.

-

8. Jaka je stiedni hodnota funkce f (x)=sinx naintervalu <0,z >?

Ulohy k samostatnému Feseni

3 3 2
1. a) szdx b) j(x2+6x—2)dx C) .[(3x3—x2+1)dx
1 -1 -3
6 2 27
1 1 1
d) [=dx e) [——dx f) j ——_dx
v
214 cos? x z ”
2. a) J'—de b) jcostdx c) J'c0322xdx
z Sin©Xx ,[ 0
4 2
i z z
2 4 3 dx
d) jsinxcosxdx e) Itgzxdx f) Iﬁ
0 0 5 SIN© XCos” X
4

Efm -101-
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Matematika Il 2.2. Vypocet a vlastnosti urCitého integralu

6 1 ) 2
3. a) je3xdx b) J'(SX—SX) dx c) j e dx
0 0 0
1 X e? 1
d) [[——d e | X i n | ox
o € +3 xInx 1 arcsin xy1— x2
2
9 1 5 2
4. a) j3x+2 ) [ dx 0 [
1 1X+2 0 X" +4x+5
7 3
d) J. 23X+5 dx e) J‘ . f) J‘ 2dX
5 X“—3x—-4 5 XS —4x+7 5 X (x-1)
T
2 4 2
5. a) J'|x|dx b) Hx3—8‘dx c) _[|sinx|dx
1 _r
2
2 4 2
d) Ileldx e) sz—4x+3‘dx f) J.(|x|—3|x—1|)dx
-1 2 -1
Vysledky tloh k samostatnému reSeni
1, a)z—;; b)— )—@, @) In3: & In3; 2. 2.8)2-2; b)0; ¢) Z; d)%

N NC) 1/18 .\ 12 28 4 2(5 .\ e+3
- f)_' 3 a)é(e _1)’ ®) 105 s In3’ C)E(e _1)’ dIn ( 4 j

e) In2; f) In3. 4. a) 24+4In3; b)%—32|n3; c) arctg4 —arctg2;

d)gln3—§ln2+gln6 e) i;z f) In i—l 5. a)§; b)%; ) 2; d)i; e) 2;
5 5 5 3 6 2 In2

f) -5.

Kontrolni test

8
] o 2—X
1. Vypo&tste integral j £ Zdx
1 3.5
3

a) 232, b)—%, c)%, Q-2

Efm -102-
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In2
2. Vypoctéte integral j (e —e )dx.
0

a)%, B2 9, d)—%.

v
3
3. Vypoctéte integrél jszdx.

2

2
7 Sin© xcos” x

4
a)2+%\/§, b)Z—%\@, 0) 0, d)—%\/ﬁ.

2r
4. Vypoctete integral _[ (2+cosg)de.
0

a) 8z, b)4r, )10z, d) 9.

1

2 3
« - . X
5. Cemu se rovna integral I24dx?
o X" —3x+2

a)1+8In§—In1, b) E+8In£—8ln2,
8 2 2 8 2

c)%+8ln3—15|n2, d) %—8In3+15|n2.

dx
3

2
6. Cemu se rovna integral J' ?

1 X+X
a) llng, b) In8-1In5, «¢) In2—£|n5, d) EIng.
2 5 2 2 5

3
7. Vypoctste integral J' |4—2x|dx.
|
a)6, b)8, «c¢)10, d)4.

2X pro0<x <2,

5
8. Vypoctéte integral I f (x)dx, kde f (x) = < 4x— G pro2<x<3,
0 3 pro 3<x <5,

25 89 41
a) —, b)14, ¢ —, d) —.
) 3 ) ) )
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9. Vypoctéte stiedni hodnotu funkce f(x) = Jx +i naintervalu <1, 4 >.

Jx
20 20 24 32
a—, b)—, ¢)—, d —.
) 3 ) 9 ) 9 ) 9
10. Vypoctéte stiedni hodnotu funkce f(x) = > naintervalu <1;1,5>.
X<+ X
6 5 6

a)In—=, b)2In=, ¢)2In3+In2, d) 2In—.
)5 ) 5 ) ) c

Vysledky testu

1.b); 2.a); 3.b); 4.d); 5.¢); 6.a); 7.¢); 8.d); 9.b); 10.d).

Pravodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné v 8 pripadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opa¢ném piipade¢ je tieba prostudovat kapitoly 2.1 a 2.2 znovu.

Shrnuti lekce

Hlavnim zédmérem kapitol 2.1 a 2.2 bylo zavést pojem urc¢itého Riemannova integrélu a
uvést zakladni vlastnosti tohoto integralu, které jsou vyuzivany pfi praktickém vypoctu.
Riemannuav integral je pro spojité funkce totozny s integralem Newtonovym. Zjednodusené
fe¢eno - Riemanniv integrdl maZzeme vzdy v konkrétnich vypoctech pocitat jako integral
Newtondv, tedy prostrednictvim primitivnich funkci. A s témi jiZ v tuto chvili mame dostatek

zkuSenosti.

Definovat Riemanndv urcity integral je bezesporu mnohem obtiznéjsi, nez zavést pojem
urcitého integralu Newtonova. Pro¢ se tedy Riemannovym integralem v tomto Uvodnim kurzu
zabyvame? Piedevsim pro jeho nazornou geometrickou interpretaci. Pro spojitou nezapornou
funkci odpovida totiZ jeji Riemanntv integrdl na zadaném uzavieném intervalu plosnému
obsahu oblasti vymezené zadanym intervalem a grafem integrované funkce. O dalSich

uzite¢nych aplikacich Riemannova integralu se maZete dogcist v kapitole 3.

Efm -104-
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2.3. Metoda per partes pro uréité integrély

Cile

Seznamite se s pouzitim metody per partes pti vypocétu urcitych integrala. Zakladni typy
integrala, které Ize touto metodou vypocitat jsou stejné, jako pii vypoctu neurcitych
integréla v kap. 1.3.

Predpokladané znalosti

Predpokladame, Ze znate princip metody per partes a vite, pro které typy integralua je tato
metoda vhodnd. Predpoklada se znalost pojmu urcity integral a dovednost pocitat urcité

integraly pomoci Newtonovy — Leibnizovy formule.

Vyklad

vvvvvv

VVVVVV

zpasoby:

e Oddelime fazi nalezeni primitivni funkce od faze vypoctu urcitého integralu. Nejprve si
nevSimame mezi a pocitame pouze neurcity integral. Po vypocitani vybereme jednu
z nalezenych primitivnich funkci (obvykle volime integra¢ni konstantu C =0) a podle

Newtonovy — Leibnizovy formule dosadime horni a dolni mez.

e Neoddélujeme fazi vypoctu primitivni funkce od vypoctu urcitého integralu. U metody
per partes prabézné dosazujeme meze do jiZz vypocétené ¢asti primitivni funkce,
u substitucni metody zménime integracni meze, jak uvidime v dalsi kapitole.

V dalSim se zaméfime na druhou moznost vypoctu.

o=

Véta 2.3.1.

Maji-li funkce u(x) a v(x) v intervalu <a,b > spojité derivace u’(x) a v'(x), pak plati

b b
Iu’(x) -v(x) dx = [u(x) -v(x)]g1 —J.u(x) V'(X)dX .
a a

Diikaz:
Ze spojitosti derivaci u’(x) a v'(x) plyne, Ze jsou spojité i funkce u(x) a v(x) v intervalu

< a,b >. Potom budou spojité a tedy integrovatelné i souciny u’(x)-v(x) a u(x)-v'(x).

Efm -105-
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Podle véty 2.2.2 bude integrovatelnd i funkce u’(x)-v(x)+u(x)-v'(x). K ni primitivni

funkce je u(x)-v(x), protoZe [u(x)-v(x)] =u'(x)-v(x)+u(x)-v'(x) . Podle Newtonovy -

b
Leibnizovy formule plati J[u'(x) V(X)+u(x)-V'(x)]dx =[u(x) ~v(x)]g . Pomoci véty 2.2.2
a
b b 1
dostaneme ju’(x) -v(x)dx+ju(x)-v’(x)dx =[u(x)-v(x)], apo Uprave obdrzime tvrzeni
a a
véty.
Poznamka

Prakticke pouZiti metody per partes je zcela analogické jako v pripade neurcitého integralu

(kap. 1.3). Zejména plati navody, pro které funkce je metoda per partes vhodna.

Resené tlohy

T
Priklad 2.3.1. Vypoctéte integral Ixz sin x dx
0

Regeni:
Predvedeme prvni zptsob vypoctu, kdy nejprve nalezneme primitivni funkci a teprve
potom dosadime meze:

u'=sinx v=x2 2

2 .
J'x sin xdx = =—X cosx+J.2xcosxdx:

U=-cosx V' =2x

u'=cosx Vv=2x
u=sinx Vv'=2

2

=—X“C0S X+ 2xsin x—ZJ'sin X dx = —x?

COS X+ 2xsin x+2cosx+C .

Pouzijeme jednu z primitivnich funkci pro C =0 a dostaneme

VA
Ixz sinxdx = [—xz COS X + 2XSIN X + 2C0S X:|;[ = (—7z2(—1)+0+ 2(-1))-(0+0+2)=
0

—7%-4.

Pti druhém zpusobu vypoctu pouzijeme vétu 2.3.1:

@ 2 u'=sinx v=x? 2 z %
Ix sin xdx = =[—x cosx} +j2xcosxdx=
0 U=-CcosX V =2x 0 0

Ef -106-
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Matematika Il 2.3. Metoda per partes pro urcité integraly

U'=cosx Vv=2x

T
= (72 —0)+[2xsin x]g —2J.sin xdx = 7 +(0-0)+2[cos x|} =

u=sinx Vv =2 . 0

=22 +2(-1-D)=r°-4.

Vyhoda druhého zptsobu spociva vtom, Ze meze pribézné dosazujeme do caste¢né
vypoctené primitivni funkce a nemusime ji neustale opisovat az do konce vypoctu. Vypocet

se tim zkréti a zprehledni. V dalSich ptikladech budeme pouzivat tento zptusob vypogétu.

2
P¥iklad 2.3.2. Vypodtéte integral I(xz—x)exdx.
0

Reseni:

2 r X _y2 2
[0 -xerax=" —© 7 j-[(xz—x>eX]§— (j) (2x-Dedx =

0 u=e* Vv =2x-

E :ee z'z_zzxﬂ ) [(4_2)82 —0}—[(2x—1)e><}§ +:[2exdx -

2
= 2¢? —[3e2 +e0J+2[eXJO Y —1+2(e2 —eo):e2 -3.

€
Priklad 2.3.3. Vypoctéte integral Iln X dx.
1

Reseni
e u'=1 v=Inx e
Inx dx = =[xInx] = [1dx = (eIne—=InD) —[x] =
I L | =g - frdx= )=[x];
1 X 1
=(e-0)-(e-1)=1.
1
Priklad 2.3.4. Vypocététe integral j xarctg x dx.
0
Reseni:
u'=x v=arctgx 1
1 x2 11 x2
J'xarctgxdx= x2 1 |=|—arctgx ——J' 5 dx =
0 u=—- V=—sl | 2 o 2ol+x
2 1+ X
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J-X+11 7 1

1 1
= ___o -= dx == —=[x—arctg x|+ =
TR o 2) 0 T2 KT ek

5Dy

Priklad 2.3.5. Naleznéte rekurentni formuli pro vypocet integralu

o'—.m\ﬁ

Sp=|(sin x)"dx, n=0,12,...
Redeni:
ﬁ z
2 . 2 z
Pron=0je Sy = IldXZE apron=1je S; = J.sinxdx:[—cosx]0 =1.
0 0

Pro n>2 metodou per partes dostaneme:

. . -1 7
u'=sinx v=(sinx)" ) 7
(sinx) =[—cosx(sm x)" 1J02 +

Sy = | (sinx)"dx =

o'—.mm

=—cosx V' =(n-1)(sinx)""? cos x

+{ (n=2)(sinx)"? cos? x dx =[0—0]+ [ (n—1)(sin x)"~2(L—sin? x) dx =

o'—.mm
oy

T T

2 2
=(n-1) j (sin x)"~2dx — j (sinx)"dx [=(n—1)(Sy_2 - Sp).
0

Zrovnice S, =(n-1)(S,_» —S,,) snadno dostaneme

n-1 . . “ Y .
Sh =TS” o (n>2). Tato rekurentni formule nam umozni vypocitat uvedeny

integral pro libovolnou mocninu n> 2. Naptiklad:

z

2

_[(sm x)3dx—281—E 1=g,

0 3 3 3

r

2

s-fumrac it S5t 21
0
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Kontrolni otazky

1. Pro¢ je integracni metoda nazyvana per partes?
2. Jak se lisi vypocet urcitého integralu metodou per partes od pouZiti této metody

Vv neurcitém integralu.
b
3. Jak by se podle véty 2.3.1 vypocital integrél typu Iu(x) V'(x)dx ?
a

T

2
4. Jak volit funkce u’(x) a v(x) pfi vypoctu integralu jx3 sinx dx ?
0

e
5. Jak volit funkce u’(x) a v(x) pi vypoctu integralu jx?’lnxdx?
1

2e
6. Jak volit funkce u’(x) a v(x) pfi vypoctu integrélu jlnzxdx?
[S]

T
7. Jak volit funkce u’(x) a v(x) pii vypoctu integralu J'ezxsinxdx?

0
1
8. Vypottéte integral J'xe_x dx .
0
T
9. Vypoctéte integral I (x=1Dsinxdx .
-
2
1
10. Odvod'te rekurentni formuli pro vypocet integralu L, = J. (Inx)" dx.
1
e
Ulohy k samostatnému Feseni
r
2 In2 V4
1. a) jxsin 2x dx b) I xe~*dx c) sz sin x dx
0 0 0
1 T 1 X
d) Ixe3xdx e) J' X2 cos X dx f) j(x2 + 2x)e3 dx
0 0 0

Efm -109-
4




Matematika Il 2.3. Metoda per partes pro urcité integraly

e 2 J3
2. a) J.x3lnxdx b) J.(3x+2)lnxdx c) Ixarctgxdx
1 1 0
1 g2 e
d) J'4x3arctgxdx e) J'\/;Inxdx f) J'xlnzxdx
0 1 1
e’ 1 e
3. a) J'Inxdx b) Iarctgxdx c) J'Inzxdx
1 0 1
V3 1
2 1 2
d) jarccosxdx e) jln(x+2)dx f) Iarcthxdx
0 -1 0
z r
2 e” 2
4. a) Iexsinxdx b) Icos(lnx)dx c) Iezxsinxdx
0 1 0
e” T T
d) jsin(lnx)dx e) J'e_xsin2xdx f) jexcosxdx
e 7 0 -
r
2 e 1 X
5. a) jz’z‘ dx b) [In®xdx 0 [
7 sin“ x 1 0 (x+1)
4
Vysledky Gloh k samostatnému reSeni
1 .31 . 2 4. 23 0 o . 3 EN WA
L a) 25 b)~(1-In2); ¢) x°~4; d) Te¥; €) -2m; f) 2796 -36. 2. a) 16(3e +1),
b) 10In2—£; c) Eﬂ_ﬁ; d) E; e) ﬂ(2e3+1); f) 1(e2 —1). 3. a) 2e3 +1;
4 3 2 3 9 4
T
b)z—ilnz; c)e-2; d) ﬁ;wi; e) 3In3-2; f)z—ln—z. 4. a)E e2 +1|;
4 2 12 2 8 4 2
_1 T . 1 /s . 1 T, AT § - _1). _l T, AT
b) 2(e +1), c)5(2e +1), d) 2(e +e ) e)S(e 1), f) 2(e +e )

5. 2) Z+In2: b) 6-2e: c) =-1.
2 2
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Kontrolni test
i

2
1. Vypoctéte integral J' (x+2)cos x dx.
0

@%, b)1, ¢)0, d) =

0
2. Vypoetete integral | x2e X dx.
)

a) 2+e, b)-2-e, c¢)-2+e, d)-2.
T

2
3. Vypoctéte integrél Ixsian dx.
T

4
1 1 T 1

J3
4. Cemu se rovna integral I arctg xdx ?
0

DB 2 ) Brinz o Brilng o B g
3 6 3 2 6 2
_z
. 6 x
5. Cemu se rovna integral J' 5 dx?
7 sin® x
2

)ZJ3-In2, b)-ZV3+2 ¢ -Z3+n2,  d) —ZE3+1ny3E
6 6 6 62
e-1

6. Cemu se rovna integral Iln(x+1)dx?
0

a)l, Db)e+l, c¢)l-e, d) 2e+l.

1
7. Vypoctste integral J' In(x? +1) dx.
1

a)0, b)2In2-4+z, )22+, d)—2+%.
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0
8. Vypoctste integrél J' xarccotg x dx.
X
1 1 1 V4
a)—, b)=( , € =(01-xn), d -=.
T e T L S I s

e
9. Vypoctéte integral sz In x dx.
1

@ |

2,3 1 2,3 1 2,3 2 2,3 2
a)5(‘9 —e—3)v b) 5(9 +e—3)' c) 6(8 —8—3)' d) 5(9 +e—3)-

T

2
10. Odvod’te rekurentni vzorec pro vypocet integralu S, = J' cos" xdx,n=0,1,2,... .

_r
2
n+1 n+1
a) Sg=7,$=0,S, =Tsn_2 pro n>2, b) Sg=7,5=2,5, =Tsn_2pro nx2,
n-1 1
C) SO =, Sl=2, Sn =—Sn_2 pro n>2, d) SO =T, Sl=2, Sn =1—Sn_2pr0n22.
n -n

Vysledky testu

1.b); 2.¢); 3.b); 4.a); 5.¢); 6.a); 7.b); 8.¢); 9.d); 10.c).

Praivodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméng v 8 pripadech, pokracujte dalSi kapitolou.

V opac¢ném piipadé je tieba prostudovat kapitoly 1.3 a 2.3 znovu.

Shrnuti lekce

PouZiti metody per partes v urcitém integralu je zcela analogické jako v pripadé
neurcitého integralu. Typy integrala feSitelnych metodou per partes jsou uvedeny v kapitole
1.3. Pi vypoctu urgitych integralt metodou per partes prabézné dosazujeme meze do ¢aste¢né
vypoctené primitivni funkce a nemusime ji neustéale opisovat az do konce vypoctu. Vypocet

se tim zkrati a zptehledni.
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o=

2.4. Substituéni metoda pro urcité integraly

Cile
Seznamite se s pouZitim substitu¢ni metody pii vypoctu urcitych integralti. Zakladni typy
integrall, které lze touto metodou vypocitat, jsou podobné jako pfi vypoctu neurcitych

integralt v kap. 1.4.

Predpokladané znalosti

Predpokladame, ze znate princip substitu¢ni metody a vite, pro které typy integrald je tato
metoda vhodna. Piedpoklada se znalost pojmu urcity integral a dovednost pocitat urcité

integraly pomoci Newtonovy — Leibnizovy formule.

Vyklad

Jak jiz bylo uvedeno v predchézejici kapitole, mizeme piti vypoctu urCitych integrala ze

vvvvvv

e (Oddélime fazi nalezeni primitivni funkce od faze vypoctu urcitého integralu. Nejprve si
nevSimadme mezi a pocitame pouze neurCity integral. Po vypocitani vybereme jednu
z nalezenych primitivnich funkci (obvykle volime integracni konstantu C =0) a podle

Newtonovy — Leibnizovy formule dosadime horni a dolni mez.

e Neoddélujeme fazi vypoctu primitivni funkce od vypoctu urCitého integralu.
U substitucni metody kromé zavedeni spravné substituce jest¢ ur¢ime nové meze a jiz se
nemusime vracet k ptivodni proménné.

Prvni zpiisob nebude Ctenaii patrné délat problémy. Proto se v dalsim zaméfime na
druhou moznost vypoctu, kterd je kratS$i a elegantnéjs$i. Vzorce pro integraci substitu¢ni

metodou v uréitém integralu pfipominaji vztahy uvedené ve vétach 1.4.1 a 1.4.2.

o=

Véta 2.4.1. (Integrovani substitu¢ni metodou ¢(x)=u)
Necht’ funkce f(u) je spojita na intervalu < «, f >. Necht' funkce u = ¢(x) ma spojitou
derivaci ¢'(x) na intervalu < a,b > anecht pro kazdé x e<a,b > plati a <p(x)< 3,
a=¢(a), f=¢() (tedy funkce ¢ zobrazuje interval < a,b > nainterval <, f>).

Potom plati

b B
[ (@)@ (e = [ f (e

Ef o
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NV

an

Diikaz:
Z predpoklada véty vyplyva, ze existuji integraly na levé i pravé strané tvrzeni véty 2.4.1.
Z toho plyne, Ze existuje primitivni funkce F(u) k funkci f(#) na intervalu <ea, f >.
Podle véty 1.4.1 je funkce F(¢(x)) primitivni funkce k funkci f'(¢(x))¢'(x). Proto podle

Newtonovy — Leibnizovy formule (véta 2.2.1) plati

b B
[ f(p()¢' (x)dx = F(p(b)) - F(p()) = F(B)~ F(@) = [ f(u)du.

Poznamky

1. Pri vypoctu urcitého integralu zavedeme vhodnou substituci u = @(x) a vypocteme
diferencial du = @'(x)dx jako u neurcitého integralu. Navic musime jeSté urcit nové meze.
,Staré* meze a, b jsou pro puvodni proménnou x. ,,Nova“ proménnd u bude mit meze
a=g(a), B=o(b).

2. Vrresenych prikladech vyznacime zménu mezi takto: av> ¢(a) (staré dolni mezi a

odpovida nova dolni mez ¢(a)), resp. b+ @(b) (staré horni mezi b odpovida nova horni
mez @(b)).

3. V konkrétnim pripadé se mize stat, ze p(a)> @(b) (nova dolni mez je vétsi nez mez horni).
Podle definice 2.2.1 muzeme meze zamenit a znaménko integralu se zmeéni na opacné. Pokud
dostaneme @(a) = @(b), je podle poznamky k definici 2.2.1 integral roven nule a nemusime

dale pocitat.

Resené ulohy

2
Priklad 2.4.1. Vypoctéte integral I 3xV5+x2dx.
0

ReSeni:
a) Bylo by mozno nejprve vypocitat neurcity integral (nalézt primitivni funkci) jako

v ptikladu 1.4.4.

substituce: 3 3
3 D 3 3u2 5
2 _ 2 _ 2 _ 2 _u= _ _
J-3x S5+x“dx=|5+x"=u —2.[2x 5+x dx—zjx/;du—z 3 +C=u++C
2xdx =du 5

Ef o
* *
*
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3
= (5+x2) +C.

3
Pouzijeme primitivni funkci pro C=0 (jin¢ C se stejn¢ odecte): F(x)= (5+x2) a

z Newtonovy — Leibnizovy véty dostavame:

f3x s+xlde=[F(0)]; =M5+x2)3 T =\/(5+22)3 —\/(5+02)3 —27-55.

b) Praktictéjsi je pocitat podle véty 2.4.1 (pfi substituci ur¢it nové meze). Pouzijeme

2

substituci S+x>=u. Nova dolni mez bude u=5+0>=5 a novd horni mez je

u=5+22=9. Cely vypocet bude vypadat takto:

substituce: 370 9
2 2 2 9 5 3
j3x 5+x2dx:§j2x 5+x2dx:5+x U ZEJ‘\/;a’u:3 Ll R N
0 20 2xdx = du 25 2| 3 5

05, 29 2 s
33
92 52 =27-5/5.

elnzx
Piiklad 2.4.2. Vypodtéte integral j dx .
X

1

Reseni:
Pouzijeme substituci Inx =u. Funkce ¢(x)=Inx je spojitd na intervalu <1,e > a ma na

ném spojitou derivaci. Pro x e<1l,e> bude 0<Inx<1.

substituce:
Inx=u 1 1
e, 2 3
Iln X dx = 1 =Iu2du: L :l_
X —dx=du 3 3
10, e—1

Poznamka
Pri vypoctu musime davat pozor, zda jsou splnény podminky vety 2.4.1. U neurcitych
integralu se muzZeme po vypoctu dodatecné derivovanim presvédcit, zda jsme postupovali

spravne. U urcitych integralil tuto moznost zkousky nemame.

Ef ***** o
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T
Priklad 2.4.3. Vypoctéte integrdl | ———-—d.

- 2
Spo+sinTx

ReSeni:
Pouzijeme substituci sin x =u . Pro novou dolni mez dostaneme sin(—z)=0 a pro horni

mez vyjde sinz =0. Podle poznamky k definici 2.2.1 bude vypocet integralu kratky:

substituce:
T cosx sinx=u 9
S, 5+sin"x cos xdx = du 0>+tu

—7+—0, 70
z
4
Priklad 2.4.4. Vypoctéte integral j tg3 X dx.
0
Reseni:
Provedeme jednoduchou upravu, abychom nalezli vhodnou substituci:

E i ”
4 4 .3 4 2 N

sin” x 1—cos” x)sinx
J-tg3xdx:_[ 3 dx:I( 3) dx .
0 o COs™ x 0 cos” x

Je ziejmé, Ze vhodna substituce je cosx =u, nebot’ —sin xdx = du . Pro novou dolni mez

vyjde cos0=1 a pro horni mez dostaneme cos— = > takZe nova dolni mez je vEtsi nez

nova horni mez. Podle definice 2.2.1 obratime meze a zménime znaménko integralu:

) substituce: NG

4 _ cosx=1u 2 2 I 2 1

J'(l cos 3x)smxdx= —sinxdx=du |=— J. 1 1; du = J. : ;[ = '[ (%_l}h‘ i

0 coS™ X 1 ! \/5 ! \/E ' u
0ot Zos % 2 B

1
—L—ln|u| =—l—lnl+L+ln£=—l+1+lln2—ln2=l(1—ln2).
2u? V22 22 2 2 2

Ef ***** o
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*
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Vyklad

Vétu 2.4.1. mizeme pouzit 1 vopatném sméru (zprava doleva). V béznych ulohach
nebyva integracni proménnou u, ale obvykle béZné pouZivdme proménnou x, coZ je jen jiné
pismenko ve vztazich. To odpovida substituci typu x = ¢(¢) v neurcitém integralu, ktera je

popsana ve véte 1.4.2. V urcitém integralu budeme muset po uvedené substituci zménit meze.

V tomto ptipadé vlastné zndme hodnoty ¢(a) a ¢(b). Musime nalézt hodnoty « a b, aby byly
splnény ptredpoklady véty 2.4.1. V praxi obvykle byva funkce x =¢(¢) takova, Ze lze zvolit
interval < a,b > tak, aby na ném byla funkce ¢(¢) ryze monotonni, tj. aby jej prosté zobrazila

na zadany integracni obor < ¢(a),p(b) >.

1
Priklad 2.4.5. Vypoctéte integral I 21— x2dx.
-1

ReSeni:
Integrovana funkce je spojita pro x e<—1,1>, takze urcity integral existuje.
Pouzijeme substituci

x=sint, takze dx =costdt. Transformujme meze integralu:

. . . 7 . . y r y
Pro x; =-1 je —1=siny, takZe ¢ =5 Pro x, =1 je 1=sint,, takze t, =5 Protoze

. ToT_ . : y . .
na intervalu <_E’E> je funkce x=sin¢ monotonné rostouci a tento interval se

uvedenou funkci zobrazi na interval < —1,1>, lze psat

substituce:
. z
1 X =St 2
J.xz l—xzdx=dx=costdt = I sin? 1v/1—sin’ ¢ cost dt =
-1 V4
/4 | -=
I —-——, 1> — 2
2 2
z z z z
2 2 2 2
. [ . ) 1.
= I sin” tv/cos? ¢ cost dt = I s1n2t|cost|costdt: I sin® tcos? tdt = J- —s1n2(2t)a’t.
_r _r T _54
2 2 2 2

y NN .. vt . T T .
V predchazejici Uprave jsme vyuzili skute¢nosti, Ze pro t e< ——,— > je cost 20, a tedy

|cos t| =cost. Po uziti znamého vztahu sin2f=2sinfcost dostdvame integral typu

Ef o
* *
*
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2.4. Substituéni metoda pro urcité integraly

J.sinm xcos” xdx (viz kapitola 1.6).

'—;N‘§\
-

NN

z
2

sin? 2t dt = j l(l—cos4t)a,’l‘=l[t—sm4t}2 _T
8 8 T

T

2

T

4

1
Priklad 2.4.6. Vypoctéte integral [V1+x”dx. %

ReSeni:

0

Integrovand funkce je spojita pro kazdé¢ realné x, takze urcity integral existuje.

Pouzijeme substituci

x=tgt, takze dx=

3 dt . (Je mozno pouzit i substituci x = cotg? ). Transformujme

cos™ ¢

meze integralu:

Pro x, =0 je 0=tgy, takze f{=0. Pro x, =1 je 1=tgt,, takze t2=%. Protoze na

. T y , . V4
intervalu <O’Z> je funkce x=tg¢t monotonné rostouci a tento interval <O,Z>se

funkci x = ¢(¢) = tgt zobrazi na interval <0,1>, lze psat

1
J. 1+ x2dx =
0

substituce:
x=tgt
1

dx =
cos? ¢

00, 1=

r z
4 4 2 .2
1 cos“t+sin“ ¢t 1
dt =J' 1+tg’ ¢ 5 dt=J',/ . —di =
0 cos“t 0 cos“t cos“t

O'—.Jﬁ‘a

z z
4 4
1 1
— I dt = [ —5dt.
cos> ¢ cos’ t 0 COSf| cos” ¢ o COs” ¢

y TR . - uits T T
V predchazejici Gpraveé jsme vyuzili skutecnosti, ze pro ¢ e< O’Z > je cost >0, a tedy

|cost| =cost. Dostavame integral typu jsinmx cos” x dx . Jelikoz n=-3 je liché, fesime

integral opét substituci, a to sin¢ =v (viz kapitola 1.6). Bylo by mozno pouzit rovnéz

. 11 s o t
univerzalni substituci tg 5 =V

* X 5
*
* *
ity
*
4
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Matematika Il 2.4. Substituéni metoda pro urcité integraly

bstituce:
. . . 31'1 stituce N
2 4 2 sint=v Tl
J. 13 dt:j ost dt = J- COSt dt= costdt =dv = L
o cos™ ¢ o cos ¢ o (I—sin t) s 0(1 v)
00, —>—
4 2
V2
T dv
o (- v) (1+v)

Dostavame integral z raciondlni funkce, kdy polynom ve jmenovateli ma realné nasobné
kofeny. Je nutno provést rozklad raciondlni funkce na soucet parcialnich zlomkl (viz
kapitola 1.5).
A A B B
21 2:1+ 22+1+ 22
A-v)"A+v)" 1=v (1-»* 1+v (1+v)

Nalezneme konstanty rozkladu A4;,4,,B;,B8,. Rovnici vynasobime polynomem
O4(v)=(1- v)2 (a+ v)2 . Dostaneme rovnost dvou polynomii:

1= 4 (1-v)A+v)? + A (1+)? + B(1=v)> (1 +v) + By (1-v)?

Pro v=1 dostaneme 1=04)+44, +0B, +0B,. Tedy 4, = 1

.
Pro v=-1 dostaneme 1=04;,+0A4, +0B, +4B,. Tedy B, =%

Pro vypocet zbyvajicich koeficienti miZeme pouzit srovnavaci metodu (viz piiklad
1.5.5):

Koeficienty u v>: 0=-4,+B
Koeficienty u V0 l=4+A4y+B +B,
o s : 1 1
ResSenim této soustavy rovnic dostaneme 4 = E By = 1
Integrujeme ziskané parcialni zlomky:
V2 V2
2 2
.[ _l.[1+12+1+12d":
0 (1- v) (1+v) 4 0 l-v (1-v) I+v (1+v)
f2 7
1{ v+l |_L}2 L 2 [l
4 -V 1+v ] 4| 1-42 |1 v|

Ef ***** o
* *
*
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(2+\/_)

2 1‘“&‘ 22 +1In
EN=E

:%_2ﬁ+ln(3+2\/5)} .

] 12\/7-%-11’1

N

PN

Poznamky
, oz 52 s S 2 B & 7 :
1. Ulohu Ize rovnez resit substituci N1+ x“ =t—x. Postup vypoctu je popsany v poznamce

k prikladu 1.4.8.

2. Tento priklad nam ukazuje, Ze vypocet urcitého integralu i zdanlive jednoduché funkce
muze byt pracny a zdlouhavy. Je véci cviku zvolit co nejuspornéjsi postup. U takovych

prikladit nam mohou hodné pomoci vhodné pocitacové programy.

3. Pokud zadame integral néjakému matematickému programu (napr. Derive, Maple,
o V21 , e

Mathematica), ziskame vysledek T—EIH(\/E —1). Na prvni pohled se zda, zZe se jedna o

uplné jinou funkci. Snadno se vsak presvédcime, Ze —2ln(\/§ —l)zln(3+2\/§) a tedy

_%1n(\/§—1):%ln(3+2\/§).

Integrace sudych nebo lichych funkci

Vyklad

Vypocet urcitého integralu je jednodussi, pokud je integrovana funkce suda nebo lichd na

intervalu < —a,a >. Pfipomenime si definici 1.4.3 z ¢ast Matematika .
Funkce f se nazyva suda , jestlize VxeD: f(—x) = f(x) (graf funkce je soumérny

podle osy y).

Funkce f se nazyva licha, jestlize Vxe Dy : f(—x)=—f(x) (graf funkce je soumérny

podle pocatku).

Ef ****‘ A
* *
*
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Matematika Il 2.4. Substituéni metoda pro urcité integraly

Véta 2.4.2. (Integral sudé, popf. liché funkce)

Necht je funkce f(x) integrovatelnd na intervalu < —a,a >.

Je-li f(x) naintervalu <—a,a > sudd, pak

[ £ =2 f(x)ax,
—a 0

Je-li f(x) naintervalu < —a,a > licha, pak

]ff(x)dxzo.

Diikaz: Je-li f(x) naintervalu < —a,a > suda, pak plati f(—x) = f(x). Integral miizeme

zapsat jako soucet integralt (véta 2.2.3):

a 0 a 0 a
[ flode= [ foode+[ fde= [ f=x)de+ [ £y
—a —a 0

—a 0

Prvni integral feSime substituci —x=t¢, zniz plyne dx=-dt, meze 0— 0, —at>a.
a 0 a a a a

Dostaneme j F(x)dx=— j F(o)dt+ j F(x)dx = j F(o)dt +j F(x)dx=2 j F(x)dx.
—a a 0 0 0 0

Druhou ¢ast véty o integraci liché funkce dokdzeme analogicky.

l\y l\y

-d Vv a

= ¥
S
= ¥

f(=x)=f(x) f(=x)==f(x)
Obr. 2.4.1. Integral ze sudé¢ a z liché funkce

Ef ***** A
* *
*
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Matematika Il 2.4. Substituéni metoda pro urcité integraly

1
Piiklad 2.4.7. Vypodtéte integral j x2\1-x?dx.
-1

Reseni:
Tuto ulohu jsme jiz fesili v prikladu 2.4.5. Integrovana funkce je sudé pro kazdé xe R,

protoze

f(=x0) = (02 1=(=0)? = x21-x% = f(x).

Podle véty 2.4.2 mizeme vypocet pon¢kud zjednodusit, nebot’ staci pocitat integral na

intervalu < 0,1>, kdy médme jednodussi dolni mez.

T
1 1 ) ) z
1 . 1 4
szxll—xzdx:2jx2 l—xzdxz =2I251n22tdt: :Z{I—SIZ t}z =% .
-1 0 0 0

T

2
Priklad 2.4.8. Vypoctéte integral J. sin’ x cos 2x dx .

T

2

Reseni:

JelikoZ sin(—x)=-sinx a cos(—x)=cosx snadno ukazeme, Ze integrovana funkce je
licha:

£(=x) =sin> (=x) cos(—2x) = —sin> xcos 2x = — £ ().

Podle véty 2.4.2 neni nutno integral viibec pocitat, nebot’

sin3 xcos2xdx=0.

—_—o N

SR

Oveéite vypoctem platnost uvedeného vysledku!

Kontrolni otazky

1. Uvedte princip substitu¢ni metody pii vypoctu ur¢itého integralu.
2. Cim se pii vypoétu odlisuje substituéni metoda pro urity integral od substituéni metody

pro integral neurcity?

Ef ****‘ A
* *
*
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Matematika Il 2.4. Substituéni metoda pro urcité integraly

a
3. Ukazte,7e | f(x)dx=0 pro lichou funkci f{x).

—a

b b
4. Ukazte, ze plati [ f(x)dx = f(a+b—x)dx.

a a

a a
5. Ukazte, ze plati I f(x)dx = J- f(—x)dx

—a —a
6. Zduvodnéte, pro¢ jsou vSechny nasledujici integraly rovny nule.

1 a 3 2 In2 X —X

) X ) [ e +e
J-sm3xc055xdx, ﬁdx, jsmx cos3x+1dx, J- dex.
-1 —aNa —X 0 —In2

V4 V4
7. Ukazte, ze J. cosmxcosnxdx=0 pro m#n a J. COSMXCOSnX dx =7 pro m=n.

-7 /4

Névod: UZzijte vztah cosa cos ff = %[cos(a — )+ cos(a + ﬁ)] .

Ulohy k samostatnému feseni

! 10 4
1. a) J.x(2x2—1) dx b) dx c) jx3 x? +9dx
0 S5 -t 0
3 X b 3 3 dx
d dx e x“sin{1-x" |dx —
) !; 42 ) J. ( ) D '!.x\/1+lnx
N L e’ ¢ dx
2. a) J.ecosxsinx dx b) J. S 9) J. 5
0 ol+e x . XIn"x
z s
1 4 16
d) [Vitxds o [ ) '[tg\/;dx
0 o COs” x 0 Jx

Ef ***** A
* *
*
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2.4. Substituéni metoda pro urcité integraly

3. a)
a
4 3
3cos™ x
d) dx
'[t%/sinx
2
2
dx
4, a
) £1+\/§
27 3/ 2
d J;T dx
1 3+ x?
frinfre)
5. a) |xIn(l+x")dx
1
T
d) J.sin x dx
0

i
4
b) jtg3xdx
0
x
o T- dx
3+sin2x
0
4
b) ﬁldx
0x+
5
x—1
€ dx
) £\/4x—2
In5 X X _
b) J- eVe -1 »
0 e’ +3
e
¢) J‘1+)1Cnxdx

Vysledky uloh k samostatnému feseni

e) %(l—cosl);

z
2
cosx
c ——dx
) ;[sinx\/sinx
6
27
ol
I
5 sinx
2
1
o | Jx dx
01+\/;
2
f) J\/4—x2dx
0
1
0 J\/;arctg\/; I
0 x+1
T
f) jsin3xdx
-
f) 24/In3+1-2. 2. a) e—l;

e

- f)ln2. 3. a)— b) —%mz; c) 2(\/5—1);

In3

1+

1 1412,
1. a) —; b)O0; — d)1;
a) > ) ©) )
T
b) arctge—z c) E (2\/— )
d) i(7%/1—12)- ¢) —= arctg——: D=
32 ’ f 55
¢) 2In2-1; d)8+3”‘/§; e)ﬂ;
2 2
2
T T 3
e RSO [
©) T ) e) 5 f)

124 -

T

5. a) §1n5—1n2—§;
2 2

Z(ﬁ—ln(l+\/§)); b) 4-2arctg?2;

b) 4—7;




Matematika Il 2.4. Substituéni metoda pro urcité integraly

Kontrolni test

X
Jx-1
a) 7-2In2, b) 7+2In2, ¢) 12+2In2, d) 15+2In2.

2
2. Vypoctéte integral _[ dx .
ovVx+1+ \/ (x+ 1)3

dx .

9
1. Vypoctéte integral j
4

T V4 V4
a) —, b) =, c) —, d —
) 5 ) ) . ) 3
[
3. Vypoctéte integral dx .
0 450
V4 V2 1 V4
a) —, b) —, c) —, d) —.
) 18 ) 6 ) 3 ) 3
i
2
4. Vypoctéte integral J‘ c0tg3 X dx .
z
4
1 1
a) 1-In2, b) l+51n2, c) 1—51n2, d) 1+In2.
} x
5. Vypoctéte integrdl | ————dx.
1% =141
a) %ln3, b) 4+In3, c) In3, d =
1 x9
6. Vypoctéte integral _[ ﬁdx.
o (I+x7)
1 1 9 1
a) —, b) —, c) —, d —.
) 5 ) 8 ) 40 ) 40

2I9 3/(x_ 2)2 -
3 3+3)(x—2)°
NG

a)8+7;ﬁ, b)8+%nJ§, c)8+§nJ§, d) 8+ 7.

Ef s
* *
*
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Matematika Il 2.4. Substituéni metoda pro urcité integraly

3
8. Vypoctéte integral I ON1+x2 dx.
0
o 86 s o 848 5 851
105 105 105 105
In5 X ’ X _
9. Vypoctéte integral J‘lex.
0 3+e”
a) 4+7, b) 4—%, 0) 4+%, d) 4-7.

z
2
10. Vypoctéte integral .[ Veosx —cos® x dx.
v

4 2 3
a) —, b) 0, c) —, d) —
) 3 ) ) 3 ) 5
Vysledky testu

1.b); 2.¢); 3.a); 4.¢); 5.a); 6.d); 7.b); 8. ¢); 9.d); 10. a).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné v 8 ptipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opaéném piipadé je tfeba prostudovat kapitoly 1.4 a 2.4 znovu.

Shrnuti lekce

Substitu¢ni metoda patii k nejCastéji pouzivanym metodam vypoctu urcitych integrali.
Jsou mozné dva postupy vypoctu. V prvnim piipadé¢ vhodnou substituci vypocteme neurcity
integral (nalezneme primitivni funkci) a teprve potom pomoci Newtonovy — Leibnizovy
formule dosadime horni a dolni mez. Vyhodnéjsi byva druhd moznost, kdy vedle zavedeni

spravné substituce jesté ur¢ime nové meze a jiz se nemusime vracet k pivodni proménné.

Ef ****‘ A
* *
*
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Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

o=

2.5. Nevlastni integraly

Cile

V této kapitole ponékud rozsifime definici Riemannova urcitého integralu i na ptipady,
kdy je integrani obor neohrani¢eny (tj. (—oo,b>, <a,o), piipadné¢ (—o,o)) nebo je
neohrani¢end integrovana funkce. Tyto zobecnéné urcité integraly se nazyvaji nevlastni.

Seznamime se se dvéma typy nevlastnich integralti.

Predpokladané znalosti

Predpokladame, ze znate pojem urcity integral, piedpoklady existence a vlastnosti
urc¢itého integralu, Ze znate zakladni metody vypoctu ur€itého integralu. Predpoklada se
znalost pojmu limita funkce a postupy vypoctu téchto limit (Matematika I, kapitoly 2.1.
2.2).

Vyklad

b
V definici Riemannova urcitého integralu J. f(x)dx jsme vychézeli ze dvou piedpokladi:

a
1. Integracni obor je konecny uzavieny interval < a,b >.
2. Integrovana funkce f(x) je na tomto intervalu ohrani¢end (ohrani¢ena zdola i shora
viz obr. 2.1.5).
Integraly definované za téchto predpokladli nazyvame vlastni integraly.

Jestlize se v urCitém integralu objevi neohrani¢eny interval nebo neohrani¢end funkce,

hovotime o nevlastnich integralech. Rozeznavame dva druhy nevlastnich integralt:

1. Je-li interval, na kterém integrujeme, neohraniceny, hovoiime o nevlastnim integralu

prvniho druhu (nevlastni integral na neohrani¢eném intervalu). Jde o integraly typu
b 0 0
[ r@odx, [roode, | feodx .

—00 a —0o0

2. Je-li integrovana funkce v intervalu < a,b > neohraniend (tedy nespojitd), hovoiime
o nevlastnich integralech druhého druhu.

© —x

Muze se vyskytnout i kombinace uvedenych dvou typt, naptiklad integral Ie—dx .

o Vx
o
= w****

o=




Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

Nevlastni integraly 1. druhu (integraly na neohrani¢eném intervalu)

Uvazujme funkci f(x) definovanou na intervalu < a,»), a € R. Predpokladejme, ze pro

C
kazdé c e< a,o) existuje urcity integral I f(x)dx . Pak miizeme definovat funkci F vztahem

a

F(o)=[f(x)dx, c>a.

Nyni budeme neomezené zvétSovat horni mez ¢ a budeme sledovat, jak se chova veli¢ina

F(c). Situace je znazornéna na obrazku 2.5.1.

Y 4

N c—> 0 X
Obr. 2.5.1. Definice nevlastniho integralu na neohrani¢eném intervalu < a, )

C
Zelena plocha ptedstavuje hodnotu integralu I f(x)dx . Pfi posouvani ¢ — oo nés bude

a
zajimat, zda se hodnota tohoto integralu blizi k néjakému konecnému cislu L (tj. zda existuje
konec¢na limita) nebo tato hodnota roste nade vSecky meze (limita je +00 nebo —), ptipadné

hodnota neexistuje (hodnota osciluje).

Definice 2.5.1. (Definice nevlastniho integralu 1. druhu)

Je-li funkce f(x) spojita pro vSechna ¢isla ¢ > a, pak integral tvaru
+00
[ fCox
a

nazyvame nevlastni integral prvniho druhu (na nekone¢ném intervalu) a pfifazujeme mu

hodnotu rovnou limité

Cc—>+00

Ef o
* *
*
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Tof(x)dx: lim jf(x)dx=L.




Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

Je-li L konecné Cislo, fikame, ze uvazovany nevlastni integral konverguje (je konvergentni).
V opacném piipadé, tj. kdyz limita je nevlastni (L =+ nebo L = —o0) nebo neexistuje,

fikame, Ze nevlastni integral diverguje (je divergentni).

Resené ulohy

Priklad 2.5.1. Vypoctéte integral I—dx
ol+x

ReSeni:

Budeme postupovat podle definice 2.5.1. Nejprve nalezneme pomocnou funkci horni

meze F(c)= I f(x)dx apotom spoc€itdme jeji limitu L= lim F(c).

C—>+0
a

F(c)= I—dx [arctg x] = arctg c —arctg 0 = arctgc , takze

L= lim F(c)= lim arctgc= z
c—>+o0 c—>+o0 2

Integral tedy konverguje a plati J‘ —dx =
o 1+x? 2

Obr. 2.5.2. Graf funkce f(x)=

pro x>0
1+x

Ef ***'* e
* *
*
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Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

Priklad 2.5.2. Vypoctéte integral I dx .

ol+ X2
ReSeni:
Postupujeme stejné jako v predchéazejicim ptikladu.

C
:; [1n(1+x )} %ln(l+cz) . takze

L= lim F(c)= lim %ln(l+c2):+oo.

C—>+00 Cc—>+0
Integral tedy diverguje.
BN
1

Obr. 2.5.3. Graf funkce f(x)=

pro x>0
I+x

o0
Priklad 2.5.3. Vypoctéte integral I cosx dx.
0

ReSeni:
V tomto ptipadé je

C
F(c)= jcos x dx =[sin x](c) =sinc , takze
0

L= lim F(c)= lim sinc neexistuje (hodnoty funkce osciluji mezi -1 a +1.
c—+oo c—>+o0

Integral tudiz rovnéz diverguje.

Ef ***** o
* *
*
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o0
Priklad 2.5.4. Pro kterd p je nevlastni integral ijdx , p>0 konvergentni?
1 x

ReSeni:

Nejprve pocitejme tento integral pro p #1.

c —p+1 ¢
1 P 1 _
F(C)=I—dx= al = (cl p—l).
lxp -p+1 . l-p
Musime uréit limitu lim ¢' 7. Jedn4 se o mocninnou funkei s exponentem s=1-p.
c—>+0

Na obréazku 2.5.4 jsou grafy mocninné funkce y =x*, x>0 pro riizna s (viz Matematika

I, kapitola 1.5.4).

Y4 s>1

x
Obr. 2.5.4. Graf funkce y=x", seR, x>0

Z grafu 2.5.4 vidime, ze pro s =1—p >0 (tedy pro p<1)je lim 7P = o0 , a proto
c—>+00

L= lim F(c)= 1 lim (cl_p - 1) = +o0, integral diverguje.
c—>+0 1= pecsto

Pro s=1-p<0 (tedy pro p>1)je lim cl_pzo,aproto
c—>+m

L= lim F(e)=—— lim (cl‘l’—l)=_—1= L integral konverguje.
c—>+0 1= pecsto l-p p-1

Jesté musime uvazovat moznost, ze p =1. V tomto ptipad¢

C
F(c)zj.idx:[lnx]f =Inc—Inl=Inc, pak
1

Ef o
* *
*
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L= lim F(c)= lim Inc =+, integral diverguje.
Cc—>+0 Cc—>+0

Shrnuti: | —dx

21 {konverguje prop>1
1 x7

diverguje  prop<1’

Poznamky

1. Hranice mezi konvergenci a divergencije p =1 .

2. Stejny vysledek dostaneme i pro pripady, kdy dolni mez integralu nebude 1, ale libovolné

cislo d > 0.

Vyklad

b
Naprosto analogicky definujeme nevlastni integral J. f(x)dx na intervalu
—00

b
(—o,b>, be R . Pfedpokladejme, pro kazdé c e (—0,b> existuje urCity integral j f(x)dx .

c

Pak muazeme definovat funkci G vztahem

b
G(c)= J f(x)dx, c¢<b avySetfujeme limitu L= lim G(c). Terminologie je stejna

C—>—0
Cc

jako v definici 2.5.1.

Obr. 2.5.5. Definice nevlastniho integralu na neohrani¢eném intervalu (—o0,b >

Poznamka

Je-li funkce f(x) spojita na intervalu(—o,0) a konverguji-li pro libovolné cislo a oba

Ef ***'* o
* *
*
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a ~+00
nevlastni integraly L; = I f(x)dx, L= J‘ f(x)dx, pak definujeme nevilasti integral na

—00 a
+00

intervalu (—o0,): I f(x)dx =L+ L, .
—0o0

0
3
Piiklad 2.5.5. Vypodtéte integral j x2e™ dx .

—00
ResSeni:

3
Funkce f (x):xzex je spojitd pro vSechna redlnd x. Naleznéme nejprve primitivni

funkei k dané funkci:
substituce:
3 3
Ixzex dx:x3=t :ljetdt:let:lex +C.
3 3 3
3x2dx =dt
0 0
3 3 3
G(c)= Ixzex dx = {lex } = l(l—ec ), takze
. 3 e 3

3 3
L= lim G(c)= lim l(l—ec jzl—l lim e° :l—lO=l.

c—>—0 c—>—0 3 3¢5 3 3 3

0
3
Integral tedy konverguje a plati J x2e dx =§

—00

o0
Priklad 2.5.6. Vypoctéte integral j

—00

dx .
4+x°

Reseni:
Integral rozdélime na dva nevlastni integraly napf.
0 00
1 1
3 dx + J
4+x 04+x

3 dx . Pro prvni integral plati

¢ ? 11 1 e
G(c)zJ. dxz—‘[gdx:z arctgg :—Earctga,
X c

Ef ***** o
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Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

L= lim G(c)= lim (—Earctg )— —l(—zj :% (konverguje).

Cc—>—00 c—>—o0 20 2

Pro druhy integral dostaneme

Cc
F(c)= j4dx—lj4dx=ll arctgE =larctg—,
4 24 2

04+ 4 2 1
2
= lim F(c)= lim (— arctg ) = lﬁ z (konverguje).
Cc—>0 c—>0 22 4

Tedy L; =L,. To nas neptekvapuje, protoze integrovana funkce f(x)=

(graf je soumérny podle osy y).

Obr. 2.5.6. Graf funkce f(x)= ! 3
4+x
T T T T
Proto —dx Ly + L, =—+—=— (integral konverguje).
41 44 2
Poznamka

Pomoci nevlastniho integralu 1. druhu definujeme pro x >0 funkci Gama:

+00

I'x)= j e 't | kterd ma radu zajimavych vlastnosti. Napriklad plati

0

r()=1, T(n+1)=n! pro neN.

Ef ***** e
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*
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Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

Nevlastni integraly 2. druhu (integraly z neohrani¢ené funkce)

Uvazujme funkci  f(x) definovanou na intervalu <a,b), a,be R, a<b.
Predpokladejme, Ze je tato funkce spojitd na intervalu <a,c) pro kazdé ce<a,b) (tedy

c

existuje urcity integral j f(x)dx), zatimco lim f(x)=o0. Pak mizeme definovat funkci F

u x—b

vztahem

F(c):J.f(x)dx, a<c<b.

a

Nyni budeme sledovat, jak se chova veli¢ina F(c), kdyZ se horni mez c ptibliZzuje k bodu

b zleva. Situace je znazornéna na obrazku 2.5.7.

VoA [

y=sx)

a b R
0 c—>b ¥

Obr. 2.5.7. Definice nevlastniho integralu z neohrani¢ené funkce na intervalu < a,b)

C
Modra plocha ptedstavuje hodnotu integralu I f(x)dx . Pti posouvani ¢ — b~ nas bude

a
zajimat, zda se hodnota tohoto integralu blizi k né¢jakému konecnému ¢islu L (tj. zda existuje
kone¢na limita), nebo zda se tato hodnota nekonecné zvétSuje (limita je 400 nebo —o0),

pripadné hodnota neexistuje (hodnota osciluje).

Definice 2.5.2. (Definice nevlastniho integralu 2. druhu)

Je-li funkce f(x) spojita na intervalu < a,b) , zatimco lim f(x)=o0, pak integral tvaru
x—b

b
[ £y

nazyvame nevlastni integral druhého druhu (neohrani¢ené funkce) a pfifazujeme mu

hodnotu rovnou limité

Ef o
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*
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Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

b c
[7x= tim [ fiae=

c—>
Je-li L konecné &islo, fikame, ze uvazovany nevlastni integral konverguje (je konvergentni).
V opa¢ném ptipadé, tj. kdyz limita je nevlastni (L =+ nebo L = —o0) nebo neexistuje,

fikame, Ze nevlastni integral diverguje (je divergentni).

NV

Resené ulohy

an

Priklad 2.5.7. Vypoctéte integral _[
oV1— x2

ReSeni:

Integrovand funkce je spojitd na intervalu <a,b) a vbodé x=I1neni definovdna

(obr. 2.5.8). Protoze plati lim al =(Lj=+oo, jedna se o nevlastni integral
x—1" 1_x2 O+
2. druhu (z neohranicené funkce).
Y

N

Obr. 2.5.8. Graf funkce f(x)=

1-x

C
Nejprve nalezneme pomocnou funkci F'(c) = j f(x)dx, 0<c<1 a potom spocitame jeji
0

limitu zleva L = lim F(c).
c—>l

Ef ***** e
* *
*
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2.5. Nevlastni integraly

Matematika Il

substituce: )

1-c
c 1_x2 =t 1-c2 .
X 1 1 p 1|22 \/— 1
F(C)_‘([ 1_x2 dx = —2de—1dt ——E { $ t——E T —|: t:|1—C2 =
xdx = _Edt 2 1
01, cr>1-c?

=1-1-¢? . Vypocteme limitu pro ¢ -1 :

L= lim F(c)= lim (1—\/1—(;2):1—0:1.

c—1 c—1

i dx=1.

1
Integral je tedy konvergentni a plati: J‘ >
ovVl—-x

Vyklad

b

Naprosto analogicky definujeme nevlastni integral I f(x)dx na intervalu
a

(a,b>, a,be R, a<b. Predpokladejme, ze je tato funkce spojitd na intervalu (c¢,b > pro
b
kazdé ce(a,b> (tedy existuje urcity integral j f(x)dx), zatimco lim f(x)=o0. Pak
+

c x—>a

muzeme definovat funkci G vztahem
b
G(c):jf(x)dx, a<c<b.
C

Vysetfujeme limitu pro ¢ -« . Terminologie a oznaceni jsou stejné jako v definici 2.5.2.

Ef ***** o
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VoA \

y=r(x)

a b

0 a <«c¢ X

Obr. 2.5.9. Definice nevlastniho integralu z neohranicené funkce na intervalu (a,b >

Poznamka

Ma-li integrovand funkce vice bodi, vnichz je funkce neohranicena (lim f(x)=o),

rozdelime interval integrace na tolik dilcich intervalii, aby v kazdém z nich byl jediny bod
v horni nebo v dolni mezi, ve kterém je limita nevlastni. Konverguji-li nevlastni integraly ve
vSech techto dilcich intervalech, pak za jeho hodnotu na celém intervalu povazujeme soucet
jeho hodnot na dilcich intervalech. Je-li nevlastni integral divergentni aspon na jednom

dil¢im intervalu, povazujeme jej za divergentni na celém intervalu.

Resené ulohy

4
: 1
Priklad 2.5.8. Vypoctéte integral _[ —dx.
X
0

ReSeni:

Integrovand funkce je spojitd na intervalu (0,4 > a v bod¢ x =0neni definovana. ProtoZe

.1 1 o .- . o
plati lim —=(—+j=+oo, jednd se o nevlastni integral 2. druhu (z neohranicené
x—0" X 0

funkce). Grafem funkce je rovnoosa hyperbola s asymptotami x=0 a y=0.
Nejprve vypocteme urcity integral na intervalu (¢,4 >, 0<c<4:

4
G(c):jidx:[lnx]j —In4-Inc.
c

Nyni vypoéteme limitu pro ¢ — 0" :

Ef o
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*
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Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

L= lim G(c)= lim (In4—Inc)=In4—(—0)=+o. Integral je tedy divergentni.
c—0" c—0"

1
Priklad 2.5.9. Vypoctéte integral J. dex.

1*

ReSeni:

Studenti obvykle postupuji nasledujicim zptisobem:

1 1
J'dex:[—l} =—1+(-)=-2
_ X1

Nekteti studenti dvakrat podtrhnou vysledek a jsou spokojeni, jak to lehce zvladli.

Premyslivé studenty vysledek zarazi. Vzdyt pro integracni obor <—1,1> je integrand

vzdy kladny ( Lz >0, viz obr. 2.5.10), a tedy hodnota integralu musi byt kladna (lze ji
X

interpretovat jako obsah plochy pod danou funkci). Kde je chyba?
YA

= ¥

-1 0 1

Obr. 2.5.10. Graf funkce f(x) =i2

X

Je ziejmé, ze dana funkce je na intervalu < —1,1 > neohraniend a neni definovana v bod¢
x =0. Rozdélime tento interval na dil¢i intervaly, aby nevlastni limita byla vzdy jen v jednom

krajnim bod¢ intervalu:

1 0 1
1 1
j —2 = j —2 X+ I—dx a budeme pocitat dva nevlastni integraly.

-1* 0+
c c
F(c)=fi2dx=[—l} -l ar= iim F(c)= lim (_l_lj:_l_l_M
X X1 ¢ c—0~ c—0"\ € 0~
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Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

0
Proto I izdx diverguje. Pro druhy integral vypocteme (podle pfedchéazejici pozndmky
1*

to neni nutné):

c c c—0" c—>0" c

1 1
G(c) =ji2d {——} — 1+ 7= lim F(¢)= lim (—1+1J=—1+L=+oo.
C

1
1 ) .
Proto také J. —zdx diverguje.
0X

Shrnuti: Integral I %a’x je divergentni.
1*
Poznamka
1. Nevlastni integral prvniho druhu (na neohraniceném intervalu) pozndte snadno, nebot
v mezich figuruje symbol +0o nebo —. Problematictéjsi je situace u nevlastnich integralii
druhého druhu, nebot na prvni pohled nemusi byt patrné, zZe je integrand neohranicena
funkce, a zZe se jedna o nevlastni integral. Pokud bude student postupovat, jako by se jednalo

o0 ,,obycejny “ integral, miize dostat nespravny vysledek.

2. To, zZe v nekterém bodé neni integrovana funkce definovina jesté neznamend, Ze musi jit

sin x

neni definovana pro x=0, ale lim =1,

x>0 X

;. , ., sin x
o nevlastni integral. Napriklad funkce

. o : [ sinx , , o
a tedy funkce je ohranicend. Proto integral j—dx neni nevlastni, ale jedna se
X
0

o0 ,,obycejny“ integral. To, Ze nam bude vypocet tohoto integralu deélat potize (viz kapitola

1.7), je jiny problém. Bude nutno pouzit néjakou numerickou metodu.

Kontrolni otazky

1. ZapisSte definici nevlastniho integralu na intervalu (—o0,b>, b€ R (analogie definice

2.5.1).
2. Kdy je nevlastni integral konvergentni a kdy je divergentni?

3. Jaky je rozdil mezi nevlastnimi integraly prvniho a druhého druhu?

Ef ****‘ o
* *
*
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Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

4. Zapiste definici nevlastniho integralu na intervalu (a,b>, a,be R, a<b, jestlize

lim f(x)=o0 (analogie definice 2.5.2).
+

X—>a

o0
. . 1 .
5. Jenevlastni integral I —4dx konvergentni?.

—00

T

2 . 1
6. Jsou integraly J‘wdx a len xdx nevlastni?

O\/; 0

1
7. Pro ktera p je integral J‘Lpdx konvergentni? (Analogie ptikladu 2.5.4.)
X

Ulohy k samostatnému feseni

—+00 —+00 400 3

1 1 x +1
1. a) — dx b) —dx c) dx
£ g E
_1
T dx b dx 2
d) e) S R f) S R
£x2+4 I X2 +2x+5 I X2 x+l
+00 +00 oo
dx dx . dx
g) S h) - i)
J. X% +4x+9 _{Ox2+2x+2 { Zax
+00 0 +00 1
2. 2) |3 b [d 0 [—5—ar
1 5 X . xIn”x
1
+00 ) +00 arctg x +00 e_;
d) J- xe " dx e) J. 5 dx f) J. 5 dx
. 0 1+x B
iy arctgzx i 2
g) dx h) 1) xe ¥ dx
J;O 1+ x2 I «/x — !;
1 2 1
dx dx
3. a) [— b ) [lnxdx
e oV2—x 0
27 4 1
dx dx
d | 3= e) f)
ke Jeu IJI =

Ef ***** o
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Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

T
1 4 2
X dx dx
4. a) J. dx b) J-— c) J.z—
oV1—x2 o Sinxcos.x 0 X" —4x+3
z
i [t 0]
d) |xlnxdx e) f) tgx dx
0 1 arcsin x 1-x? 0
2

Vysledky uloh k samostatnému reseni

1. a) diverguje; b) 1; c¢) diverguje; d) %; e) %; f) %3; 2) %5; h) 7; i)In2.
2. 2) ——: b)diverauje: ¢ 1; d) 0: e)ﬁ- f1-1: )”—3- hy Z: i) -1 3 )2
"7 18In3’ sUe 95 787 TS 20 T2

b) 2\/5; ¢c) —1; d) %; e) diverguje; f) 7. 4. a) 1; b) diverguje; c) diverguje; d) —%;

e) In3; f) diverguje.

Kontrolni test

2

1. Rozhodnéte, zda nevlastni integral JzL je
0X —4x+3
a) 1. druhu a rovna se 3, b) 2. druhu a diverguje,
¢) 2. druhu a rovna se 3, d) 1. druhu a diverguje.
T4
2. Rozhodnéte, zda nevlastni integral j al 2 dx je
1 x
. 1 ., 1
a) 1. druhu a rovna se 3’ b) 2. druhu a rovna se 3’
¢) 1. druhu a diverguje, d) 2. druhu a diverguje.
o0
< - , dx .
3. Rozhodnéte, zda nevlastni integral J. ————J¢
o X +2x+2
a) 2. druhu a diverguje, b) 1. druhuarovndse 7,
¢) 2.druhuarovna se r, d) 1. druhu a diverguje.

Ef e
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Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

1
0 e;
4. Rozhodnéte, zda nevlastni integral I—3dx je
aq*
. . , 2
a) 1. druhu a diverguje, b) 1. druhu arovnd se ——,
e
¢) 2. druhu a diverguje, d) 2. druhu a rovna se —z.
e
Y ox [ , ? dx
5. Vypoctéte nevlastni integral J' 5 -
R
a) ﬁﬂ', b) —ﬁﬂ', c) Z, d) diverguje.
6 6 2
“ox . T dx
6. Vypoctéte nevlastni integral j—
J2 xV -1
a) z, b) diverguje, C) —z, d) 0.
4 4
0 2
7. Vypoé&téte nevlastni integral I xe * dx.
—00
a) l, b) —l, c¢) diverguje, d) 0.
2 2
2
—T
3
8. Vypoctete nevlastni integral J- tgxdx.
z
2
a) 0, b) In2, c¢) diverguje, d) —In2.
1
¢ dx
9. Vypoctéte nevlastni integral j 3
oXIn“x
a) 0, b) -1, c) diverguje, d) 1.
10. Vypoctéte nevlastni integral TL
23(4-x)°
a) —63/2,  b) diverguje, ¢) 0, d) 632.
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Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

Vysledky testu

1.b); 2.¢); 3.b); 4.d); 5.a); 6.a); 7.b); 8.¢); 9.d); 10. a).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné v 8 ptipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opacném piipadé¢ je tieba prostudovat kapitolu 2.5 znovu.

Shrnuti lekce

RozliSujeme dva druhy nevlastnich integralt. Jednak miZe byt integral nevlastni kvili
tomu, Ze je integrani obor neohrani¢eny (nevlastni integraly prvniho druhu) nebo neni na
integracnim oboru ohranicend integrovana funkce (nevlastni integraly druhého druhu). Je-li

funkce f(x) definovana na intervalu a <x<b, be R zprava otevieném a integrovatelna na

kazdém dil¢im uzavieném intervalu <a,c>, ¢<b, pak definujeme nevlastni integral

+00 C

prvniho druhu J. f(x)dx= lim I f(x)dx na intervalu <a,), resp. nevlastni integral
. e+
b c

druhého druhu _[ f(x)dx = lim I f(x)dx pro funkci f(x) neohrani¢enou pro x —>b" .
u cob

Analogicky se zavedou nevlastni integraly na zleva otevieném intervalu a < x<bh, ae R.

Ef ****‘ o
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3. APLIKACE URCITEHO INTEGRALU

V matematice, ale zejména v pfirodnich a technickych védach, existuje nepteberné
mnozstvi problému, pfi jejichz feSeni je nutno tim ¢i onim zplsobem pouzit integralniho
poctu. V této kapitole uvadime strucny prehled téch nejbéznéjsich aplikaci ur€itych integralt
v geometrii a ve fyzice.

Budeme se zabyvat vypoctem délek, obsahii a objemti. BEhem dosavadni Skolni dochazky
jste si vytvofili jistou intuitivni predstavu, co je to délka kifivky, obsah néjakého
geometrického obrazce ¢i objem télesa. Sezndmili jste se se vzorci pro vypocet délky tsecky
nebo kruznice, dovedete vypocitat obsah trojuhelnika, obdélnika, ¢tverce, kruhu, objem
krychle, kvéadru, jehlanu, koule a dalSich obrazct ¢i téles.

Jisté mate predstavu, ze pravidelny pétithelnik ma urcity obsah, i kdyZ neznate vzorec
pro jeho vypocet. Dovedete vSak tento pétithelnik rozlozit na kone¢ny pocet trojuhelnika a po
ur¢ité ndmaze byste vypocitali obsah pétiuhelnika jako soucet obsahl téchto trojuhelniki.
Vznika otazka, jak definovat obsahy obecnéjSich obrazcti, které nelze rozlozit na konecny
pocet trojuhelnik.

Vzhledem k urceni a rozsahu téchto studijnich materiald neni mozné piesné zavést pojmy
délka, obsah a objem. Preciznim zavedenim téchto pojml se zabyva teorie miry, coz je
pomérné narocnd matematickd partie. Pro potfeby inzenyrské praxe vystacime
s jednoduchymi objekty, kde je intuitivné jasné, Zze maji ur¢itou délku, obsah, resp. objem.

Budeme se zabyvat vypoctem téchto velicin.
Pti feSeni geometrickych a fyzikalnich uloh postupujeme ve dvou krocich:

1. Prevedeme feSeni ulohy na vypocet urcitého integralu.
2. Tento urcity integral vypocitame.
3.1. Obsah rovinné oblasti

Cile

Seznamite se se zadkladni aplikaci urcitého integralu — vypoctem obsahu kiivocarého

lichobéznika a obsahu slozitéjsich rovinnych oblasti.

Efm -145-
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Predpokladané znalosti

Predpokladame, ze jste si prostudovali zavedeni pojmu urcity integral (kapitola 2.1), kde
je vypocet obsahu kiivocarého lichobéznika uzity jako motivace zavedeni urCitého

integralu. Dale ptedpokladame, Ze znate zakladni metody vypoctu urcitého integralu.

Vyklad

o=

Véta 3.1.1.

Necht je funkce f(x) integrovatelna na intervalu < a,b > a je na ném nezaporna. Pak
pro obsah kfivocarého lichobéznika ohrani¢eného shora grafem funkce f(x), pfimkami

x=a, x=>b aosou x plati

b
P:If(x)dx.

Dukaz:

Tvrzeni plyne z definice Riemannova urc¢itého integralu (definice 2.1.2).

b
P= j’ £ (x)dx

Ya

-
>

0 a b

Obr. 3.1.1. Obsah kiivoc€arého lichobéznika pro nezapornou funkci ( f(x)>0)

Uvedeny vztah pro obsah kiivocarého lichobéZnika plati pro nezapornou funkei f(x)
na intervalu <a,b>. Z definice urcité¢ho integralu je ziejmé, ze pro funkci f(x), ktera je

b
naopak na intervalu < a,b > nekladna ( f(x) <0), bude urcity integral f f(x)dx <0, a proto

a

obsah ktivocarého lichobéznika ohrani¢eného zdola grafem funkce f(x), pfimkami x=a,

b b
x=b aosouxbude P= —jf(x)dx:_“f(x)|dx (obr. 3.1.2).
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_V ~

J)

0

Obr. 3.1.2. Obsah kiivocarého lichobéznika pro nekladnou funkci ( f(x)<0)

V obecném ptipadé¢ miize funkce f(x) libovolné ménit znaménko. Pii vypoctu obsahu
plochy ohranicené grafem funkce f(x) a osou x na intervalu < a,b > je nutno brat ¢asti nad

b
osou x kladn¢ a casti pod osou x zaporn€. Pokud bychom vypocetli integral I f(x)dx na

a

celém intervalu, odecitaly by se kladné a zaporné ¢asti (obr. 3.1.3).

Obr. 3.1.3. Obsah plochy mezi osou x a grafem funkce f(x) se znaménky

Vétu 3.1.1. mizeme zobecnit na ptipad, kdy je obrazec zdola ohranicen dalsi funkci

g(x).

Véta 3.1.2.
Necht jsou funkce f(x) a g(x) integrovatelné a plati g(x)< f(x) pro kazdé

x €< a,b > . Pak pro obsah kiivocarého lichobéznika ohrani¢ené¢ho zdola grafem funkce

g(x), shora grafem funkce f(x) apfimkami x=a, x=>b plati

b
P=[(f(x)-g(x)dx.
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Matematika Il 3.1. Obsah rovinné oblasti

Dikaz:

Jsou-li ob¢ funkce f(x) a g(x) nezaporné, je obsah uvazovaného kiivocarého
lichobé&znika roven rozdilu obsahu plochy pod grafem funkce f(x) a obsahu plochy pod
grafem funkce g(x), viz obr. 3.1.4.

b b b
P= [ f(x)dx~ [ g(x)dx = [(f(x) - g(x)) dx

a

y=fx)

y=g(x)
a b

=W

b b b
[ 7 (x)ake [ gty [ (10— g(x))a

a

Obr. 3.1.4. Obsah plochy mezi funkcemi g(x) a f(x) naintervalu < a,b >

Obecné by mohly funkce f(x) a g(x) protinat osu x (¢ast obrazce by leZela pod osou x).
V tomto piipad€ staci k obéma funkcim pficist vhodnou konstantu C, aby byly obé funkce

f(x)+C a g(x)+C nezaporné. Obsah uvazovaného kiivocarého lichobéznika se tim

nezmeéni.

b b b b b b b
P:“f(x)+C]dx—“g(x)+C]dx=If(x)dx+dex—Ig(x)dx—ICdx:J.(f(x)—g(x))dx.
Poznamky

1. Z ditkazu vety 3.1.2 vyplyva, ze pri vypoctu obsahu kiivocarého lichobéznika mezi grafy
dvou funkci g(x) < f(x) neni diilezZité, zda tento obrazec nebo jeho cast lezi pod osou x.

2. Veta 3.1.1 je specialnim pripadem vety 3.1.2 pro g(x)=0.

Grafem funkce y = f(x) je kiivka. Tato funkce (kfivka) mize byt dana parametrickymi
rovnicemi x =¢@(t) a y=y(t) pro t e<a,f >. Proménnou ¢ nazyvame parametr (ve fyzice
miva obvykle vyznam casu a funkce ¢(¢) a y(f) mohou udavat x-ovou a y-ovou soufadnici

pohybujiciho se bodu). Pro vypocet obsahu kiivocarého lichobéznika (obr. 3.1.1)
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ohrani¢en¢ho funkci danou parametrickymi rovnicemi mizeme modifikovat vétu 3.1.1

nasledujicim zptisobem:

Véta 3.1.3.
Necht’ funkce f je dana parametrickymi rovnicemi x = ¢(¢) a y =w/(¢), pficemz funkce
o(t) a w(t) jsou spojité pro t e< a, > . Je-li funkce ¢(¢) ryze monotonni a ma spojitou
derivaci na intervalu < a, f >, pfiCemz ¢(a) =a a ¢(f)=>b, pak pro obsah kiivocar¢ho

lichobéznika ohrani¢eného shora grafem funkce f, pfimkami x =a, x=5b a osou x plati

B
P=|[y)¢'@t)d|.

a

Dukaz:

Je-1i funkce x = ¢(¢) ryze monotonni na intervalu < «, >, pak k ni existuje inverzni

funkce ¢ = (0_1 (x) . Rovnici kfivky mizeme proto psat ve tvaru y = l//((p_l (X)) =f(x).

Uvazovana plocha bude mit obsah

P=

b
[ f(ax

b
[v (o™ (x)ax
a
Odtud substituci x = ¢(t), ze které plyne dx = ¢'(¢)dt , dostaneme

A
P=|[y ¢ @t)d|.

Resené ulohy
Priklad 3.1.1. Vypoctéte obsah rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkou y =6x — x2
a osou x.
Reseni:
U piikladi tohoto typu je dobré si udélat nacrtek. Je zaddna kvadraticka funkce, tedy
grafem bude parabola. Nejprve upravime rovnici paraboly, abychom nalezli jeji vrchol.
y=6x—x> =—(x> —6x)=—(x—3)>+9. Zrovnice y—9=—(x—3)> je zfejmé, e vrchol

paraboly je vbodé¢ ¥V =(3,9) a ramena paraboly budou orientovana smérem doli
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(obr. 3.1.5). Resenim rovnice 6x—x> =0 dostaneme praseciky dané paraboly s osou x:

a=0ab=6.

'Y

y=06x—x

S 4

/0

Hledany obsah je

.——""'g:

Obr. 3.1.5. Graf funkce y = 6x— x>

6 3 6
P:J‘(6x—x2)dx:|:3x2—%} =108-2-36=136.
0 0

Priklad 3.1.2. Vypoctéte obsah rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkou y = xsinx,

osou x a pfimkami x=0, x=37.

ReSeni:
Na intervalu <0,37 > je x>0, avSak funkce sinx bude ménit znaménko. Proto bude

xsinx>0 pro xe<0,7>, xsinx<0 pro xe<z,27z> a xsinx>0 pro xe<27,37>

(obr. 3.1.6).

Y

y=xsinx

Obr. 3.1.6. Graf funkce y = xsinx

Hledany obsah bude sestavat ze tii ¢asti:

L
= -"‘i



Matematika Il 3.1. Obsah rovinné oblasti

T 27 3z
P=jxsinxdx—j xsinxdx+j xsinx dx.
0 T 2

Potiebnou primitivni funkei k funkci y = xsin x nalezneme metodou per partes:

) u'=sinx v=x
jxsmxdx=

, =—xcosx+jcosxdx:sinx—xcosx.
u=-—cosx v =1

Dosadime ptisluSné meze:

P= [sin X —XCOS x]g - [sin X —Xxcos x]i;Z + [sin X —Xcos x]gz =

= [0—7[(—1)—0+0]—[0—27z—0+7r(—1)]+[0—37[(—1)—O+27r] =m+37x+57=9r.
Priklad 3.1.3. Odvod’te vzorec pro vypocet obsahu kruhu o poloméru R.

Reseni:

Vzorec pro vypocet obsahu kruhu jist¢ znate uz ze zakladni skoly. Dosud jste vSak neméli

dostate¢né znalosti, abyste mohli dokazat platnost tohoto vzorce. Stted kruhu umistime do

pocatku, coz nema vliv na obsah kruhu. Rovnice hrani¢ni kruznice bude 2 y2 =R>.

Pro jednoduchost vypocteme obsah jedné cEtvrtiny kruhu lezici v prvnim kvadrantu a

potom vysledek vynasobime Ctyfmi. Pro xe<0,R > zrovnice kruZnice dostaneme

y=\]R2— 2.

Vv

x Obr. 3.1.7. Obsah ¢tvrtiny kruhu

R
Pro obsah celého kruhu bude platit P=4I\/R2—x2dx. Podobny integral jsme jiz
0

pocitali. Podivejte se na piiklad 1.4.7. Pouzijeme substitu¢ni metodu:

L
= r"*i



Matematika Il 3.1. Obsah rovinné oblasti

substituce: -
R X = Rsint 2
P=4I\/R2—x2dx=dx:Rcostdt :4j\/R2—stin2tRcoszdt=
0 P 0
0—~0, R>—
2
z i z z
22 [ .2 22 2 221+c082t 22
=4R '[ 1—sin“ ¢ costdt =4R J-cos tdt=4R JTdt=2R I(l+cosZt)dt=
0 0 0 0
i
=2R2[t+smzt}2 =2R2F—0}=7m2.
2 1y 2

Poznamka

29 7 % Pl 2 . g . 207G o T .
Pri uprave (vypocet odmocniny \/ 1—sin’¢ = \/ cos’ ¢ ) jsme vyuzili toho, Ze pro x €< 0,5 > je

cosx=>0 .

Priklad 3.1.4. Vypoctéte obsah rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkami

1+x
ReSeni:

bude vzdy kladna a nejvétsi hodnoty nabude pro x=0.

Je zfeymé, Ze funkce y = 3
I+x

Grafem druhé funkce je parabola (obr. 3.1.8).

J'} n

1 ay=
1+x2

= -’*'i

2
Obr. 3.1.8. Obrazec ohrani¢eny kiivkami y = %
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Nejprve musime nalézt praseciky danych kiivek. ReSime rovnici

2
1
=X Po upraveé dostaneme ex?o2=0 , tedy (x2 — 1)(x2 +2)=0.

1+x2

Uvedena rovnice ma dva realné koteny x; =—1a x; =1.

Podle véty 3.1.2 je obsah oblasti ohrani¢ené danymi kiivkami roven

1 2 1 ) 3 1
P:,[ ! 2 - dx:ZI 1 z_x_ dx=2 arctgx—x— :2(£_lj:£_l'
1+x 2 1+ x 2 6 0 4 6 2 3

-1 0

Poznamka

Vyuzili jsme toho, Ze oblast je soumérnd podle osy y (integrand je sudd funkce).
Priklad 3.1.5. Vypoctéte obsah rovinného obrazce ohrani¢eného osou x
a jednim obloukem prosta cykloidy.
Reseni:
Prosta cykloida je kiivka, kterou opisuje bod pevné spojeny s kruznici o poloméru a pii

kotéleni kruznice po ptimce (obr. 3.1.9). Tato cykloida ma parametrické rovnice:
x=a(t—sint), y=a(l—cost), teR.

Prvni oblouk cykloidy dostaneme pro parametr ¢ €< 0,27 >.

‘I N
e
el ™
/’, \\\
! \
/
{ a (
' - i
! {
\ ;
\, /
\“'-. e J\:‘
0 2na

Obr. 3.1.9. Prvni oblouk cykloidy

Protoze dx =a(l-cost)dt, dostaneme z véty 3.1.3

2z 2z 2r
P= I a(l—cost)a(l—cost)dt = a? j (I-cos t)zdt =a’ J (1-2cost+ cos’ t)dt =
0 0 0
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2z 1+cos2¢ t sin2t 27
— a2 J- (1-2c0st +———\it = a° {t—2sint+—+ } — 42 [27+7]= 37a? .
2 2 0
0
Poznamka

Body wuvniti kruznice by pri kotdleni kruznice po primce opisovaly zkrdcenou cykloidu a
myslené body vné tzv. prodlouzenou cykloidu. Cykloida se v prirode a technice objevuje na
necekanych mistech a v riznych zajimavych souvislostech. Napriklad viny na vodeé maji tvar
cykloidy, s oblibou se vyuzivaji cykloidialni ozubena kola v prevodovkach, cykloida snese
nejvetsi zatizeni, coz ma vyuziti v mostnich a tunelovych konstrukcich (nové tunely prazského

metra, tunel Mrazovka), ddle je uzivan cykloidialni vyrez na carvingovych lyzich.

Kontrolni otazky

1. Uvedte vzorec pro vypocet obsahu obrazce ohrani¢eného osou x a grafem funkce

v = f(x), ktera protina osu x ve dvou bodech.

2. Jak se lisi vztahy pro vypocet obsahu kiivocarého lichobéznika ohraniceného grafem

funkce f(x), pfimkami x=a, x=»b a osou x pro nezdpornou a pro nekladnou funkci

f(x)?
3. Jak vypocitdme obsah rovinného obrazce ohraniceného dvéma funkcemi g(x) < f(x) ?.

4. Jak vypocitame obsah rovinného obrazce ohrani¢eného dvéma funkcemi, pokud celd
oblast lezi pod osou x (). g(x) < f(x)<0)?

5. Jak vypocitate obsah obrazce ohrani¢eného funkci y =sin2x aosoux pro x €<0,27 >.
6. UrCete parametr k£ tak, aby obsah oblasti ohrani¢ené parabolou y=x- x> a ptimkou
9
y =kx byl roven 5

7. Odvod’te vzorec pro vypocet obsahu elipsy o poloosach a a b. (Parametrické rovnice této

elipsy jsou x =acost, y=bsint, t €<0,27 >).

Ulohy k samostatnému feseni
1. Vypoctéte obsah rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkami

a) y:4—x2; y=0 b) y:6x—x2; y=0
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C) y:4—x2; y=x2 d) y=—x2+4x—2; x+y=2
¢ y=x"-2x y=x H y=x" x=y°
_,2 ) _ 3.

g y=x"-x-6, y=—x"+5x+14 hy y=x; y=4x
: : ps
1) xy=4;, x+y=5 ) y=tgx; y=0; x:z

. 2x X .
k) y=sinx; y=— ) y=e; y=e; x=In2

T

2. Vypoctéte obsah rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkami

a) y:lnzx; y=Inx b) y=sinx; y=cosx; ng; x=37ﬁ
X2 8
c) y=arcsinx; y=0; x=0; x=1 d) y=—; y= :
4 x“+4
x 3 2
e) y=2"; x=-1; x=0; y=0 ) y=2x7; y=—; x—-y=1L x>0
X

3. Vypoctéte obsah rovinného obrazce ohrani¢eného
a) parabolou y = X2 —2x+2 , jeji te€nou v bod¢ (3,5) a soufadnicovymi osami.
b) kfivkou y=e”, jeji te¢nou v bodé (0,1) a piimkou x =-1.

3

c) grafem funkce y=x +x% —6x pro -3<x<3 aosou Xx.

d) parabolou y = x> —6x+8 a jejimi te€nami v bodech (1,3) a (4,0).
4. Vypoctéte obsah rovinného obrazce ohrani¢eného osou x a kiivkou zadanou
parametrickymi rovnicemi
a) x=3t2,y=3t-1; —-3<t<\B
b) x=2sint,y=2cost; 0<t<x x=2sint, y=2cost; 0<t<rx
¢) x=2(t-—sint),y=2(1-cost); 0<¢<2rx

d) x=3sin3t,y=3cos3t; 0<t<rx

e) x=2t—12,y=2t>—1; 0<t<2.
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Vysledky uloh k samostatnému feseni

32 16v2 9 9 1 343 15 In2
1.2) —; b)36; ¢)——; d)—; e)—; ) —; —; h)8&; i) —-8In2; j) —;
) 3 ) ) )2 )2 f) 3 g) 3 ) ) 5 ) 5
2-Z: Dl 2. a)3-¢; b)V2Z: 9 F-1: dr-2: ©——: fLli2n2
2’ 20 ’ ’ 2 3’ 2In2’ 2 '
3 a)é‘ b)l—l‘ c)g‘d)g 4 a)w'b)br‘c)uﬂ‘ d)m—”'e)l
T8 T2 el T3 g T 5 7 ’ ’ 8 ~ 15

Kontrolni test

1. Vypoctéte obsah rovinné oblasti ohrani¢ené kiivkami xy=6 a x+y—-7=0.
a) 3—5—61n6, b) £+61n6, c) £—1n6, d) 3—5+ln6.
2 2 2 2

2. Vypoctéte obsah rovinné oblasti ohrani¢ené kiivkami y = x> —8x+14 a

y:—x2+4x+14.
a) 144, b) 72, c) 36, d) 108.

3. Vypoctéte obsah rovinné oblasti ohrani¢ené kiivkami y2 =2x+lax-y—-1=0.

14 29 28 16

a) —, b) —, c) —, d —.

) 3 ) 3 ) 3 ) 3

4. Vypoctéte obsah rovinné oblasti dané nerovnostmi X2+ y2 <8a2ly> X2

a) z+7r, b) i+27r, c) —§+27r, d) §+2ﬁ.
3 3 3 3

. . eyt . 2
5. Vypoctéte obsah rovinné oblasti ohranicené kiivkami y =tgx, y= ECOS xay=0.

a) l—lnﬁ, b) l—ln2, c) lJrlnﬁ,d) l+1n2.
3 2 3 3 2 3
6. Vypoctéte obsah rovinné oblasti dané nerovnostmi y <4, X2z ya X2 <4 V.
a) ?, b) 20, c) 40, d) ?

7. Vypoctéte obsah rovinné oblasti ohrani¢ené kiivkami y =arctgx, y =arccotgx a x=0.

Vd Vd Vd
a) In2, b) —+In2, c) —, d) ——In2.
) ) 5 ) 5 ) 5
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8.  Vypoctéte obsah rovinné oblasti ohrani¢ené kiivkami

k :x=acost, y=>bsint, k,:x=bcost, y=bsint, a>b >0 konst., pro
T
te<——,=—>.
2°2
a) zh(a—b), b) za(a—b), 0) %b(a—b),d) %(a—b).
9. Vypoctéte obsah smycky kiivky x = 3t2, y=3t —t3, —J3<r<A3.

) —f b) —f ) —f d) —f

. v, o . |
10. Vypoctéte obsah rovinného obrazce ohrani¢ené¢ho kiivkami y = % ay=xlnx.
X

3 1,9 1 3
a) —+—(In“2+In2), b) =In2(1+In2)——,
) T 8( ) ) 2 ( ) T
3 3 1 2
¢) —+—(In?2-1n2 , d) ——=(In2+1In“2).
) T ( ) ) T 8( )
Vysledky testu

l.a); 2.b); 3.d); 4.b); 5.¢); 6.d); 7.a); 8.¢); 9.b); 10.d).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné v 8 ptipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opa¢ném piipadé je tieba prostudovat kapitolu 3.1 znovu.

Shrnuti lekce

b
Z definice Riemannova urcitého integralu vyplyva, ze integral j- f(x)dx pro nezapornou

a
funkci f(x) na intervalu <a,b> dava obsah kiivocarého lichobéznika ohrani¢ené¢ho shora
grafem funkce f(x), pfimkami x=a, x=>b a osou x. Jestlize funkce f(x) na uvedeném

intervalu protind osu x, je nutno rozdélit obrazec na ¢asti nad osou x a na ¢asti pod osou x, kde
jsou hodnoty urcitého integralu z dané funkce zaporné. Pti vypoctu obsahu rovinného obrazce

ohrani¢en¢ho zdola grafem funkce g(x) a shora grafem funkce f(x) pro xe<a,b> neni

dualezité, zda obrazec nebo jeho ¢ast lezi pod osou x.
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3.2. Délka oblouku kFivky

3.2. Délka oblouku kFivky

Cile

o=

Predpokladané znalosti

Seznamite se s dalsi aplikaci ur¢itého integralu — vypocétem délky kiivky.

Predpokladame, Ze jste si prostudovali zavedeni pojmu urcity integral (kapitola 2.1). Déle

piedpokladame, Ze znate zakladni metody vypocétu urcitého integralu. Budeme také

pouZivat parametrické rovnice kiivky.

Vyklad

M¢jme ¢ast rovinné kiivky dané rovnici y = f(x) pro a<x<b (obr. 3.2.1). Zajima nas,

jaka je délka teto krivky.

Predpokladejme, Ze jsou funkce f(x) a jeji derivace f'(x) spojité na intervalu <a,b>.

Budeme postupovat analogicky jako pii zavedeni Riemannova uréitého integralu (kap. 2.1).

Kiivku nahradime lomenou carou, kterd se bude skladat z n uUsecek (obr. 3.2.1).

Z Pythagorovy véty bude delka i — té Usecky rovna

As; :\/(Axi)2 +(Ayi)2 . Norma déleni bude v(D,) = max
i=1

.....

AXi .
n

Délka celé kiivky bude priblizné rovna souétu délek jednotlivych Usecek:

n
s~ Y As;.
i=1

Y oa

0

Obr. 3.2.1. Aproximace kiivky y = f(x) lomenou ¢arou

k%
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Je ziejmé, Ze pro zvétSujici se pocet dilcich Usecek budeme dostavat presnéjsi aproximaci
délky oblouku kiivky. Pro n — co a normu déleni v(D,) — 0 bude Ax — dx, Ay — dy apro
délku uvaZzované kiivky dostaneme:

b
= [N(@x)? + (dy)*

a

Jelikoz f'(x) =% (Matematika I, ¢ast Il, kapitola 3.6), snadno vztah upravime na tvar
X

b b 2 b 2 b
s=j\/(dx)2+(dy)2 = 1+$V;2 dx=L/1+(%} dx=j«/l+[f’(x)]2 dx
a a X a a

Véta 3.2.1.
Necht je funkce f(x) definovana na intervalu <a,b > a méa zde spojitou derivaci. Pak
délka této kiivky
b

= [\1+[ 0]

a

Ktivka nemusi byt vZdy zadana explicitni funkci y= f(x), maZe byt dana rovnéz
parametrickymi rovnicemi

X=pt), y=w({), te<a,f>.

Kiivku si muZzeme predstavit jako trajektorii, kterou urazi bod, ktery se v ¢ase spojité
pohybuje vroving. Spojite funkce ¢(t) a w(t) udavaji x-ovou a y-ovou souiadnici
pohybujiciho se bodu. Délka takové ktivky je z fyzikalniho hlediska vlastné dréha, kterou bod

urazi od okamziku « do okamzZiku 2.

Véta 3.2.2.
Necht je kiivka dana parametrickymi rovnicemi x=gp(t), y=w(t), te<a, S >, piicemz

funkce ¢(t) a w(t) maji spojité derivace na intervalu < «, § > . Pak je délka teto krivky

s—N[co(t) ' oF
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Dikaz: Funkce o(t) a w(t) maji spojité derivace na intervalu < «, 8 >, pak plati

dx = ¢'(t)dt a dy =y/'(t)dt. Dosazenim do vztahu

b i p
s= [y(d0? +(dy)? = | \/[(p’(t)dt]z +Hywat)” = | \/[(p'(t)]2+[l//'(t)]2 dt
a (24 o

dostaneme tvrzeni véty.

Poznamka

Libovolnou funkci y= f(x), xe<a,b>miZeme snadnou parametrizovat, kdyZ poloZime
x=t, y=1f(), te<a,b>. Jelikoz ¢'(t)=1, vidime, Ze tvrzeni vety 3.2.1 je specialnim

pripadem veéty 3.2.2.

NV

l|\\

Resené ulohy

Priklad 3.2.1. Vypoctéte délku semikubické (Neilovy) paraboly y2 = x° na intervalu

<0,1>.
Reseni:
3 3
Krivka se sklada ze dvou ¢asti y =x2 a y=-x2 symetrickych podle osy x (obr.3.2.2).
Yo
0] "l x

Obr. 3.2.2. Graf semikubické paraboly y2 =x3 pro xe<0,1>

Délka bude rovna dvojnasobku délky ¢asti nad osou x. PouZijeme vztah z véty 3.2.1, kde

3 3 1
f(x)=x2 a f’(x):§x2.
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1
3 3
1 i 4
s=2] he 2w ax=22. 4 (10 22| =28 (13)2 1|10 B8 a3 4],
0 4 39 4 27|\ 4 27| 8
0
Poznamka
Integral pro vypocet délky krivky obsahuje odmocninu. Proto se ndm i pro jednoduché funkce

stane, Ze neumime prislusny integrél vypocitat. V takovem pripade bude nutno pouzit néjakou
numerickou metodu nebo nektery matematicky program (naps. Derive, Maple, Mathematica).

Priklad 3.2.2. Vypoctéte délku kruznice o poloméru r >0.

Regeni:
Bez Gjmy na obecnosti uvazujme kruzZnici se sttedem v po¢atku. Rovnice této kruznice je

2 2 2

X +y2=r2. Odtud y=+Vr°—x°, ptricemz xe<-r,r>. Vezmeme rovnici horni

pulkruznice y =-+v r’-x% a vypocitdme jeji derivaci y' = X __ Problém je vtom,
r? —x?

Ze derivace neni definovana pro x=r a x=-r. Piedpoklady véty 3.2.1 nejsou tedy

spinény.

Snadno najdeme parametrické rovnice kruznice. Z definice funkci sinus a kosinus ur¢ime

polohu libovolného bodu A =(x,y) leZiciho na kruznici (obr. 3.2.3).
Y 4

rsint

Obr. 3.2.3. Odvozeni parametrickych rovnic kruznice

Hledané parametrické rovnice kruznice budou:

X=rcost, y=rsint, te<0,27>.

Ménime-li Ghel t od nuly do 27, obéhne bod A celou kruznici. Pro vypocet délky
KruZnice pouzijeme vétu 3.2.2.

Jelikoz ¢'(t) = (rcost) =-rsint a y'(t) = (rsint)’' =rcost , dostavame
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2 2o or
s= | \/[‘rSi”t]Z+[rC°St]2 dt = j\/fz(sinzwcoszt) dt= [ r dt = r[t]" = 2.
0 0 0

Priklad 3.2.3. Vypoctéte délku asteriody.

Redeni:
Asteroida je zvlastnim piipadem hypocykloidy. Hypocykloida je cyklicka krivka, kterou
vytvoii bod pevné spojeny s kruznici, kterd se vali (kotali) po vnitini strané nehybné

kruznice. Asteroidu dostaneme v pripadé, kdy se kruznice o poloméru r :% (na obr.

3.2.4 ¢ervena) kotali po vnitini strang kruZnice poloméru R=a.

)

Obr. 3.2.4. Asteroida

Parametrické rovnice asteroidy jsou
Xx=acost, y:asinst , te<0,27>.

ProtoZe asteroida je symetricka podle obou souradnicovych os, stac¢i, urcime-li délku jeji
jedné ¢tvrtiny v prvnim kvadrantu, tj. pro te< 0,%>. Tim se také vyhneme problémam se

znamenky goniometrickych funkci sinus a kosinus v dalSich kvadrantech. Vypocteme
derivace parametrickych rovnic a dosadime do vztahu ve véte 3.2.2.

X' = 3acos? t(-sint),

y':3asin2tcost,

2 2
\/[—3acosztsint} +[3asin2tcost} dt = \/9a2(cos4tsin2t+sin4tcoszt)dt:

S
4

o Ny
o Ny

T T

2 2 3a
:BaJ' \/sinztcoszt(coszusinzt) dt = 3aj'sintcost dt=—
0 2

0
Ef“ -162-
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T
:3_a[_ cosZt}z =—3—a(COSﬂ—COSO) :_3_a(_1_1) :3_a.
2 2 g 4 4 2

Délka celé asteroidy je tedy s= 43?a =6a.
Poznamky
1. Pri integraci jsme pouZili zndmy vztah sin 2t =2sintcost.

2. Vztah pro vypocet delky krivky dané parametrickymi rovnicemi lze snadno rozsirit i na
prostorové krivky. Pribude pouze treti souradnice bodu krivky. Krivka bude mit parametrické

rovnice
x=p), y=y(), z=4(t), te<a,p>.

Pro jeji délku bude (za predpokladu spojitych derivaci ¢'(t), w'(t), £'(t)) platit

s
s= [loOF + [y OF +[¢ O ot

Podrobnéjsi informace naleznete v Matematice 111 v kapitole Krivkovy integral.

Priklad 3.2.4. Vypoctéte délku elipsy.
Regeni:
Vzorec pro vypocet obsahu elipsy jste si jiZz odvodili v kapitole 3.1. (Kontrolni otazka.)
Elipsa s poloosami a, b ( predpokladejme 0 <a <b, obr. 3.2.5) ma parametrické rovnice
x=acost, y=bsint, te<0,27 >,

pokud vedlejSi poloosa leZi v ose x a hlavni poloosa v ose y.
Y 4

-,
R T

e
.,
.
.,

Obr. 3.2.5. Elipsa o poloosach a, b
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ProtozZe elipsa je symetrickd podle obou soufradnicovych os, staci, ur¢ime-li délku jeji
jedné ctvrtiny v prvnim kvadrantu, tj. pro te< 0,% >. Vypocéteme derivace parametrickych

rovnic a dosadime do vztahu ve véts 3.2.2.

x'=-asint,
y'=bcost,
3 r
s 2 2 2. (22 2.2
Z:j\/[—asint] +[bcost] dt:j\/a sin“t+b“cos” tdt =
0 0

3

T
2222522225b2—322
Ja?sint+b?(1-sint)dt = [ yb% - (b7 ~a?)sintdt =b | ,[1- 7 sin’ t =

0 0

Il
o NN

[ 22 : . b?-a? o,
1-k“sin“tdt, kde jsme oznacili =k*.

=b

O —aN Y

T

2
Délka celé elipsy bude s =4b 1-k?sintdt .
0

Problém spocivd v tom, Ze primitivni funkci nelze vyjadiit pomoci kone¢ného poctu
elementarnich funkci. Podivejte se na kapitolu 1.7. Pro konkrétni hodnoty a a b bude nutno
pouzit vhodnou numerickou metodu nékterého matematického programu (napi. Derive,

Maple, Mathematica).
Poznamka

@
Integral typu E(k, @) = I\/l—kzsinzt dt je oznacovan jako elipticky integral druhého druhu,
0

nebor je jim vyjadrena délka elipsy.

Kontrolni otazky

1. Uvedte vztah pro vypocet délky kiivky y = f (x) pro xe<a,b>.

2. Uvedte vztah pro vypocet délky kiivky dané parametrickymi rovnicemi.

= ol




N
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eX +e7X

w

Jaké je délka fetézovky y = pro xe<-11>7?

4. S fetézovkou se mazeme setkat v architektuie. Tvar této kiivky maji samonosné klenby
starych staveb stejné jako nékteré moderni stavby. Zadejte slovo ,fetézovka™ do VaSeho
vyhledavace (napt. Google). Jak vypada graf této kiivky?

5. Jak vypoctete velikost drahy, kterou urazi bod od t=0 do t=3 pii pohybu po kiivce

dané parametrickymi rovnicemi x = 5t2 y= t32
6. Sestavte integral pro vypocet délky paraboly y = x2, 1< x <1. Navrhnéte metodu feseni
tohoto integralu. (Vyuzijte piiklada 2.4.6 a poznamky k prikladu 1.4.8).

7. Sestavte integral pro vypocet délky kubické paraboly y= x>, 0<x<2. ZKuste integral

eSit pomoci neékterého matematického programu (napt. Derive, Maple, Mathematica).

Ulohy k samostatnému Feseni
1. Vypoctete délku kiivky

X —X
a) y:e +2e ; 0<x<3

b) y:arcsinx+\/1—x2; -1<x<1
c) y=Inx; J3<x<+8

d) y=1-In(cosx); 0<x<

IR

e) y2:4x3; 0<x<2; y>0

f) y=|n(1—x2); OSXS%

X2 Inx

=—-—" 1<x<e
gt vy PR

2. Vypoctéte délku kiivky
a) x=2cost,y=2sint; 0<t<nx
b) X = 2C0s°t, y:25in3t; 0<t<2rn

3
=t2,y=t—%; 0<t<+3
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d) x=(3t-sint),y=3(-cost); 0<t<2rx

e) x=cost+tsint,y=sint—tcost; 0<t<2xr

Vysledky uloh k samostatnému FeSeni

1( 3 1), . 1 3, 3r ). 2 ( [ 43 j 1,
1. a)>|e’~=1|; b)4; c)l+=In>; d)Inftg—|; e) —=|V19°-1]; f)2In3-=;
a)z(e e3J )4 91eoing )n(gsj ©) 27( N 2In3=2

2_
¢ 1. 2. a)2x; b)12; ¢) 2J3; d) 24; e) 272 f) 48.

9)

Kontrolni test
. . x2 1
1. Vypoctéte délku oblouku kiivky y = T_Eln X prol<x<e.

) %(ez—l), b) %(e2+1), 0 %(e2+1), d) %e2+1.

2. Vypoctéte délku oblouku kiivky y =arcsin x +v1— G pro 0<x<1.

a) 242, b) 242(2+1), ¢) 4-24/2, d) 4+4/2.
. . 2+ x5
3. Vypoctete délku oblouku kiivky y = >— bro 1<x<2.
8x
33 33 27
a) — Il b — C 2, d —_—.
) 16 ) 8 ) ) 16

4. Vypoctéte obvod kiivocarého trojahelnika, jehoz strany tvoti oblouky kiivek X% + y2 =6

a5x3:y2.
134 P . /6 134 P . 6
a) — ++/6(=—arcsin—), b) — +2/6(=+arcsin—),
) f(z - ) f(z o)
134 P /6 67 P . /6
C) — +26(=—-arcsin—), d) —+2/6(=—-arcsin—).
) 27 \/_(2 6) ) 27 \/_(2 6)

5. Vypoctste délku oblouku kiivky y = In(1+e*)—In(e* 1) pro In2<x<In5,

a) 4In2+In5, b) 8In2-2In5, c) In%, d) In%.
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6.

7)

8)

9

Vypoctéte délku oblouku kiivky y =21In

5 Pro 0<x<1.

a) In9-1, b) 1+2In3, c) 1-2In3, d) 1+In3.

Vypoctéte délku smycky kiivky x = t2, y :t—%t?’ pro —J3<t<43.

2) 243, b) 43, 0 %Jé d) 83,

Vypoctéte délku jednoho oblouku prosté cykloidy x = a(t —sint), y = a(1—cost),
a> Okonst., (0<t<27 ).

a) 4a, b) 6a, c) 12a, d) 8a.
13

Vypoctéte délku oblouku kiivky x = 3 y= 4—%t2 mezi praseciky s osami soufadnic

v 1. kvadrantu.

26 39 28
a N b — C 9, d .
) 3 ) 5 ) ) 3
10) Vypoctete délku oblouku kiivky x = cost + Intg%, y =sint pro %st s%
1
a) InE, b) 1, c) In2, d) 2.

Vysledky testu

1.b); 2.¢); 3.a); 4.¢); 5.d); 6.a); 7.b); 8.d); 9.a); 10.c).

Praivodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméng v 8 pripadech, pokracujte dalSi kapitolou.

V opac¢ném piipadé je tieba prostudovat kapitolu 3.2 znovu.

Shrnuti lekce

Dalsi moznosti pouziti ur¢itého integralu je vypocet délky kiivky. Z Pythagorovy véty

b
odvodime z&kladni vztah pro vypocet délky kiivky S:I\/(dx)2+(dy)2. Jednoduchou

a
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b
Upravou dostaneme vzorec S = J.\/1+[ f ’(x)]2 dx pro vypocet délky krivky zadané explicitni

a

B
funkci y = f(x), xe<a,b> avzorec s= j\/[¢'(t)]2 +[x//’(t)]2 dt pro délku kiivky, ktera je

a
dana parametrickymi rovnicemi x=¢(t), y=w(t), te<a, >.Problém je vtom, Ze velmi
¢asto neumime integrél, ktery obsahuje odmocninu, vypocitat pomoci elementérnich funkci.
V téchto pripadech nezbyva nez pouzit néjakou pribliznou metodu. Vztah pro vypocet délky
kiivky lze rozSitit i na kiivky v prostoru. Podrobnosti naleznete v textu Matematika |11,
kapitola 4.6.2.
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3.3. Objem rotac¢niho télesa

Cile

Seznamite se s dalsi aplikaci urcitého integralu — vypoctem objemu rotacniho télesa.
Predpokladané znalosti

Ptedpokladame, Ze jste si prostudovali zavedeni pojmu urcity integral (kapitola 2.1). Dale
predpokladame, Ze znate zakladni metody vypoctu urcitého integralu.

Vyklad

Uvazujme kiivocary lichobéZnik ohranieny shora grafem nezaporné funkce f(x),

ptfimkami x=a, x=>b a osou x. Rotaci tohoto kiivo¢arého lichob&éznika kolem osy x vznikne
rotacni téleso. Nasim cilem bude vypocitat objem tohoto télesa.

Vv
AT

y=J(x)

Obr. 3.3.1. Rotace kiivocarého lichobéZznika

Budeme postupovat analogicky jako pii zavedeni Riemannova urcitého integralu (kap.
2.1). Rezy kolmymi na osu x rozdélime rota¢ni téleso na n tenkych platka tloustky Ax

(muzete si predstavit, Ze téleso krajite na krajeci jako Sunku).

1

Obr. 3.3.2. Roziezani télesa na tenké platky
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Kazdy platek miizeme aproximovat valeckem, jehoz podstavou je kruh o poloméru f(&;)
s vySkou Ax; (obr. 3.3.2). Objem i - tého valecku bude AV} = 7zf2 (&)Ax; .
Objem celého télesa bude ptiblizné roven souctu objemu jednotlivych platka (valecki):
n n
Vz;Anzgzﬂ@mw-
i= i=

Cim bude dé¢leni intervalu <a,b> jemnéjsi, tim méné se bude soucet objeml platka

n

ZAVi lisit od objemu daného télesa. Proto objem definujeme jako limitu tohoto souctu pro
i=1

n — o, kdyz zarovenl vSechny délky Ax; — 0. Klademe

b
v =rf*(xdx.

Véta 3.3.1.
Necht je funkce f(x) spojitd a nezaporna na intervalu < a,b > . Pak rotacni téleso, které¢
vznikne rotaci kiivocarého lichobéznika ohrani¢eného shora funkei f(x), osoux a

ptimkami x =a, x =5 kolem osy x, ma objem

b
V= ﬂj F2(x)dx.

Graf nezdporné funkce y = f(x) miiZe byt popsan parametrickymi rovnicemi

x=p(),

y=w(), te<a,pB>.

Je-li funkce x =¢@(¢) ryze monotonni na intervalu <ea,f >, pak k ni existuje inverzni
funkce ¢= (p_l(x) . Rovnici kiivky miizeme proto psat ve tvaru y= g//((p_l(x)) = f(x).

b b
Uvazované rotacni téleso bude mit objem V = 7Z'I f 2 (x)dx= 7Z'jl//2 ((p_l (x))dx .

a a

Odtud substituci x = ¢(t), ze které plyne dx = ¢'(¢)dt , dostaneme

B
v=[v

@'(1)|dt .

o
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Véta 3.3.2.
Necht funkce f je dana parametrickymi rovnicemi x = @(¢), y =y (t), te<a,f >,
pricemz funkce ¢(¢) ma spojitou derivaci na intervalu < «, f > a funkce y(¢) je spojitd a
nezaporna na intervalu < «, > . Pak pro objem rota¢niho télesa, které vznikne rotaci

elementarni oblasti
pa)<x<p(f),
0<y<w(r),

B
kolem osy x, plati V' = I 1//2 (3)

a

'(t)|dr .

_:QE Resené ulohy

Priklad 3.3.1. Ovéite vzorec pro vypocet objemu kuzelu s polomérem podstavy

a vyskou v.
ReSeni:
Vrchol kuZelu umistime do pocatku soufadné soustavy tak, aby osa kuzele splyvala
o v . L r
sosou x. Plast kuzele vznikne rotaci pfimky y=—x kolem osy x pro xe<0,v>
%

(obr. 3.3.3).

Obr. 3.3.3. Objem kuzele

Dosazenim do vztahu z véty 3.3.1 dostaneme
v 2 2V 27 37
r r relx 1
V=7II —X dx=ﬁ—.[x2dx=ﬁ— — =—7rr2v,
0 A% v2 0 vz 3 0 3

coz je vztah, ktery znate z geometrie.
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Priklad 3.3.2. Odvod'te vztah pro vypocet objemu koule o poloméru » > 0.

ReSeni:

2+yZ:r2. Odtud

y==\ 2 —x? , pfiemz xe<-r,r>. Rotaci horni pulkruznice y=+V 2 —x?

dostaneme plast koule.
Y

Rovnice kruznice se stfedem v pocatku a polomérem r je x

»

Obr. 3.3.4. Objem koule

Pro jeji objem bude platit

-
V:ﬁr Vi —x? 2dx:7rr e a’x:27rr 72— x?)dx=2x r2x—£ =
3
Z -

r 0 0

3
=27 r3—r— :im’3.
3 3

Poznamka

Pri vypoctu jsme vyuzili skutecnosti, ze funkce (r2 —x? ) je suda. Podle véty 2.4.2 bude
integral s mezemi < —r,r > roven dvojndsobku integralu s mezemi <0,r>. Je to logické,
nebot objem celé koule se rovna dvojnasobku objemu polokoule.

Pro vypocet objemu koule mizeme také vyuzit parametrické rovnice horni ptilkruznice:

X =rcost,

y=rsint, te<0,7> (vizptiklad 3.2.2).

Jelikoz ¢'(¢) = (rcost) = —rsint, dostaneme po dosazeni do vztahu z véty 3.3.2

substituce
T T T
_ 22 o3[ ..3.,. 3 N _|cost=u _
V=r|r‘sin“trsintdt=rnr’|sin” tdt=nr"|(1-cos“t)sintdt=| =
—sintdt =du

0 0 0
O—1 71— -1

= -’*'i




