Matematika I, ¢ast Il Diferencial funkce a Taylorav polynom

3.6. Diferencial funkce a Taylortv polynom

Vyklad

Definice 3.6.1.
Necht' je Xy vnitinim bodem defini¢niho oboru D¢ funkce f(x). Funkce proménné
dx = x—Xxg definovana vztahem df (Xp) = f'(Xg)dx se nazyva diferencial funkce f(x)

v bodé Xp, jestlize plati

lim )= T(x0)—df(x) _
X—>Xg | X—Xg |

Véta 3.6.1. Necht’ X je vnitinim bodem Dy funkce f(x) anecht existuje f'(Xp) € R, pak

existuje diferencial funkce f(x) v bodé xg.

Duikaz viz [3] str. 103.

Poznamky

1. Oznacme dx=Xx-xg,dy=y—f(Xp). Po dosazeni do rovnice diferencialu dostaneme
y—f(x)=f'(Xg)(X—Xg), coZ je rovnice tecny v bodé Xy k funkci f(x). Je ziejmé, ze pro
dostatecne mald dx maZeme priristek funkce Ay = f(x)— f(Xg) nahradit diferencialem, tj.

Ay =dy, viz obr. 45.
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2. JestliZe rovnici diferencialu zapiSeme ve tvaru df (x) = f'(x)dx=dy pro xe D¢, v nichZ

f'(x) existuje, pak mizzeme derivaci f'(x) vyjadrit ve tvaru f'(x) :%.
X

3. Diferencial df (x) miiZzeme nazvat diferencialem 1. 7/du. Diferencial k-tého 7adu pak
budeme definovat vztahem dkf(x):d(dk_lf(x)),keN. Dostaneme d?2y = f"(x)dx?,

d3y = £"(x)dx3, obecne d¥y = f &) (x)dx¥.

d“y
dxk ’

4. Muizeme psat f(k)(x) = pro k e N.

Vyklad

Definice 3.6.2.
Necht' ma funkce f(x) v bodé xy € D¢ derivaci n-tého fadu f(”)(xo). Polynom stupné
nejvyse n, pro ktery plati t, (xg) = f(Xg), th(Xg) = f'(Xg),---, t,ﬂ“)(xo) = f((X’;)) se nazyva

Tayloriv polynom stupné n funkce f(x) v bodé Xg.

A\ ¥
Paxy

Poznamka

Funk¢ni hodnoty polynomu t, (x) se v okoli bodu Xu priblizuji k funk¢énim hodnotam funkce

£(%).
ReSené tlohy

Priklad: Ukazte, Ze polynom t,(X) = G —%x‘1 je Taylorav polynom stupné 4 funkce

f(x) =xsinx v bodé xg =0.
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Regeni:

f(x)=xsinx, f(0)=0; t4(x) =X —%x ,1,(0)=0,
f'(x) =sinx+xcosx, f'(0) =0; tg(x):2x—§x3,tg(0):0,
f"(x) =2cosx—xsinx, f"(0)=2; tﬁ(x):2—2x2,t2{(0):2,
f"(x) =-3sinx—xcosx, f"(0)=0; t7(x) =—-4x,t7(0) =0,

f(4) (X) =—4cosx+xsinx, f (4) (0)=—4; tf) (x) =—4, tf) 0)=-4

Vyklad

Véta 3.6.2. Necht existuje f(”)(xo) pak Taylorav polynom stupné n funkce f(x) v bodé

Xg ma tvar
n (k)
0= 3 2 x-x0) = £(xg)+
k=0 :
+ f’(XO) (X—Xo) "(XO) (X XO) +. + ( 0)( Xo)n.

1
(1)

Diikaz naznac¢ime. Dosadime-li do vztahu (1) X = xg, dostaneme t,(Xg) = f(Xp). Nyni

budeme vztah (1) derivovat:

. ()
() = F/(xg) ;XO) 2.(X=Xg) .4 nn(IXO) n(x—xo)"t =

" (n)
= 170)+ 00 gy 4 L0 gyt

W

i (
th(x) = F"(xg) + ;XO)BZ(X Xp) +-. +¥n(n -D(x- x)n 2 =

" f’”(x) (0) _ n-2
= f"(Xg) + T (X=Xg)+... (n—2)! (X—Xg)
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Ztejm¢ dostaneme

(|+1) (n)
(i) _ £ () (xo) 7 (xo)
tW ) =1V (x )+T(X—X0)+...+ 2]

Po dosazeni x = Xy do predchoziho vztahu dostavame t(i)(xo) = f(i)(xo) proi=1...,n.

(x—%)" " pro i=1,....n.

Poznamky
1. Taylorovym polynomem se budete zabyvat v p/edmeétu Numerické metody.

2. Tayloriv polynom miizeme napsat pomoci diferencialz ve tvaru

N1 1 1 1
t(x) = Zk—d f(xg) = f(x0)+ﬁdf(xo)+§d2f(x0)+...+md”f(xo).

Kontrolni otazky

1. Probody x blizké bodu xq se diferencial funkce df (x) rovna prirastku funkce

ay = () - f(xg).
a) ano,

b) ne,

c) n¢kdy.

2. Existuje-li f'(x), pak ji mtizeme vyjadrit ve tvaru:
dx
a) f'(x)=—,
) (%) dy
b) f'(x)=dy-dx,
dy
c) f'(x)=—.
) F'(X) i
3. Diferencial 2. radu funkce y = f(x) ma tvar:
a) d?y=f"(x)dx?,
b) d2y=f"(x)dx,

¢) d?y=[f'(x)dx]".
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4. Necht' v bodé xg méa funkce f(x) derivaci n-tého radu f(”)(xo). Pro funkci f(x)

Taylortv polynom stupné n t,(x) funkce f(x) plati:
a) fO)=t00, F'00=t,00,-.., )=tV (x),
b) (x0) =ta(x0), f'0%0) =th(x0).-, T (x0) =t{ (o),

0) F(x0)=ta(x0), F'(X0) #th(X).-... T (x0) =t (xo).

Odpovédi na kontrolni otazky

1.b); 2.¢); 3.a); 4. b).

Ulohy k samostatnému Feseni

1. Vypoctéte prirastek funkce Oy a diferencial dy v bodé xq pro prirastek [x, je-li
a) y=x>-2x, Xy=3, 0x=0,01, b) y=+x, Xg=4, 0x=0,4,

c) y=arctgx, Xy=1, 0x=0,2, d y=2", x=2, 0x=04.

2. Vypoctete diferencial funkce y = f(x) v bodé x pro prirastek dx:

1 xS +1 2
a) y=—— b) y= , 0 y=tg’x,
)y X ) Y 31 ) y=1g
d) y:ﬁ, e) y=arctge?®, ) y=In(x+V1+x?) .

3. Vypoctéte diferencialy uvedenych fada funkce y = f (x) v bod¢ x pro piirastek dx:

a y=02 d%y=2,b) y=(x+D3(x-D% d’y-7,

4

c) y=sin®x, d3y=? .d) y=x3|n§, d4y =2,
e) y:In(x+\/1+x2), d2y=?, f) y=xcos(2x), d3y:?.

4. Polynom p(x)=1+ 3x+5x? — 2x% rozlozte na mocniny dvoj¢lenu (x+1).
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5.

6.

10.

11.

12.

Polynom p(x) = x* —5x3 + x% —3x+ 4 rozlozte na mocniny dvojclenu (x—4).

Pro danou funkci sestavte Taylortv polynom n-tého stupné v okoli bodu Xg:

X 1
a) y—m, Xp=2, n=3, b) y_ﬁ, =1L n=3,
c) y=Inx, xp=4, n=4,d) y:\/;, Xp=4, n=3.

Pomoci Taylorova polynomu sestaveného ve cviceni 6d) vypoctéte pribliznou hodnotu
a) 5, b) /4,5, Q) 3.9 .

Srovnanim s presnou hodnotou vypoétenou na kalkulatoru urcete chybu aproximace &.
Pro danou funkci sestavte Taylorav polynom n-tého stupné v okoli bodu xg =0
(Maclaurinav polynom):

a) y=tgx, n=5, b) y=arcsinx, n=3, c) y=lIncosx, n=6.
Pomoci Taylorova polynomu sestaveného ve cvic¢eni 8b) vypoctéte pribliznou hodnotu
a) arcsinl , b) arcsin0,5 c) arcsin0,2 .

Srovnanim s presnou hodnotou vypoétenou na kalkulatoru urcete chybu aproximace &.
Pro danou funkci sestavte Taylorav polynom n-tého stupné v okoli bodu xg =0
(Maclaurinav polynom):

a) y=e*, b) y=sinx, C) Yy=COSX,

d) y=In(l+x) , e) y:(1+x)k, f) y=arctgx .

UkaZte, Ze pro vypocet hodnoty funkce e* pro 0 < x S% Ize pouZit priblizny vzorec

2 3
X° X ] ox - y
e ~1+ x+7+€ . Pomoci tohoto vzorce vypoctéte /e a srovnanim s presnou

hodnotou vypoétenou na kalkulatoru urcete chybu vypoctu.

Ukazte, Ze pro vypocet hodnoty funkce sinx pro hly mensi nez 28° Ize pouzit piiblizny
vzorec
3 .5
- X Ve Vv - o z z W
SinX = X _§+E' Pomoci tohoto vzorce vypoctéte sin 28" a srovnanim s presnou
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hodnotou vypoétenou na kalkulatoru urcete chybu vypoctu. (Pozor - hodnotu x je nutno

dosadit v obloukové mite!)

Vysledky uloh k samostatnému FeSeni

1. a) ]y =0,0401, dy=0,04; b) (1y=0,0976, dy=0,1: c) ly=0,0907, dy=0,1;

2
d) Dy=128, dy=111. 2. a) ——_ ) — 6,;( dxz; ¢ Ztg’z(dx; d) thztz
4x/x (x°-1) COS“ X 1-t9)
2X 2
e) 2¢ 2 dx; f) L 3. a) —%; b) 4(x+1)(5x2—2x—1)dx2; C) —4sin 2xdx°;
1+e™* N 9x¥/x
d) de“; e) —&3; f) (8xsin 2x—12c052x)dx3.
X °
(x2+1)2

4. p(x)=5-13(x+1)+11(x +1)% - 2(x+1);

5. p(x)=(x-4)* +11(x—4) +37(x - 4)% + 21(x — 4) — 56 ;

6. a) t3(x):2—(x—2)—(x—2) —(x- 2)3 b) t3(x) = 1——(x 1)+ ( —1)2 15(x 1) X
Cnasti—ay- a2t 1
C) t4(x)_ln4+4(x 4) 32(x 4) +192( ) 1024(x 4)

d) t3(x) =2+

2 3
(x;4)_(x—4) PSR - 2 L6 =236 5=0.12:

64 512

b) t3(4,5)=2,20; £=0,08; c) t3(3,9)=2,02, £=0,05.8. a) t5(x):x+%x3+%x5;

1 4 1 54
b) ta(x x+ x c) trg(X)=—= 2——x ——x".9. 23 ty()=12; =0,4;
) 13(x) = ) t5(X) B 25 ) t3(D) &

b) t3(0,5)=0,521;, &=0,003; c) t3(0,2)=0,20133; &=0,00003.

X, X Xn X X h1 x2 L

10-8) th () =Ly et D) () = ___. T ey
2 2n XZ n—1Xn
©) th(x) = 1—2—+ A" a9 n()———7+...+(—1) =
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= k k n. _X X3 n—1 X2n_1
e) tn(X)—1+(1jx+...+(n)x ; ) tn(x)—I—?+...+(—1) T

11. Je ~1,646; £=0,003. 12. sin28° ~0,469472; &=0,000001.

Kontrolni test

1. Vypoctéete piirastek funkce ay a diferencidl dy v bodé xg =2 pro ptirastek ax=0,1u
funkce y = X2 +2X.
a) ay=214,dy=1461, b) ay=1,461dy=14, c) ay=121dy=12.
v 1 L 1+x . e o
2. Vypoctete diferencial funkce y = ‘/1— v bodé x pro prirastek dx.
- X

(@—x)dx dx

g — % 0)
(1—X)\/1—X21 2\/5 ’ (1—X) ]""7)(
1-x

3. Vypoctéte diferencial 2. fadu funkce y = cos? 2x v bodé x pro piirastek dx.
a) —8sin 2xdx?, b) —4cos 2xdx?, c) —8cos 4xdx?.

4. Pro funkci f(x)= ezx_x2 sestavte Taylorav polynom 2. stupné v okoli bodu x5 =0
(Maclaurinav polynom).
a) 1+x+x2, b) 1+2x+x2, C) 1+4x+%°,

5. Polynom p(x) = x* —3x? —10x +11 rozlozte na mocniny dvoj¢lenu (x—2).
) —5+10(x-2)+21(x—2)% +8(x-2)% + (x—2)%,
b) —5+10(x—2)+42(x—2)? +48(x - 2)3 + 24(x - 2)*,
) —5+10(x—2)—42(x—2)% -8(x - 2)% - (x-2)*.

6. Pro funkci f(x)= 1 sestavte Taylorav polynom 3. stupné v okoli bodu Xg =2.
X

1 1 1 2 3 3
b) > 2 (x—2)+ 5 (x-2) T (x—2)°,
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1 L il 22_3(x_2?
C) 2 4(x 2)+4(x 2) 8(x 2)°.

7. Pro funkci f(x)=xe™* sestavte Maclauriniv polynom (tj. Xxg =0) 3. stupng.

a) X —2X° +3x%°, b) x—x2+%x3—%x4, C) x—x2+%x3.

Vysledky testu

1.b); 2.a); 3.¢); 4.b); 5.a); 6.b); 7.c).

Pravodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné v 5 piipadech, pokracujte dalsi kapitolou. V opa¢ném

piipade¢ je tieba prostudovat kapitolu 3.6. znovu.
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