Matematika I, ¢ast Il Vypocet limit uzitim derivace (L'Hospitalovo pravidlo)

3.5. Vypocet limit uzitim derivace (L'Hospitalovo pravidlo)

Vyklad

Véta 3.5.1. Necht' xg e R" anecht

lim f(x)= lim g(x)=0, resp. lim f(x)=z00 a lim g(x)=+o0. Necht existuje

X—>Xp X—=>Xp X—>Xp X—=>Xp
lim w:a, aeR’, pak existuje lim 6] aplati lim M:a.
X=X 9'(X) x—%y 9(X) x—>%p 9(X)

Bez dukazu.

Poznamka

1. Rovnost lim ﬂ: lim m=a,ae R plati i pro jednostranné limity.

x=>% 9(X)  x-x% 9'(X)
2. Zvety 3.5.1 vyplyvd, Ze postup Ize opakovat. Pak plati

f) _

(n)
lim —== lim w

= =a,ae R
x—% 9(X)  x—>xg g(n)(x)

3. Limity z vety 3.5.1 budeme symbolicky oznacovat

lim wzg
x—Xx; 9(x) O

. f(x) o
, resp. lim —==—,
x—x% 9(X)

4. Veta 3.5.1 se nazyva L'Hospitalovo pravidlo.
Resené ulohy

2 &
Priklad: Vypoctéte lim X ¥ Xzsix
x—0 eX-x-1

x2+x—sinx_0 2x+1-cosx, 0

Reéeni: Iim ———=—=|lim ——————=—=lim
x—0 eX_x—-1 0 x-0 X1 0 x>0 e
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, " . Inx
Priklad: Vypoctéte lim —.
X—oo X
1
. . . . Inx ooy .1
Reseni: lim 2 =2~ |im X= lim ==0.

Xx—o X o xowl xooX

» veven 1i XFSINX
Priklad: Vypoctéte lim ———.
X—>0 X
. . . X+sinx o . 1+cOSX .
Reseni: lim ———=—=lim = lim (1+cosXx).
X—o X © x> 1 X—>00

Tato limita viibec neexistuje a nelze tedy L'Hospitalovo pravidlo pouZit. Plati vSak

. X+sinx . sin X

lim ———= lim 1+——)=1+0=1.
X—>0 X X—>0 X
Poznamka

. . 0
0 0%, 0° a1® musime upravit na tvar o nebo =

o0

Neurcité vyrazy 0.0, oo - o0, 0°, o

ReSené tlohy

Priklad: Vypoctéte lim x.sinl.

X—>0 X
1 1
sin— cos—.(——)
ST .1 . x 0 . X .
Redeni: lim xsin==w0.0= lim —2 === lim = lim cos==1.
X—>00 X x>0 1 0 xoow 1 x>0 X
X x2
- " . 1 1
Priklad: Vypoctéte lim | —— :
x—0\ X In(L+x)
1
Reseni: lim 11 :oo—oo:limM:Q:Iim 1+Xx =
x—0{ X In(1+Xx) x—0 XInl+x) 0 x—>0|n(]_+x)+ X
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1-1-x
_lim 1+ X _ lim X 9 lim ! _
x—0 L+X)INA+X)+X x50 L+x)IN@+x)+x 0 X_>0|n(1+x)+l+x+1
1+ X 1+Xx

1

=—Ilim————=-—=.
x—0 In(L+x) +2 2

Priklad: Vypoctéte lim x*.

x—0"
| lim xInx
Regeni: lim x*¥=00= lim eXINX — gxo0* —e?,
x—0" x—0*
1
. . Inx o ) ™ )
a= lim xInx=0x0= lim —==—= lim %:— lim x=0,
x—0" x—s0t £+ oo ysot L1 x—>0*
X X

lim x*=ef=1.
x—0"

Kontrolni otazky

1. Pii spInéni predpoklada L"Hospitalova pravidla plati rovnost:

a) lim T _ i [@J =a, aeR,

=% 9(X) x> g(¥)
o) tim X im T o R
x—% 9(X)  x—>x5 9'(X)
c) lim ) = lim f (x)g(x)z— (¥)9'(x) —a, aeR.
x—% 9(X)  x—xg 9°(x)
o it - . . . . T'(x) _— . f(x)
2. Pokud pfi pouziti L"Hospitalova pravidla limita lim — neexistuje, pak lim ——=
x—% 9'(X) x—X 9(X)

a) neexistuje,
b) nelze timto vypoétem rozhodnout,
C) existuje.

3. L"Hospitalovo pravidlo nemtzeme pouZit na vypocet limit vedoucich k vyrazam
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N
AR

a) i,O-O,
[00)

b) 1%, 00 — o0,

c) 0., o0,

Odpovédi na kontrolni otazky

1.b); 2.b); 3.a).

Ulohy k samostatnému Feseni
1. Vypoctete:
- 2
. Inx . X—sInXx . x“ =1
a) lim——, b) lim : c) lim 5 ,
x—1X-1 x—>0 x3 x—>1x3 —2x% +2x 1
X —X 2 X
- . . X2
d) £ -° , e) lim 27 : f) lim :
x—0 In(1+ x) x—0 tg? x x—02% _1

2. Pomoci L’Hospitalova pravidla vypoctéte cviceni 2.4.1 a 2.4.2.

3. Vypoctéte:

n 2 X X
. X =X . 2C0SX+X"—2 . -
a) lim , b) lim 73 : c) lim a’-b :
x—1 x" -1 x—=0  X¢sin‘ X x—0 X
In(cos ax) . X—arctgx . ¥x-3a
d) — e) lim————, )  lim——.
x—0 In(cosbx) x—>0  x3 x—a/x —+/a
4. \ypoctéte:
. Inx . In x . Insin2x
a) lim —, by lim ——— | c) lim ——
Xx—+0 X x—0+ 1+ 2Insin x x—0* Insinx
_ tgX . Inx e
d) lim 19X : e) lim : f) lim ¢
19 3x x—>0* COtg X X—0 X2
x—>§
5. Vypoctéte:
a) lim x%7%, b) lim x"Inx , ¢) lim xcotg(zx) ,
X—>+00 x—0" x—0"
1
. .2 . 2 2 .
d) lim xsin—, e) lim x%eXx | f) lim (1—cosx)cotgx .
X—>00 X x—0" x—0"

4

N
AR




Matematika |, ¢ast Il
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6. Vypoctéete:
a) Iim(cotgx—i) ,

Xx—0 X
d) lim (L_L) '
x—=1 X=1 Inx

7. Vypoctete:

a) lim x*,
x—0"
tg X
d) lim (3) ,
x—0t\ X
1
g) lim@+mx)x ,
x—0

e)

b)

D

)

t 1

lim ,
x—>1(2|nx x2 _1)
1
lim x(ex-1) ,

X—0
1

lim xX |
X—>0

1
lim (e*+x)x ,
x—0"

1
. 2
lim (cos2x)X"
x—0

Vysledky tloh k samostatnému reSeni

1. a)1; b)%; c)2; d)2; e)2; f)%. 3. a)

2
fy —.
)

1

6. a)0; b)%; C) >

h) e2; i) 1.

Kontrolni test

1. Vypodtste lim tg_x—ll
7 sin4x
X—=
4
1 1
a) —=, b) -2,
) 8 ) 2

2. Vypoctéte lim

1
c) —.
)2

x3—3x2+x+l

x—1

a) —2,

k%

b) 2,

T
COS X
2

c) —.

291

n-1

c)

f)

f)

1
b) —;
)12

| 1
lim(=-
x—0 X eX_1

)

lim (1—e?*)cotgx .
x—0"

||m Xsinx

x—0"

1
lim x1-x |
x—1

a a’

c) In=; d) —;
)i @

1,
e)é,
4. a)0; b)%; c)l; d)3; e)0; f)owo. 5. a)0; b)O0; c)l; d)2; e) «; f)0.

T

; d)%; e)1;f)-2. 7. a)1; b)0; )1; d)1; e) e?; fel; g)e™;
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eX _gX
3. Vypoctéte lim
x—0 X
a) 2, b) 0, c) 1
veve i 1—2sinX
4. Vypoctéte lim ————.
7 COS3X
X—>—
1 3
a —, b) —, ¢) 3
) 7 ) 7 )
5. Vypotste lim ~—>1%
x—01—Cosx

a1l b0 o %

X —X
. - —2X
6. Vypoctéte lim L.

x—0 x3

1
a) 0, b) =, c) 2.
) )3 )
In x

im .
x—0* In(sin x)
a) 1, b) 0, c) -1

8. Vypoctste lim (e* —1)cotg x.
x—0
a) 0, b) ¢ L

9. Vypoctete lim (1— ! )

x—>0\ X In(L+ x)

1

a) oo, b) —wo, ¢) ——.
) ) ) 5
10. Vypoctéte lim (sinx)!9*.

x—0

a) e, b) 1, c) O.

Vysledky testu

1. b); 2.¢); 3.a); 4.a); 5.b); 6.b); 7.a); 8.c); 9.c); 10.h).
Pravodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméng v 7 pripadech, pokracujte dalsi kapitolou. V opa¢ném

piipadé je tieba prostudovat kapitolu 3.5. znovu.
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