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Zakladni vlastnosti derivace

3.2. Zé&kladni vlastnosti derivace

E——H Vyklad

@ Véta 3.2.1. V bodech xg, v nichZ existuji derivace u'(x), v'(x) plati

L (U(0) +V(X))joy, =U'(X0) +V'(Xo),

2. (UX) V(X)) x=x, =U"(Xg)V(X) +U(Xg)V'(Xp),

3.(c u(x))'X:XO =cu'(xy), kde ceR,

. (Mj _ U (x)V(x0) ~UCV(%0) oy )

v(x) v2(xo)

Ditkaz: 1. (U(X)+V(X))yoy, = lim U(X) +V(x) ~U(x) —v(%0) _ .. U(X)-ulx) ,

X—>Xg X—=Xg X—>Xg X—=Xg

+ lim Y =V(o)

=U'(Xg) +V'(Xp)-
X=X X—=Xp

2. (UOOVO) oy, = lim u(X)V(X)X—UX(OXo)V(Xo) _
X—>Xg _

_ i YOOV(X) —u(x)v(X) + U(xg)V(X) ~u(x0)V(*g) _
X—>Xg X—XO

_ tim Y9ZUC0) 4 im u(eg) Y TYO0) i (xg) + UV ().
X—Xg X— XO X—Xg X— XO

3. (€ U)oy, = lim C-u)=C-Ul) _ ¢ jipy UKIZUGO) _ iy,

X—>Xo X—=Xp X=X  X—=Xg
1

4,( 1 ] i Y00 WO0) _ o W) V) V)

V(X) )y, XX  X=Xg x—>x VOX)V(X)(X—=Xg) (o)

ux)Y) ' 1 V(%) | U(g)V(%p) —u(xg) V(%)
) - {un g, o %00 “’(XO)'( j‘ '

v2(x) v2(x)

4
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ReSené Glohy
Priklady

L (x* +3x% —x+3) = (x*) +3(x?) = (X) + (3) = 4x3 + 6x —1.

) ( 2X+3 j _ (2x+3)(xX* —2x+1) - (2x+3)(x* —2x+1)’ _

x2 —2x+1 (x2—2x+1)2
2 _ _ _ 2 _ 3
_2(x 2x+21) (2x+23)(2x 2):_2 x2+3x 4 :_Z(X 1)(x72L4):_2x+41X¢1.
(x©—=2x+1) (X©—=2x+1) (x-1) x-1

Vyklad

s/
Pan

Véta 3.2.2. Necht existuji derivace ¢@'(Xp) a f'(¢(xg)). Pak existuje derivace sloZené

funkce g(x) = f(@(x)) v bod¢ x, a plati

9'(%0) = F'(¢(x0))-¢'(Xo)-

f(y) - f(o(x0))
Diikaz: Oznacime hy, (¥) = y—o(Xg)

f'(o(x0)) pro y = p(Xp).

pro y = o(Xp),

Funkce hy, (¥) je spojita v bodé ¢(xg) a plati

g'0) = tim 997900) _ o 10 = Tolo) _ i (100~ Folo))ke() ~px0) _

Xx>X X=X X=X X=X X—Xg (9(x) = (X)) (x = Xo)

= lim (hxo (co(x».wj:hxo( im (). tim PHZPE) _ g500)) (1),
X—>Xg X—=Xg X=X

X—>Xp X— 0

ReSené tlohy

Priklad  ((x* —3x+1)10) =10(x% —3x +1)°.(2x - 3).
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Vyklad

Véta 3.2.3. Necht' je y= f(X) spojita a ryze monoténni funkce v intervalu | a necht’ k ni
existuje f'(xg) =0 pro Xy 1. Pak existuje derivace inverzni funkce f_l(y) v bodé

Yo = f(Xg) aplati

(+7) -

y=yo 1'(%)

Dutikaz nebudeme uvédét. Za predpokladu existence derivace inverzni funkce ale muzeme

derivovat rovnici x = f X(f(x)), tj. 1=(f 2(f(x))).f'(x), z &ehoZ plyne

(1) = f,ix).

Nyni uvedeme dv¢ dulezité véty diferencialniho poctu, které nebudeme dokazovat.

Véta (Rolleova) 3.2.4.  Necht je funkce f (x) spojita v intervalu < a,b >, necht existuje
jeji derivace f'(x) pro xe(a,b) a f(a)= f(b). Pak existuje £ e(a,b) takové,
zef'(£) =0, obr. 41.

Ya

(%)~
f(a)=f(b)]

Ef * %y 258
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f(b)

f(a)
f(©)

Obr. 42

Véta (Lagrangeova) 3.2.5. Necht’ je funkce f (x) spojitd v intervalu < a,b > a necht’ jeji
derivace f'(x) existuje pro x e (a,b). Pak existuje & e (a,b) takové, Ze

f(b)— f(a)= f'(&)(b—a), obr. 42,

Poznamka

Predchozi vety rikaji, Ze za danych predpoklad: existuje alespori jedna techa ke grafu funkce
f(x), ktera je rovnobézna s primkou spojujici body (a, f (a)), (b, f (b)).

Véta3.2.6. Necht f'(x)>0, resp. f'(xX)<0 pro vSechna xe(a,b). Pak je funkce

f(x) v (a,b) rostouci, resp. klesajici.

Diikaz (sporem): Diikaz provedeme pro f’(x) > 0. Piedpokladejme, Ze existuji
X1, Xo €(a,b), X <X, aplati f(x)= f(xy). Podle véty 3.2.5. existuje & € (a,b) takove, ze
f(xo)— T (x)=f'(£)(x) —x). Leva strana této rovnice je mensi nebo rovna nule a pravé

strana je vétsi nez nula. To je spor s piedpokladem.

ReSené tlohy

Priklad: Funkce y = X3 +4x je rostouci v R, protoZe y' = 3X% +4>0 pro viechna x € R.
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