Matematika I, ¢ast Il Limita posloupnosti

2.3. Limita posloupnosti

Cile

Seznamime se stru¢né s funkci definovanou na mnozing ptirozenych ¢isel a budeme definovat

jeji limitu.

Vyklad

Definice 2.3.1.

Funkce definovana na mnozing prirozenych ¢isel N se nazyva posloupnost.

Poznamky

1. Posloupnost je tedy zobrazeni N — R.

2. Misto f(n),ne N piSeme a,,, které nazyvame n-tym ¢lenem posloupnosti.

3. Jak jsme jiz uvedli N'={co} a tedy limita posloupnosti je definovana pouze v bodé

X0=OO.

Definici limity posloupnosti miZzeme zapsat podle poznamky za definici 2.2.1.

Vyklad

Definice 2.3.2.

Rikame, ze posloupnost {a,},ne N, ma limitu a jestlize

Ve>03dkeRVneN:n>k=|a,—a|<e. PiSeme lim a,=a.
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Véta 2.3.1. Predpokladejme, Ze existuje funkce f(x), kde Dy =<1,00) takova, Ze pro

viechnane N je f(n)=a, a lim f(x)=a, pakplati lim a,=a.
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Dikaz: Je-li | f(x)—al<e pro x>k, pakplati |a,—al<e pro n>k.

Ulohy k samostatnému feseni

1. Z definice limity posloupnosti ukazte, Ze dana posloupnost {a,, }f:l ma limitu a. Pro dané

& naleznéte prislusné k

) a,=1"% a1 s-0% £-0,00% £-10"F,
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b) a, =2 :1; a=1 =01 £=0,001 £=107°.
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2. Vypoctete limitu posloupnosti:
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3. Vypoctéte:
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4. Vypoctéete:
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5.

10.

Vypoctéte:
n n n+3
a)  lim 1+iJ, b)  lim ”LZJZ, 0 lim (1+f] ,
n—oo 2n n—owo\ N n—o0 n
n+5 n n
d) lim 1+3j . e lim 1—§j , ) lim (LJ ,
n—o n n—o n n—o\ N+1
n%-1 5n-3
. 1 . 3n-2 .
lim|1-— , h lim , i lim n(In(n+3)-Inn).
9 n—w nzj ) n—»o 1+3nj ) n—»c ( ( ) )
Vypoctéte
: L |
a) limn(Inn—In(n+2)), b) lim , 0
o0 n—w 2" 41
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lim (n+2)+(n+1)!
n—>o (n+3)!
1
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d) lim-S(+2+3+..+n), & lim 22—t f im0 2AHOHE
n— n? noo 1 N (N +2)1=(n +1)!
2N +1
Vypoctéte:
1
— 4_
a) lim (1+1]”, b) lim 2—5” ¢ lim (1+(-)"n),
n—oo n n—->on“-3n+1 n—oo
n
d) lim [2“‘1j . e lim n3(1—§+i3), f o lim——t
n—oo\ N+1 n—o N n n—oo /n2+1—n

Do pravouhlého rovnoramenného trojuhelnika o délce odvésny a je vepsan trojahelnik
tak, Ze jeho vrcholy jsou stiedy stran daného trojuhelnika. Do takto vzniklého
trojuhelnika je stejnym zpasobem vepsan dalsi trojahelnik atd.

a) Urcete soucet obvoda vSech takto vzniklych trojahelnika.

b) Urcete soucet obsaht viech takto vzniklych trojahelnika.

Do kruhu o poloméru r je vepsan ¢tverec. Do tohoto ¢tverce je vepsan kruh, do néj opét
Ctverec atd.
a) Najdéte limitu souctu obsahu vSech kruht.

b) Najdéte limitu souctu obsaht vSech ¢tvercd.

Najdéte limitu pro n — oo obvodu pravidelnych n-thelnika
a) vepsanych do kruznice o poloméru R,

b) opsanych kruznici o poloméru R.
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11. Bod C; rozdéluje usecku AB=I na dv¢ poloviny; bod C, puli usecku ACy; bod Cs pali

Usecku C,Cy; bod C,4 pili Gsecku C,Cs; atd. Urcete limitni polohu bodu C,, pro n — .

12. Usecka AB=a je rozdélena na n stejnych asti a na kazdé této &asti je sestrojen
rovnoramenny trojuhelnik s thlem o = 45° pii zakladné. Ukazte, Ze limitni délka lomené
¢ary pro n — oo je rizné od délky usecky s koncovymi body A, B, prestozZe v limité
lomena ¢ara ,,geometricky splyne* s useckou s koncovymi body A, B.
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13. Odvésna a pravouhlého trojuhelnika je rozdélena na n stejnych ¢asti. Na kazdé ¢asti je
sestrojen obdélnik vepsany do trojuhelnika. Vypoctéte limitu souétu obsahu takto

vepsanych obdélnicka pro n — «. %
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Vysledky uloh k samostatnému FeSeni

1. a) k(g):[g—l] k=19; 1999; 1999999 ; b) k(g)z[logzi] k=3 9 19.
& &

2. a)3; b)1; c)0; d)8; e) 16; f)4. 3. a)%; b)4; ¢)2; d)0; e)0; f)%; g)%; h) O;

) 1. 4. a)0; b)%; C) d)g; e) 0; f)%. 5. a)e: bye c)et; dye e)e®; feL;

9) %; h) e™>; i)3. 6. a)-2; b)1; ¢) 0; d) %; €)0; f) 1. 7. ) 1; b) o; c) nema limitu;

d) oo; €)oo f)oo. 8. a) 2a(2++/2); b) %az. 9. a) 27r?; b) 4r?. 10. a) 2z7R; b) 2z2R.

11. lim AC, ='§. 12. limd, =av2. 13. a—zb
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