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1.5. Elementarni funkce

Cile

ey ==

je z&kladni elementarni funkce. Kone¢nym poétem s¢itani, od¢itani, nasobeni, délenti,
skladani a ptripadné invertovani téchto funkci lze vytvorit tzv. elementarni funkce, jejichz

studiem se budeme zabyvat ve velké ¢asti predmétu matematika.

Predpokladané znalosti

Je treba zopakovat stredoSkolské znalosti o funkcich a jejich grafech. Zejména se

jedna o funkce linearni, kvadratické, exponencialni, logaritmicke a goniometrické.

Vyklad

1.5.1. Exponencialni funkce f(x)=e*, xeR

V této chvili je obtiZzné exponencialni funkci presné definovat. MazZzeme vSak fici, Ze

zakladem mocniny je iracionélni ¢islo e[ 2,718281828459045..., ktere se nazyva Eulerovo

¢islo. Poznamenejme, Ze tuto funkci Ize vyjadrit ve tvaru nekoneéné funkéni rady:

Graf exponenciélni funkce je na obr. 12.
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71 y 1 y=In x
y=e* /
0 1 X
1
_/
0 X
Obr.12 Obr. 13

Vyklad

1.5.2. Logaritmickou funkci f(x)=Inx, x € (0,),

nazyvame funkci inverzni k funkci exponencialni e (obr. 13).

Poznamka
Lze definovat funkci f(x)=a* =e*"® D¢ =R, ae(0,%)\ {1}, kterou nazveme

exponencialni funkci o zakladu a. Inverzni funkci k funkci a* znacime log, x, Df =(0,) a

nazyvame ji logaritmicka funkce o zakladu a.

Vyklad

1.5.3. Konstantni funkce je definovana pfedpisem f(x)=C,ceR.

V piipadg, Ze C =0, hovoiime o nulové funkci. Na obr. 14 je graf funkce f(x)=3.
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N\
y y
y=X
y=3
0 X
0 X
Obr. 14 Obr. 15

Vyklad

1.5.4. Mocninna funkce je funkce definované predpisem

f(x)=x"=e"™X xe(0,0),reR.

Bude-lire N, resp. —reN, resp. r =£, kde ne N, pak maZzeme mocninnou funkci
n

1

definovat predpisy f(x)=x"=xx.....x, resp. f(x)=x" :i, resp. f(x)=xn =x.
| r

r—krat X

Definieni obor téchto funkci pak mazeme rozsititna D¢ =R, resp. D¢ = R\{0},
resp. pro nliché D¢ =R, pronsudé D; =<0,). Uvedeme piiklady pro neéktera r e R:

1. r=1 f(x)=x, D¢ =R, grafem je pfimka, obr. 15,
2. r=2,f(x)= X2, D¢ =R, grafem je parabola, obr. 16,
3. r=3 f(x)=x3 Ds =R, grafem je kubicka k¥ivka, obr. 17,

4. r=-1 f(x) :%, D¢ = R\ {0}, grafem je rovnoosa hyperbola, obr. 18,

5 r=-2, f(x)=i2, D¢ =R\ {0}, obr. 19,
X

6. r :%, f(x):&, D¢ =<0,2), grafem je ¢ast paraboly, obr. 20,

7. r :%, f(x) =3x, D =R, grafem je funkce inverzni k funkci x3, obr. 21,
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ya ya

Obr. 16 Obr. 17

0 X
Obr. 18
Y 4
y A 3
y=3/x
y =%
0 X
Obr. 20 Obr. 21

8. r=4/3, f(x)=x*/§, D¢ =(0,0), obr. 22,
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1
: G
9. r=——, f(x)=xV3, D¢ =(0,),0br. 23.
7 ) f =(0,0)
y ¥4
1
y=x‘/§ y:X\E
of 2 of x
Obr. 22 Obr. 23
Vyklad
1.5.5. Goniometrické funkce:
1. f(x)=sinx, D; =R, funkce se nazyva sinus, obr. 24,
2. f(x)=cosx, D¢ =R, funkce se nazyva kosinus, obr. 25,
ya yaA
11— 1
|
n |
— T
|2 ! T > \ T ? n /
o | 0 = X i |0 : ,x
| 2 | 2 |
l | |
-1~ N\AL___________
y=sin X -1 y=Cos X
Obr. 24 Obr. 25

3. f(x)=tgx,D;s = R\{(Zk +1)% ke Z}, funkce se nazyva tangens, obr. 26,
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4.

y=tg X

Vyklad

N

N3

Obr. 26

1.5.6. Cyklometrické funkce:

1.

2.

arkussinus, obr. 28,

arkuskosinus, obr. 29,

f(x)=arccosx, D¢ =<-11>,

y=arcsin x

x\

Na

Obr. 28

|
|
|
|
|
1

x\
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Na

f(x)=cotgx, Dy = R\{kz:k e Z}, funkce se nazyva kotangens, obr. 27.

ya
y=cotg X

NS

je inverzni k funkci

N3

><\

Obr. 27

f (x) =arcsinx, Dy =<-1,1>, je inverzni funkci k funkci sin x, x e< —%% >, hazyva se

cosX, xe<0,7 >, nazyva se

y=arccos X

Obr. 29
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3. f(x)=arctgx,Ds =R, je inverzni funkci k funkci th,XE(—%,%), nazyva se

arkustangens, obr. 30,
4. f(x)=arccotgx, Df =R, je inverzni funkci k funkci cotgx, xe(0,7), nazyva se

arkuskotangens, obr. 31.

y=arccotg X

o
><\
OF;]

X

Obr. 30 Obr. 31

Poznamky

1. Mezi z&kladni elementarni funkce se adi také funkce hyperbolické

X _aX

(hyperbolicky sinus, f (x) =sinh x = e—, D: =R, hyperbolicky kosinus,
> f

X —X .
f (x) = cosh x:i, D¢ =R, hyperbolicky tangens, f(x) =tgh x = AL , D, =R,
2 cosh x
i cosh x
hyperbolicky kotangens, f(x)=cotgh x =— - ,D; =R\{0}) a funkce
sinh x

hyperbolometricke, které jsou inverzni k funkcim hyperbolickym. V zékladnich kurzech

matematiky je vSak nebudeme uZivat.

2. Definovali jsme zakladni elementarni funkce. Funkce, které ziskame s¢itanim, odcitanim,
nasobenim, délenim a skladanim zakladnich elementarnich funkci se nazyvaji elementarni.
Souctem, rozdilem, nasobenim, delenim a skladanim dvou elementarnich funkci dostaneme

opet funkci elementarni.

k%
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Kontrolni otazky

1. Existuje k funkci y = x2 na celém definiénim oboru funkce inverzni?
a) ano, b) ne.

2. Je logaritmicka funkce o zakladua > 1 rostouci na celém svem defini¢nim oboru?
a) ano, b) ne.

3. Kterd z exponenciélnich funkci o zakladu a je na celém svém defini¢nim oboru Klesajici?
a)0<a<l], b) a>1.

4. Je-li funkce tangens periodicka, jakou ma jeji perioda hodnotu?
a) r, b) 2, c) neni periodicka.

5. Funkce sinus je periodicka. Existuje k ni funkce inverzni? Jestlize ano, na kterém
intervalu?

T 7T . .
a) ano, <_E’E>’ b) ano, <—z,7 >,  C) neexistuje.

6. Ktery z grafa funkci je totozny s grafem funkce y :%—arccosx?

a) y=arcsinx, b) y=arcsinx+%, C) y =arctgx.

Odpoveédi na kontrolni otazky

1.b); 2.a); 3.a); 4.a); 5.a); 6.a).

Ulohy k samostatnému Feseni
1. Urcete defini¢ni obor funkci:
a) y=1-log(x+2), b) y=|n(x2—x—6), c) y:Inli,
—X
d y= t e) y=log(-5x>+4x-3), f) y=Inl-Inx).
In(x—3)
2. Nakreslete grafy funkci:
a) y=2% b) y=27%, c) y=2%,
d) y=log;x, e) y=logy(-x), f) y=logy(2x) .
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3. Nalezné¢te periodu funkci:

a) y=sin3x, b) y=25in§, c) y=2sin(3x+5),
d) y=>5cos2x, e) y=4cos(zX), f) y=cos 22; 3 :
T
4. Nakreslete grafy funkci:
a) y=-sinx, b) y=1-sinx, c) y=1-cosx,
d) y=sin2x, e) y:sing, f) y=2cos(x—%),
9) yzcosX_Tﬂ, h)y y=tg2x, ) y=|cotgX|.
5. Urcete defini¢ni obor funkci:
a) y=arcsin(x—2), b) y=arcsin2”, c) y= arctgx—_1 :
X+1
d) y=arcsin(2x-3), e) y= arccos%x, f) y=arctg(tgx),
g) Yy=arcsin(cosx), h)y y= arccos1 , i) y=arccotgvl- X2 .
X
6. Urcete hodnotu funkce:
a) arcsin(-1), b) arcsin(2), c) arctg(-1),
d) arccos(l), e) arctg(~/3), f) arctg(n),
9) arcsin[— g] h) arccos[gj, i) arccotg(l) .

7. Nakreslete grafy funkci f(x), g(x) a porovnejte je:

a) f(x)=arcsinx, g(x)=g—arccosx,

b) f(x)=arccotgx , g(x)= g—arctg X .

Vysledky Gloh k samostatnému feSeni

1. a) x+2>0=>D; =(-2,0); b) (x-3)(x+2)>0= D¢ =(-0,-2)U(3,);

C) (x>0A1l-x>0)v(x<0Al-x<0) = D5 =(02) ; d) Xx-3>0AXx-3#1=
- : 2\ 11

Di =(34)u(4,x); e)pro kazdé xeR je (9| x—= +2—5 <0= D; =Y,

f) x>0Al-Inx>0= Dy =(0,e) . 2. Grafy viz priklad 1.3.4; funkce y=Ilog, x je

inverzni k funkci y=2* (grafy jsou soumérné podle piimky y=x). 3. a) pz%n;

k%
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b) p=4n; c) pz%n; d p=n; €) p=2; f) p=6x2. 4. Grafy viz priklad 1.3.4.

5.a) ~1<x-2<1= D =<13> ; b) -1<2"<1 = D =(-0,0> ; ¢) x+1#0 =

2—X
2

D =R- {-1}; d) -1<2x-3<1 = D =<12> ; e) —1< <l =

Df =<0,4> ; f) Df=R—{(2k+1)%, keZ}; g0) Df=R; h) —1§1§1 =
X

D¢ =(-0,-1>U<Lo0) ; i)1-x2>0 = D; =<-11> . 6. a) —g; b) Nedefinovana;

) —%; d) 0; e) %; f) Priblizng 72°21”; g) —%; h) Nedefinovand; i) %. 7. a) Grafy jsou

totozné; b) Grafy jsou totozné.

Kontrolni test

1. Urcete defini¢ni obor funkce y = In(In x).

a) (0,1, b) (1,), c) (0,).

2. Urcete defini¢ni obor funkce y = arcsmx'
logg x
a) <-11>, b) (1, ), c) (0,2).

3. Najdéte vSechna x € R, pro néZ plati logy 4 > log, 8.

a) xe(0,2), b) x e (1, ), c) xe(0,0).
. . 1+ X . .
4. Urgete, zda je funkce y = Inl— pro X € (-1,1) suda nebo licha.
—X
a) suda, b) licha.

5. Urcete periodu funkce y = x/zsin(3x—%).

a)p=§7r, 5 p=vZ o p-T.

6. Urcete hodnotu vyrazu V = arcsin(—%) + arccos(—%).
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a) V=%, b) V:%, c) V=L1.

7. Urcete inverzni funkci k dané funkci a jeji defini¢ni obor: y = 2arccos(1— x).

a) f‘l(x) :1—%; Df_l =R,

) £ 100- 0=, -R

C) neexistuje.

8. Urcete inverzni funkci k dané funkci a jeji defini¢ni obor: y =logsg x.

a) FX(x)=5%, b) fi(x)=x c) neexistuje.

Vysledky testu

1.b); 2.¢); 3.a); 4.b); 5.a); 6.a); 7.a); 8.a).

Pravodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné v 5 pripadech, pokracujte dalsi kapitolou. V opa¢ném

piipade¢ je tieba prostudovat kapitolu 1.5. znovu.
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