Matematika |, ¢ast Il Zakladni vlastnosti funkci a operace s funkcemi

1.4. Z&kladni vlastnosti funkci a operace s funkcemi
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dalSim studiu budou tyto vlastnosti ¢asto pouzivany. Je proto nutné si jejich definice dobie

Zapamatovat.

E——ll Vyklad E——ll

Definice 1.4.1.

Funkce f je ohrani¢ena shora, jestlize Vxe Dy 3he R: f(x)<h.
Funkce f je ohraniéena zdola, jestlize Vxe D¢ 3d e R: f(x) <d.

Funkce f je ohraniéena, jestlize je ohranicena shora i zdola, tj. Vxe Dy 3k e R: | f (x)| <k.
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ReSené tlohy
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Priklad 1. Funkce y = —‘1 , X € (—0,0) U (0,0) je ohrani¢ena shora, definici vyhovuje napt.
X

h=0, obr. 7.

Resené lohy

Pan
1/
/|\\

s/

Priklad 1. Funkce y = —‘1 . X € (—0,0) U (0,2) je ohrani¢ena shora, definice vyhovuje
X

napi. h=0, obr. 7.
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X

Obr. 7

2. Funkce y =e*, x e R, je ohrani¢ené zdola, definici vyhovuje napt. d =0, obr. 8.

Ya
y=e’
__/ ~
0 X
Obr. 8

3. Funkce y =sinx, x € (—oo,0) je ohrani¢ena, definici vyhovuje napt. k =1, obr. 9.

y
y=1
0 X
y=sin X
______ S y=1
Obr. 9
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LTI

Vyklad

Bs

Definice 1.4.2.
Funkce f se na intervalu | < D, nazyva rostouci (klesajici, neklesajici, nerostouci), jestlize
VX, Xp € lixg <Xp = F(x) < F(x2) (F(xq)> F(x2), T(xq) < f(x), F(xq)> f(x)).

Funkce spliujici na | n¢kterou z vySe uvedenych vlastnosti se nazyvaji monotonni na

intervalu I. Funkce rostouci a klesajici na | se nazyvaji ryze monotonni na I.

Resené ulohy

Priklad Dokazte, ze funkce y = x3je rostouci na R.
Regeni: Dokéazeme, Ze za predpokladu ¥ < X», X,%X €R je
x13 < xg, tj. XS’ - xf’ > 0. Plati:
3_,3 2 2 2 X5 X o
X3 =X = (2 =X + XX+ X1) = (0 = X)(4 +XXp +== ===+ X9) =

2
= (% —xl)((xl+x—22)2 +x3 —%}.

2
Podle predpokladu plati x5 —x; >0, (X +X—22)2 >0 a x% —XTZ > 0.
Z toho vyplyva xg - xf >0. Funkce y = X je rostouci na R.

Vyklad

A1/
an

Definice 1.4.3.
Funkce f se nazyva suda (lichd), jestlize

VxeDs :=xe D A f(=x) = f(x) (f(—x)=—f(X)).
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Poznamka

Graf sudé (liché) funkce je soumerny podle osy y (podle pocatku) soustavy souradnic.

Vyklad

Definice 1.4.4.

Funkce f se nazyva periodicka s periodou p € (0,), jestlize

VxeDg:ixtpeDjs A f(x£p)=f(x).

\1s

Pan

Resené ulohy

Priklad

funkce y=tgx, y =cotgx s periodou p = 7.

1. Periodické funkce jsou y =sinx, y=cosxs periodou p=2r a

2. Periodickou je také naptiklad funkce y = (1), x e Z, s periodou p = 2. Graf

viz obr. 10.
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Obr. 10
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Vyklad

Definice 1.4.5.

Funkce f se nazyva prosta, jestlize Vxq, X, € Dg 1% # X = T(X) = f(x).

Véta 1.4.1. Kazda ryze monotonni funkce je prosta.

¥
l|\\

Dikaz (ptimy):

Pro Vx, X, e D, X #Xy je X <Xp nebo X > X,. Z predpokladu véty vyplyva, ze

f(x) < f(xo) nebo f(x)> f(xy). V kazdém ptipade je f(x)= f(x).

Poznamka

Pamatujte si, Ze funkce prosta nemusi byt monoténni!
Resené tlohy

x+1 pro xe(0,1)

Priklad Funkce f(x)=
-X proxe<-1,0>
je prostd, neni vSak monotoénni, viz obr. 11.

Y 4
+2

T i S

XN

Obr. 11
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Vyklad

Umluva: Vyzna¢né body grafu funkce, v nichz je funkce definovana, budeme oznagovat

plnymi krouzky, body, v nichZ neni definovana, pak krouzky prazdnymi.

Definice 1.4.6.
Funkce g;(x) = f(X)+ fo(x), resp. go(x) = f1(x).fo(X), x € Dy NDy, se nazyva soucet,

f1(x)
fa(x)

resp. souéin funkci f;, f,. Funkce g3(x) =

,xe D¢ N(Dy, \{XE Dy, : f2(x):0}) se

nazyva podil funkci fy, fs.

Definice 1.4.7.

Megjme funkce g a h. Je-li u=g(x) e Dy, pro x e Dy, mizeme k x pifadit hodnotu
y =h(u) =h(g(x)). Rikame, Ze funkce f(x)=nh(g(x)), D = {x €Dy :g(x) e Dh} je funkce

sloZzend. Funkci h nazveme vnéjsi slozkou a funkci g vnitini slozkou skladani.

ReSené Glohy

Priklad Funkci f(x)=+v1- X2, D¢ =<-1,1> muzeme rozloZit na slozky

g(x):l—xz,Dg =R a h(u) =+, Dy, =< 0,0).

Vyklad

A1/
an

Definice 1.4.8.

Necht je f(x) prostd funkce na Ds anecht Hy je jeji obor funkenich hodnot. Funkce

f‘l(y) definovana na H ¢ predpisem f"l(y) =X < y= f(x) se nazyva inverzni funkce

k funkci f(x).
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Véta 1.4.2. Pro kaZzdou prostou funkci f a k ni inverzni funkci i plati, Ze

VxeDy 1 N (F(x)=x a ¥VyeD 1 f(fH(y)=y.

Dikaz plyne piimo z definice.

Resené ulohy

Priklad Plati Ine* =x, xe R ataké ey - Yy, ¥ € (0,0). Logaritmické a exponencialni

funkce jsou inverzni.

Vyklad

NV

l|\\

Véta 1.4.3. JestliZe je funkce f rostouci (klesajici), pak funkce f1 je rostouci (klesajici).

Dikaz (sporem):

Provedeme pro funkci rostouci. Predpokladejme, Ze

W1 Y2 €D 1y <Y A TV 2 FH(Yy).

Funkce f je rostouci a tedy dostaneme f(f‘l(yl)z f(f‘l(yz)). Podle véty 1.4.2 je

Y1 = Yo, COZ je spor s predpokladem.
Resené ulohy

Priklad K funkci f(x)= x3, xeR, H: =R jeinverzni funkci funkce

f _1(y) = §/§ y € R. Obé¢ funkce jsou implicitné uréeny rovnici xS — y =0 a maji stejny

k%
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Matematika |, ¢ast Il Zakladni vlastnosti funkci a operace s funkcemi

graf. Vyménime-li v rovnici x = 3/y proménné, dostavame funkci y = 3/x, x € R, jejiz

graf je s grafem funkce y= X3 symetricky podle ptimky y = x.

Poznamka

Casto se pouziva nazev inverzni funkce k funkci f (x) nejen pro funkci f_l(y), ale take pro
funkci f1(x).

S cyklometrickymi funkcemi (arcsin x, arccosx, arctgx, arccotgX) se seznamite

v kapitole 1.5.6.

Kontrolni otazky

1. Ktera z uvedenych moznosti plati pro funkci realné proménné: Funkce je kazdé zobrazeni
f: M—> R, McR, které kazdému x e M prifadi
a) alespon jednu hodnotu y € R,
b) prave jednu hodnotu y € R.
2. Ktera z moznosti plati pro graf funkce liché?
a) je soumérny podle osy X,
b) je soumérny podle osy 'y,
c) je soumérny podle poc¢atku soustavy souiadnic.
3. Je kazda funkce prosta monotonni?
a) ano; b) ne; C) nemusi.
4. Co plati pro defini¢ni obor D¢ soucinu dvou funkci fy(x)-fy(x)?
a) D =Dy UDy,,
b) Df =Dys, NDs,.
5. Ke které z funkci Ize nalézt inverzni funkci?
a) ke kazdeé funkci,

b) jen k periodické funkci,

c) jen k prosté funkci.

* %y
* *
* *
* *
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-
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6. Funkce sinus je funkci periodickou. Je i ohrani¢enou zdola?

a) ano, b) ne.

Odpoveédi na kontrolni otazky

1.b); 2.¢); 3.¢); 4.b); 5.¢); 6.a).

Ulohy k samostatnému Feseni

1. Zjistéte, zda je dand funkce ohranicena. Pokud neni uvedeno jinak, uvaZzujte vSechna x,
pro néz je funkce definovana:
2 2

b) yzl——l, c) y=m+arccos(2x-1),
X_

a = ,
) Y 3+x°

2

x-1
d =— -1 e =1-3x, Xxe(=3,7), f =2arctg——.
)y x_1) ) Y (=37, 0 vy 9 1

2. Naleznéte intervaly, v nichZ je funkce monotonni. Nacrtnéte grafy téchto funkci:

a) y=2x°+4x+3, b) y=—VXx+5, c) y=[x-2/+[2x-1,
1 _ X+2
d y=—>:, &) y=3"2% H y=—-"r.
X+3 3-X
3. Z grafu funkce naleznéte maximalni hodnotu funkce:
a) y:5—x2, b) y:—x2—3x+2, C) y=—2x2+ax—a2.

4. Z grafu funkce naleznéte maximalni a minimalni hodnotu funkce na daném intervalu:

a) y:;, xe<15>, b) y:rxx, xe<l 4>  ©) y:i;—i, Xxe<0,4>.

5. Zjistéte, zda je funkce sudd, licha nebo neni ani suda, ani licha:

3 —
a) y=3x°-V1-x%, bh) y=2%, c) yzlogu,
2+X
3x 1 eX +e¥
d y= : €) y=-5C0SX, f) y= ,
2+ x4 G 2
2 : 33
X5 —x+1 sin X . X —X
9) Y= h) Yy="—"">5" ) y= :
X“+x+1 (X+sinx) |X|
2% -1 COS X
D oy=Ex— Ky y=—"""-, ) y=arctg
2X 11 COS X + XSin X 12
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6. Rozhodnéte, zda jsou dané funkce periodické. Pokud ano, urcéete periodu p :

a) y=sin2x, b) y:sinxz, C) Yy =XCOSX,

X 7 X 7
d =|sin—|, e =2c0S| 2X+— |, f =1+3tg| —+— |,
) y=fsing )y (“2) ) y=1+ g(2+4j
g) Yy=sinXx+cos2X, h) y=Ilog(sin x+cosXx), i) y= %sin(4nx +2).

7. Jsou dany funkce f(x) a g(x). Vytvoite slozené funkce fog a go f, urcete jejich

defini¢ni obory:

a) fiy=Inx g:y=1-|x, b) f:y=vx g:y=In(x+1),
c) f:iy=—Jx+5 g:y=x°-5 d) f:y=1 g:y=2%
X

8. Naleznéte inverzni funkci k dané funkci. Uréete defini¢ni obor a obor hodnot inverzni
funkce. Pokud neni dana funkce prosta na celém defini¢nim oboru, proved'te ztuzeni

funkce na mnoZinu, na nizZ je prosta.

2 y=2"1 b) y=—" 0 y-———
X+2 24eX’ \4/(x+2)3,
1 ,x-1 3
d =—J/X+5, e ==3", f =——,
) y=—Vx+ ) V=3 R Y
X , x-1
g) y=1-arccos(x—3), h) y=In(l-e"), ) y= Iy
— X

Vysledky tloh k samostatnému reSeni

1. a) ohranicend, O<y s%; b) neohranic¢end; c) ohrani¢ena, 1<y <2xn; d)ohranicena
zdola, y > -1; e) ohranicend, —20 <y <10; f) ohranicena, -z <y <. 2. a) klesajici

V (—o0,—1), rostouci v (—1,%0) ; b) Klesajici v (=5,); c) klesajici v (—oo,%) , rostouci

v (%,oo); d) Klesajici v (o0, —3) U (~3,); &) Klesajici v (—w0,0): ) rostouci

V (-03)U(3,®). 3. @) Yuax =Y(0)=5; b) Yuax = Y(_g)=%;
2
) Yuax = Y(%)=—7i. 4. 2) Yyax =YD =4, Yun = y(5):g;

k%
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b) y:L:—lﬁLi,funkceje neohranic¢end; c) yzl_—xz—l+i,
2—X 2—-X 1+x 1+x
3 . C 1
Yuax = YO0) =1, Yun :y(4):—g. 5. a)suda; b) ani suda, ani licha, f(—x):ﬁ;
X

c) lichg; d) licha; e) suda; f) suda; g) ani suda, ani lichd, f(—x):%; h) lichg; i) lichg;

j) suda; k) suda; I) licha. 6. a) p=m; b)neni periodicka; c) neni periodicka; d) p =2mx;
. 1

e) p=m; =2r; =2n; h) p=2n; i) p==. 7. a) fog:y=In1-(x,

) p=m; f) p=2n;g) p=2n; h) p=2r; i) p=7 ) fog:y=Iny1-|x

xe(-11); gofiy=,1-|Inx, xe<ete>; b) fog:y=4/In(x+1), xe<0,0);

gof:y=In(/x+1), xe<0,x); c) fog:y=-|x, xeR; gof:y=x, xe<-50) =

1
g je inverzni k f; d) fog:y:ix, XeR; gof:y=2X, x#0; 8. a) y:25X+1, X#5,
2

y=-2; D) y=|n(§—2), XE(O,%), yeR; ¢) y:—2+3[i4, x>0, y>-2;
X

3
d) y=x?-5, x<0, y>-5; e) y=1+log32x, x>0, yeR; f) y=2+eX ,x=0,

ye(23)U(B,®);0) y=3+cos(l-x), xe<l-ml>, ye<2,4>; h) y=In(l-e¥), x<0,

y < 0 (totozna s danou funkci); i) y=3- x>0, ye<l13).

1+ x2

Kontrolni test

1. Urcete defini¢ni obor funkce y =+/—Xx ++/4+ X.
a) xe<—4,0>; b) xe<0,4>.
2. Rozhodnéte, které z uvedenych funkci jsou prosté:

a) hl = {(011)’ (_2’3)’ (014)1 (71 2)! (6!4)}1
b) hy={(-21),(0,6), (5,7),(-3,0)};
c) hg= {(7,5), (8,6), (-2,0), (8,4)}.

a) hl,hz; b) h2; C) h3.

k%
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3. Sestrojte graf funkce y | X2 — X — 2| aurcete interval, na kterém je funkce Kklesajici:
1 1
a) Xe (—oo,—l)u(E,Z); b) xe (—1,5).

4. Reste graficky nerovnici: |X+1|<3.
a) X=2 b) X1 =—4, X9 =2, C) Xe<—4,2>.
5. Ureete funkci F(x) =f[g(x)] ajeji defini¢ni obor, je-li

g(x) :1_—X, f(u) =31+ u, u=g(x).

X

2) F)=3, x 0
X

) Fo) =3 x>0,
X

c) F(x):3‘/l_—x, X # 0.
X

6. Urcete linearni funkci f(x), pro niZ plati f(0) =—4, f(3) =11. Najdéete funkci k ni

inverzni.

a) f(x)=5x-4, f‘l(x) :%x+g;

_ 5
b) f(x)=-4x 5,f1x:—5 —.
) f(x) + (x) 252

Vysledky testu

1.a); 2.b); 3.a); 4.¢); 5.a); 6.4).

Pravodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné v 5 pripadech, pokracujte dalsi kapitolou. V opa¢ném

piipadé je tieba prostudovat kapitoly 1.3. a 1.4. znovu.
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