Matematika |, ast Il Polynomy

1. FUNKCE

Pravodce studiem

V dennim Zivoté, v prirodé, vtechnice a hlavné v matematice se neustale setkavame
s funkénimi zavislostmi jedné veliciny (napi. y) na druhé (napf. x). Tak napi. cena jizdenky

druhé t¥idy osobniho vlaku zavisi na poc¢tu kilometri.

Elektricky proud | podle Ohmova z&kona zavisi pii daném napéti U na odporu R vodice
podle vztahu I=U/R.

Objem V kruhového kuZele o poloméru r pti dané vySce v zavisi na velikosti poloméru r

podle vzorce

V =1m2v_
3

Vezméme v Uvahu rovnici y = 3x2 +1. Zvolime-li libovolné konkrétni realné &islo Xg, je
touto rovnici urceno pravé jedno ¢islo yq, které se rovna 3x6 +1. Tak napt. ¢islu x; =0
odpovida ¢islo y; =1, kdezto pro ¢islo X, =—1 dostaneme y, =4, apod. Zvolime-li tedy
libovolné ¢&islo X € (—o0,+00), je mu rovnici y = 3x% +1 piifazeno prave jedno ¢islo

y €<1,+0).

TrebaZe vSechny uvedené priklady jsou razného druhu, Ize v nich vystihnout spole¢nou
charakteristickou vlastnost touto definici:

Definice:

a) Zobrazeni,viz[2], f:M —C, kde M cC se nazyva komplexni funkce komplexni

proménné.

b) Zobrazeni f:M — C, kde M < R se nazyva komplexni funkce realné proménné.

c) Zobrazeni f:M — R, kde M = R se nazyva realna funkce realné proménné.
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o=

Poznamka
P dalSim studiu se vzakladnim kurzu matematiky budeme setkdvat pouze s realnymi
funkcemi realné promenné. Jedinou vyjimkou jsou polynomy, a proto se o nich kratce zminime

Gvodem.

1.1. Polynomy

Cile

Cilem této kapitoly je rozSiteni znalosti o polynomech (mnohoclenech ), které jsou
nezbytné nutné pro teSeni prikladu v nékterych dalSich kapitolach studijnich texta z predmétu

matematika.

Predpokladané znalosti

Jsou predpokladany znalosti operaci s polynomy vrozsahu stiedni Skoly, tj. scitani
polynomi, nasobeni polynomu ¢islem a polynomem, déleni polynomu polynomem a feSeni
jednoduchych typu algebraickych rovnic (napi. kvadratickd rovnice, binomicka rovnice,

reciproke rovnice).

Vyklad

o=

Definice 1.1.1.

n
Komplexni funkce komplexni proménné p(x) = a,x" + an_lx”_1 +..+yX+ay = z akxk,
k=0

kde xeC,a €C, a,#0 a ne N U{0} se nazyvéa polynom n-tého stupné.
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Poznamky

1. Zobrazeni C — {0} nazyvame nulovy polynom a nezavadime pro néj stuperi.

2. Pro polynom uzivame také nazev mnoho¢len.

3. Cisla a, k=0,..,n nazyvame koeficienty polynomu p(x), které pro nase potieby

budou obvykle ¢isly realnymi.
Resené dlohy

Priklad

p(x) = 2x* +3x% +1, xeC je polynom ¢&tvrtého stupné s koeficienty

30:11a1=0,32=3,a3=0,a4:2.

Poznamka

Soucet, rozdil a soucin polynoma je polynom. Podil dvou polynom: byt polynomem nemusi.
Resené dlohy

x3+2x+2

Priklad  Vypoctéte podil
X+1

Regeni: (3 +2x+2): (x+1) = x _x+3-—1
X+1

—(x3 + x2)
X2 £ 2X+2
—(—x2 —-X)

3X+2
—(3x+3)

-1
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Vysledek obsahuje ¢len il a neni tedy polynomem.
X+

Vyklad

Definice 1.1.2.

Rikame, Ze Xy € C je korenem nenulového polynomu p(x), jestlize p(Xp) =0. Polynom

X—Xg prvniho stupng, kde p(xg) =0, nazyvame kofenovym ¢initelem polynomu p(Xx).

Véta 1.1.1. Kazdy polynom stupné n>1 ma alespon jeden koren X € C.

Diikaz véty je obtizny a nebudeme jej provadét.

Vétal.1.2. Cislo xgeC je kotenem polynomu p(x) stupné n>1, pravé kdyZ existuje

polynom p;(X) stupné n-1 takovy, Ze plati p(x) = (x—xg) py(X).

Diikaz: Véta 1.1.2. je vétou ve tvaru ekvivalence, to znamena, Ze dukaz je nutno proveést ve
dvou krocich. UZijeme vzorce ak —pk = (a—b)(ak—1 +a 2o+ +abk 2+ bk_l), ktery

si maZzeme ovérit vynasobenim pravé strany rovnosti.

1. Predpokladejme, Ze X je kofenem polynomu p(x), tj. p(Xp) =0. Pak plati:

n n n
P(X) = p(X)—p(xo) = D ax = > apxg = D a (XK —x§) =

k=0 k=0 k=0
n
=3 ap (x—x) (e x 20 402 xE ) =
k=1
SN k-2 k-2 k-1
= (X=X0) D (@X T+ aXoX T+ FaX) X+agxy )
k

=1
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A/
Pax

Vyrazy ay K1y ay xox"_2 +..+ g x'é_zx +ay x'é_l jsou polynomy stupné

k-1 pro k=1,...,n. To znamena, Ze jejich sou¢tem dostaneme polynom stupné n—1, ktery

oznacime p,(x) a dostaneme p(X)=(X—Xg)py(X) .

2. Predpokladejme, ze plati rovnost p(x) = (X—Xg) py(X) . Dosadime x =X, a

dostaneme p(xg) = (X9 —Xg) P1(Xg) =0. Cislo xq je tedy korenem polynomu p(x).

Resené Glohy

Priklad  Cislo xg =-1 je kofenem polynomu p(x) = X3 +2x + 3.

Reseni: p(x) = X3 +2X+3= (x +1)(x2 -X+3)=(x+1) py(x) = x+1 je korenovy

¢initel = X, =—1 je kotfenem polynomu p(X).

Vyklad

A\ ¥
Paxy

Definice 1.1.3.
Plati-li p(x)= (x—xo)k pr(x), kde py(Xg) #0, k e N, pak tikame, Ze X je

k-nasobny kofen polynomu p(X).

Poznamka

Misto 1- nasobny budeme 7ikat jednoduchy koiten.

= * gk
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Vyklad

Véta 1.1.3. Necht' p(x)je polynom stupné n>1. Pak existuji ¢isla x,X,...,X, €C, ktera

nemusi byt rizna, takova, Ze

P(X) =an (X=X )(X—X2)...(X—Xp).

A\ ¥
Paxy

Bez dukazu.

Poznamka

Podari-li se ndm zapsat polynom p(x) ve tvaru z predchozi véty, rikame, Ze jsme provedli

rozklad polynomu p(x) na koFenové ¢initele v oboru komplexnich cisel.

Resené Glohy

Priklad  Polynom p(x) = 2x° —6x* +8x3 —8x% + 6x—2 ma koreny 1,i,1,—1i,1. Jeho

rozklad na koienové ¢initele ma tvar
p(x) =2(x=D)(x=1)(x=D(x+1)(x-1) = 2(x—1)3(x— D(X+1).

Vidime, Ze koten 1 je trojnasobny a koteny i, -i jsou jednoduché.

Poznamka

Urcit koreny polynomaz 1. a 2. stupne vede na 7eSeni linearni a kvadratické rovnice. Obtize
nastavaji p7i urceni koreni polynomi stupné n>3. Pro n=3 a n=4 existuji pomerne
komplikované vzorce pro urceni koreni, podobné jako existuje vzorec pro 7eSeni kvadratické
rovnice. Pro n>5 takové vzorce vSak viibec nelze urcit. Pro naSe pot/eby bude stacit navod
na urceni koreniz polynomi stupne n>3, ktery uvedeme v priSti kapitole. S pribliznym

urcenim korenz polynomaz se studenti seznami v predmétu numerické metody.
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Ulohy k samostatnému feeni
1. Pro dané polynomy p(x) = x> —2x+5 a q(x) = 3x* +7x3-5x% +2 vypoctéte:
a) p(2), b)  p(-2), c) a(0),
d)q(-1), e) p(), f) a(-),
9) pd+i), hy  p()+a(x), ) a(x)-p(),
) p(Ja(), k) pRad. ) a0):p(x).

2. Stanovte koeficienty polynomu tak, aby platilo p(x) =q(x):
a) p(x) = a3x3 +3x% +2x+1, q(x) = b2x2 +byx+Dbg,
b) p(x) =5x° —8x—4, q(x) = (@a+b)x? + (-a+b+c)x+(a+c).
3. Vynéasobte polynomy:
a) (-3x+2)(=3x-2), b)  (X=D(x>+x+1), o) (C-x+2(x3-x-2),
d) (2x—5)(4x2 +10x+25), e) (x2 — x\/§+1)(x2 +x2 +1).
4. Vypoctéte podil polynomi:
a) (2x4 +x3 - x2 +3x+3):(x+1), b) (2x5 +3x4—2x3+2x+4):(x+ 2),
c) (x5 —3x*+ 2x3) 1 (x=2), d) (x4 —x3+ 2x-1): (x2 —2X),
e) (x5 +3x4—5x3+2x+4) : (x3—x+1),
f) (x6 +2x° —6x* —x3 +7x2 —5x): (x3—x+1).

5. RozloZte polynomy na soucin kotenovych cinitel:

a) p(x):—x2+1, b) p(x):2x2+4x+2, C) p(x):x2+x—6,
d) p(x):3x2+2x—1, e) p(x):x2+4, f) p(x):2x2+5,
g) p(x)=x2+13x-48,h)  p(x)=9x>-16, ) p(x)=-x2+2x-2.

6. RozloZte polynomy na soucin korenovych ¢initel:
a) p(x):3x3—3x2—6x, b) p((x)= x3—8, C) p(x)=8x3+12x2 +6X+1
d) p(x):2x3+x2—3x, e) p(x):x3—3x2+4, f) p(x):x3—3x2+3x+ 26,

g) p(x)=x*-9, h) p(x)=2x*-32, ) p(x)=x8-1.
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Vysledky uloh k samostatnému reSeni

1. a)9; b)1:¢)2;d)-7; €)5-3i; )10+7i; g)L1; h) 3x*+8x3—5x% —2x+7;
i) 3x% +6x3—5x% +2x-3; j) 3x’ +7x8 —11x° + x* +47x% = 25x% —4x+10 ; k) 182 ;
x> —x—33
x> —2x+5
3. a) X% -4 ; b) x3-1; C) (x3—x)2—4:x6—2x4+x2—4 ; d) 8x3 —125 ;
e) (x2+1)2—2x2=x4+1 4. a) 2x3—x% +3 ; b) x4t -x3+2 C) xt-x3
d) X2+ X+ 2+ (Zx—l ) X2+3X_4+M

X —2X X°-x+1

b) 2(x+1)2 ; ¢) (x=2)(x+3) ; d) 3(x+1)(x—%) ;e) (x=20)(x+2i) ;

|) 3X+7+ 2. a) 8.320, b2=3, b1=2, b0=1; b) a=3, b=2, c=-7.

: f) X3+ 2x2—5x . 5. a) (1-X)1L+X);

f 2(x—i\E)(x+i\E) 19) (x=3)(x+16) : h) (3x—4)(3x+4):9(x—%)(x+g) ;
i) —(x—=1+i)(x=1=i) . 6. a) 3X(x—2)(x+1) ; b) p(xX)=(X—2)(X+1+iv3)(X+1-iy/3) ;
c) (2x+1)3:8(x+%)3 ) x(2x+3)(x—1)=2x(x+§)(x—1) ce) (x+1)(x=2)% ;

f) (x—1)3+27:(x+2)(x—§+¥)(x—§—¥) - 9) (X3 (X—V3)(x+iV3)(x~i3) ;
h) 2(x+2)(x—2)(x+2i)(x—2i) ;
1+;x/§)(x+1—i\/§)(x_1+i\/§)(x_1—ix/§)_

) (Xx+D)(x-1)(x+ 5 5 5
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