Matematika I, ¢ast | Operace s vektory

3.3.  Operace s vektory

Vyklad

Definice 3.3.1.

Necht’ ¢ je thel dvou nenulovych vektorti m, v (obr. 3). Skalarnim sou¢inem vektori
u,v rozumime ¢islo, které budeme oznacovat m.v (nékdy struéné mv) a které definujeme

rovnosti
wv =|u||wv]|coseo. (1)

JestliZe je alespon jeden z vektord nulovy, pak definujeme w.v = 0.

Véta 3.3.1. Skalarni soucin dvou vektoru je roven nule prave tehdy, kdyZ oba vektory jsou

bud’ nenulove na sebe kolmé nebo alespon jeden z vektoru je nulovy.

Dakaz: Vétaje piimym dusledkem piedchéazejici definice.

Véta 3.3.2. Pro libovolné dva vektory w = (uy, ..., Uy), v = (vy, ..., Vp) plati:

WV = UVvy + UV + ... + UpVy (2)

Dinkaz.

a) Predpokladejme nejprve, Ze vektory wm, v jsou linearné nezavislé. Potom jsou body A, B, C

vrcholy trojuhelnika (obr. 3), v némz plati kosinova véta
ju - v = [ul® + v - 2w V] cos o,
Cili
(Ur - Va)* + (Uz - V)P + oo+ (Un = Vi)* = (Un) o+ (U)o o (Un)” o (V) o (V) + o

+ (V)? - 2(w.v).
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Jednoduché uprava této rovnosti nas dovede ke vzorci (2).

b) Predpokladejme, Ze vektory w, w jsou linearné zavislé. V tomto piipadé body A, B, C lezi
na jedné piimce a obratu s kosinovou vétou nelze pouZzit. Jeden z obou vektora miZzeme
napsat jako souc¢in druhého vektoru a redlného ¢isla k. Necht' napiiklad v = k..

Predpokladejme nejprve, ze k > 0. Potom muzeme psat:

wv =|u||v|cos0=|ullku| =

= k\/ul2 + Ui+ Ul \/uf +US+.4u? =KuZ + Kui+.AkuZ = u v, ULV, LUV

V piipadg, Ze k< 0, postupujeme analogicky, piipad k = 0 je evidentni. Tim je véta dokazéna.

Poznamka

1. Ze vzorcu (3), (kap. 3.2) a (2) (kap. 3.3) plyne okamZite spravnost dalSiho vzorce pro

vypocet velikosti vektoru ar:

= Juu
UZijeme-li oznaceni & = .1, miizeme predchazejici vzorec napsat strucné ve tvaru
u| = Ju? | nebo |mf? = o
2. Skalarni soucin vektorii, ktery je zobrazenim
Vi xVn >R, (mw) > uvy + Uvp + ...+ UV, €R,
spliiuje nésledujici vztahy, jejichZ spravnost plyne z vlastnosti realnych cisel:
unv=v.uau,
(kar). v = k(ar. w),
(x+v)w=uw+ v.w,
pro kazdé ar, v, w €V, a k eR.
3. Velikost vektoru je zobrazeni V, — <0,2), |a| - \/ﬁ e R az vlastnosti realnych cisel
vyplyvaji primo vztahy

|l =0 < =0,

= i’*,i
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|kar| = [K| |,
|+ v < |a| + ],

provsechna mr, v €V, a k e R.

4. Vektory amr, w, které jsou linearne zavislé, tj. s = kw; k € R, se nazyvaji kolinearni.

Resené tlohy

Priklad Urceme Uhel vektora m = (1, 1,0) awv = (0, 1, 1).
Reseni:
cosp= MY _10+11+01 —i—ﬂz(p n

ul |v] V242 2 2 4’
Definice 3.3.2.

Necht” jsou dany vektory w = (uy, Uz, U3) a v = (i, Vo, V3). Vektor

ul u2
Vl VZ ,

ktery znacime w x v, se nazyva vektorovy souéin vektorima w.

U, U
Vo, Vs

u3 ul
’ V3 Vl

Poznamky

1. Vektorovy soucin je zobrazeni V. — Vs, (mr, ¥) — o x we V3 spliujici vztahy
uxv=-vxuau,

(kar) x v =k(ax x w),

(H+vV)xw=uxw+vxw,

provsechna k eR a &, v, w € V3.

2. Vektorovy soucin vektori &, wlze zapsat ve tvaru determinantu

4
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i §j k
uxv=|\Uu U, Us|,
Vi V, V3

kde 7=(1,0,0), y= (0,1,0), &= (0,0, 1) jsou jednotkové vektory ve smeru os kartézské

soustavy souradnic. Rozvojem podle prvniho 77adku totiz dostaneme

u, uz Uz U

Vs Vg

uxv= 1

Vo V3 Vi Vp

3. Z definice vektorového soucinu zejme plyne, Ze pro nenulové vektory ar, wplati, Ze

u x v = o praveé tehdy, kdyZ ar, w jsou linearne zavislé.

Véta 3.3.3. Vektorovy soucin w x v je vektor kolmy na vektory w, v € V3.
Dikaz: Pro vektor w:

i §J K wi wj wkl u u, u;
Vi Vyp Vg ViV, V3 Vi Vp Vg

Vzhledem k tomu, Ze skalarni soucin w. (m x v) =0, jsou vektory w a w x v na sebe kolmé.

Pro vektor v je dikaz obdobny.

Véta 3.3.4. Pro kazdé dva vektory w, v € V3 plati
lwxwv | =|w||wv]sing, kde o je thel vektori u, v.

Diikaz: Dokazovany vztah umocnime na druhou. Leva strana rovnosti pak je

2 2
u u u u
| xwv |2 = - : . 1 = (U,v, — U3V2)2 +(Ugv, — U1V3)2 +

Vo Vs Vi YV,

+ (Uva + Upvi)® = U2VE = 2U,U,V,V, + UZVE + U2vZ — 2u,U,V,V, + UPV2 +

2

+ UXVE — 2U,U,V,V, + USVZ.

E‘f 136
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Upravime pravou stranu uzitim véty 2.
2 2 ain2 - 2 2 2 - 2 2 2 2 2
la["|v["sinp= |w["[v[(1-cos®g)= [m[|V][-|w[[V]cosp=

|w P [P ()’ = (Uf +ug UV 4 V3 4 VE) = (U UV, + UV =

22 22 22 22 2072 20,2 Bos® 2,,2 2oi2 22 By
u;vy +u,vy +Uuzvy + U v, +U,V, + UV, + UV +U,Vs + UV, — UV — ULV, —

24,2
— U3V3 —2U,U,V,V, — 2U,U,V,V, — 2U,U,V,V, =
UsvZ + uiv? + U2v2 + usv: + ulvi + uivi —2u,u,v,v, — 2U,U,V,V, — 2U,U,V,V, .

Z porovnani vysledku plyne, Ze leva strana rovnosti se rovna prave.

Poznamky

— —
1. P#i umisteni vektori OX e m, OY e v je velikost vektorového soucinu rovna obsahu

rovnobéznika O, X, Y, X+Y (obr. 4) pro |ar x v] =0.

A

uxv

< X+Y

Obr. 4

2. Vektory m, v a w=wux v Vv tomto poradi tvori tzv. pravotocivou trojici

(obr. 5).
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pravotociva trojice vektori

(w, v, w)

levotociva trojice vektora
(w, v, w)

Obr. 5

Resené tlohy

Priklad Stanovme obsah trojuhelnika o vrcholech A= (1,0, 1),B=(2,-1,1) a

C=(,1,-1) (obr.6).

138
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Reseni:
¢ -

AB=B-A=(, -10)
%
AC=C-A=(0,1 -2).

A B

Obr. 6
PA =1|AB><AC |=3|1 -1 0|=£|2i+2:i+k|=1|(2,2,1)|=
2 2 0 1 _o 2 2

= 1 4+4+1 = E
2 2

Definice 3.3.3.

Cislo w.(v x w) se nazyva smiseny sou¢in vektoriiu, v, w € Va.

Poznamky

1. Smigeny soucin vektor je zobrazeni V; — R, (u, v, w) - m(vx w) €R.

2. SmiSeny soucin vektori ar = (U, Uy, U3), W= (V1, V2, V3), ® = (W1, Wp, W3) lze vyjadrit

j:

nasledujicim zpuzsobem:

V2 V3 V3 Vl Vl VZ
(U, Uz, uz) . ((v1, V2, v3) x (W1, W2, W3)) = (U1, Uz, U3) .

W, Wj

Wy Wy (W, W,

4
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1 2 Us
— Vo, Vs Vi Vs Vi V|
= uy -u, + U, = |V, V, Vg.
W, W, U, Wi w, W,
1 2 3

3. Z vlastnosti determinantu plyne, Ze jakakoliv vymeéna dvou vektor:: smiSeneho soucinu meni

jeho znaménko.

- —

Véta 3.3.5. Necht OX,0Y,OZ jsou umisténim linedrné nezavislych vektora

u, v, we V3. Pak | m.(v x w) | je rovna objemu Sikmého hranolu (rovnobéznosténu)
o vrcholech O, X, Y, X+Y, Z, X+Z, Y+Z, X+Y+Z.

Dikaz:

X+Y

X+Y+Z

Obr. 7

Obsah rovnobéznika O, Y, Y+Z, Z je roven v x w|. Plati [m.(v x w)| = [a]. [w x w/||cose|,
kde @ je Uhel vektora m a v x w. Vyraz |a|.|coso| je pak velikost vySky uvaZzovaného hranolu
nasténu O, Y, Y+Z, Z.

h"i!! I
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Poznamky

1. Z definice smiSeného soucinu a z vety 5 plyne, Ze pro nenulové vektory ar, w, ww plati

w.(v x w) = 0 prave tehdy, kdyZ jsou linearné zavislé.

2. Linearne zavislé vektory @, w, w se nazyvaji komplanarni.

ReSené tlohy

Priklad Stanovme objem hranolu uréeného vrcholy (0,0,0), (1,1,1), (2,-1,0), (4,0,-1).

Redeni: Zbyvajici vrcholy maji souradnice (3,0,1), (5,1,0), (6,-1,-1) a (7,0,0).

1 1 1
V=[l2 -1 0|]=|1+4+2]|=T.
4 0 -1

Kontrolni otazky

1. Jak je definovéana vzdalenost dvou libovolnych boda A =(a,,a,,a;), B=(b;,b,,b;)

3-rozmérného euklidovského prostoru:

a) p(A,B)= \/(al + b1)2 +(ay+ b2)2 +(ag+ b3)2 ,

b) p(A,B) = \/(al - b1)2 +(a, - b2)2 +(az— b3)2 ,

¢) P(AB) =(af —b7) + (a3 ~b3) + (a3 +13).
2. Pro uhel ¢ vektori w, v plati:
a) pe<0,7 >,

b) pe<0,27 >,

T
C) p=—.
) >

= i’*,i
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3.

Plati-lipro m# 0,k 0, k e R: v=k-u, nazyvame vektory u,v:
a) kolinearni,

b) komplanarni,

C) opacné.

Ktery z nasledujicich vyrokua definuje skalarni souc¢in vektori w, v :
a) wv=|ul-|v|-sing,

b) w-v=|ul|-|v|-cosg,

c) wv=|u|-|v|- tge,

Vyraz w x v=o plati pravé tehdy, kdyZ nenulové vektory wm,v jsou:
a) linearné nezavislé,

b) linearn¢ zavislé.

Co je geometrickym vyznamem velikosti vektorového souginu vektoria OX, OY :
a) objem rovnobéznosténu se zakladnou O, X,Y,X+Y,

b) obsah trojahelnika s vrcholy O, XY,

c) obsah rovnobéznika s vrcholy O, X, Y, X+Y.

SmiSenym soucinem vektort w,v,w nazyvame:

a) vektor w x (vxw),

b) ¢islo w - (v-w),

c) ¢islo w - (vxw),

Vyraz w - (vxw) =0 plati praveé tehdy, kdyZ nenulové vektory mw,v,w jsou:
a) komplanarni,

b) navzajem kolmé.

Odpovédi na kontrolni otazky ﬂ;}-/l

1.b), 2. a), 3. a), 4. b), 5. b), 6. ¢), 7. ), 8. a).
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Ulohy k samostatnému Feseni

1. Vypoctéte skalarni soucin a Ghel vektora a, b, kdyZz
aa=(1,1-4,b=(1-22),
b)a=(2,3,-1), b =(13, -6, 8).

2. Provektory a, b plati |a|=5,|b |= 4ajejich Ghel ¢ = % . Urgete a) a.b, b) a2 b,

c) (a - )%

3. Doplite chybgjici slozky kolinearnich vektori a = (3, ay as), b= (b1, 4, bs),
e =62, -3).

4. Vypoctéte ab, jestlize a = 6i + 4§ - 3k, b =51 - 2§ + 2k.

5. Jsou dany ti body A = (-1, 2, 3), B = (1, 1, 1), C = (0, 0, 5). Dokazte, ¢ AB L AC a
stanovte vnitini Uhel B pti vrcholu B v trojahelniku ABC.

6. Pfi kterych hodnotéch cisel a, B jsou vektory a = -5i + 3§ + fkka b = ai - 6§ + 8k

kolinearni ?

7. Urcete vektor x kolinearni s vektorem a = (3, 1, -2), jestlize x.aa = 42.

8. Vektor x je kolmy na vektory a = (6, 3, 0), b = (1, 7, 2). Urcete jeho souradnice, je-li
x.e =6, kde e = (4, -4, -2).

9. Jsou dany tii vektory a, b, e. Urcete vektor x, plati-lia = (2, -1, 3), b = (1, -3, 2),
e =(3,2 -4), x.a=-5xh=-15 x.¢ = 20.

10. Urcete velikost pravouhlého pramétu vektoru b do vektoru a, je-li dano

a=(-2,12), b=(4,2,1).
11. Vektory a, b sviraji thel ¢ :%. Urcete |a x b, je-li|a| =3, |b| = 4.
12.Urcetea x b, |a xb|, je-lia=(1,2,3),b=(3,2,1).

13. Zjednoduste vyraz (i + 2k) x (2i - 3§ + k).

axn

14. Odvod'te platnost vyrazu tge = “ab kde o je uhel vektori a, b.
a.

15. Jsou dany vektory a = 3i + k, b = -i + 4j. Urcete vektor e kolmy k danym vektoram.

16.Jsou dany body A, B, C. Urcete souradnice bodu D a obsah rovnobéznika ABCD, je-li
dano A = (8, 7, 6), B = (-12, 10, 10), C = (-8, 1, 10).

17. Urcete obsah A ABC, kdyZ A=(1,2,0),B=(3,0,-3),C=(5, 2, 6).

E‘f 143
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18. Je dan A ABC. Vypoctéte vysky trojuhelnika v, vy, Ve. A= (3, 2, 1), B=(0, -1, 1),
C=(-2,20).

19. Jsou dany vektory a, b, e. Urcete a.(b x e).
aa=(230),b=(101),e=(211)
b) a =4i + 3§ - 2k, b = -i + 2k, e = 4i - 2j.

20.Zjistéte, zda vektory a, b, e jsou komplanarni.
a)a=(3,40),b=(54-3),e=(42,3),
bya=(0,2-3),b=(6,4,-2),¢e =(-21,3),
c)a=4i+3j+5k, b=-i-2k ¢ =8i+6§ + 10k.

21. Zjistéte, zda dané c¢tyti body leZi v jedné roviné: A= (0, -7, 1), B= (4, -2, 0),
C=(8,0,-2),D=(1,-5, 1).

22. Je dan rovnob&znostén ABCD A'B'C'D vrcholy A= (0, 1, 2), B= (5, 2, 3), D = (-1, 6, 4),

A’ =(0, 1, 6). Urcete souradnice vrchola C, B',C’, D’ a objem télesa.
. . ] 1
23.Urcete objem ctyfsténu ABCD, jestlize plati Vi =5 Viovnobesnosteny - Vrcholy

styfsténu: A=(2,1,0),B=(7,4,),C= (10,3, -4), D = (3, 6, 3).

Vysledky tloh k samostatnému reSeni

1.a) ab =-9, @:37“; b)ab =0, (pz%:aj_b. 2.a) 10, b) 25, 16,

c) a’- 2ab + b* = 21. 3.a=(3;1;-15), b = (12, 4, -6). 4.ab = 16.

5.AB.AC=0= AB L AC, cosB:%:B:%. 6.0.= 10, p = -4,
7.x=(9,3,-6). 8 x=(-6,12,-39). 9.x=(2,3,-2).

a.b 8+2+2
10. b, = |b|.cosp = |a| :m:4. T

ba a
11.]axh|=6+3. 12.axb=(4,8,-4), |axh/=4.46. 13.6i +3j -3k.
|a|.|b|.sin(p B sing

_Sne. 15. ¢ = I(-4, -1, 12), kde | € R, 1 0.
|a|.[b|.cosp cose

14. (g o =

- -
16. D = (12, -2, 6), P = 172,56. 17.PA:%|a><b|:l4, kde a=AB, b=AC.
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x €|

a - -
18. va= | =417, kde a=BC, e =AB, analogicky v, = 3,06, v; = 3,67.

al
19. a) 7, b) 36. 20. a) ano (a.(b x €) = 0), b) ne, c) ano.
21. Body A,B,C,D lezZi v jedné roving.
22.C=(4,7,5),B'=(6,2,7),C'=(5,7,9),D'=(0, 6,8), V=104. 23.V = 14.

Kontrolni test

1. Urcete jednotkovy vektor e, ktery je kolmy k vektorim a= 2i—j+k, b =i+2j-k:

a) e= 1 (—i+3§+5k),

NS
5) e =2 (3i-4)),
¢) e =(L0,0).

2. Pro vektory a, b plati: [a|=2, [b|=3, (p=%. Uréete Ghel vektori € =a+h, d=a-b.

a) p=115°40', b) p= % c) ¢ =85°10.

3. Vypoctéte a-b + b-e + a-e, jsou-li a,b,e jednotkové vektory a pro néz plati

a+h+e-=-o
3 2 2

a) ——, b)—, c¢)——.

) > ) 3 ) 2
4. Vypoctéte obsah trojuhelnika ABC, je-li A=(3,1,4), B=(0,2,1), C=(5,0,8).

1 1 1

a) E\/@, b) E@’ C) E\/%

5. Vypoctéte obsah a vysky rovnobéZznika urceného vektory a =2j+k, b =i+2k:

a) P=21, vlz%, vzzl,

5

by P=21 v,=vVv, = 2
5

c) P=+21, V=V, = %

6. Zjistéte, zda vektory a, b, € jsou komplanarni:
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a=(320), b=(111), e =(5,4,2).
a)ano, Db)ne.
7. Vektory a=3i+2§, b="2i+3j, e=i+2§+3k je urcen rovnobéznostén. Vypoctéte jeho
objem, obsah stény dané vektory a, b a délku jeji vysky.
a) V=15 S=3, v=5,
b) V=5 S=15 v=3,
c) V=15, S=5, v=3.

Vysledky testu
1.a),2.a),3.a),4.¢),5.¢),6.a),7.c).
Pravodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméng v 5 pripadech, pokracujte dalsi kapitolou. V opa¢ném

piipadé je tieba prostudovat kapitoly 3.1., 3.2., 3.3. znovu.
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