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Geometrie Predmluva projektu

STUDIJNI OPORY S PREVAZUJICIMI
DISTANCNIMI PRVKY PRO PREDMETY
TEORETICKEHO ZAKLADU STUDIA

je nazev projektu, ktery uspél v ramci prvni vyzvy Opera¢niho programu Rozvoj lidskych
zdroju. Projekt je spolufinancovén statnim rozpoétem CR a Evropskym socidlnim fondem.
Partnery projektu jsou Regiondlni stredisko vychovy a vzdélavani, s.r.o. v Mosté, Univerzita
obrany v Brné a Technicka univerzita v Liberci. Projekt byl zahajen 5.1.2006 a bude ukoncen
4.1.2008.

Cilem projektu je zpracovani studijnich materidli z matematiky, deskriptivni geometrie,
fyziky a chemie tak, aby umoznily predevsim samostatné studium a tim minimalizovaly pocet
kontaktnich hodin s ucitelem. Je zfejmé, Ze vytvorené texty jsou urceny studentum vsech
forem studia. Studenti kombinované a distancni formy studia je vyuziji k samostudiu, studenti
v prezencni formé si mohou doplnit ziskané védomosti. Vsem studentum texty pomohou pii
procviceni a ovéreni ziskanych védomosti. Nezanedbatelnym cilem projektu je umoznit zvyseni
kvalifikace sirokému spektru osob, které nemohly ve studiu na vysoké skole z ruznych duvodu
(socidlnich, rodinnych, politickych) pokracovat bezprostiedné po maturité.

V ramci projektu jsou vytvoreny jednak standardni ucebni texty v tisténé podobé, konci-
pované pro samostatné studium, jednak e-learningové studijni materidly, pristupné prostied-
nictvim internetu. Souc¢édsti vystupu je rovnéz banka testovych tloh pro jednotlivé predméty,
na niz si studenti ovéri, do jaké miry zvladli prostudované ucivo.

Prejeme vam mnoho uspéchu pii studiu a budeme mit radost, pokud vam predlozeny text
pomuze pii studiu a bude se vam libit. Protoze nikdo neni neomylny, mohou se i v tomto
textu objevit nejasnosti a chyby. Pfedem se za né omlouvame a budeme vam vdééni, pokud

nas na né upozornite.

ESF — ROVNE PRILEZITOST!I PRO VSECHNY
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Pokyny ke studiu Geometrie

I}

L
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POKYNY KE STUDIU

Pro zvyraznéni jednotlivych casti textu jsou pouzivany ikony a barevné odliSeni, jejichz

vyznam nyni objasnime.

Vyklad

oznacuje samotny vyklad uc¢iva dané casti.

Resené ulohy

Priklad: uvadi zadani prikladu.

Literatura
obsahuje seznam knih, které byly pouzity pti tvorbé piislusného textu a na které byly pripadné

uvedeny odkazy k hlubsimu prostudovani tématu.




Geometrie Uvod

Uvod

e piedkladany studijni material je spiSe sbirkou komfortné fesenych tloh nez souvislym

ucéebnim textem

e jednotlivé 1lohy jsou pfitom az na vyjimky feSeny metodou krok po kroku, tj. od zadani

az po Teseni je vyrysovana série nékolika obrazku opatienych vysvétlujicim komentarem

e ucebni latka je rozdélena do ¢tyr casti: Mongeovo promitani, Pravouhla axonometrie,
Ktivky a Plochy; na zacatku kazdé casti je uveden jeji tematicky obsah, jen ve stru¢nosti

a heslovité je pripojena prislusna teorie

e na webovych strankdch projektu (http://www.studopory.vsb.cz/) lze najit interak-
tivni verzi téchto materialu véetné virtualnich 3D modelu ke stereometrickym tloham

a dalsi aktudlni informace

e v origindle jsou vSechny obrazky provedeny barevné, coz vyrazné prispiva k jejich
prehlednosti; pti cernobilém tisku se tato vlastnost nemusi zachovat, zvlasté u nahledu

potizenych z virtualnich 3D modelu



http://www.studopory.vsb.cz/

Kapitola 1. Mongeovo promitani Geometrie

Mongeovo promitani

Tematicky obsah

Zobrazeni zakladnich ttvaru

o Zobrazeni bodu, Zobrazeni piimky, Zobrazeni roviny

Polohové ulohy

o Prusecnice dvou rovin, Prusecik piimky s rovinou

Metrické tlohy
o Ptimka kolma k roviné, Rovina kolma k ptimce, Otaceni roviny

Procviceni zakladnich tloh

o Konstrukce piimky, Stopy roviny, Pruse¢nice dvou rovin, Vzdélenost bodu od ro-

viny, Vzdalenost bodu od ptimky, Tecna rovina kulové plochy, Pravidelny Sestiu-

helnik

Zobrazeni kruznice

Resené konstrukéni ulohy

o Pravidelny osmistén, Kulovéa plocha, Rotaéni kuzel

Ulohy k samostatnému teseni

- 10 -




Geometrie 1. Obecny 1ivod

1. Obecny uvod

Vyklad

e francouzsky geometr a inzenyr Gaspard Monge (1746-1818), po némz je promitani

pojmenovano, je povazovan za zakladatele novodobé deskriptivni geometrie

e Mongeovou metodou sdruzeného pudorysu a narysu lze pomérné snadno fesit roz-

manité typy konstrukcnich iloh, zejména metrickych
e tato relativni jednoduchost je ovSsem casto na tikor nazornosti

e zobrazeni pomoci Mongeova promitani nachdzi uziti v ruznych modifikacich predevsim
v technickych oborech, kde je potieba z obrazu prostorovych objektu jednoduse zjistit

jejich rozmeéry a pripadné dalsi vzédjemné vztahy

- 11 -




1. Obecny 1ivod

Geometrie

Ukazky pouziti ve strojni a stavebni praxi
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Geometrie 2. Zobrazeni zakladnich titvari v Mongeové promitani

2. Zobrazeni zakladnich utvari v Mongeové promitani

2.1. Zobrazeni bodu — princip metody

Vyklad

e v Mongeové promitani je kazdy bod nejprve pravotihle promitnut do pudorysny 7 a

narysny v — tj. je sestrojen jeho ptudorys a narys

e nisleduje sklopeni (otoceni 0 90°) jedné prumétny do druhé kolem osy = — tzv. sdruzeni

prameéten (po otoceni sméiuji kladné sméry os y, z na opacéné strany)

e tim je kazdému bodu v prostoru jednoznac¢né pritazena dvojice bodu v roviné — tzv.

sdruzené pruméty, jejichz spojnice je kolma k ose x a 7ikd se ji ordinala

e je-li ddn bod A o soufadnicich [x4;ya; 24|, pak piislusnd ordindla protind osu x v bodé
x4 a pudorys A; resp. narys Aj lezi ve vzdalenosti (orientované) y4 resp. z4 od osy x

(viz nésledujici piiklad)

* X x

* *
* * - 13_
* *

*  *
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2. Zobrazeni zakladnich ttvari v Mongeové promitani Geometrie

Resené dlohy
Piiklad: Sestrojte sdruzené pruméty bodu A[1;2; 3].

e vodorovné zvolme osu x, kladny smér ukazuje doprava, a na ni pocatek O; oba ttvary

lezi soucasné v pudorysné i narysné, proto je znacime x; o, O1 2

—'V

=

01,2

e na osu x nanesme ve zvoleném meétitku (obvykle 1 ¢cm) a ve spravném smyslu z-ovou

souradnici bodu A

—~V

=
[\

O1,2

- 14 -




Geometrie 2. Zobrazeni zakladnich titvari v Mongeové promitani

e kladny smér osy y ukazuje kolmo dolu a tudiz kladnou y-ovou soutradnici naneseme

timto smérem a ziskame tak pudorys A; bodu A

()1’2 )Vl

)

I
24|

I

Ay

e podobné naneseme kladnou z-ovou soutadnici v kladném sméru osy z, tj. nahoru, a
ziskame narys As,; oba sdruzené prumeéty A;, As bodu A tedy lezi na ordinéle, kterd je
kolméa k ose z; bod A muzeme nyni snadno vymodelovat: k tomu je vhodné prelozit
papir podél osy = a vratit narysnu do jeji puvodni polohy kolmé k pudorysné; bod A

pak lezi nad svym pudorysem A; a soucasné pred svym narysem A,

Ay

)

I

I

It 3

I
;|

01’2 | I=1_>

21|

I

Ay

- 15 -




2. Zobrazeni zakladnich ttvari v Mongeové promitani Geometrie

2.2,

Zobrazeni primky

Vyklad

sdruzenymi prumeéty primky p, ktera ma k obéma prumétnam obecnou polohu, je dvojice

navzajem ruznych primek — pudorys p; a narys p

pro lepsi rekonstrukci piimky z prumeétu do prostoru je uziteéné najit jeji pruseciky

s obéma prumétnami — tzv. stopniky piimky

padorysny stopnik P je prusec¢ikem ptimky p s pudorysnou 7; protoze bod P lezi
v pudorysné, splyva se svym pudorysem P;=P a jeho narys P, lezi na ose x — z této
podminky lze také pudorysny stopnik v prumétu nejlépe najit: prusecik piimky p, s osou

x je jeho narys P, a na ordindle a piimce p; najdeme pudorys P; bodu P

podobné je narysny stopnik N prusecikem piimky p s narysnou v; splyva se svym
narysem No=N a jeho pudorys NV lezi na ose x — jeho konstrukce v prumétu je tudiz
obdobné: prusecik pifimky p; s osou z je pudorys /N7 a na ordindle a piimce ps najdeme

narys Ny bodu N

dalsi casto uzivanou konstrukei je tzv. sklapéni promitaci roviny primky do pru-

métny - obecné jde o otoceni roviny urcené primkou a jejim prumétem do prumeétny

- 16 -



Geometrie 2. Zobrazeni zakladnich titvari v Mongeové promitani

(tedy o 90°); sklapét lze vzdy na dvé ruzné strany - vybér zalezi na konkrétnim zadani
a situaci v prumeétné; sklopenim lze zjistit vadalenost dvou bodi, nanést urcitou

vzdalenost nebo urcit odchylku primky od primétny

e v Mongeové promitani lze sklopit piidorysné promitaci rovinu primky p, tj. rovinu
urcenou primkami p, p; do 7; v nasledujicim piikladé jsou tak sklopeny body A, B — jejich
vyska nad pudorysnou 7 je dana piislusnou z-ovou soutadnici a objevuje se v narysu
jako vzdélenost bodu A,, By od osy x; sklopené ttvary se v prumétu obvykle vyznacuji

¢erchované a znadi se v zavorkach

e podobné je mozno sklopit narysné promitaci rovinu piimky p, tedy rovinu uréenou
primkami p, ps do v
Rezené rilohy
Priklad: Sestrojte sdruzené pruméty piimky p=AB; A[3;4;1], B[-2; 1, 3].

e podle zadani vynesme soufadnice a sestrojme sdruzené pruméty A;, As, By, Bs bodu

A B

—'V

[\

O12

O — ——— — — — —f — —0

- 17 -
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2. Zobrazeni zakladnich ttvari v Mongeové promitani Geometrie

e pudorysem piimky p=AB je ptimka p;=A; B; a jejim narysem je primka ps=2A4,B5

—'V

e pro narys F» pudorysného stopniku P=p M 7 plati Fo=ps M 212 a pudorys P najdeme

na pifmce p; a na ordinale

s ]

=
[N

- 18 -




Geometrie 2. Zobrazeni zakladnich titvari v Mongeové promitani

e podobné sestrojime sdruzené pruméty narysného stopniku N=p Nwv: plati Ny=p; Nz 2

a Ny lezi na py a na ordinale

“;v

(V]

- 19 -




2. Zobrazeni zakladnich ttvari v Mongeové promitani Geometrie

e skutecnou délku tusecky AB muzeme zjistit sklopenim pudorysné promitaci roviny piim-
ky p do m: sklopend poloha (A) bodu A lezi na kolmici k piimce p; vedené bodem
Ap a plati [(A)A;|=2z4=1 (vyska bodu A nad 7), podobné se sestroji sklopend poloha
(B) bodu B (|(B)Bi|=2zp=3); tim ziskdme sklopenou polohu (p)=(A)(B) piimky p,
skutecnou velikost usecky AB (|AB|=|(A)(B)|) a také odchylku piimky p od pudorysny
jako velikost thlu, ktery sviraji piimky pq, (p) (vrcholem tohoto thlu je jiz sestrojeny

bod P=P,=(P), ktery pfi skldpéni zfejmé zustane na misté)

—'V

(V)

- 20 -




Geometrie 2. Zobrazeni zakladnich titvari v Mongeové promitani

e analogicky lze sestrojit sklopenou polohu [p]=[A][B] piimky p do narysny v, tentokrat

ovSem nanasime y-ové souradnice bodu A, B (tj. jejich vzdalenosti od narysny)

2.3. Zobrazeni roviny




2. Zobrazeni zakladnich ttvari v Mongeové promitani Geometrie

Vyklad

Stopy a hlavni ptimky roviny

e pudorysem resp. narysem obecné polozené roviny p je celd pudorysna 7w resp. celd

narysna v

—'V

o

O1,2

e prusecnice roviny p s pudorysnou (narysnou) je tzv. pudorysna (narysnd) stopa p’
(n”) roviny p — splyvé se svym pudorysem pf (ndrysem nf) a jeji narys p5 (pudorys nf)

padne na osu x
nj

-22 -




Geometrie 2. Zobrazeni zakladnich titvari v Mongeové promitani

e hlavni primky I. osnovy roviny p jsou pak pifimky v p rovnobézné s pudorysnou

stopou — jejich pudorys je rovnobézny s p” a narys je rovnobézka s osou x

Thg

'y Py

e hlavni pfimky II. osnovy jsou piimky v p rovnobézné s narysnou stopou - jejich

narys je rovnobézny s n” a pudorys je rovnobézka s osou x




A/
ash

2. Zobrazeni zakladnich ttvari v Mongeové promitani Geometrie

ReZené rlohy
Piiklad: Najdéte nérys bodu A leziciho v roviné p; p(—3;4;2), A[1;2;7].
e zadani: stopy roviny p jsou urceny pomoci bodu X,Y, Z, kde p{=XY, nf=XZ, pricemz
pro soutadnice bodu X, Y, Z plati X[—3;0;0], Y[0;4;0], Z|[0;0; 2]

p
ny

i

)
[

—'V

)
[

- 24 -




Geometrie 2. Zobrazeni zakladnich titvari v Mongeové promitani

e najdeme jeji narysny stopnik N: Ny=h N x a N, lezi na ordinéle a na stopé nf

—'v

&)

Ihg

=)

—'v

LI




2. Zobrazeni zakladnich ttvari v Mongeové promitani Geometrie

e a narys A; bodu A najdeme na ordindle a na ‘h§

Ihg

—'V

)
[\)

Ihf

e 2. zpusob feseni pomoci hlavn{ pifmky I1. osnovy: A€ Zhy, Iy || ©

)

—'V

[

HhT

- 26 -




Geometrie 2. Zobrazeni zakladnich titvari v Mongeové promitani

e najdeme jeji pidorysny stopnik P: Pi="h! N p! a P, lezi na ordindle a na ose x

th

e bodem P, pak prochézi narys Zhf || n§

th

=

—'v

th
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2. Zobrazeni zakladnich ttvari v Mongeové promitani Geometrie

e a tim dojdeme k témuz vysledku

—V

=

th

Ihg

—v

=
(]

Hh’l)

Ihll)

- 28 -




Geometrie 3. Polohové tulohy v Mongeové promitani

3. Polohové tlohy v Mongeové promitani

3.1. Prusecnice dvou rovin

Vyklad

e dvé ruznobézné roviny se protinaji v primce — k jejimu sestrojeni tedy staci znat dva

spolecné body obou rovin

e v Mongeové promitani se nejcastéji uzivaji pruseciky pudorysnych a narysnych stop,
pripadné pruseciky hlavnich primek obou rovin lezicich v nékteré roviné rovnobézné s

nebo s v
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3. Polohové ilohy v Mongeové promitani Geometrie

ReZené rlohy
Piiklad: Sestrojte pruse¢nici r rovin p, o; p(—3;4;2),0(4;2;3).

e podle zaddn{ sestrojme stopy pf,n5 a pJ,ng obou rovin

ng

V4

e pudorysny stopnik P pifmky r=pNo je prusecikem pudorysnych stop — tedy Py=p;NpJ
a narys P, najdeme na ordinale a na ose x
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Geometrie 3. Polohové iilohy v Mongeové promitani

e podobné pro narysny stopnik N hledané piimky r je No=nf Nng a pudorys N; lezi na

ordindle a na ose =

ng /

-31-
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Pty

3. Polohové ilohy v Mongeové promitani Geometrie

3.2. Priusecik primky s rovinou

n° n*

P

Vyklad

e k sestrojeni prumétu pruseciku dané primky a roviny je tfeba prolozit zadanou primkou
pomocnou rovinu; obecné lze tuto rovinu volit libovolné vhodné — v Mongeové pro-
mitani se nejcastéji prokldda rovina kolmd k pudorysné m nebo k narysné v (uziva se

tim tzv. kryci primka)

e je-li tedy ddna piimka p a rovina p, prolozme piimkou p rovinu « (3) kolmou k 7 (v);
prusecnice a (b) rovin p a « () pak protind piimku p v hledaném priseciku R piimky

p s rovinou p

Resené dlohy

Piiklad: Sestrojte prusecik R pifmky p=PN s rovinou p; P|[2;3;0], N[—3;0;2], p(3; 2; 3).
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Geometrie 3. Polohové iilohy v Mongeové promitani

e podle zaddn{ sestrojme stopy pf, n§ roviny p a sdruzené pruméty pi, po piimky p, kterd

je urcena svymi stopniky P=p N, N=pNv

Py ~
NP1
e 1. zpusob feseni: piimkou p prolozme rovinu o L 7 — je tedy p1=a1=p{, n§ L x a stopy
p{,ng se protinaji na ose x

N

N pr=a=p¢

-33-




3. Polohové ilohy v Mongeové promitani Geometrie

e sestrojme prusecnici a=P*N® rovin « a p, kde Pf=p{ N p$, Ny=nh N ng a zbyvajici
pruméty P§ a Nf najdeme na ose x a piislusnych ordindlach; v pudorysu se tudiz
kryji pruméty pifmek a a p (a;=p;) a odtud pochézi ndzev kryci primka, v néryse je

CLQZPQCLNQCL

)

—V

N pi=a1=pi=a;
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Geometrie 3. Polohové iilohy v Mongeové promitani

e pifmky a, p se protinaji v hledaném bodé R=pN p, jehoz narys je Ro=as N py a pudorys
R; najdeme na ordindle a na pudorysu p; ptimky p
N

— v

o

Py
P1 ~N

N pr=a=pi=a;
e 2. zpusob feSeni: analogicky prolozme primkou p rovinu § L v — je tedy ng =[o=po,

p’f 1 x a stopy p’f , n’g se protinaji na ose x
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3. Polohové ilohy v Mongeové promitani Geometrie

e podobné sestrojme prusecnici b=P*N? rovin 3 a p, kde P'=p? N p? Nb=nfNnj a
zbyvajici priméty Py a N? najdeme na ose x a pifslusnych ordindlach; v nérysu se

tudiz kryji pruméty pifmek b a p (by=p»), v pudoryse je by = PP N?

B_ .
ba=ny=[2= pa2
- ~

—V

S
[}
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Geometrie 3. Polohové iilohy v Mongeové promitani

e tentokrat najdeme nejdiiv pudorys Ry=b; N p; pruseciku R=p N p a pak doplnime jeho

narys Ry na piislusné ordindle a na piimce po

B_
bo=mn5=L02=p2
~

\N2
|

|

|

|
Ny

~
PR . . e P 2
e na zaver jsou vyrysovany oba zpusoby feSeni
j\fé},
Ny
ny
a9
By
ba=mn5=02= p2 |
~
~ |V
\\2 |
~
~
~ |
~
~
~
Ry
| ]\({)
() .
N 0.1 D% Ph_p ]~ .
NP'=N; ~ < |1,2|}P2 Py=pP, i\l 1,2
Al PN

Py

N pr=a=pf=a,y
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4. Metrické tlohy v Mongeové promitani Geometrie

4. Metrické tlohy v Mongeové promitani

4.1. Primka kolma k roviné

Vyklad

e pitmka k£ kolma k roviné p je kolma ke vSem piimkam této roviny, a tedy i k jejim

stopam

e pudorysnd (narysnd) stopa p” (n”) roviny p lezi v pudorysné = (ndrysné v) a podle Véty
o pravouhlém prumétu pravého uhlu musi byt pudorys k; (nérys ko) piimky k kolmy ke

stopé p* (nf), tj. k L p=Fky L pi aky L nb

Resené ulohy

Priklad: Bodem A ved'te pifmku k kolmou k roviné p; A[—2;4; 3], p(—4; 3; 2).
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Geometrie 4. Metrické tlohy v Mongeové promitani

e podle zaddni jsou sestrojeny sdruzené pruméty A;, Ay bodu A a stopy p7,nb roviny p

Ao

— — — —O)

e podle vyse uvedeného jsou tedy piimky k; L pf, Ay € ki, a ky 1 nb, Ay € ko, sdruzené

pruméty piimky k& 1L p, A € k

—V
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4. Metrické tlohy v Mongeové promitani Geometrie

4.2. Rovina kolma k primce

Vyklad

e jde o obracenou tlohu k ptedchozi tloze Primka kolma k roviné, a proto lze pouzit

analogické vztahy

e stopy hledané roviny kolmé k dané primce ovSem nelze sestrojit piimo a je tieba jit na

né oklikou pres hlavni primku nékteré osnovy a jeji stopnik

e v nasledujicim ptikladé je tloha fesena nejprve pomoci hlavni piimky prvni osnovy a

poté pres hlavni prfimku osnovy druhé

A1/
sty

ResSené ulohy

Priklad: Bodem A ved'te rovinu p kolmo k piimce p=KL; A[0;2;3], K[3;3;4], L[—1;1;1].
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Geometrie 4. Metrické tlohy v Mongeové promitani

e podle zadédni sestrojme sdruzené pruméty Ay, As, p1=K1L1, ps=KsLs bodu A a piimky
p=KL

e 1. zpusob fegeni: bodem A vedme hlavni pifmku ‘h* 1. osnovy roviny p L p — v primeé-

tech je tedy h{ L p1, Ay € Thy a 8 || x, Ay € Thh

—V
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4. Metrické tlohy v Mongeové promitani Geometrie

e najdéme narysny stopnik N=h?Nv; pro jeho ptidorys plati N;='h{ Nz a ndrys N, lezi

na ptimce A a na ordinéle

—'V

[\v)

e nyni jiz lze sestrojit stopy p”, n” hledané roviny p: nejprve ndrysnou nf L py, No € nf a

poté pudorysnou p] L p;, kterd se s ndrysnou stopou nf protind na ose x

b2

—'v
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Geometrie 4. Metrické tlohy v Mongeové promitani

e 2. zpusob Feseni: analogicky vedme bodem A hlavni piimku “h? 1. osnovy roviny p L p

— v prumétech je tedy Th{ || x, Ay € Thy a Thf 1 po, Ay € ThY

I hf b2

H}l

e tentokrat najdeme pudorysny stopnik P=%h? N ; pro jeho narys plati P,="h Nz a

pudorys Py lezi na ptimce Zh/] a na ordinale

zz
hf P2

Hh/f 1 __l.__
"
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4. Metrické tlohy v Mongeové promitani Geometrie

e stopy p?,n” sestrojime nyni v opa¢ném poradi: nejprve pudorysnou pj L pi, P} € pf a

poté ndrysnou nf L po

th nP D2

T1,2

e =d——
! Ay P
K,
I n
e na zaver jsou vyrysovany oba zpusoby feseni
Tpt b D2
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Geometrie 4. Metrické tlohy v Mongeové promitani

4.3.

Otaceni roviny

Vyklad

e pii otdceni obecné roviny p do pudorysny m kolem stopy p” se bod A € p pohybuje

po kruznici, jejiz stied P je stopnikem tzv. spadové pifmky ’s” I. osnovy (ta je kolmd
k hlavnim piimkam I. osnovy) a polomér otaceni se najde sklopenim promitaci roviny

pifmky Is”

rovinu lze kolem stopy otécet na dvé strany — o vétsi nebo mensi thel (v nasledujicim
prikladé je provedeno pouze otoceni o vétsi tihel); podobné jako kolem stopy p” do

pudorysny 7 je mozno rovinu p otoc¢it také kolem stopy n” do narysny v

otaceni roviny do prumétny kolem stopy vzdy indukuje osovou afinitu mezi obéma
rovinami a jeji kolmy prumét je pak pravoihlou afinitou mezi pruméty (vzor A;)

a otocenymi polohami (obraz Ag) — tuto afinitu lze s vyhodou vyuzit pii otdcent

konstrukce otaceni roviny se tedy uziva, je-li tieba sestrojit néjaky pravidelny utvar
(napt. pravidelny Sestithelnik nebo ¢tverec) lezici v obecné roviné (viz napf. ulohu

Pravidelny osmistén na strané 97)
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4. Metrické tlohy v Mongeové promitani Geometrie

Resené ulohy

Priklad: Sestrojte otocenou polohu bodu A lezictho v roviné p; p(5;7;4), A[1;2;7].
e podle zadédni sestrojme stopy pf,n5 roviny p a pudorys A; bodu A € p

Ny
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Geometrie 4. Metrické tlohy v Mongeové promitani

e pomoci hlavni piimky ’A” 1. osnovy a jejtho narysného stopniku N=’h? N v dopliime
narys Ay bodu A € p: 'nf || p7, A1 € 'hf, potom je Ni="h{ Nz a ndrys Ny lez{ na

ordinéle a na stopé nb; déle je 'hy || z, Ny € 'hf a narys Ay najdeme po ordindle na

<t Ip
primce ‘hj
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4. Metrické tlohy v Mongeové promitani Geometrie

e bodem A vedme spadovou pifmku s L p” L. osnovy roviny p — v priimétu je sestrojen

pouze jeji pudorys ’s| a podle Véty o pravouhlém primétu pravého ihlu plati sf L pf,

Ay € 1s7: pudorysny stopnik pifmky Zs? oznacme P, v priumétu je Py="1sf N p}

P
Ny
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Geometrie 4. Metrické tlohy v Mongeové promitani

e polomér |PA| otdceni bodu A zjistime sklopenim promitaci roviny spddové piimky s,
tj. |[PA|=|P1(A)|, kde bod (A) je sklopenou polohou bodu A a plati pro néj |(A)A| =

= z4 = |Asz|; bod P = P; zustéva pii skldpéni na misté

P
LS
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4. Metrické tlohy v Mongeové promitani Geometrie

e otoceni bodu A (kolem bodu P) pak muzeme provést tzv. ve sklopeni — pro otoc¢enou
polohu Ay plati Ay € 's{ a |AgP|=|AP|=|(A)P1| (zde je vidét moznost vybéru otacen{

o veétsi ¢i mensi thel, obvykle volime podle konkrétni situace v nakresné)
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Geometrie 5. Procviceni zakladnich tloh v Mongeové promitani

5. Procviceni zakladnich dloh v Mongeové promitani

e v predchozich ptikladech byly probrany tzv. zakladni tilohy Mongeova promitani, které
tvori jakousi malou nasobilku této zobrazovaci metody a jejich zvladnuti je nezbytné

nutné pro feSeni komplexnéjsich tloh; ty budou postupné nasledovat

5.1. Konstrukce primky

Resené dlohy
Priklad: Sestrojte primku p, kterda prochazi bodem A, od pudorysny mé odchylku 30° a je

ruznobéznd s osou z; A[0;4; 3].

e podle zadani vynesme soutradnice a sestrojme sdruzené prumeéty A;, A, bodu A

As

-51-
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5. Procviceni zakladnich tloh v Mongeové promitani Geometrie

e bodem A vedme piimku p* || v, kterd ma od pudorysny odchylku 30° (zvolme jednu ze
dvou moznosti), a sestrojme jeji pudorysny stopnik P* = p* N 7: pro pudorys pj plati
i || =, Ay € pi, narys ph prochézi bodem A, a svird s osou x thel dané velikosti 30°, tj.
s ordinédlou bodu A svira thel velikosti 60°; dale je Py = p5 N a pudorys P; lezi na p}

a na ordinéle

P 3
P2

—V

=

ook
D1

52 -




Geometrie 5. Procviceni zakladnich tloh v Mongeové promitani

e rotaci primky p* kolem osy AA; vznikne rota¢ni kuzelova plocha s vrcholem v bodé A;
na ni lezi vSechny ptrimky, které prochézeji bodem A a maji od pudorysny odchylku
30°; tato kuzelova plocha protina pudorysnu 7 v kruznici, ktera ma stfed v bodé A; a

prochazi bodem Py
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5. Procviceni zakladnich tloh v Mongeové promitani Geometrie

e sestrojend kruznice protind osu x v bodech P = P, = P, P' = P| = Pj a piimky
p= AP, p = AP (p1 = AiP1,py = APy a py = AP, py = AxP;) pak spliuji
vsechny zadané podminky, tj. prochazi bodem A, maji danou odchylku 30° od 7 a jsou

ruznobézné s osou T
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Geometrie 5. Procviceni zakladnich tloh v Mongeové promitani

5.2. Konstrukce stop roviny

ReZené tlohy
Piiklad: Sestrojte stopy roviny p = ABC; A[l;2;2], B[—1;1; 5], C[—2;4;1].

e podle zadani vynesme soufadnice a sestrojme sdruzené pruméty A;, As, By, By, C1,Cy

bodit A, B, C

V]

Cy

S

v

T1,2

S S ——

}o——————————o:’;

Ch
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5. Procviceni zakladnich tloh v Mongeové promitani Geometrie

e sestrojme piimku ¢ = AB a najdéme jeji stopniky P¢ = cNw, N = ¢Nv: v pudoryse
je c1 = A1B; a v naryse co = AyBs; pro narys Py pudorysného stopniku P¢ plati
Py = ¢y Nx a pudorys Py lezi na ¢; a na ordindle; analogicky je bod N{ = ¢; N
pudorysem narysného stopniku N¢ a jeho narys NS lezi na piimce ¢y a na piislusné

ordindle

e

- b6 -




Geometrie 5. Procviceni zakladnich tloh v Mongeové promitani

e stejnym zpusobem jako v predchozim kroku sestrojme sdruzené pruméty b, = A;Ch,
by = AyCy pifmky b = AC a uréeme jeji stopniky P® =bNa, N® =bnNuv: PP =byNx
a pudorys PP lezi na b; a na ordindle, podobné N? = b; Nz a narys NJ lezi na by a na

ordindle

\*2
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5. Procviceni zakladnich tloh v Mongeové promitani Geometrie

e nyni jiz snadno sestrojime stopy roviny p, které se protinaji na ose x: pf = PfPP a

P __ ¢ N\Tb
ny = Ny Ny

—V

[\

- hg8 -




Geometrie 5. Procviceni zakladnich tloh v Mongeové promitani

e na zavér muzeme jesté doplnit i sdruzené pruméty ptimky a = BC' a jejich stopniki

P*=anm, N*=anNv

\*2
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5. Procviceni zakladnich tloh v Mongeové promitani Geometrie

\ls

Pty

5.3. Prusecnice dvou rovin

Re3ené rilohy
Piiklad: Sestrojte pruse¢nici r rovin p, o; p(2;135°;105°), o(—3;60°; 75°).
e podle zaddni sestrojme stopy pf,nb, pJ,ng rovin p, o — konstrukce je patrnd z obrézku;

toto ojedine¢lé zadéani je zvoleno zamérné proto, aby byl pruseéik narysnych stop Spatné

dostupny

Sy
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Geometrie 5. Procviceni zakladnich tloh v Mongeové promitani

e sestrojme prusecik P pudorysnych stop: v pudoryse je P, = pi N pJ a nérys P, lezi na

ordindle a na ose x ng nb

Py Py
e dale ved'me libovolné vhodné rovinu « || v, ktera protne roviny p, o v hlavnich pifimkéch
Ipe he 1. osnovy, jejichz pudorysné stopniky P?, P? lez{ na piislusnych pudorysnych

stopdch: ay="Th)="hg, Pl=c,Np], PP=ayNpg, Ths || nb, Py € Thi, Ihs || ng, P € Thg

4 _ITyp__1I
Pl oo = hi="h{




5. Procviceni zakladnich tloh v Mongeové promitani Geometrie

e sestrojené hlavn{ piimky se protinaji v bodé H: v naryse je Ho = Zhf N Zhg a pudorys
H, lezi na ordinale a na pfimce oy

(o
no

I 012 712
| |
| |
|
Py | H,y g% ”hl*”h
|
Py
24 j24




Geometrie 5. Procviceni zakladnich tloh v Mongeové promitani

5.4. Vzdalenost bodu od roviny

Resené dlohy
Piiklad: Urcete vzdalenost v = |Ap| bodu A od roviny p; A[2;6; 5], p(4;4;6).

e podle zaddn{ sestrojme sdruzené pruméty A;, Ay bodu A a stopy pf, nh roviny p

P
ng

—V
N

A1/
sy




5. Procviceni zakladnich tloh v Mongeové promitani Geometrie

e vzdalenost bodu A od roviny p zmérime na kolmici & L p, A € p: pro jeji pudorys k;

plati k1 L pf, A1 € k1, podobné je v néryse ko L nb, Ay € ko

P
Ny

N 4

o
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Geometrie 5. Procviceni zakladnich tloh v Mongeové promitani

e primka £ protind rovinu p v bodé R = k N p, ktery sestrojime prolozenim pomocné
roviny 0 L v,k C [3; rovina 3, kde (5 = ng = kg a pf L x, protind danou rovinu p

v krycl piimce b = PN (by = ko a by = Py Ny, konstrukce je ziejmd z obrazku); pro

pudorys bodu R = kNp je pak Ry = by Nk; a narys Ry najdeme na ordindle a na piimce
by = ko

. B
Ny ko=[o=ny = ba
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5. Procviceni zakladnich tloh v Mongeové promitani Geometrie

e na zaveér stac¢i urcit skuteénou délku usecky AR; provedme to sklopenim pidorysné
promitaci roviny piimky k: pro sklopené polohy (A), (R) bodu A, R plati |(A)A,| =
= z4 =05, |(R)R:1| = zr = |z Rs|; feSenim ulohy je délka v = |Ap| = |AR]| = |(A)(R)|

P
1y

ko=(Bo=n}= b

'Y

ﬁ
o
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Geometrie 5. Procviceni zakladnich tloh v Mongeové promitani

5.5. Vzdalenost bodu od primky
ReZené lohy
1. zpusob reseni — uziti roviny vedené danym bodem kolmo k dané primce

Piiklad: Urcete vzdalenost v = |Ap| bodu A od piimky p = KL; A[2;3;3], K[—4;3;1],
L[3;7;6].

e podle zadani sestrojme sdruzené pruméty Ay, As, Ky, Ks, L1, Ly, p1,p2 bodu A, K, L a
piimky p = KL

)

—~V

[\

- 67 -
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5. Procviceni zakladnich tloh v Mongeové promitani Geometrie

e bodem A vedme rovinu o L p: pifmka Th¢ 1 p;, A; € 'hg je pudorysem hlavni pifmky
I. osnovy roviny o, pro jeji narys plati hg || z12, A2 € 'h$; bod Ny = Th N x5 je
pidorysem nérysného stopniku N = h° N v sestrojené hlavni pifmky, jeho narys N,
lez{ na ordinale a na pifmce 'hJ; a bodem N, prochdzf ndrysnd stopa ng L po, kterd se

s pudorysnou stopou p] L p; protina na ose x

—V

=
[\
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Geometrie 5. Procviceni zakladnich tloh v Mongeové promitani

e pudorysné promitaci rovina piimky p protind rovinu o v piimce r = PH, kde P, = pJNp;
a narys P, lezi na ordinale a na ose x, podobné je H; = Ih‘l’ N p; a narys Hsy lezi na
ordindle a na pifmce ‘hg; v ptudoryse je pak r, = PH, = p; (r je pudorysné kryci

piimka) a v naryse dostaneme ro = Py Ho

—V

S
[\
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5. Procviceni zakladnich tloh v Mongeové promitani Geometrie

e sestrojend piimka r protind danou piimku p v bodé R, ktery je soucasné prusecikem
piimky p s rovinou o; v naryse je Ry = py N ry a pudorys R; na ordindle a na ptimce

p1="n

'Y

ﬂ
o
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Geometrie 5. Procviceni zakladnich tloh v Mongeové promitani

e na zavér staci urcit skuteénou délku usecky AR; provedme to sklopenim jeji piidorysné
promitaci roviny: pro sklopené polohy (A), (R) bodu A, R plati [(A)A;| = = 24 = 3,
|(R)R1| = zr = |z Rs|; TeSenim ulohy je délka v = |Ap| = |AR| = |(A)(R)|

P2
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5. Procviceni zakladnich tloh v Mongeové promitani Geometrie

2. zpuisob reseni — pomoci otoc¢eni roviny urc¢ené danym bodem a danou primkou
Piiklad: Urcete vzdalenost v = |Ap| bodu A od piimky p = KL; A[2;3;3], K[—4;3;1],
LI[3;7;6].
e podle zadéani sestrojme sdruzené pruméty Ay, As, Ky, Ko, Ly, Lo, p1,p2 bodu A, K, L a
primky p = KL
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Geometrie 5. Procviceni zakladnich tloh v Mongeové promitani

e sestrojme pudorysnou stopu p” = PQ roviny p = Ap = AKL, kde body P,(Q jsou
pudorysné stopniky pifmek p = KL,q = AK: v naryse je P, = pyNx12a Q2 = ¢2N 19,
pudorysy P; € p1, Q1 € ¢ lezi na prislusnych ordinalach; pudorysna stopa je primka
P=PQ

b2

e

(V]

q1

Ly D1
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5. Procviceni zakladnich tloh v Mongeové promitani Geometrie

e rovinu p ototme kolem pudorysné stopy p” do pudorysny, sestrojme oto¢ené polohy
Ag, po bodu A a piimky p: nejprve uré¢eme polomér otaceni bodu A sklopenim prislusné
roviny otaceni (viz sklopend poloha (A) bodu A, kde |A;(A)| = z4 = 3) a sestrojme
otocenou polohu Ay (volime variantu otoceni o mensi thel); bod @ = @ = Qo zustdva
pii otaceni na misté a piimka gy = QYo Ao je otocenou polohou piimky ¢; na ni sestrojime
otocenou polohu K, bodu K a nésledné otocenou polohu py = FPyKy ptimky p, kde
Py = P, = P; jinak teceno, body A; a Ag, resp. K; a Ky, si odpovidaji v pravouhlé
osové afinité, jejiz osou je stopa pi; v této afinité si také odpovidaji pifmky p; a po, resp.

q1 a qo, které se protinaji v samodruzném bodé P, = Py, resp. Q1 = Qo, na ose pf

P2
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Geometrie 5. Procviceni zakladnich tloh v Mongeové promitani

e nyni jiz snadno tlohu dofesime v otoceni: bodem A, ved' me kolmici k piimce py, jeji patu
ozna¢me Ry a svorkou zvyraznéme vysledek, jimz je velikost v = |AgRo| = |Aopo| = |Ap|

ﬁseéky AO Ro

Napt. pomoci kruzitka muzeme zkusit ovérit, ze oba zpusoby reseni vedou k témuz vysledku. . .
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A1/
Ay

5. Procviceni zakladnich tloh v Mongeové promitani Geometrie

5.6. Tecna rovina kulové plochy

1/
n

T

ReZené lohy
Piiklad: Sestrojte tecnou rovinu 7 kulové plochy x(S,r) v jejim bodé T; S|0;4;5],
r=3,5,T[-1;2,5;7].
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Geometrie 5. Procviceni zakladnich tloh v Mongeové promitani

e podle zadani vynesme soutradnice a sestrojme sdruzené pruméty Si, So bodu S a pudorys

Tibodu T'; pudorysem ki, resp. narysem ko, kulové plochy « je kruh o stfedu Sy, resp.

Ss, a poloméru r = 3,5

_(,___
Sy

o
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5. Procviceni zakladnich tloh v Mongeové promitani Geometrie

e nejprve doplime néarys 75 bodu T € k: piimka o = SiT} je pudorysem roviny o L T,
kterd protind kulovou plochu & v hlavni kruznici h(S, r); sklopme rovinu a do pudorysny
a sestrojme sklopené polohy (5), (h), (T') sttedu S, kruznice h a na ni lezictho bodu T (ze
dvou moznosti vyberme bod blizsi k pudorysné); ve sklopeni ziskame z-ovou soufadnici

zp = |T1(T)| bodu T, kterou vyneseme od osy x na piislusnou ordinédlu a sestrojime tak

narys T, dotykového bodu T’

o
—V
N




Geometrie 5. Procviceni zakladnich tloh v Mongeové promitani

e hledand tecnd rovina 7 musi byt kolméa k piimce n = ST, jejimz pudorysem je piimka
ny = Si17 a narysem ptrimka n, = SyT5; v obou prumétech je naznacena viditelnost
normaly n vzhledem ke kulové plose x; k tomu tcelu jsou doplnény sdruzené prumeéty

bodu soumérného s bodem T" podle stredu S
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5. Procviceni zakladnich tloh v Mongeové promitani Geometrie

e pro rovinu 7 L n je nejprve bodem T vedena hlavni piimka ‘A7 jeji I. osnovy: v pudoryse
je 'hT L ny, Ty € 'h] a v ndryse plati 'h] || x12, Ty € 'h]; soucasné je sestrojen také
narysny stopnik N pifmky ‘h7: pro jeho pudorys plati Ny = h] Nz a ndrys lezi na

ordinale a na pifmce hJ

e
o
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Geometrie 5. Procviceni zakladnich tloh v Mongeové promitani

e na zaveér jiz snadno doplnime stopy hledané teéné roviny 7, kterd se dotyka dané kulové
plochy x(S,7) v jejim daném bodé T: nérysnd stopa nj prochdzi bodem N kolmo

k pfimce ny = Sy a protind se s pudorysnou stopou p] L n; na ose x = x4 9

—V

=
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sty

5. Procviceni zakladnich tloh v Mongeové promitani Geometrie

5.7. Konstrukce pravidelného Sestitihelnika

Resené ulohy
Priklad: Sestrojte pravidelny Sestiihelnik v roviné p, je-li dan jeho stied S a jedna strana

lezi v nérysné v; p(7;6;5),5[—3;2;7)].

-82-




Geometrie 5. Procviceni zakladnich tloh v Mongeové promitani

e podle zadédn{ sestrojme stopy pf, ns roviny p a pudorys S; bodu S

s

Lo — — — ]

[y
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5. Procviceni zakladnich tloh v Mongeové promitani Geometrie

e dopliime nérys S, bodu S pomoci hlavni pifmky “h? II. osnovy roviny p a jejtho
pudorysného stopniku P = Th? N7 v pudorysu je Thf || 14,5 € Th] a P, = Thi Ny,
narys P, lezi na ordindle a na ose x a pro narys pifmky Zh? plati Zhf || nb, P, € Zhb;

narys Sy lezi na piislusné ordindle a na sestrojené pifmce Zhf

—V

)
[V
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Geometrie 5. Procviceni zakladnich tloh v Mongeové promitani

e sestrojme otocenou polohu Sy bodu S v otoceni roviny p do nérysny kolem narysné
stopy n”: polomér |Sn”| otdceni zjistime ve sklopeni piislusné roviny otaceni, kde pro
sklopenou polohu (S) bodu S plati (S) € 7h5, |S5(9)| = ys = [S1712| = 2, a ndsledné
provedeme otoceni do bodu Sy v uvedeném sklopeni; konstrukce jsou provedeny ob-

vyklym zptsobem, tj. ¢erchované

—'V

o
(V)

Ys<

th

50__
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5. Procviceni zakladnich tloh v Mongeové promitani Geometrie

e v otoceni vyreSime zadanou ulohu: sestrojime pravidelny Sestitthelnik Ay BoCyDoEyFp,
ktery ma stied Sy a jehoz strana AgBy lezl na nérysné stopé nf (zpusob konstrukce
je patrny z obrdzku); tento Sestitihelnik je vskutku fesenim, nebot po otoceni zpét do

roviny p bude mit stfed v bodé S a strana AB zustane lezet v narysné
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Geometrie 5. Procviceni zakladnich tloh v Mongeové promitani

e provedme otoceni zpét a sestrojme narys AsByCy Dy Ey Fy Sestitthelnika ABCDEF; pii
tom lze vyuzit pravotihlou osovou afinitu, jejiz osou je ndrysnd stopa n a v niz si
odpovidaji body Sy a Sy; pfi ruénim rysovani vede ovSem jeji uziti ¢asto k nepresnostem
a je velmi vhodné prubézné konstrukce kontrolovat pomoci stiedové soumérnosti, ktera

se v prumétu zachova

—'v

1)

Ys<

th

EQ__
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5. Procviceni zakladnich tloh v Mongeové promitani Geometrie

e na zavér doplnme pudorys A, B;C D, E; F; Sestiuhelnika ABC DEF'; zde vyuZijeme or-

dinaly a opét stfedovou soumeérnost tentokrat podle bodu S

=

—'V

()
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Geometrie 6. Zobrazeni kruznice v Mongeové promitani

6. Zobrazeni kruznice v Mongeové promitani

\%

||hP

Vyklad

e pudorysem i narysem kruznice, kterd lezi v roviné obecné polozené k obéma prumétnam,

jsou elipsy, jez maji délky hlavnich poloos rovny poloméru dané kruznice

e je-li kruznice v obecné roviné dana svym stredem a polomérem, lze jeji pruméty snadno

sestrojit podle nasledujiciho piikladu

e pokud je kruznice dana jinak, napi. tfemi body nebo stifedem a tec¢nou, je obvykle
nejvyhodnéjsi otoc€it rovinu této kruznice do nékteré z prumétem, v otoc¢eni kruznici

sestrojit a poté vratit zpét do pudorysu a narysu
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A/
ash

6. Zobrazeni kruznice v Mongeové promitani Geometrie

ReZené rilohy
Piiklad: V roviné p sestrojte kruznici k(S,r); p(3;2;3), S[—3;2;7],r = 2.

e podle zaddn{ sestrojme stopy pf, ns roviny p a pudorys S; stiedu S; polomér r pouzijeme

pozdéji
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Geometrie 6. Zobrazeni kruznice v Mongeové promitani

e pomoci hlavni ptimky h* 1. osnovy dopliime narys bodu S € p: je h] || p{,S1 € 'h{,

narysny stopnik N mé pudorys Ny='h? N x (vychéazi do pocatku O), narys Ny lezi na
yS1y Y 1 Yy Y

ordindle a na stopé nb, jim prochézi narys hf || z uzité hlavni pifmky; bod Sy najdeme

na ordinale a sestrojené pifmce ‘hf

P
L

Ihl2)

Ihf
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6. Zobrazeni kruznice v Mongeové promitani Geometrie

e bodem S vedme také hlavni pifmku Zh” 1. osnovy: pro jeji sdruzené priméty plati
Ing ||z, 81 € Thy a Ihf || nb, Sy € Thf; pro pudorysny stopnik P této hlavni pifmky

plati P;="h{ Np{ a P, lez{ na ordindle a na ose z (také vychéazi do pocdtku O)

P
Ny

th

Ihg

th

Ihf
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Geometrie 6. Zobrazeni kruznice v Mongeové promitani

e sestrojme body A, B='h* N k: v pidorysu se na ‘h{ zachova délka tsecky a plati tedy
|A1S1|=|B1S;|=r, narysy Ay, Bs bodt A, B najdeme po ordindlach na pifmce “h%; isecka
AB je jediny prumér kruznice k, ktery se v pudorysu nezkrati, a tudiz jsou body
Aj, By hlavni vrcholy elipsy ki, kterd je pudorysem dané kruznice k; narysy As, B

jsou obecnymi body elipsy ks, ktera je narysem kruznice k

p
Ny

th

Ihg

IIh/17

Ihf17
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6. Zobrazeni kruznice v Mongeové promitani Geometrie

e podobné sestrojme body C, D=1h* N k: tentokrat se zachova délka na narysu Zh5,
kde muzeme nanést polomeér r kruznice k ve skutecné velikosti, tj. |CoSs|=|DsSs|=r, a
pudorysy C1, D; ziskdme opét po ordinéldch na pifmce Zh7: tim jsme analogicky jako
v predchozim kroku ziskali hlavni vrcholy Cy, Dy elipsy ks a obecné body C4, Dy, kterymi
bude prochézet elipsa ky

th

Ihg

thl)

Ihf{
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Geometrie 6. Zobrazeni kruznice v Mongeové promitani

e pro pudorys k; kruznice k jiz staci jen doplnit vedlejsi vrcholy — to je provedeno pomoci
rozdilové prouzkové konstrukce (podrobnéji viz na strané 196): bod [ lezi na vedlejsi
ose a plati pro ngj [ICy|=|A15:|, délka usecky IICy, kde II=C1I N A;S;, pak udéva
délku vedlejsi poloosy elipsy ki, kterou je (nejlépe za pomoci hyperoskula¢nich kruznic

ve vrcholech) nyni mozno vyrysovat
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6. Zobrazeni kruznice v Mongeové promitani Geometrie

e taktéz v narysu jsou vedlejsi vrcholy elipsy ko sestrojeny pomoci rozdilové prouzkové
konstrukce (pomocné body I, II), jinak je postup stejny jako v pudorysu; elipsy ki a
ko jakozto sdruzené prumeéty kruznice k maji tedy stejnou délku hlavni poloosy navic

rovnou polomeéru r, délka vedlejsi poloosy je vSak v obou prumétech obecné ruzna

P
L5

th
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Geometrie 7. Konstrukéni tlohy v Mongeové promitani

7. Konstrukéni tlohy v Mongeové promitani

e v nasledujicich ulohach jde o to sestrojit urceny geometricky objekt z danych prvku

e pritom je vzdy nejprve na zakladé vztahu mezi danymi a hledanymi utvary, tj. na
zakladé rozboru ulohy, stanoven postup konstrukei v prostoru, tzv. prostorovy prin-

cip feseni

e poté je krok po kroku provedena konstrukce v Mongeové promitani

7.1. Pravidelny osmistén

ReZené lohy
Priklad: Sestrojte pravidelny osmistén, je-li dan jeho vrchol A a thlopticka BD lezi na piimce

p=PQ; A[0;2;6], P[5;2;0], Q[—4; 7; 6].
Rozbor tlohy Prostorovy princip feseni
L pip=Ap

2. OABCD; lezi v p, ma vrchol A a
uhlopiicku BD na piimce p, jeho stied

S je stfedem osmisténu
3.¢;5€q,qLp

A E,F;E,F € q,|ES| = |FS| = |AS|

5. pravidelny osmistén ABCDEF

- 97 -
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7. Konstrukéni ilohy v Mongeové promitani Geometrie

Konstrukce

e podle zadani sestrojme sdruzené pruméty Ay, As, p1=P1Q1, po=FP>Q2 bodu A a piimky
p=rQ

P2
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Geometrie 7. Konstrukéni tlohy v Mongeové promitani

e ze zadani bodi A, Q (24=20=6) vyplyva, Ze pifmka 'h?=AQ je hlavni pfimkou I. osnovy
roviny p=Ap; pro jeji pudorysnou stopu p? tudiz plati pf | 'h], P, € p{; ndrysnd stopa
n? prochdzi narysnym stopnikem N hlavn{ piimky h? (Ny=h{ Nz, N, lezi na ordinéle

a na pifmce ‘h%) a protind se s pidorysnou stopou na ose x

b2
ng \Q2

—V

=
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7. Konstrukéni ilohy v Mongeové promitani Geometrie

e sestrojme otocené polohy Ay, po=FyQy bodu A a piimky p=PQ) lezicich v roviné p
(otédcime kolem stopy p? do pudorysny 7); bod A je otocen ve sklopeni pudorysné
promitaci roviny prislusné spadové piimky, bod P € 7 zustava pii otdceni na misté (tj.
Py=P,) a polomér otdceni bodu @ je stejny jako u bodu A (je tudiz piimka hfj=A4,Q
rovnobézna se stopou pf a body Q1, A1, Ag, Qo tvoii obdélnik)
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7. Konstrukéni ilohy v Mongeové promitani Geometrie

e v otoceni je sestrojen ¢tverec AgBoCyDy, ktery ma vrchol v bodé Ag a jehoz tihlopricka
ByDy (atedy i stied Sp) lezi na piimce po=FyQo; iloha ma jediné feseni (itvary v otocent

je zvykem podobné jako ve sklopeni rysovat ¢erchované)
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Geometrie 7. Konstrukéni tlohy v Mongeové promitani
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7. Konstrukéni ilohy v Mongeové promitani Geometrie

e 7 ototeni se vratme do pudorysu; funguje zde pravouhld osovd afinita, jejiz osou je
stopa p{ a v niz si odpovidaji napt. body Ay a Aj; jeji uziti je pri ruénim rysovani
ovsem casto dosti nepfesné, proto se ji budeme snazit vyhnout; pudorysy B, S, D;
bodu B, S, D € p najdeme snadno na piimce p; a na kolmicich vedenych ke stopé pf
body By, So, Do; bod C; je sttedové soumérny s bodem A; podle bodu S; (tim také
zajistime, Ze ndm v prumétu urcité vyjde rovnobéznik A; B;Cy D o sttedu v bodé Sy);
pro zajimavost zkontrolujme piesnost rysovani — tsecka C7Cy by méla byt kolma ke
stopé p] a piimky A¢Cy a A;Cy by se mély protinat v samodruzném bodé na ose pf

afinity
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Geometrie 7. Konstrukéni tlohy v Mongeové promitani
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7. Konstrukéni ilohy v Mongeové promitani Geometrie

e po ordinalach vytdhneme nahoru narysy bodu Bs, .Sy, Dy na ptimku po, bod Cy je opét
soumérny s A, podle Sy (nérysem étverce ABC'D je tedy opét rovnobéznik); tim jsme do-
koncili nejnarocnéjsi ¢ast celého postupu feseni, z hlediska prostorového principu mame
sestrojeny ¢tyti vrcholy A, B, C, D hledaného osmisténu (splnily jsme tedy krok ¢islo 2)
a zbyva nam doplnit vrcholy E, F'
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Geometrie 7. Konstrukéni tlohy v Mongeové promitani
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7. Konstrukéni ilohy v Mongeové promitani Geometrie

e stiedem S ¢tverce ABC'D vedme pifmku ¢ L p: pro jeji pudorys plati ¢; L pf,S1 € ¢
(je tedy také Sy € q1), podobné v narysu je ga L nb, Sy € go; pro dalsi konstrukei bude
jesté uzitecné sestrojit pudorysny stopnik P’ piimky ¢: Py=¢, N x a pudorys P] lezi na

ordindle a na piimce ¢
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Geometrie 7. Konstrukéni tlohy v Mongeové promitani
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7. Konstrukéni ilohy v Mongeové promitani Geometrie

e dale sklopme ptdorysné promitaci rovinu ptimky ¢, abychom na jeji sklopené poloze
[q] mohli od bodu [S] nanést skutecnou velikost tsecky AS (odméfime ji v otoceni,
|AS|=|ApSo|) a ziskat tak sklopené polohy [E], [F] zbyvajicich vrcholu E,F € g; pro
sklopenou polohu [S] bodu S plati |[S]Si| = zs = |Sax|, dale je [q] = [P'][S] (kde
[P = Pi) a [E],[F] € [q], [[E][S]] = [[F][S]] = [AoSol
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Geometrie 7. Konstrukéni tlohy v Mongeové promitani

- 111 -




7. Konstrukéni ilohy v Mongeové promitani Geometrie

e vratme body E,F ze sklopenych poloh [E],[F] po kolmicich do pudorysu FEj, F; na
piimce ¢; a z nich po ordinadlach vytdhnéme nahoru narysy FEs, F» na primku go; tim
mame sestrojeny sdruzené pruméty vsech vrcholu hledaného pravidelného osmisténu,

ktery ma jeden dany vrchol A a jehoz uhlopticka BD lezi vskutku na dané ptimce

p=PQ
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Geometrie 7. Konstrukéni tlohy v Mongeové promitani

- 113 -




7. Konstrukéni ilohy v Mongeové promitani Geometrie

e na zavér doplnme zbyvajici hrany a uré¢eme viditelnost v obou prumétech: v pudorysu
vytahneme obrysovy rovnobéznik A, By E1C Dy Fy a z narysu zjistime, ze vrcholy A, D,
lezi vyse nez vrcholy B,C, F, strany AADE budou tedy v pudorysu vidét, naopak
pudorysy stran ABCF vytdhneme ¢arkované; podobné je v narysu obrysovym rov-
nobéznikem Sestitthelnik As FoBoCyFy Do a neviditelné jsou strany, které lezi ve sténé

ABF (vrcholy A, B, F lezi k narysné blize nez ostatni vrcholy C, D, E)

Poznamenejme jesté na okraj, ze uvedenou 1lohu Ize prostoroveé resit také jinak: mohli bychom
vést bodem A rovinu o L p, najit stted S = pN o osmisténu, dale v roviné o sestrojit ¢tverec
AECF o stredu S a vrcholu A, a na zaveér na ptimce p doplnit vrcholy B, D; laskavy ctenar si

tento zpusob feseni muze dukladnéji promyslet, pripadné vyrysovat jako samostatné cvicend. . .
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Geometrie 7. Konstrukéni tlohy v Mongeové promitani
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7. Konstrukéni ilohy v Mongeové promitani Geometrie

7.2. Kulova plocha

A1/

sty

ResSené ulohy

T; A[2;5;6],7(7;5;3), T[—1;7;2].

Rozbor tlohy

Priiklad: Sestrojte kulovou plochu k&, je-li dan jeji bod A a tec¢nd rovina 7 s bodem dotyku

Prostorovy princip feseni
lL.nnlr,Ten

2. 0; tzv. rovina soumérnosti usecky
AT, o L AT,C € o, kde bod C je stred
usecky AT

3. 5;5=nnNo

4. r;k(S,r=|ST|=|SA|)
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Geometrie 7. Konstrukéni tlohy v Mongeové promitani

Konstrukece

e podle zadéani sestrojme sdruzené pruméty A;, As bodu A, stopy p7, nj roviny 7 a narys

T5 bodu T

-~V

[\
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7. Konstrukéni ilohy v Mongeové promitani Geometrie

e pomoci hlavni pifmky ‘A™ 1. osnovy roviny 7 a jejtho narysného stopniku N dopliime
pudorys Ty bodu T € 7: je 'hY || #, T € 'hy, No="h] N n3, Ny najdeme po ordinéle na

ose z, dale je 'hT || p7, Ny € 'h], a T} lezi na ordindle a na 'h]

—'V

S
¥
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Geometrie 7. Konstrukéni tlohy v Mongeové promitani

e bodem T dotyku vedme pifmku n L 7: pro jeji sdruzené praméty plati ny L p7, T} € ny,

amng L ni T e€ny

o

-~V

[\

- 119 -




7. Konstrukéni ilohy v Mongeové promitani Geometrie

e stiedem C tsecky AT prolozme rovinu o L. AT: pruméty Cy, Cy puli usecky A;T7, AsTs;
pro konstrukei stop roviny o uzijeme hlavni piimku ‘h? 1. osnovy a jeji narysny stopnik
N’ — v pudorysu je 'h{ L AT,Cy; € 'hg, v ndrysu je 'hg || z,Cy € 'hg, dile je
N{=!hg Nz a nirys Nj najdeme na ordinéle a pifmce ’h3; bodem N} pak prochézi

narysnd stopa ng L AT a pudorysnd p? || 'h9 se s nf protind na ose x
2 1 1

g
ng

Iy
h3

—V

&;
¥

Iy
h’l

T
P Ihn

‘1 e )
P1 m
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Geometrie 7. Konstrukéni tlohy v Mongeové promitani

e sestrojme bod S=nNo: pfimkou n prolozme pomocnou rovinu a L 7, je tedy pi'=a;=n,
a narysna stopa ng L x se s pudorysnou stopou protina na ose x; sestrojme prusecnici
a=P*N*® rovin a a 0 — P'=p{ N p{ a narys Py lezi na ordindle a na ose x, podobné je
N{=n§ Nng a pudorys N{ lezi opét na ordinale a na ose x (prusecik stop roviny «); pak
je v pudorysu a;=P{ N{=n; (princip kryci piimky), v ndrysu ao=PgN§ a zde najdeme
Ss=as N ngy, do pudorysu odvodime S; po ordinale na ptimku n;=a;; tim jsme nasli bod

S=nNa=nN o, ktery je stredem hledané kulové plochy

na 1
ng \ | ng

S] Y\ Cl | :
'n} RN |
N
A1 |
|
|
|
PCL
P Ih(f ! —
py ni=py=ai




7. Konstrukéni ilohy v Mongeové promitani Geometrie

e polomeér r zjistime jako velikost tsecky ST, konkrétné sklopenim roviny a do pudorysny;

ve sklopeni je pak r=(S5)(T)

(e
ng \ ng

e =—%=qa
D9 ni1=pi 1

- 122 -




Geometrie 7. Konstrukéni tlohy v Mongeové promitani

e pudorysem i narysem kulové plochy « jsou kruhy 1, ks o stfedech Si, S5 a poloméru 7;

v prumeétech neni vyfesena vzajemna viditelnost jednotlivych utvaru

n3 ~_\ |n$
\

Iyt
h2

v

€1,2

K1
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A1/
sy

7. Konstrukéni ilohy v Mongeové promitani Geometrie

7.3. Rotacéni kuzel

v

Resené dlohy
Priklad: Sestrojte rota¢ni kuzel, je-li ddna jeho osa o=UV, vrchol V' a bod A na podstavné
hrané; U[5;5; 3], V[—3;2; 7], A[4;1; 6].
Rozbor tlohy Prostorovy princip feseni
1. p;p Lo A€ep

2. S;8=pno

3. k; kruznice k(S,r=|SA|) v roviné p

4. rotac¢ni kuzel
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Geometrie 7. Konstrukéni tlohy v Mongeové promitani

Konstrukece

e podle zadani sestrojme sdruzené pruméty Ay, As, 01=U; V1, 00=UsV;5 bodu A, osy o=UV

a vrcholu 'V € o

U,
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7. Konstrukéni ilohy v Mongeové promitani Geometrie

e pomoci hlavni pifmky ’h* I. osnovy a jejtho narysného stopniku N sestrojme stopy
roviny p L o, A € p: 'hf L o1, Ay € WY, B || z, Ay € 'hb, ddle je pudorys Ny="h] Nz
a narys Ny lez{ na ordindle a na pifmce ’h%; bodem N, pak prochdz{ nirysnd stopa

nf L oy a pudorysnd p{ || ‘hf{ (nebo pf L 01) se s narysnou stopou protind na ose x

P
Ny

02

Vs

IhIQJ

iy J

[\

=
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Geometrie 7. Konstrukéni tlohy v Mongeové promitani

e najdéme prusecik S osy o s rovinou p: primkou o prolozme pomocnou rovinu o L T,
tj. ap=o0;, uréeme jeji pruseciky P, H se stopou p” a hlavni pifmkou ‘h?, v prumétu je
Pi=p!Nay a H="'h{Nay, narys P, lez na ordinéle a na ose x, ndrys Hy odvodime po
ordindle na pifmku ‘h%; nynf miZeme sestrojit sdruzené priméty prisecnice a=a N p
— pro pudorys je a;=P, Hi=a3=0; (kryci piimka) a pro nérys plati as=P,Hs; v nérysu
pak najdeme prusecik So=as N oy a po ordindle jej spustime do pudorysu S; € o1; tim

jsme sestrojili stted S=o0 N p podstavy konstruovaného rotacniho kuzelu

az nb

—V

IS
[}
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7. Konstrukéni ilohy v Mongeové promitani Geometrie

e ve sklopeni pudorysné promitaci roviny usecky AS uréeme jeji skuteénou délku: sestro-
jme sklopené polohy (A), (S) bodu A, S a zjistime tim polomér r = |SA| = [(S)(A)]

podstavy

az nb
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Geometrie 7. Konstrukéni tlohy v Mongeové promitani

e obvyklym zpusobem zobrazme sdruzené pruméty podstavné kruznice k(S,7) C p: hlavni
vrcholy elipsy ky resp. ko lezi ve vzdalenosti poloméru r na kolmici k piimce oy resp. 09
vedené bodem S; resp. Sy, ke konstrukci vedlejsich vrcholt v obou priumétech uzijeme
prouzkové konstrukce (v pudorysu je uzito rozdilové, v nérysu souctové varianty, vice

viz na strané 196) a sdruzenych prumétu A;, A; bodu A € k
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7. Konstrukéni ilohy v Mongeové promitani Geometrie

e na zavér zbyva dokoncit obrys kuzelu v obou prumeétech, tj. sestrojit teény z bodu
Vi, Vo k elipsam kq, ko, a urcit viditelnost; obrysové tecny je mozno sestrojit pomoci
ohniskovych vlastnosti elipsy (viz tloha Tecny k elipse dangm bodem na strané 184)
nebo uzitim osové afinity — obé varianty jsou vsak dosti pracné a pfi ruénim rysovani
,héklivé” na presnost; proto je dostacujici tzv. ,,inzenyrska konstrukce” teény pouhym
prilozenim pravitka; vrchol V' lezi vyse nad pudorysnou nez stied S podstavy, a ¢ast
podstavné kruznice je tudiz pfi pohledu shora skryta (¢ast elipsy ki mezi body dotyku
obrysovych tsecek je vyrysovana ¢arkované); naopak je stied S déle od narysny nez
vrchol V' a v narysu je tedy vidét celd podstavnd kruznice (celd elipsa ko je vytazena

plnou carou)
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7. Konstrukéni tlohy v Mongeové promitani

Geometrie

1

i

o

i
1




8. U]ohy k samostatnému reseni Geometrie

8.

Ulohy k samostatnému reseni

Reste v Mongeové promitani.

1.

Sestrojte rovnoramenny trojihelnik ABC', jehoz ramena lezi v rovinach «, 3 a jehoz
zakladna AB lezi na piimce m = QR.
a(—6;45°;75°), 3(6; 105°;135°), Q[—3; 3,5; 3,5], R[3; 1; 3,5

Stanovte paprsek tak, aby prochézel bodem A a po odrazu na roviné p prochazel bo-
dem B.
A[-3; —1;6], B[2;1; 8], p(—5;4; 3)

Sestrojte pravidelny ¢tyrboky jehlan ABC' DV s osou o = M P a vyskou v, je-li bod A
vrcholem jeho podstavy; zobrazte pouze jedno ze dvou moznych feseni.

Sestrojte pravidelny pétiboky jehlan ABC'DEV s podstavou o stfedu S a vrcholu A
v roviné p, je-li jeho vyska v rovna délce podstavné hrany.

p(—4;7;5), S[1;4;7], A[2;2; 7]

Sestrojte pravidelny Sestiboky jehlan ABCDFEFV s podstavou o stfedu S v roviné p,
jestlize jedna jeho boé¢ni sténa lezi v pudorysné .

p(8;9;7),S[—1;7; 3]

Zobrazte rovnobéznostén, jehoz tii stény lezi v rovinach p,o a 7 a jeden jeho vrchol je
v bodé A.
p(—=6;6;—9),0(8;6;—20), A[0,5;4; 7]

Sestrojte krychli ABCDEFGH o hrané délky a, jejiz hrana AB lezi na pitimce m = AP
a vrchol D je v narysné v; tloha ma celkem 8 tfeSeni, zobrazte pouze jedno z nich.

A[4;3;4], P[-1;6;0],a =5

Sestrojte pravidelny pétiboky hranol ABCDEA'B'C'D'E’, jehoz jedna podstava o stie-
du S lezi v roviné p a bod A’ je vrcholem druhé podstavy.

p(7;8;7),S[—1;7;4], A'[4; 5; 6]
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Geometrie 8. U]ohy k samostatnému reseni

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

. Sestrojte kulovou plochu k, ktera prochazi body A, B a jejiz stfed S lezi na primce

l=KL.
A[3;5;1], B[-1;7; 3], K[4;3; 3], L[-5;6; 7]

Sestrojte kulovou plochu &, pro niz je dan stied S a te¢na rovina 7.

S[0;5; 6], 7(—8; 4;5)

Sestrojte kulovou plochu &, jejiz stired S lezi na primce p = MN a kterda se dotyka
piimky ¢t = T'Q) v jejim bodé T.
M{[-3;5;3], N[3;5; 3], T'[-2; 3; 5], Q[—5; 6; 2]

Sestrojte téleso, které vznikne rotaci AABC kolem jeho strany AB.
A[8;11;9], B[-6;2; 2], C[4;4; 5]

Sestrojte rovnostranny kuzel s podstavou o sttedu S v roviné p, je-li ddn bod A na jeho
plasti.
p(=T7;4;10), S[0;2; 7], A[0; 5; 3]

Sestrojte rotacni kuzel, dany vrcholem V| stfedem S a polomérem r podstavy.

Sestrojte rotacni valec, jsou-li ddny stredy S, S’ jeho podstav a polomér r.

S[2;5;4],5'[-3;8;8],r =4

Sestrojte rotacni valec vysky v, jehoz podstavna kruznice k(S, r) lezi v roviné p; zobrazte
pouze jedno ze dvou existujicich feseni.

p(—6;7;5),5[0;3;7,r =3,v =06

Zobrazte rotacni valec, jsou-li dany body A, B, C' jeho podstavné hrany a vyska v.

A[-3;3;3], B[4;8;3],C10;1;8],v =5
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Kapitola 2. Pravoiihla axonometrie Geometrie

Pravouhla axonometrie

Tematicky obsah
e Zobrazeni zékladnich utvaru
o Zéakladni pojmy
o Zobrazeni bodu, Zobrazeni piimky, Zobrazeni roviny
e Polohové tlohy
o Prusecnice dvou rovin, Pruseéik primky s rovinou
e Zobrazeni kruznice (lezici v pudorysné)
e Zobrazeni télesa

o Pravidelny ¢tyrboky jehlan, Zarezovéa (Eckhartova) metoda

1. Zobrazeni zakladnich Gtvart v pravoihlé axonomet-

ri

1.1. Zakladni pojmy
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Geometrie 1. Zobrazeni zakladnich tutvari v pravouhlé axonometrii

Vyklad
e na zacatku méjme soutradnicovy systém os x,y, z a rovin 7, v, s pocatkem v bodé O

e axonometrickd primétna p neni rovnobéznd s zadnou soufadnicovou osou a ne-

prochézi pocatkem; smér promitani s je kolmy k p

e prumétna p protind osy x,y, z po fadé v bodech XY, Z; ty tvoii vrcholy tzv. axono-
metrického trojuihelnika, ktery je vzdy ostroihly; je-li tento trojihelnik obecny resp.
rovnoramenny resp. rovhostranny, nazyva se prislusna axonometrie trimetrie resp. di-

metrie resp. izometrie

e pravouhlé pruméty z% y?, 2% os x, y, z se zobrazi jako vysky v trojihelniku XY Z a jejich

prusecik O® je tedy axonometrickym prumétem pocatku O
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1. Zobrazeni zakladnich ttvari v pravouihlé axonometrii Geometrie

1.2. Zobrazeni bodu

/

Vyklad

e pravouihla axonometrie poskytuje obvykle nazornéjsi obrazy prostorovych utvari, ovsem

vynaseni souradnic je pomérné komplikovana a casové zdlouhava konstrukce

e axonometrickd prumétna mé k souradnicovym osdam obecnou polohu, a je tedy tieba

zjistit zkraceni délkové jednotky na prumétech piislusnych os

e k tomu se nejcastéji pouziva konstrukce otaceni souradnicovych rovin do axonometrické

prumétny kolem stran axonometrického trojihelnika

e proto se také v praxi castéji uziva dimetrie nebo izometrie, kdy se délkova jednotka

zkrati na prumétech dvou nebo vsech tif souradnicovych os stejné

e jak jiz bylo naznaceno, axonometricky prumeét néjakého utvaru U oznacime vpravo
nahote indexem a, tj. U%; toto oznac¢eni nedodrzime pouze pii popisu stop néjaké roviny,
takze napf. axonometricky prumét pudorysné stopy roviny p oznacime p? (tj. jako v

prostoru) misto p*
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Geometrie 1. Zobrazeni zakladnich tutvari v pravouhlé axonometrii

Resené dlohy
Piiklad: Zobrazte prumét bodu A[3;4;5] v pravouhlé axonometrii dané trojihelnikem
A(6;7;8).
e axonometricky trojihelnik XY Z je dédn délkami svych stran (plati | XY|=6, |Y Z|=T7,
|Z X |=8), pruméty z% y*, z* soufadnicovych os z,y, z se zobrazi jako vysky, jejich pru-

secik O% je prumétem pocatku O
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1. Zobrazeni zakladnich ttvari v pravouihlé axonometrii Geometrie

e pudorysna 7 je otoCena kolem piimky XY do axonometrické prumétny; otocend poloha
(O) pocatku O lezi na piimce z* a na Thaletové kruznici nad prumérem XY'; otocené
polohy (2)=(0)X, (y)=(0)Y os x,y jsou tedy navzdjem kolmé a lze je pouzit k vynesen{

soufadnic
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Geometrie 1. Zobrazeni zakladnich ttvari v pravouhlé axonometrii

e v otoceni naneseme z-ovou a y-ovou bodu A soufadnici a ziskame tak body (3,) € ()
a (4,) € (y); ty vratime po kolmicich k pifmce XY zpét na pruméty =%, y* os x,y do
bodu 3§, 4y; pomoci rovnobézek s primkami 2%, y* pak ziskdme axonometricky pudorys

Af bodu A
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1. Zobrazeni zakladnich ttvari v pravouihlé axonometrii Geometrie

e nad bod A{ naneseme ve sméru piimky z* z-ovou soufadnici, ovSem v piislusném
zkraceni; to zjistime napf. v otoCeni narysny v do axonometrické prumétny kolem
piimky X Z: otocend poloha [O] pocatku O lezi na pifmce y* a na Thaletové kruznici
nad prumérem X7 a pifmka [z]=[0]Z je otocenou polohou osy z; v otoceni najdeme
bod [5.] € [z] (kde |[O][5.]|=24=5), po kolmici k pifmce X Z jej vratime zpét do bodu
5¢ € 2% a jeho vzdélenost od bodu O* je pak hledanym zkrédcenim z-ové souradnice

bodu A, tj. |ATA%|=]0*5¢|

[Z]\,
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Geometrie 1. Zobrazeni zakladnich ttvari v pravouhlé axonometrii

e na zaver jsou pro zajimavost a vétsi ndzornost doplnény axonometrické pruméty A3, A§
narysu A, a bokorysu As a je tak sestrojen tzv. souradnicovy kvadr bodu A; tato

konstrukce jiz vsak neni pro zobrazeni bodu A v dané axonometrii nezbytné nutna. ..

- 141 -




A1/
Py

1. Zobrazeni zakladnich ttvari v pravouihlé axonometrii Geometrie

1.3. Zobrazeni primky

i v

Vyklad

e protoze je vynaSeni soutradnic v pravouhlé axonometrii dosti pracné a ndkresna se
rychle zaplni konstrukcemi, budeme v této a v dalsich polohovych tlohéch pracovat

bez souradnic

e pravouhla axonometrie bude zadana pouze tzv. osovym kiizem a dalsi utvary budeme

volit libovolné vhodné
Resené dlohy
Priklad: V pravoihlé axonometrii dané osovym kiizem zobrazte piimku p=AB a najdéte

jeji pruseciky s rovinami 7, v, .
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Geometrie 1. Zobrazeni zakladnich tutvari v pravouhlé axonometrii

e pro body A, B zvolme jejich axonometrické pudorysy A{, B a axonometrické pruméty
A B pricemz plati ATA® || B¢B® || z%; takto zvolené body lezi v tzv. prvnim ok-

tantu, tj. nad pudorysnou, pred narysnou a pred bokorysnou

poted

a

e sestrojme axonometricky prumét p*=A%B® a axonometricky pudorys pj=A{B{ piimky

p=AB
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1. Zobrazeni zakladnich ttvari v pravouihlé axonometrii Geometrie

e prusecik P=pNr je soucasné pudorysnym stopnikem piimky p a plati pronéj P = P, =
= pNp;; v prumétu je tudiz P*=Pf=p* N p{ (bod P lezi v pudorysné, pied narysnou

a za bokorysnou, tj. na hranici 2. a 6. oktantu)

-

e pudorys N; narysného stopniku N=p N v musi lezet na pudorysu p; a na ose x; v pru-
métu je tedy N{=p{ N z® a pro bod N® plati N* € p* N¢N® || 2 (bod N lezi nad
pudorysnou, v narysné a pred bokorysnou, tj. na hranici 1. a 4. oktantu)

a
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Geometrie 1. Zobrazeni zakladnich tutvari v pravouhlé axonometrii

e analogicky lezi pudorys M; narysného stopniku M=p N p na pudorysu p; a na ose y;
v prumétu je tedy M{=p$ Ny* a pro bod M* plati M* € p® MIM® || z* (bod M lezi

nad pudorysnou, pred narysnou a v bokorysné, tj. na hranici 1. a 2. oktantu)

Na

e predpokldddme-li, Ze souradnicové roviny m, v, u jsou nepruhledné (pohled do prvniho
oktantu pak pripomind roh mistnosti), uvidime piimky p,p; pouze mezi narysnou a
bokorysnou, a tusecky N*M*, N{M{ tedy vytahneme plnou ¢arou, ostatni casti téchto

piimek znézornime c¢arkované
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1. Zobrazeni zakladnich ttvari v pravouihlé axonometrii Geometrie

1.4. Zobrazeni roviny

Vyklad

e pTi zobrazeni roviny se nejcastéji uplatnuji stopy roviny, tj. prusecnice se soutradnico-

vymi rovinami 7, v, 4, a hlavni primky vsech tfi osnov

e pravé pri popisu stop a hlavnich piimek je pravy horni index rezervovan pro oznaceni
roviny, a proto je vynechan index * oznacujici axonometricky prumeét
ReZené rilohy
Priklad: V pravoihlé axonometrii dané osovym kiizem zobrazte bod R v roviné p; bod R je
dan svym pudorysem R; a rovina p stopami.
e na primkach x% y?, 2% zvolme prumeéty A%, B* C* bodu A, B, C, v nichz protina rovina
p soutadnicové osy x,vy, z; body A, B, C tvoii tzv. stopni trojihelnik a urcuji stopy

p’=AB,n’=AC, m*=BC roviny p
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Geometrie 1. Zobrazeni zakladnich tutvari v pravouhlé axonometrii

e bod R € p najdeme pomoci hlavni pifmky ’h” 1. osnovy roviny p: pro jeji pidorys je
% || p*, Ry € 'hY; na osdch x,y najdeme pudorysy 'Ny="h{Nx, IMy="h] Ny ndrysného
a bokorysného stopniku, pro néz plati IN € n?, IN{IN || z a IM € m?, IMy M || z; pro
hlavni pifmku ‘h?=IN M pak plati ‘h* || p*; bod R najdeme na rovnobézce s osou z
vedené pidorysem R; a na piimce ‘h?; uvedeny popis konstrukei se vztahuje k situaci
v prostoru — v axonometrickém prumeétu plati tytéz vztahy pro axonometrické prumeéty

prislusnych utvaru

e podobné lze pouzit hlavni pifmku Zh? 1. osnovy roviny p: pro jeji pidorys Zhf plati
Ip? || 2, Ry € h}; bod IP=1pP,=1h! N p# je pudorysnym stopnikem pifmky Zh?, pro
bokorysny stopnik ZM je IM € m*, M, IM || z, kde “M,="h{Ny; bod R pak najdeme

nad svym pudorysem R; na piimce Th*=IPI)M  pro niz plati Zh* || n”
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2. Polohové tulohy v pravouhlé axonometrii Geometrie

e zcela analogicky postupujeme pies hlavni piimku Zh? II. osnovy roviny p: pro jejf
pudorys Thf plati ny || y, Ry € "hY; bod UP="p="p N pf je pudorysnym
stopnikem pifmky Zh?, pro narysny stopnik ZIN je IN € ne, IN N || 2 kde
BN, =1h? N 2; bod R pak lezi nad svym pudorysem R; na pifmce Zhr=21pPIN  pro

niz plati Zh? || m?; tutéz dlohu jsme tak vyftesili tfemi riznymi zptisoby

2. Polohové tlohy v pravouihlé axonometrii

2.1. Prusecnice dvou rovin
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Geometrie 2. Polohové tilohy v pravouhlé axonometrii

Vyklad

e dvé ruznobézné roviny se protinaji v primce — k jejimu sestrojeni tedy staci sestrojit

alespon dva spolecné body obou rovin

e v pravouhlé axonometrii se nejcastéji uzivaji pruseciky piislusnych stop obou rovin;
neni-li néktera z rovin ddna stopami, je mozno pouzit princip kryci pfimky
Resené ulohy
Priklad: V pravouhlé axonometrii dané osovym kiizem najdéte prusecnici r rovin a a f;
roviny «, 3 jsou dany svymi stopami.

e zadani: jeden vrchol stopniho trojihelnika roviny [ lezi na zaporné ¢ésti osy x
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2. Polohové tulohy v pravouhlé axonometrii Geometrie

e najdéme priseciky pifslusnych stop obou rovin: P=p® N p?, N=n* N nf, M=m* N m?’
(podle vyse uvedeného vykladu staci najit dva z téchto bodu); jsou to vlastné stopniky

hledané prusecnice r=a N [

e sestrojené body P, N, M lezi v jedné piimce, kterd je prusecnici r danych rovin «, (3;
pri presném rysovani musi také axonometrické pruméty P* N M* bodu P, N, M lezet

v jedné piimce r*
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Geometrie 2. Polohové iilohy v pravoiihlé axonometrii

2.2. Priusecik primky s rovinou

z

Vyklad

e k sestrojeni prumétu pruseciku dané piimky a roviny je tfeba prolozit zadanou piimkou
pomocnou rovinu; obecné lze tuto rovinu volit libovolné vhodné — v pravouhlé axo-
nometrii se nejcastéji proklada rovina kolméa k pudorysné m nebo k axonometrické

prumétné (uziva se tim tzv. kryci pfimka)

e je-li tedy dana piimka p a rovina p, prolozme piimkou p rovinu a kolmou k 7; prusecnice

a rovin p a « pak protind piimku p v hledaném prusec¢iku R piimky p s rovinou p

Resené dlohy
Piiklad: V pravouhlé axonometrii dané osovym krizem sestrojte prusecik R piimky p s ro-

vinou p; piimka p je dourc¢ena svym pudorysem, rovina p je dana svymi stopami.
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2. Polohové tulohy v pravouhlé axonometrii Geometrie

e zadani ulohy: pro piimku p je dan jeji axonometricky prumét p* a axonometricky
pudorys pg, pro rovinu p jsou ddny axonometrické pruméty jejich stop (jeden vrchol

stopniho trojihelnika lezi v zadporné ¢ésti osy y)

e pitmkou p prolozme rovinu v L 7: jeji pudorysné stopa p® splyva s pudorysem p; piimky
p, bokorysnda stopa m® || z se s pudorysnou stopou protind na ose y

me

mP —
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Geometrie 2. Polohové iilohy v pravoiihlé axonometrii

e sestrojme prusecnici a=PM rovin « a p, kde P=p* N p” a M=m* N m?’

e primky p a a se protinaji v bodé R, ktery je soucasné hledanym prusecikem piimky p

s rovinou p

r

:
Pi=p*

pP
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3. Zobrazeni kruznice (lezici v pudorysné) v pravoihlé axonometrii Geometrie

3.

Zobrazeni kruznice (lezici v pudorysné) v pravouhlé

axonometrii

Vyklad

v pravouhlé axonometrii lze pomérné snadno sestrojit prumeét kruznice dané sttedem a

polomérem, kterd lezi v soutradnicové roviné nebo v roviné s ni rovnobézné

prumétem takové kruznice je elipsa, jejiz hlavni osa je kolma k prumétu té souradnicové
osy, ktera je normdlou roviny dané kruznice; délka hlavni poloosy je rovna poloméru

kruznice

pro omezeni vedlejsi poloosy je mozno pomérné snadno najit prumét dalsiho bodu dané

kruznice a pouzit nékterou prouzkovou konstrukci

v nésledujicim piikladé je zobrazen axonometricky prumét kruznice k(S,r) lezici v pu-

dorysné

je-li kruznice déna jinak (napf. tfemi body nebo stfedem a te¢nou), je potieba pouzit

otoceni ptislusné souradnicové roviny do axonometrické prumeétny
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Geometrie 3. Zobrazeni kruznice (lezici v pudorysné) v pravoihlé axonometrii

Rezené tilohy
Piiklad: V pravotihlé axonometrii dané osovym kiizem zobrazte kruznici k(S,r=3) lezici
v pudorysné T; stied S je ddn svym axonometrickym prumétem S°.

e zadani ulohy

o°

a

e je-li prumér AB kruznice k rovnobézny s axonometrickou prumétnou, pak pti libovolné
volbé axonometrického trojihelnika XY Z bude AB || A*B® || XY a odtud vyplyva
A?B* 1 2% mnavic se na prumeétu pruméru AB zachova délka tsecky a body A%, B¢
(|JA*B®|=2r) jsou tedy hlavni vrcholy elipsy, kterd je prumétem dané kruznice k

~Q

O(I,

— -

- 155 -

A/
anh




3. Zobrazeni kruznice (lezici v pudorysné) v pravoihlé axonometrii Geometrie

e rovnobézky s osami y, x vedené po fadé body A, B jsou navzajem kolmé a podle Tha-
letovy véty se protinaji v bodé M kruznice k; v prumétu se rovnobéznost zachova
(kolmost obecné nikoliv) a bod M* je dalsim bodem konstruované elipsy k% (specidlné
puli-li piimka z® thel mezi % a y*, je bod M® vedlej$im vrcholem elipsy k% a dalsi krok

této konstrukce je mozno preskocit)

~Q

e vedlejsi vrcholy C? D® jsou sestrojeny pomoci prouzkové konstrukee (souctové, vice
viz na strané 196): pro bod 1 na vedlejsi ose elipsy je |1 M®|=|A*S*|=r, piimka 1 M*
protind hlavni osu A*B* v bodé 2 a délka vedlejsi poloosy elipsy k% je rovna délce tisecky
2M*

~Q

Z
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Geometrie 3. Zobrazeni kruznice (lezici v pudorysné) v pravoihlé axonometrii

e na zaver je vyrysovana elipsa k%, kterd je prumétem kruznice k(S,r=3) C 7

2,Q
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4. Zobrazeni télesa v pravoiihlé axonometrii Geometrie

4. Zobrazeni télesa v pravoiuhlé axonometrii

4.1. Pravidelny ¢tyrboky jehlan
z

Vyklad

e v nasledujicim piikladé je pravouhla axonometrie ur¢ena osovym kiizem, a to konkrétné

pomoci velikosti thlu, které sviraji kladné sméry prumétu souradnicovych os

e pro vyneseni soutadnic je pak mozno zvolit axonometricky trojihelnik libovolné velky,
pouze je potieba dodrzet kolmost jeho stran k odpovidajicim prumétum souradnicovych

oS

e ruzné volby axonometrického trojuhelnika znamenaji v prostoru posun axonometrické
prumétny ve sméru promitani, a nemaji tudiz vliv na vyslednou polohu promitanych

objektu
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Geometrie 4. Zobrazeni télesa v pravouhlé axonometrii

Rezené tilohy
Piiklad: V pravoihlé axonometrii sestrojte pravidelny ctyrboky jehlan ABC DV | pro ktery
je dan hlavni vrchol V' a jehoz podstava o vrcholu A lezi v pudorysné m; V'[4; 4; 7], A[1;2,5;0],
axo: < (x, 2)=135° ¥ (y, 2)=120°.
e zvolme nejprve svisle prumét z* osy z, na ném prumeét O pocatku O a kladné sméry
prumétu x® y* os x,y sestrojme pod zadanymi uhly 135° a 120° od kladného sméru

prumétu osy z
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4. Zobrazeni télesa v pravoiihlé axonometrii Geometrie

e nyn{ provedme volbu axonometrického trojihelnika XY Z: nejprve zvolme jeho stranu
XY 1 2% doplime stranu XZ 1 y® a potom uz je nutné ZY L x% jak bylo uvedeno
vyse, na velikosti trojihelnika XY Z nezavisi prumét daného objektu; nékteré strany se
ovSem pouzivaji pii otac¢eni souradnicovych rovin do axonometrické prumétny, proto je

vhodné nevolit axonometricky trojihelnik ptilis velky ani prilis maly
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Geometrie 4. Zobrazeni télesa v pravoiihlé axonometrii

e pomoci Thaletovy kruznice nad prumérem XY sestrojme oto¢enou polohu (O) € z°
pocatku O a otocené polohy (x)=(0)X, (y)=(0)Y soutadnicovych os z,y; v otoceni
vynesme soufadnice zadaného vrcholu A podstavy a stiedu S podstavy, ktery lezi v 7

pod vrcholem V' a je tudiz S[4;4;0]; ziskdme tak jejich otocené polohy (A), (S)

e

<
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4. Zobrazeni télesa v pravoiihlé axonometrii Geometrie

e v otoceni doplime zbyvajici vrcholy (C), (B), (D) ctverce, ktery je dén stfedem (S) a

vrcholem (A) (v otoceni jsou strany Ctverce vyrysovany ¢erchované)

a

z
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Geometrie 4. Zobrazeni télesa v pravoiihlé axonometrii

e axonometrické pruméty vrcholu ¢tverce sestrojime uzitim kolmé osové afinity, jejiz osou
je pifimka XY a v niz si odpovidaji body (O) a O piimka (O)(B) protind osu afinity
XY v samodruzném bodé 1 a prumét B® vrcholu B je tedy prusecikem piimky O®1
s kolmici k ose afinity vedenou bodem (B); analogicky postupujeme dal a pomoci sa-
modruznych bodu 2,8 doplnime pruméty A%, D* vrcholu A, D; pro zachovani presnosti
je nyni lepsi najit stied S usecky B*D® (je také S*(S) L XY) a bod C® sestrojit
soumérné s bodem A® podle stiedu S* (opét plati C*(C) L XY'); prumétem Ctverce
ABCD je tedy rovnobéznik A*B*C*D® o sttedu S%; viditelnost jeho stran je v obrazku

vyznacena jiz s ohledem na dalsi konstrukce

N

~

N |
N

\S)

—
Q
)

=

Ca
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4. Zobrazeni télesa v pravoiihlé axonometrii Geometrie

e zbyva sestrojit hlavni vrchol V: pomoci Thaletovy kruznice nad prumérem X Z sestro-
jme otocenou polohu [O] € y* pocatku O a otocenou polohu [z]=[0]Z osy z; v otoceni
nanesme z-ovou soufadnici bodu V' (zy=7) a ziskdme tak bod [7.]; po kolmici k piimce
XZ jej vratme zpét do prumétu do bodu 7¢ a velikost usecky O%7¢ (zkrdceni sedmi
jednotek ve sméru prumétu osy z) nanesme nad bod S%, ¢imz dostaneme hledany bod

Ve je tedy SV || 2% a | SV |=|07¢|
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Geometrie 4. Zobrazeni télesa v pravoiihlé axonometrii

e na zavér vytahneme pruméty zbyvajicich hran jehlanu s ohledem na viditelnost; ziejmeé
neni vidét vrchol A a zadna hrana, kterda z néj vychazi; i kdyz se to podle prumétu
nezdd, sestrojeny jehlan je pomérné Stihly a vysoky — zadana axonometrie totiz dost

zkresluje ve sméru prumeétu osy z

a
72
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4. Zobrazeni télesa v pravoiihlé axonometrii Geometrie

4.2.

Zitrezova (Eckhartova) metoda

Vyklad

e méjme ddny sdruzené pruméty néjakého télesa, napf. v obrazku a) je ddn pudorys a

narys pravidelného ¢tyrbokého jehlanu ABC' DV

e odtrhnéme od sebe pudorys a narys, vhodné je pootocme a zvolme axonometricky

prumét jednoho bodu — v obrazku b) je to prumét O* pocatku O

e pomoci pruseciki odpovidajicich si rovnobézek s pifmkami O;0% a O,0% provedme

zarez daného télesa — viz obrazek c)

e ziskdme tak axonometricky prumét objektu, obecné se ovSem jedna o tzv. kosoihlou

axonometrii, u niz muze pii nevhodné volbé dojit k neprirozenému zkresleni

e ndsledujici piiklad ukazuje uziti naznacené zafezové metody (Casto také nazyvané

Eckhartova metoda) v pravoihlé axonometrii

a) v, b)

Ay=Dy=0,

Ap=Dr=D1=01,
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Geometrie 4. Zobrazeni télesa v pravouhlé axonometrii

ReZené lohy
Piiklad: V pravotihlé axonometrii /A(7;8;9) zobrazte pomoci zérezové metody téleso, jsou-li
dany jeho sdruzené pruméty.
e podle zadan{ je sestrojen axonometricky trojihelnik XY Z (| XY |=7, |Y Z|=8, |[ZX|=9)
a pruméty x% y®, z* souradnicovych os z,y, z jako jeho vysky (tj. z* L YZ a X € x%,
y* L XZaY ey® 2% L XY aZ € 2%); prumét O pocatku O je spoleénym prusecikem
primek ¢, y%, 2% a tedy tzv. ortocentrem AXY Z
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4. Zobrazeni télesa v pravoiihlé axonometrii Geometrie

e pomoci Thaletovy pulkruznice nad primérem XY provedme otoceni pudorysny ko-
lem piimky XY do axonometrické prumétny, podobné jako pii pripravé na vynaseni
soufadnic; v tomto pfipadé ovSsem uvazujme otoceni o mensi ihel a otocenou polohu
(O) pocatku O sestrojme na kladné ¢asti prumeétu 2z osy z; slabé ¢erchované dopliime

otocené polohy (x)=(0)X, (y)=(0O)Y soutadnicovych os x,y
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Geometrie 4. Zobrazeni télesa v pravouhlé axonometrii

e v pravouhlé axonometrii se ¢asto otocené polohy zobrazovanych tdtvaru kryji s vyslednym
axonometrickym prumétem objektu; abychom se tomu vyhnuli, provedme pomocné
vysunuti otoceného pudorysu ve sméru piimky z%: na zdporné ¢asti prumétu osy z
zvolme pomocny pudorys O; a vedme jim pomocné pudorysy =1 || (z),y1 || (y); do
takto posunutého otoceného pudorysu jesté zakresleme skutecny pudorys daného télesa

— pravidelného ¢tyrbokého jehlanu ABC' DV
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4. Zobrazeni télesa v pravoiihlé axonometrii Geometrie

e piedchozi dva kroky proved me analogicky pro narys objektu: nejprve pfipravme otocené
polohy [0}, [z]=[0]X, [2]=[0]Z pocatku O a soutadnicovych os z, z; uvazujme otoceni
narysny kolem ptimky X7 do axonometrické prumétny opét o mensi z obou moznych
thlua, bod [0] lezi tedy na kladné ¢dsti prumétu y* osy y a na Thaletové pulkruznici

nad prumérem X7
2a fM

Z
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Geometrie 4. Zobrazeni télesa v pravoiihlé axonometrii

e na zdporné ¢asti priumétu y® osy y zvolme pomocny narys O, pocatku O a vedme jim
pomocné nérysy o || [x],z2 || [2]; do tohoto vysunutého otoceného narysu doplime

nezkresleny narys daného jehlanu ABC DV

20 f [2]

Z
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4. Zobrazeni télesa v pravoiihlé axonometrii Geometrie

e nyni je vSe pripraveno pro konec¢ny zéatez télesa z jeho vysunutého oto¢eného pudorysu
a narysu; konstrukci popiSme pro hlavni vrchol V' jehlanu, pruméty ostatnich vrcholu
se sestroji analogicky: pomocnym pudorysem V; vedme rovnobézku s pifmkou 2%, po-
mocnym narysem V5 vedme rovnobézku s pifmkou ¢ a prusecik téchto rovnobézek je
axonometrickym prumétem V* vrcholu V; podobné najdeme pruméty zbyvajicich vr-
cholu; na zavér vytdhneme pruméty viditelnych hran tlusté a pruméty neviditelnych

hran ¢arkované
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Geometrie Kapitola 3. Krivky

Krivky

Tematicky obsah
e Kuzelosecky

o Definice a ohniskové vlastnosti elipsy

o

Afinni vztah kruznice a elipsy (trojihelnikovd, prouzkové a Rytzova konstrukce)

o

Definice a ohniskové vlastnosti hyperboly

o

Definice, ohniskové vlastnosti a jedna uzite¢na konstrukce paraboly

o

Konstrukce kuzelosecek z danych podminek
e Sroubovice
o Sroubovice v Mongeové promitani

e Ulohy k samostatnému feseni

1. Kuzelosecky

Vyklad

e souhrnny nazev pro kiivky, které se objevuji pfi rovinnych fezech na rotacni kuzelové

plose

e déle jsou uvedeny pouze tzv. regularni kuzelosecky (vyjma kruznice), jejichz rovina

neprochézi vrcholem kuzelové plochy

e pro nase potfeby jsou vSak na nasledujicich strankach tyto krivky definovany piimo

v roviné pomoci tzv. ohniskovych definic

- 173 -




1. Kuzelosecky Geometrie

1.1. Elipsa

Vyklad

1.1.1. Definice a ohniskové vlastnosti

e prostorova definice (viz obrazek vlevo nahore): elipsa je prusecnou kiivkou rovinného
fezu na rotacni kuzelové plose, jestlize fezna rovina neni kolmé k ose rotacni kuzelové
plochy a rovina s ni rovnobéznd jdouci vrcholem mé s kuzelovou plochou spolecny
pouze vrchol (nebo jinak: odchylka roviny fezu od osy je vétsi nez odchylka povrchovych

piimek)

e ohniskovd definice (viz obrazek vpravo nahore, ktery ukazuje tzv. zahradnickou kon-
strukci elipsy): elipsa e je mnozinou vsech bodu v dané roviné p, jejichz soucet
vzdalenosti od dvou ruznych pevnych bodu Fj, Fy je roven danému cislu 2a, které je

veétsi nez vzdalenost bodu Fi, Fy; symbolicky zapsano:

e = {X € p; |F1X| + |F2X| = 2a,0 < ’F1F2| < 2(1}
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Geometrie 1. Kuzelosecky

Konstrukce a zakladni pojmy

e na vodorovné piimce o zvolme bod S a od néj na obé strany soumérné nanesme dveé
libovolné zvolené vzdalenosti; blizsi body oznacme F}, Fy a nazvéme je ohnisky elipsy,
onémi pevnymi body, o nichZz se mluvi v ohniskové definici; vzdalenéjsi body oznac¢me
A, B a necht pro jejich vzdalenost plati |AB| = 2a; pak je |F1A| + |FRA| = |F1A|+
+|F1B| = 2a, a podle definice je bod A bodem elipsy e; totéz lze ukazat pro bod B a
body A, B se nazyvaji hlavni vrcholy elipsy (elipsa v nich mé nejveétsi kiivost); piimka
01 = AB = F\ F, je hlavni osa elipsy a bod S je jeji stfed (elipsa je podle néj stiedovée

soumeérna)
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1. Kuzelosecky Geometrie

e sestrojme dalsi obecné body elipsy: na usecce F}F5 zvolme pomocny bod R, vezméme
do kruzitka polomér délky |AR| a opisme ¢tyfi oblouky kruznic kolem ohnisek Fi, Fy;
zménme polomér na délku |RB| a proved me totéz — kolem ohnisek protnéme predchozi
¢tyti oblouky; ziskame tak ¢tyii body My, Msy, M3, My, kde napt. pro M, plati |Fy Ms|+
+|FyMs| = |AR|+|RB| = 2a (analogicky pro M;, M, M,); podle ohniskové definice tak
snadno muzeme jinou volbou bodu R konstruovat dalsi a dalsi body elipsy e; zvolime-li
bod R v nékterém z ohnisek, dostaneme timto zpusobem hlavni vrcholy A, B; pii volbé

bodu R (na hlavni ose 0;) mimo tdsecku Fj Fy se piislusné kruhové oblouky neprotnou
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Geometrie 1. Kuzelosecky

e provedeme-li predchozi konstrukci pro R = S, ziskdme pouze dva body — vedlejsi
vrcholy C, D elipsy, které lezi na vedlejsi ose 0, L 01,5 € 0y; délka a = |SA]| se
nazyva délka hlavni poloosy a objevuje se také jako délka prepony FiC' v tzv. cha-
rakteristickém trojihelniku FSC elipsy; délka jeho odvésny SC' se nazyva délka
vedlejsi poloosy b = |SC| a délka odvésny F1.S uddva tzv. excentricitu (vystiednost)
e = |F1S] elipsy (pro e — 0 se elipsa blizi kruznici, naopak pro e — a se elipsa blizi
k tsecce); z pravouhlého trojuhelnika F;SC a Pythagorovy véty vyplyva vztah mezi

délkami poloos a excentricitou elipsy: a? = e* + b?

M,
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1. Kuzelosecky Geometrie

e pro dalsi konstrukce vyberme napt. bod M; a sestrojme piimky F} My, Fy My, coz jsou
tzv. pruvodic¢e bodu My; ty rozdéli rovinu na ¢tyti thly, vzdy dva protéjsi vrcholové
shodné; thel, v némz lezi stied S (nebo hel k nému vrcholovy) ozna¢me w a nazvéme
ho vnitini dhel privodici bodu Mjy; néktery z ihlu vedlejsich k dhlu @ ozna¢me w

a Tikejme mu vnéjsi thel privodict bodu M,

01
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Geometrie 1. Kuzelosecky

e da se dokazat, ze osa t vnéjsiho ihlu w pruvodicu bodu M, je soucasné te¢nou elipsy
v bodé Ms; ptimka n L t je pak normalou elipsy v bodé M a soucasné osou vnittniho
thlu @ pruvodicu bodu Ms; to plati v kazdém bodé elipsy a toto tvrzeni je shrnuto

v déle uvedené Vete 1 (na strané 184)

01

M, M
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1. Kuzelosecky Geometrie

e na zikladé predchoziho odvod'me dalsf vlastnosti elipsy: sestrojme body Q, Q2 soumér-
né sdruzené s ohnisky F5, F podle tecny t a oznacme piislusné paty Py, P, kolmic (1 F3,
Q2 F; spusténych z ohnisek Fy, F} na teénu t (tj. stiedy tsecek Q1 Fy, QoF}); z osové
soumeérnosti pruvodi¢u bodu M, podle teény t plyne, ze bod ) lezi na primce FyMs a

bod @2 padne na pruvodic Fy M,

01

M, M
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Geometrie 1. Kuzelosecky

e diky osové soumeérnosti je |MeQ1| = |MaFs|, a tudiz plati |F1Q1] = |F1 M| + | MaQy| =
= |F\Ms| + |MyF5| = 2a; totéz lze ukdzat v kazdém bodé elipsy, a vsechny body
soumérné sdruzené s ohniskem Fy podle tecen elipsy tedy lezi na tzv. fidici kruznici
g1(F1,2a); analogicky dostaneme |F5Qs| = 2a a muzeme sestrojit druhou fidici kruznici
g2(F3, 2a), na niz lezi vsechny body soumérné sdruzené s ohniskem Fj podle tecen elipsy
(viz Véta 2 na strané 184); tsecky SP;, SP, jsou po fadé stiedni pricky trojihelniki
FiFyQq, F1F»Qs a pro jejich délky tedy plati: |[SPy| = |F12—Q1‘ =a = |F22—Q2‘ = |SP|;
obecné shrnuto, paty kolmic spusténych z ohnisek elipsy na jeji tecny lezi na tzv. vr-

cholové kruznici v(S,a) (viz Véta 3 na strané 184)

01
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1. Kuzelosecky Geometrie

e pro jednodussi a péknéjsi vyrysovani elipsy sestrojme v jejich vrcholech oblouky tzv.
hyperoskula¢nich kruznic: trojihelnik ASC dopliime na obdélnik ASC'E, vrcholem
E vedme kolmici k tihlopiicce AC' a urceme jeji pruseciky 1,2 s hlavni a vedlejsi osou
elipsy; bod 1, resp. 2, je pak stiedem oblouku hyperoskula¢ni kruznice ve vrcholu A, resp.
ve vrcholu C' (oblouky ve vrcholech B, D doplnime soumérné podle stiedu .S, konstrukce
nen{ v obrazku provedena); tyto oblouky pftiblizné nahrazuji prubéh elipsy v blizkém
okoli vrcholu a jejich konstrukce vyrazné prispéje k vytazeni soumérné kiivky (a ne
néjaké ,brambory“); alternativni zpusob konstrukce bodu 1,2 je popsan v nasledujicim

kroku

01
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Geometrie 1. Kuzelosecky

e body 1,2 je mozné sestrojit také takto: kolem vedlejstho vrcholu C' opisme oblouk
kruznice o poloméru a = |SA| (prochazi obéma ohnisky) a protnéme jej obloukem
kruznice o poloméru b = |SC| opsanym kolem hlavniho vrcholu A; piimka, kterd spo-
juje pruseciky sestrojenych oblouku (jednim z nich je bod F), je pak kolmice k pfimce
AC' (kterou pii pouziti tohoto zpusobu neni potieba sestrojovat) a ta protind hlavni
a vedlejsi osu elipsy v bodech 1,2; na zavér je vytazena elipsa e, coz lze provést od
ruky, nebo pomoci vhodného kfivitka, anebo uzitim tzv. zahradnické konstrukce:
dva konce provazku délky |AB| = 2a se upevni do ohnisek a pohybujici se hrot tuzky,

ktery napina provazek, opisuje elipsu. . .

01
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1. Kuzelosecky Geometrie

Véta 1

Te¢na (norméla) v bodé elipsy puli pfislusny vnéjsi (vnitini) ihel pruvodicu.

Véta 2

Mnozina vSech bodu soumeérné sdruzenych s jednim ohniskem elipsy podle jejich tecen je Fidici
kruznice elipsy o stiedu ve druhém ohnisku a poloméru 2a.

Véta 3

Mnozina vS8ech pat kolmic spusténych z ohnisek elipsy na jeji teény je vrcholova kruznice

elipsy.

Resené ulohy

Tecny k elipse danym bodem

Piiklad: Bodem X ved'te te¢ny k nenarysované elipse e, kterd je dédna hlavnimi a vedlejsimi

vrcholy.
e zvolme stied S, vodorovné hlavni osu o1, na ni hlavni vrcholy A, B, svisle vedlejsi osu
0o L 07 a na ni vedlejsi vrcholy C, D; rovnéz zvolme bod X, z néhoz pomoci vyse

uvedenych vét povedeme teény k zadané elipse

>o
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Geometrie 1. Kuzelosecky

e nejprve doplinme ohniska Fi, F5 elipsy: ta lezi na hlavni ose 0; a na kruznici o poloméru

a = |SA| opsané kolem vedlejstho vrcholu C, tj. plati |[F1C| = |F>2C| = a

o

e podle Véty 2 (na strané 184) lezi body soumérné sdruzené s ohniskem F5 podle hledanych
tecen na Fidici kruznici g1(Fi,2a = |AB|); souc¢asné musi mit od bodu X vzdélenost

|F5X |, a musi tedy lezet také na kruznici k(X, |F>X|)

09

C
k
N £y
AR S B 01
o
X
D
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1. Kuzelosecky Geometrie

e kruznice gy, k se protinaji v bodech Q, Q'; stredy P, P’ tisecek F5Q), F5()' jsou paty kolmic
spusténych z ohniska F; na hledané tecny a podle Véty 3 (na strané 184) lezi také na

vrcholové kruznici v(S, a)

02

C
\,
A F S 01
D

e nyni jiz muzeme sestrojit tecny t = X P,t' = X P’, pro které plati: t L FyQ,t L FrQ)’

t
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Geometrie 1. Kuzelosecky

e pro body T, 7" dotyku tecen t,t' s elipsou plati: T = t N F1Q, T" = ' N F1Q’; piimka
F1Q), resp. pitimka F1@’, je vlastné jednim z pruvodi¢u bodu 7', resp. bodu 7"

t

e nyni jiz muzeme doplnit oblouky hyperoskula¢nich kruznic ve vrcholech a vyrysovat

elipsu e, kterd se v bodech T, T" dotyka tecen t,t" vedenych z daného bodu X
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1. Kuzelosecky Geometrie

Alternativni zptisob reseni: vystacime pouze s vlastnostmi Véty 3 (na strané 184), tj. s nale-
zenim pat P, P’ kolmic spusténych z ohniska F5 na hledané te¢ny; body P, P’ musi lezet na
vrcholové kruznici v(S,a) a soucasné na Thaletové kruznici sestrojené nad prumérem FpX;
pro body T',T" dotyku pak plati: T € ¢, AT || SP a T € t', FiT' || SP’; roli obou ohnisek lze

také prohodit, zalezi na konkrétnim zadani a velikosti nakresny; zkuste si jako cviceni. . .

Diskuze: pokud se kruznice ¢;(F1,2a), k(X,|XFy|) (ptipadné go(Fs,2a), k(X, | X Fi|)) proti-
naji ve dvou bodech, resp. se dotykaji v jednom bodé, resp. nemaji zadny spoleény bod, pak
bod X lezi ve vnéjsi oblasti elipsy e, resp. bod X je bodem elipsy e, resp. bod X lezi ve vnitini
oblasti elipsy e, a lze jim vést dvé ruzné tecny, resp. jedinou (dvojndsobnou) tecnu, resp. jim
nelze vést zadnou tecnu k dané elipse e. Pti alternativnim zpusobu feseni rozhoduje o poctu

tecen vzajemna poloha vrcholové kruznice v(S,a) a Thaletovy kruznice nad prumérem Fo X

nebo F1.X.
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Tecny k elipse daného sméru

Piiklad: K nenarysované elipse e, kterd je dana hlavnimi a vedlejsimi vrcholy, ved'te tecny
sméru s (tj. rovnobézné s piimkou s).
e zvolme stied S, vodorovné hlavni osu o1, na ni hlavni vrcholy A, B, svisle vedlejsi osu

02 L 01 a na ni vedlejsi vrcholy C, D; rovnéz zvolme smér s, s nimz maji byt hledané

tecny rovnobézné
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1. Kuzelosecky Geometrie

e nejprve doplime ohniska F, F; elipsy: ta lezi na hlavni ose 0; a na kruznici o poloméru

a = |SA| opsané kolem vedlejstho vrcholu C, tj. plati |F1C| = |F2C| = a
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e podle Véty 2 (na strané 184) lezi body soumérné sdruzené s ohniskem F5 podle hledanych
tecen na fidici kruznici g, (Fi,2a = |AB|); soucasné musi lezet na kolmici k vedené
ohniskem Fy kolmo k danému sméru s; alternativné bychom mohli hledat body soumérné
sdruzené s ohniskem F7y, které musi lezet na ridici kruznici go(F3, 2a) a na piimce vedené

timto ohniskem kolmo ke sméru s

02

01
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1. Kuzelosecky Geometrie

e pifmka k protind kruznici g; v bodech Q, Q’; stiedy P, P’ tsecek F5Q), F5(Q)' jsou paty
kolmic spusténych z ohniska F» na hledané tecny a podle Veéty 3 (na strané 184) lezi
také na vrcholové kruznici v(S, a); pii Feseni této tlohy bychom vystacily pouze s Vétou
3 a tedy s body P,P' = kN w; to v piipadé, ze néktery z bodu Q, Q' vychdzi mimo

nakresnu; my zde ovsem chceme demonstrovat také uziti vlastnosti Véty 2

k
Q

01
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Geometrie 1. Kuzelosecky

e nyni jiz muzeme sestrojit tecny ¢,¢', kde t || ¢’ || s (tj. t L k,t' L k)a P et,P €t
zvidavy ¢tenar si muze do obrazku dokreslit alternativni variantu feseni: paty kolmice
vedené ohniskem F7 kolmo ke sméru s padnou na sestrojené tecny t,t' a soucasné na

vrcholovou kruznici v(S, a)

t

T
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1. Kuzelosecky Geometrie

e pro body T,T" dotyku tecen t,t' s elipsou plati: T = t N F1Q, T" = ' N FQ’; piimka
F1Q, resp. piimka F1 @', je vlastné jednim z pruvodi¢u bodu T, resp. bodu 7”; souc¢asné
plati ;AT || SP,FAT || SP" a navic jsou tecny t || t' stfedové soumérné podle stiedu
S elipsy, z ¢ehoz vyplyva S € TT'; v této uloze je tedy mozné sestrojit pouze jedno
feseni na zakladé ohniskovych vlastnosti a druhé lze snadno doplnit pomoci stiedové
soumeérnosti; konstrukce vztahujici se k uziti alternativniho feseni pomoci druhého oh-

niska jsou prenechany ¢tenaii jako cviceni...

t/
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Geometrie 1. Kuzelosecky

e nyni jiz muzeme doplnit oblouky hyperoskula¢nich kruznic ve vrcholech a vyrysovat

elipsu e, kterd se v bodech T, 7" dotyka tecen t,t rovnobéznych s danym smérem s

Diskuze: Ridic{ kruznice g1(F1,2a) a piimka k, vedend ohniskem F3 kolmo k libovolné danému
smeéru s, se vzdy protinaji pravé ve dvou bodech, a tloha ma tudiz vzdy pravé dvé reseni
soumérna podle sttedu S elipsy e; k témuz zavéru lze dojit pri uziti alternativnich zpusobt

feSeni — tj. pomoci druhé fidici kruznice g, nebo pomoci vrcholové kruznice v.
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1. Kuzelosecky Geometrie

1.2. Afinni vztah kruznice a elipsy

Vyklad

e rovnobéznym prumétem kruznice do roviny je v obecném piipadé elipsa; specidlné se

muze kruznice promitnout do kruznice nebo do usecky

e dand kruznice k a jeji rovnobézny prumét — elipsa k' — si odpovidaji v prostorové osové
afinité mezi rovinami obou kfivek; rovnobéznym priumétem této prostorové osové afinity

do néjaké roviny p je osova afinita v této roviné p

e na zakladé tohoto afinniho vztahu mezi kruznici a elipsou lze odvodit nékteré uzitecné

konstrukce elipsy

1.2.1. Trojihelnikova a prouzkové konstrukce elipsy

o

e pravouhla osova afinita mezi kruznici k a elipsou £’ je ddna takto: osou o afinity je hlavni

osa elipsy £/, dvojici odpovidajicich si bodu tvoii body C € k a C" € k' na vedlejsi ose
e potom lze dalsi body elipsy k' sestrojovat pomoci tzv. trojihelnikové konstrukce

— na kruznici k£ zvolme bod M
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Geometrie 1. Kuzelosecky

— ozna¢me M prusecik polopifmky SM s kruznici k£1(S, [SC"|)

— bodem M™ vedme rovnobézku s osou o a bodem M kolmici k ose o afinity; jejich

prusec¢ik M’ je pak bodem elipsy k' (to lze odvodit z vlastnosti charakteristiky

|[M'M*| _ |M*S| \SC'\)
|[MM=*| — |MS|] — |SC]|

dané osové afinity:
e souctova prouzkova konstrukce

— sestrojeny bod M’ spojme se stredem O tsecky MM ™

— tato spojnice protind vedlejsi a hlavni osu elipsy k' v bodech 1,2, pro néz plati:
|[IM'| = |SM], coz je délka hlavni poloosy, a [2M'| = |SM ™|, coz je délka vedlejsi
poloosy elipsy &’

— kdybychom tsecku 12 (jeji délka je souctem délek hlavni a vedlejsi poloosy) spolu
s délicim bodem M’ ptenesli na prouzek papiru a jim pak pohybovali tak, aby
bod 1 lezel stale na vedlejsi resp. bod 2 na hlavni ose elipsy, potom bod M’ bude

opisovat elipsu &’
e rozdilova prouzkova konstrukce

— sestrojenym bodem M’ vedme rovnobézku s primkou SM

— ta protne vedlejsi a hlavni osu elipsy k' v bodech I, II, pro které plati: [IM'| =
= |SM|, coz je délka hlavni poloosy, a [IIM'| = |SM™|, coz je délka vedlejsi poloosy
elipsy &’

— kdybychom tsecku 111 (jeji délka je rozdilem délek hlavni a vedlejsi poloosy)
spolu s prodlouzenim do bodu M’ nanesli na prouzek papiru a jim pak pohybovali
tak, aby bod I lezel stéle na vedlejsi resp. bod II na hlavni ose elipsy, potom bod
M’ bude opét opisovat elipsu &’
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1. Kuzelosecky Geometrie

1.2.2. Uziti prouzkovych konstrukci

ReZené lohy
Priklad: Sestrojte vedlejsi vrcholy C, D elipsy e, ktera je dana hlavnimi vrcholy A, B a
obecnym bodem M.

e pro elipsu e zvolme stied S a soumérné podle néj hlavni vrcholy A, B na hlavni ose oq;

doplinme vedlejsi osu 0y L 01,5 € 0y a obecny bod M tak, aby bylo |[SM| < |SA|

02

M

01

e kolem zvoleného bodu M opisme oblouk pomocné kruznice o poloméru délky a = |SA|

hlavni poloosy a najdéme jeji pruseciky 1, I s vedlejsi osou o,

S{\\ 01
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Geometrie 1. Kuzelosecky

e primka 1M, resp. ptimka I M, protind hlavni osu o; v bodé 2, resp. v bodé II, ptricemz

|2M| = [IIM| = b je podle predchoziho délka vedlejsi poloosy sestrojované elipsy e

e nyni jiz muzeme snadno doplnit vedlejsi vrcholy C, D € oq, |SC| = |SD| = b, a (nejlépe
za pomoci hyperoskula¢nich kruznic ve vrcholech, tato konstrukce ovsem neni v obrazku
provedena) vyrysovat elipsu e; pro fesen{ tlohy ziejmé staci pouzit bud pouze souctovou
(body 1,2) nebo pouze rozdilovou variantu (body I, II) nékteré z prouzkovych kon-

strukei. . .
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1. Kuzelosecky Geometrie

1.2.3. Sdruzené prumeéry kruznice a elipsy

Vyklad

dva prumeéry kruznice nebo elipsy se nazyvaji sdruzené, pravé kdyz tecny v krajnich

bodech jednoho pruméru jsou rovnobézné s druhym prumeérem

sdruzenost prumeéru se rovnobéznym promitanim a tedy i osovou afinitou zachovava

u kruznice jsou kazdé dva sdruzené prumeéry soucasné navzajem kolmé

u elipsy existuje jedind dvojice sdruzenych a soucasné kolmych prumeéru — na hlavni a

vedlejsi ose

1.2.4. Rytzova konstrukce

e ukazuje, jak lze sestrojit hlavni a vedlejsi vrcholy elipsy, ktera je dana pomoci dvojice

svych sdruzenych pruméru

]
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Geometrie 1. Kuzelosecky

kruznice k a elipsa k' si odpovidaji v pravouhlé osové afinité, jejiz osou o je hlavni osa

elipsy a v niz se bod C' zobrazi na bod C’

e zvolme dvojici kolmych (a tedy i sdruzenych) pruméra KL, M N kruznice k a pomoci

trojuhelnikové konstrukce sestrojme odpovidajici sdruzené pruméry K'L’', M’ N’ elipsy k'

e doplnime-li trojihelnik M M'M™* bodem M na obdélnik, pak plati SM~ L K'L’' a pro
stted O obdélnika M M'M*M"je |OS| = |01] = |0O2|

e na zakladé téchto vztahu lze odvodit tzv. Rytzovu konstrukci, jejiz pouziti predve-

deme na nésledujicim prikladé

ReZené ilohy
Priklad: Sestrojte hlavni a vedlejsi vrcholy elipsy k', kterd je ddna dvojici sdruzenych
pruméru K'L', M'N'.
e zvolme dvojici obecnych (tj. ne kolmych) sdruzenych pruméru K'L’, M'N’ elipsy K/,
které se protinaji v jejim stfedu S; pro lepsi orientaci a porozuméni je ponechano

oznaceni z predchoziho obrazku

M

L/
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1. Kuzelosecky Geometrie

e krajni bod K’ jednoho z pruméru otocme o 90° kolem stiedu S do bodu M~ pfitom
je lhostejné, ktery z bodu K', L', M', N’ vybereme a jestli jej oto¢ime v kladném nebo

zaporném smyslu

e bod M~ spojme s nékterym (tradi¢né blizsim, ale opét je to jedno) krajnim bodem
druhého pruméru, tj. napt. s bodem M’ a sestrojme stied O tsecky M ™M’; déle na

piimce MM’ sestrojme body 1,2, pro které plati |O1| = |O2| = |OS]|
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Geometrie 1. Kuzelosecky

e primky 15,25 jsou pak vedlejsi a hlavni osou konstruované elipsy, pricemz hlavni osa
vzdy déli ostry tihel danych sdruzenych prumeéru; délky hlavni a vedlejsi poloosy uréime
pomoci souctové prouzkové konstrukce: a = [IM’'| a b = |2M’|; tyto délky naneseme
od stfedu S na ptislusné osy a ziskame hledané hlavni a vedlejsi vrcholy A, B, C, D; na
zaveér vyrysujeme elipsu k', pro niz zndme osm bodu a v kazdém z nich bychom mohli

snadno sestrojit te¢nu (jako rovnobézku s piislusnym sdruzenym prumérem). ..
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1. Kuzelosecky Geometrie

1.3. Hyperbola

Vyklad

1.3.1. Definice a ohniskové vlastnosti

e prostorova definice (viz obrdzek nahore): hyperbola je prusecnou kiivkou rovinného
fezu na rotacni kuzelové plose, jestlize feznd rovina méa takovou polohu, ze rovina s ni
rovnobéznd jdouci vrcholem protind kuzelovou plochu ve dvou ruznobéznych ptimkach

(nebo jinak: odchylka roviny fezu od osy je mensi nez odchylka povrchovych piimek)

e ohniskova definice: hyperbola h je mnozinou vSech bodu v dané roviné p, pro néz
je absolutni hodnota rozdilu vzdélenosti od dvou ruznych pevnych bodu Fi, F; rovna

danému ¢islu 2a, které je mensi nez vzdalenost bodu Fi, Fy; symbolicky zapsano:

h = {X € p; HFlX‘ — |F2X|| = 2a,0 < 2a < ‘Fngy}

- 204 -



Geometrie 1. Kuzelosecky

Konstrukce a zakladni pojmy

e na vodorovné piimce o; zvolme bod S a od néj na obé strany soumérné nanesme dvé li-
bovolné zvolené vzdélenosti; vzdalenéjsi body ozna¢me Fi, F, a nazvéme je ohnisky
hyperboly, onémi pevnymi body, o nichz se mluvi v ohniskové definici; blizsi body
oznatme A, B a necht pro jejich vzdalenost plati |AB| = 2a; pak je ||F1A| — |FLA|| =
= ||F1A| — |F1B|| = 2a, a podle definice je bod A bodem hyperboly h; totéz lze ukazat
pro bod B a body A, B se nazyvaji vrcholy (nékdy se pouzivéd i piivlastek hlavni)
hyperboly (hyperbola v nich ma nejvétsi kiivost); piimka 0, = AB = F}Fy je hlavni
osa hyperboly a bod S je jeji stied (hyperbola je podle néj stfedové soumérna)
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1. Kuzelosecky Geometrie

e sestrojme dalsi obecné body hyperboly: na hlavni ose 0; mimo usecku FjF5 zvolme
pomocny bod R, vezméme do kruzitka polomér délky |AR| a opisme ¢tyfi oblouky
kruznic kolem ohnisek F}, Fy; zméiime polomér na délku |BR| a provedme totéz — ko-
lem ohnisek protnéme predchozi ¢tyti oblouky; ziskame tak ¢tyti body My, My, Mz, My,
kde napf. pro M, plati ||Fy M| — |FyMs|| = ||AR| — |BR|| = |AB| = 2a (analogicky
pro My, M3, My); podle ohniskové definice tak snadno muzeme jinou volbou bodu R
konstruovat dalsi a dalsi body hyperboly h; zvolime-li bod R v nékterém z ohnisek, do-
staneme timto zpusobem vrcholy A, B; pii volbé bodu R uvniti tsecky Fi F5 se prislusné

kruhové oblouky neprotnou a neziskame tak zadné dalsi body hyperboly

e B

Fy A S B Iy R 01
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Geometrie 1. Kuzelosecky

e vrcholem A vztycme kolmici na hlavni osu 07 a sestrojme jeji pruseciky U;, Us s kruznici,
kterd ma stied v bodé S a polomér |SF}|; piimky u; = SUj,uy = SUs jsou pak tzv.
asymptoty hyperboly — tec¢ny, které se ji dotykaji v nekonecnu; hyperbola je osové
soumérna také podle vedlejsi osy 0o L 01,5 € 09; délka a = |SA| se nazyva délka
hlavni poloosy, délka tsecky AU; se nazyva délka b = |AU,| vedlejsi poloosy a
délka dsecky F1S udava tzv. excentricitu (vystiednost) e = |F1 S| = |SU;| hyperboly;
z charakteristického pravouhlého trojihelnika ASU; a Pythagorovy véty vyplyva vztah

mezi délkami poloos a excentricitou hyperboly: a? = e? — b?

U1 02 Uo
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1. Kuzelosecky Geometrie

e pro dalsi konstrukce vyberme napt. bod M; a sestrojme piimky F} My, Fy My, coz jsou
tzv. pruvodic¢e bodu My; ty rozdéli rovinu na ¢tyti thly, vzdy dva protéjsi vrcholové
shodné; thel, v némz lezi stied S (nebo hel k nému vrcholovy) ozna¢me w a nazvéme
ho vnéjsi thel pravodic¢t bodu Msy; néktery z tihlu vedlejsich k ihlu w oznaé¢me w a

fikejme mu vnitini thel privodic¢a bodu M,

U1 02 U

01
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Geometrie 1. Kuzelosecky

e da se dokdzat, ze osa t vnéjsiho tihlu w pruvodicu bodu M, je soucasné teénou hyperboly
v bodé Msy; piimka n L t je pak mormalou hyperboly v bodé M, a soucasné osou
vnitiniho thlu @ pruvodicu bodu Ms; to plati v kazdém bodé hyperboly a toto tvrzeni

je shrnuto v nize uvedené Veéteé 1

Ui

01

Véta 1

Tecna (norméla) v bodé hyperboly puli piislusny vnéjsi (vnitini) thel pruvodicu.
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1. Kuzelosecky Geometrie

e na zdkladé piedchoziho odvodme dalsi vlastnosti hyperboly: sestrojme body Q1, Q2 sou-
mérné sdruzené s ohnisky Fy, F} podle tecny ¢ a ozna¢me piislusné paty Py, P, kolmic
Q1F,, Q2F; spusténych z ohnisek Fy, Fi na teénu t (tj. stiedy tsecek Q1F», Q2F1);
z 0sové soumeérnosti pruvodi¢u bodu M, podle tecny ¢ plyne, ze bod @)1 lezi na piimce

F1M; a bod Q2 padne na pruvodi¢ FyoM,

U1l 02 U2 t

01
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Geometrie 1. Kuzelosecky

Q1] = [[F1Ma| — |MaQu || =
= ||[F1Ms| — |MyFs|| = 2a; totéz lze ukédzat v kazdém bodé hyperboly, a vsechny

e diky osové soumérnosti je |MaQ1| = | My Fy|, a tudiz plati

body soumérné sdruzené s ohniskem Fj podle tecen hyperboly tedy lezi na tzv. fidici
kruznici g, (F}, 2a); analogicky dostaneme |F5Q)s| = 2a a muzeme sestrojit druhou fidici
kruznici go(Fy,2a), na niz lezi véechny body soumérné sdruzené s ohniskem Fj podle
tecen hyperboly (viz Véta 2); dsecky SP;, SP; jsou po radé stredni pricky trojihelniki
FiFyQq, F1F»Qs a pro jejich délky tedy plati: |[SP| = |F12—Q1‘ =a = |F22—Q2‘ = |SP;
obecné shrnuto, paty kolmic spusténych z ohnisek hyperboly na jeji tec¢ny lezi na tzv.

vrcholové kruznici v(S, a) (viz Véta 3)
U1 02

g1

01

Véta 2

Mnozina vSech bodu soumeérné sdruzenych s jednim ohniskem hyperboly podle jejich
tecen je Tidici kruznice hyperboly o stfedu ve druhém ohnisku a poloméru 2a.

Véta 3

Mnozina vSech pat kolmic spusténych z ohnisek hyperboly na jeji tecny je vrcholova

kruznice hyperboly.
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1. Kuzelosecky Geometrie

e pro jednodussi a péknéjsi vyrysovani hyperboly sestrojme v jejich vrcholech oblouky
tzv. hyperoskulacnich kruznic: staci vést bodem U; kolmici k asymptoté u; a urcit
jeji prusecik I s hlavni osou o hyperboly; bod 1 je pak stredem oblouku hyperoskulacni
kruznice ve vrcholu A (oblouk ve vrcholu B doplnime soumérné podle stfedu S, kon-
strukce neni v obrdzku provedena); tyto oblouky pfiblizné nahrazuji prubéh hyperboly

v blizkém okoli vrcholu, ale jejich konstrukce neni tak uzitecna jako u elipsy

U1

N Q/"S@

€]

01
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Geometrie 1. Kuzelosecky

e na zaver je vytazena hyperbola h (pfesnéji feceno jeji ¢ast), coz lze provést od ruky, nebo
pomoci vhodného ktivitka; pfi tom jsou dulezitym voditkem pravé asymptoty, k nimz se
smérem od vrcholu hyperbola stéle ptiblizuje, ale dotkne se jich az v nekoneénu (v jejich
nevlastnich bodech); zkusme si predstavit hypotetickou cestu po hyperbole, napt. na
kole: vyjedeme z vrcholu A smérem k bodu M, projedeme jim a pokracujeme déle
k asymptoté u; dejme tomu, ze se ndm podaii dojet do jejitho nevlastniho bodu, kde se
ji ,konecné* dotkneme, chvilku si odpocineme, piece jen to byla nekoneéné dlouha cesta,
a vydame se dal zapocatym smérem, tj. musime se od asymptoty u; zacit vzdalovat,
projedeme bodem M3, vrcholem B, bodem M;, v némz se dotkneme sestrojené tecny ¢,
podruhé prijedeme do nekonecna, tentokrat do nevlastniho bodu asymptoty wus, jiz se
v ném dotkneme, a pres bod M, se vratime zpét do vrcholu A; hyperbola je tedy také
(podobné jako elipsa) uzaviend kiivka, ktera se sklada ze dvou vétvi oddélenych dvéma

nevlastnimi body. ..

01

- 213 -




A/
ash

1. Kuzelosecky Geometrie

ResSené ulohy

Tecny k hyperbole danym bodem

Piiklad: Bodem X ved'te tecny k nenarysované hyperbole h, kterd je ddna svymi vrcholy a

ohnisky.

e zvolme stied S hyperboly, vodorovné hlavni osu o1, na ni hlavni vrcholy A, B a ohniska
Fi, Fy, svisle doplnme vedlejsi osu 0y L 01,5 € 0g; rovnéz zvolme bod X, z néhoz pomoci

uvedenych ohniskovych vlastnosti povedeme tecny k zadané hyperbole

Fl A S B 01

oX

- 214 -




Geometrie 1. Kuzelosecky

e podle Véty 2 (na strané 211) lezi body soumérné sdruzené s ohniskem F5 podle hledanych
tecen na Fidici kruznici g1(Fi,2a = |AB|); souc¢asné musi mit od bodu X vzddlenost
| F5X |, a musi tedy lezet také na kruznici k(X | F5X|); analogicky bychom mohli k fesent
pouzit druhou fidici kruznici go(F5, 2a) a kruznici o polomeéru | Fy X | opsanou kolem bodu

X (tato varianta neni v obrazku zakreslena a je prenechana ¢tendii jako cviceni)

g1

pd
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1. Kuzelosecky Geometrie

e kruznice gy, k se protinaji v bodech Q, Q'; stredy P, P’ tisecek F5Q), F5()' jsou paty kolmic
spusténych z ohniska F; na hledané tecny a podle Véty 3 (na strané 211) lezi také na

vrcholové kruznici v(S, a)

02

01
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Geometrie 1. Kuzelosecky

e nyni jiz muzeme sestrojit tecny t = X P,t' = X P, pro néz plati: t 1L F»Q,t L FQ';
z toho je vidét, ze body P, P’ musi lezet také na Thaletové kruznici sestrojené nad
prumérem X Fy; pro feSeni tlohy lze tedy vystacit pouze se vztahy uvedenymi ve Véte 2
(na strané 211); tento alternativni postup je opét ponechdn ¢tenaii jako procviceni

ohniskovych vlastnosti hyperboly

01
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1. Kuzelosecky Geometrie

e pro body T, 7" dotyku tecen t,t' s hyperbolou plati: T = tNF1Q, T = t' N F1Q’; piimka
F1Q, resp. piimka F1Q)', je vlastné jednim z pruvodi¢u bodu T, resp. bodu T”; navic
plati TFy || SP, resp. T'Fy || SP’, a pii konstrukei bodu T, 7" dotyku tak vystac¢ime jen
s body P, P’, které muzeme sestrojit alternativnim zpusobem naznac¢enym v piedchozim

kroku

01
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Geometrie 1. Kuzelosecky

e pro presnéjsi vyrysovani jsou doplnény asymptoty u; = SUp, us = SUs, kde body Uy, Us
lezi na kolmici k ose 0; vedené vrcholem A a na kruznici o poloméru |SF}| opsané kolem

sttedu S

U1 Uz
02

01
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1. Kuzelosecky Geometrie

e nyni jiz muzeme doplnit oblouky hyperoskulacnich kruznic ve vrcholech a vyrysovat ¢ast

hyperboly h, kterd se v bodech T, T" dotyka tecen t,t" vedenych z daného bodu X

01

|

Diskuze: pokud se kruznice ¢;(F1,2a), k(X,|XFy|) (ptipadné go(F,2a), k(X, | X Fi|)) proti-
naji ve dvou bodech, resp. se dotykaji v jednom bodé, resp. nemaji zadny spole¢ny bod, pak
bod X lezi ve vnéjsi oblasti hyperboly A, resp. bod X je bodem hyperboly A, resp. bod X lezi
ve vnitini oblasti hyperboly h, a lze jim vést dvé ruzné tecny, resp. jedinou (dvojndsobnou)
tecnu, resp. jim nelze vést zadnou teénu k dané hyperbole h. Pti alternativnim zpusobu feseni
rozhoduje o poctu tecen vzajemnd poloha vrcholové kruznice v(S,a) a Thaletovy kruznice

nad prumérem F3X nebo F}X.
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Geometrie 1. Kuzelosecky

Tecny k hyperbole daného sméru

Piiklad: K nenarysované hyperbole h, kterd je dédna svymi vrcholy a ohnisky, vedte tecny

sméru s (tj. rovnobézné s piimkou s).

e zvolme stied S hyperboly, vodorovné hlavni osu o1, na ni hlavni vrcholy A, B a ohniska
I, Fy, svisle doplnme vedlejsi osu 05 L 01, S € 09; rovnéz zvolme smér s, s nimz maji

byt hledané te¢ny rovnobézné

F] S B FZ 01
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1. Kuzelosecky Geometrie

e podle Véty 2 (na strané 211) lezi body soumérné sdruzené s ohniskem F» podle hledanych
tecen na fidici kruznici g, (Fj,2a = |ABJ); soucasné musi lezet na kolmici k vedené
ohniskem Fy kolmo k danému sméru s; alternativné bychom mohli hledat body soumérné
sdruzené s ohniskem F7y, které musi lezet na ridici kruznici go(F3, 2a) a na piimce vedené

timto ohniskem kolmo ke sméru s

g1
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Geometrie 1. Kuzelosecky

e piimka k protind kruznici g; v bodech Q, Q’; stiedy P, P’ tsecek F5Q, F5(Q)' jsou paty
kolmic spusténych z ohniska F» na hledané tecny a podle Véty 3 (na strané 211) lezi
také na vrcholové kruznici v(S, a); pii feseni této tilohy bychom vystacily pouze s Vétou
3 a tedy s body P,P' = kN w; to v piipadé, ze néktery z bodu @, Q' vychdzi mimo

nakresnu; my zde ovSsem chceme demonstrovat také uziti vlastnosti Véty 2

B] Fy 01

- 223 -




1. Kuzelosecky Geometrie

e nyni jiz muzeme sestrojit tecny ¢,¢', kde ¢t || t' || s (tj. t L k,t' L k)a P e€t,P €t
zvidavy ¢tenar si muze do obrazku dokreslit alternativni variantu feseni: paty kolmice
vedené ohniskem F7 kolmo ke sméru s padnou na sestrojené tecny t,t' a soucasné na

vrcholovou kruznici v(S, a)

02

B] F2 01
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Geometrie 1. Kuzelosecky

e pro body T, T" dotyku tecen t,t' s hyperbolou plati: T = tNF1Q, T' = ' N F1Q’; piimka
F1Q, resp. piimka F} @', je vlastné jednim z pruvodi¢u bodu T, resp. bodu 7”; souc¢asné
plati ;T || SP, FyT’ || SP’ a navic jsou tecny ¢ || ¢’ stfedové soumérné podle stiedu S
hyperboly, z ¢ehoz vyplyva S € TT'; v této tloze je tedy mozné sestrojit pouze jedno
feseni na zakladé ohniskovych vlastnosti a druhé lze snadno doplnit pomoci stiedové
soumérnosti; konstrukce vztahujici se k uziti alternativniho feseni pomoci druhého oh-

niska F) jsou prenechany ¢tenaii jako cviceni...

09

01
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1. Kuzelosecky Geometrie

e pro presnéjsi vyrysovani jsou doplnény asymptoty u; = SU;, us = SUs, kde body Uy, Us
lezi na kolmici k ose 0; vedené vrcholem A a na kruznici o poloméru |SF}| opsané kolem

sttedu S

01

- 226 -




Geometrie 1. Kuzelosecky

e nyni jiz muzeme doplnit oblouky hyperoskulacnich kruznic ve vrcholech a vyrysovat ¢ast

hyperboly h, ktera se v bodech T, T" dotyka tecen t,t' rovnobéznych s danym smérem s

01

Diskuze: Je-li ptimka k, vedena ohniskem F5 kolmo k danému sméru s, se¢nou, resp. tecnou,
resp. nesecnou, fidici kruznice g1(F1, 2a), pak lze danym smérem vést dvé ruzné tecny, resp.
jedinou tecnu (asymptotu), resp. zadnou teénu, k dané hyperbole h; k témuz zdvéru lze dojit
pii uziti alternativnich zpusobu feseni — tj. pomoci druhé tidici kruznice gs, nebo pomoci

vrcholové kruznice v.

- 227 -




1. Kuzelosecky Geometrie

1.4. Parabola

Vyklad

1.4.1. Definice a ohniskové vlastnosti

e prostorova definice (viz obrazek nahore): parabola je prusecnou kiivkou rovinného
fezu na rotacni kuzelové plose, jestlize feznd rovina méa takovou polohu, ze rovina s ni
rovnobézné jdouci vrcholem se dotyka kuzelové plochy podél jedné jeji povrchové piimky

(nebo jinak: odchylka roviny fezu od osy je rovna odchylce povrchovych piimek)

e ohniskova definice: parabola p je mnozinou vSech bodu v dané roviné p, jez maji stejnou
vzdalenost od dané piimky d a od daného bodu F', ktery na piimce d nelezi; symbolicky
Zapsano:

p={X€p|Xd = [FX], F ¢d}
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Geometrie 1. Kuzelosecky

Konstrukce a zakladni pojmy

e na vodorovné pifmce o zvolme dva rizné body D, F' a bodem D vedme svislou pifmku
d 1 o0; bod F nazveme ohniskem a piimka d je tzv. fidici pfimka paraboly; piimka
o = DF je osa paraboly a vzdalenost |Fd| = |FD| ohniska od fidici piimky je tzv.

parametr paraboly

o
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1. Kuzelosecky Geometrie

e sestrojme stied V tsecky F'D; plati pro néj |Vd| = |V D| = |V F| a podle ohniskové
definice je to tedy bod paraboly, fikdme mu vrchol; da se ukédzat, ze ptimka v || d,V € v

je tecna paraboly v bodé V', tedy tzv. vrcholova teéna

d v

(0]
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Geometrie 1. Kuzelosecky

e sestrojme dalsi obecné body paraboly: na polopiimce V F' zvolme pomocny bod R
a vedme jim rovnobézku s fidici pfimkou d; tuto pomocnou pifmku protnéme oblouky
kruznice opsané kolem ohniska F' polomérem délky |RD|; ziskdme tak dva body My, Ms,
kde napt. pro M; plati |Md| = |RD| = |F M| (analogicky pro Ms); podle ohniskové
definice tak snadno muzeme jinou volbou bodu R konstruovat dalsi a dalsi body para-
boly p; zvolime-li bod R ve vnitinim bodé polopiimky V' D, pak se pomocna rovnobézka
a kruznice neprotnou a neziskame tak zadné dalsi body paraboly; z uvedené konstrukce

déle vyplyva, ze se body paraboly smérem od vrcholu stale vice vzdaluji od osy o

M,

o

— e —— — — — — — — o . e wn e e,

Mo
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1. Kuzelosecky Geometrie

e pro dalsi konstrukce vyberme napt. bod M;, vedme jim rovnobézku s osou o a pifmku
FM;, coz jsou tzv. privodic¢e bodu Mi; ty rozdéli rovinu na ctyti uhly, vzdy dva
proté&jsi vrcholové shodné; thel, v némz lezi bod D (nebo thel k nému vrcholovy)
oznatme w a nazvéme ho vnéjsi thel pravodica bodu Mi; néktery z hlu vedlejsich

k dhlu w oznacme w a fikejme mu vnitini dhel pravodicta bodu M;

o
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Geometrie 1. Kuzelosecky

e da se dokézat, ze osa t vnéjsiho thlu w pruvodicu bodu M; je soucasné teénou paraboly
v bodé Mi; piimka n 1 t je pak normalou paraboly v bodé M; a soucasné osou
vnitiniho uhlu @ pruvodi¢u bodu M;; to plati v kazdém bodé paraboly a toto tvrzeni
je shrnuto v dédle uvedené Veété 1 (na strané 236); oznacme jesté body K a L, kde
K =tnNnoaL = nnNo; potom usecka KR je tzv. subtangenta bodu M; a usecka
LR je jeho subnormala; tyto tsecky maji zajimavé vlastnosti, které budou popsény

v nésledujicim kroku a obecné jsou shrnuty ve Vétach 4,5,6 (na strané 237)

n t

74

M,
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1. Kuzelosecky Geometrie

e na zdkladé piedchoziho odvodme dalsi vlastnosti paraboly: ohniskem F vedme kolmici
k sestrojené tecné t, ozna¢me jeji patu P a sestrojme bod () soumérné sdruzeny s oh-
niskem F' podle tecny t; pti presném rysovani musi bod P soucasné lezet na vrcholové
tetné v a bod @) padne na fidici piimku d a na jeden z pruvodicu bodu M;; totéz
plati obecné v kazdém bodé paraboly (viz Véty 2,3 na strané 236); dile 1ze odvodit,
ze bod P je také stredem tusecky K M, a jestlize body P, M; promitneme kolmo na
osu o, dostaneme se do vrcholu V' a do pomocného bodu R; odtud je tedy vrchol V'
stfedem usecky K R (tu jsme v predchozim kroku nazvali subtangentou bodu M), coz
shrnuje dédle uvedena Véta 4; analogicky se body P, M; promitnou smérem normaly n
na osu o do bodu F, L a ohnisko F je tak stredem tusecky K L, tj. souc¢tu subtangenty a
subnormaly bodu M, obecné viz Véta 5; trojihelniky DFQ, RLM; jsou shodné, tudiz
plati |[LR| = |F'D| = |Fd|, tj. délka subnormély bodu M; je rovna parametru paraboly
a tuto vlastnost obecné popisuje Véta 6

d

Q

—_—

%
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Geometrie 1. Kuzelosecky

e pro jednodussi a péknéjsi vyrysovani paraboly sestrojme v jejim vrcholu V' oblouk tzv.
hyperoskulaéni kruznice: jeji polomér je roven parametru |F'd| paraboly a jeji stied
1 tedy sestrojime na polopiimce V' F tak, ze plati |1V| = |FD| = |Fd|; oblouk hy-
peroskulacni kruznice ptiblizné nahrazuje prubéh paraboly v blizkém okoli vrcholu V/,

ale podobné jako u hyperboly neni jeho konstrukce tak vyznamna jako u elipsy

n t

Mo

- 235 -




1. Kuzelosecky Geometrie

e na zaver je vytazena parabola p, coz lze provést od ruky, nebo pomoci vhodného krivitka;
parabola je také, stejné jako elipsa a hyperbola, uzaviena ktivka, ktera se v nevlastnim

bodé osy o dotyka nekonecna, tj. nevlastni primky dané roviny p, v niz lezi. . .

n t

(0]

Véta 1

Tecna (norméla) v bodé paraboly puli prislusny vnéjsi (vnitini) thel pruvodicu.

Véta 2

Mnozina vSech bodu soumérné sdruzenych s ohniskem paraboly podle jejich tecen je fidici

primka paraboly.

- 236 -




Geometrie 1. Kuzelosecky

Véta 3

Mnozina vsech pat kolmic spusténych z ohniska paraboly na jeji tecny je vrcholova tecna
paraboly.

Véta 4

Subtangenta bodu paraboly (vyjma vrcholu) je pulena jejim vrcholem.

Véta 5

Soucet subtangenty a subnormaly bodu paraboly (vyjma vrcholu) je pulen jejim ohniskem.
Véta 6

Délka subnormaély libovolného bodu paraboly (vyjma jejiho vrcholu) je rovna parametru pa-

raboly.

A1/

Resené ulohy

sty

Tecny k parabole danym bodem

Piiklad: Bodem X ved'te tecny k nenarysované parabole p, ktera je ddna ohniskem a fidici

primkou.

e vodorovné zvolme osu o, na ni ohnisko F' a pomocny bod D, kterym jde svisle fidici
piimka d L o; dopliime vrchol V' jako stred tusecky F'D a v ném sestrojme vrcholovou
tecnu v || d; rovnéz zvolme bod X, z néhoz pomoci vyse uvedenych vét povedeme tecny

k zadané parabole d .

D v
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e podle Véty 2 (na strané 236) lezi body soumérné sdruzené s ohniskem F' podle hledanych

tecen na tidici pfimce d a soucasné musi mit od bodu X vzdélenost |F X, tj. lezi také

na kruznici k(X, |FX|)

TN

D \4

e kruznice k protind fidici pfimku d v bodech Q, Q’; stfredy P, P’ uisecek F'Q, FQ’ jsou
paty kolmic spusténych z ohniska F' na hledané teény a podle Véty 3 (na strané 237)

lez{ také na vrcholové teéné v
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e nyni jiz muzeme sestrojit tecny t = X P,t' = X P’, pro které plati: t L FQ,t' L FQ'; za
povsimnuti stoji skutecnost, ze paty P, P’ musi lezet také na Thaletové kruznici sestro-
jené nad prumérem X F'| ¢ehoz lze vyuzit k alternativnimu postupu feseni (konstrukce
neni v obrazku provedena a je prenechdna ¢tenari jako cviceni)

d v
t

Y

e pro body T, T’ dotyku tecen t,t' s parabolou plati: T € t,TQ || o a T € t',T'Q" ||
o; pitimka T'Q), resp. piimka T'Q)’, je vlastné jednim z pruvodi¢u bodu T, resp. bodu
T’: pii alternativnim zpusobu feSeni muzeme pro konstrukei bodu 7', 7" dotyku vyuzit
také vlastnosti prislusné subtangenty nebo subnormaély, tj. Véty 4,5,6 (na strané 237) —
konkrétné necht si to ¢tenai promysli a pripadné provede jako cvicend. . .

d ¢
t
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1. Kuzelosecky Geometrie

e nyni jiz muzeme doplnit oblouk hyperoskula¢ni kruznice ve vrcholu V' a vyrysovat pa-

rabolu p, kterd se v bodech T,T" dotyka tecen t,t" vedenych z daného bodu X

Diskuze: pokud kruznice k(X, | X F|) protind tidici pfimku d ve dvou bodech, resp. se ji dotyka
v jednom bodé, resp. nemaji zadny spolecny bod, pak bod X lezi ve vnéjsi oblasti paraboly
p, resp. bod X je bodem paraboly p, resp. bod X lezi ve vnitini oblasti paraboly p, a lze jim
vést dvé ruzné tecny, resp. jedinou (dvojnasobnou) tecénu, resp. jim nelze vést zadnou teénu
k dané parabole p. Pfi alternativnim zpusobu feseni rozhoduje o poc¢tu tecen vzajemna poloha

vrcholové tecny v a Thaletovy kruznice nad prumérem F'X.
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Tecny k parabole daného sméru

Piiklad: K nenarysované parabole p, kterd je ddna ohniskem a fidici pifmkou, ved'te tecny

sméru s (tj. rovnobézné s piimkou s).

e vodorovné zvolme osu o, na ni ohnisko F' a pomocny bod D, kterym jde svisle fidici
piimka d L o; doplime vrchol V' jako stred tusecky F'D a v ném sestrojme vrcholovou

tecnu v || d; rovnéz zvolme smér s, s nimz maji byt hledané tecny rovnobézné

/

d v

e podle Véty 2 (na strané 236) lezi body soumérné sdruzené s ohniskem F' podle hledanych
tecen na fidici primce d a soucasné musi lezet na kolmici k vedené ohniskem F' kolmo

k danému sméru s

o

s

D Vv F
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e pitmky k, d se protinaji v bodé Q); stied P usecky F'() je pata kolmice spusténé z ohniska
F na hledanou tecnu a podle Véty 3 (na strané 237) lezi také na vrcholové tecné v

d v

Q

e nyni jiz muzeme sestrojit hledanou teénu ¢, kde t || s (tj. t L k) a P €t

d v

Q

e pro bod T dotyku te¢ny t s parabolou plati: T € t,TQ || o; piimka T'Q je vlastné jednim
z pruvodicu bodu T'; alternativni zpusob konstrukce bodu 7" pomoci vlastnosti jeho
subtangenty nebo subnormdly (viz Veéty 4,5,6 na strané 237) jsou prenechany ¢tenéri

jako cviceni...
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e nyni jiz muzeme doplnit oblouk hyperoskulaéni kruznice ve vrcholu V' a vyrysovat pa-

rabolu p, kterd se v bodé T dotyka teény t rovnobézné s danym smérem s

Diskuze: Jsou-li tidici piimka d a piimka k vedena ohniskem F kolmo k danému sméru s
ruznobézné (tj. smér s je ruznobézny s osou o), resp. rovnobézné (tj. s || o), pak lze sestrojit

pravé jednu tecénu, resp. nelze sestrojit zadnou tecnu paraboly p daného sméru s.
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1. Kuzelosecky Geometrie

Dalsi uzitecna konstrukce paraboly
ReZené lohy
Konstrukce paraboly dané dvéma teénami s body dotyku

Priklad: Sestrojte parabolu p, jsou-li dany jeji tecny t1,t2 s body 71,75 dotyku.

e zvolme dveé ruznobézné primky ¢, ¢ a na kazdé z nich jeden bod, oznacme je T; € t; a
Ty € ty; z4dny z nich necht pfitom nelezi v priseciku zvolenych tecen; da se dokdzat,
ze timto zpusobem je parabola ddna jednozna¢né, jejim patym urcujicim elementem je

nevlastni primka roviny — te¢na hledané paraboly v nekone¢nu. . .

Ty

T

to
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e da se ukazat, ze piimka o’ = RR', kde R = t; Nty a bod R’ je stied usecky 11715, udava
smér osy o hledané paraboly p (vyplyva to z tzv. projektivnich nebo polarnich vlastnosti
paraboly); jestlize navic budou body T3, Ts ve stejné vzdalenosti od prusec¢iku R = t1Nts,
tj. bude-li platit |71 R| = |T>R|, potom piimka o’ = RR' bude pfimo osou o = ¢’ hledané
paraboly a stied tsecky RR' by podle Véty 4 (na strané 237) o subtangenté uddval
jeji vrchol; pro tuto variantu zaddni necht si ¢tendi ve volném misté na strdnce laskave

na¢rtne nebo narysuje samostatny obrazek jako cviceni. . .
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e jeden pruvodi¢ bodu T} je rovnobézny s osou o a tedy také s piimkou o', druhy je podle
Véty 1 (na strané 236) s prvnim osové soumérny podle tecény ¢;; analogicky muzeme
sestrojit také oba pruvodice bodu T3 a urcit ohnisko F' jako prusecik téch pruvodicu bodu
T, T, které nejsou rovnobézné s pifmkou o’; poznamenejme jesté, ze tato konstrukce
je pfi ruénim rysovani dosti nepfesnd (zejména pii prendseni ihlu) a navic nefunguje
v piipadé, kdy ¢; L ¢ (necht’ si ¢tendf pro zajimavost tuto variantu opét radéji narysuje
do volného mista): pii takovém zadani totiz splynou soumérné pruvodic¢e bodu 17, T,
s primkou T7T5 a nelze tedy nalézt ohnisko F' jako jejich prusecik; da se ovsem dokazat,
ze v tomto piipadé je ohnisko F' patou kolmice spusténé z pruseciku R = t; Nty na

primku 7775
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e zname-li ohnisko F' paraboly, muzeme jiz doplnit osu o a pomoci Vét 2,3 (na strané
236) také vrcholovou teénu v a fidici piimku d; nez to provedeme, ukazme jesté jiny
alternativni zpusob feSeni zadané ulohy: ozna¢me R, Ry pruseciky pruvodi¢u bodu
T, T rovnobéznych se smérem o' a kolmice k piimce o vedené bodem R = t; Nty; pak
se da ukazat, ze prusecik uhlopticek R,T5, RoT; ve vzniklém pravouhlém lichobézniku
R1RyT5T) je vrcholem V' hledané paraboly p (opét to vyplyva z projektivnich vlastnosti
paraboly); tento zpusob FeSeni funguje bez omezeni, tj. je lhostejno, zda jsou zadané

tecny t1,ty navzajem kolmé ¢i nikoliv
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e at uz mame ohnisko F' nebo vrchol V, snadno sestrojime osu o || o’ hledané paraboly
p; dale muzeme z ohniska F' vést kolmici k tecné ti, najit jeji patu P, sestrojit bod
()1 soumeérné sdruzeny a vést jimi vrcholovou tecnu v L o, P; € v, Tidici primku d L o,
Q1 € d, a nasledné doplnit vrchol V' (totéz lze zfejmé provést vzhledem k druhé dané
tetné t9); nebo pii alternativnim zpusobu feseni vyjdeme od sestrojeného vrcholu V,
vedeme jim vrcholovou teénu v L o, ta protne dané tecny ty,t, v bodech P;, P, jimi
vedené kolmice k piislusnym tecnam se musi protnout na ose o v ohnisku F' a body
1, Q2 soumérné sdruzené s ohniskem F podle tecen tq,ty urci ridici primku d; rovnéz
lze vyuzit vlastnosti subtangenty nebo subnormaly nékterého z bodu Ti,7T; — prosté

moznosti dotfeseni ulohy je zde nékolik. . .

Diskuze: iloha neméa zadné teSeni, jsou-li tecny tq,ts navzajem rovnobézné, nebo néktery
z bodu T, T dotyku splyva s prusecikem piimek ¢y, ¢5; jinak ma dana tloha vzdy pravée jedno

reSeni.
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1.5. ResSené tlohy na ohniskové vlastnosti kuzeloseéek

Resené ulohy

1.5.1. Konstrukce kuzelosecky z danych podminek
Priklad: Sestrojte kuzelosecku, je-li dano jeji ohnisko Fj, tecna t = TK s bodem T dotyku
a excentricita e; F1[0;0], T'[5; 2], K[3; —4], e = 3.

e podle zadani sestrojme ohnisko Fj a te¢nu t = T'K; v obrazku jsou pro vétsi prehlednost
nasledujicich konstrukei vynechéany soutradnicové osy; pritom predpokladame osu z vo-
dorovnou s kladnym smérem zleva doprava a osu y svislou s kladnym smérem shora
dolu; naneseme-li tedy od ohniska Fi, které je v poc¢atku, 5 jednotek vodorovné doprava

a odtud 2 jednotky svisle dolu, dostaneme se do bodu T'[5; 2], analogicky pro bod K

F
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1. Kuzelosecky Geometrie

e ze zadani vyplyvd, ze hledand kuzelosecka je elipsa nebo hyperbola (parabola nemé ex-
centricitu); pokusme se najit jeji druhé ohnisko Fy; nejprve vedme ohniskem Fy kolmici
na tecnu t, sestrojme jeji patu P € t a bod () soumérné sdruzeny s ohniskem F; podle

piimky ¢; k ¢emu se nam budou body P, @Q hodit, uvidime v dalsich krocich
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e vzdélenost ohnisek je rovna 2e = 6, a druhé ohnisko musi tudiz lezet na kruznici
k(Fy,2e); piimka FiT (na obrazku neni vytazena) je jednim pruvodi¢cem bodu 7', druhy
pruvodic je podle Véty 1 s prvnim osové soumérny podle tecny ¢, tj. druhym pruvodicem
bodu T je piimka QT'; druhé ohnisko hledané kuzelosecky musi tedy lezet také na ptimce
QT pruvodic QT protind pomocnou kruznici k£ ve dvou bodech, z nichz ten, ktery lezi
v poloroviné urcené tecnou t a ohniskem Fj, oznacme Fy a ten, ktery lezi v opacné
poloroving, ozna¢me Fy; pii tomto konkrétnim zadani bude mit tedy tloha dvé riznd
fesent: elipsu s ohnisky Fy, Fy (dana tecna t je neoddéluje) a hyperbolu s ohnisky £, FJ!
(tecna t je oddéluje)
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e nejprve dopliime elipsu e: piimka of = FiFy je jeji hlavni osa, stfed S¢ usecky FjFy
je jeji stred, kterym prochdazi vedlejsi osa 0§ L of; pro délku hlavni poloosy a® plati

e _ |F5Q|
a = 3

= |S°P| a muzeme tak na hlavni ose of sestrojit hlavni vrcholy A€, B¢,
kde |A°S¢| = |BS¢| = a®; pro vedlejsi vrcholy C, D lezici na vedlejsi ose 0§ pak plati
|CF| = |DF;| = a% na zavér je vhodné doplnit hyperoskula¢ni kruznice ve vrcholech
(v obrdzku neni provedeno) a vytdhnout vyslednou elipsu e, kterd ma jedno ohnisko

v daném bodé F, dotyka se dané piimky ¢t = TK v jejim daném bodé T a ma danou

excentricitu e = 3
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e sestrojme druhé feseni — hyperbolu h: pifmka of = F}F} je jeji hlavni osa, stfed S"
tsecky FyFI je jejf stied, kterym prochdz{ vedlejsi osa off L of; pro délku hlavni poloosy

h
= % = |S"P| a miizeme tak na hlavnf ose of sestrojit vrcholy A", B, kde

a” plati a”
|AMSM = |B"Sh| = a; na zéveér je vhodné doplnit asymptoty u; = S"Uy,uy = S"Us
(konstrukce bodu Uy, Us je patrnd z obrézku) a vytahnout vyslednou hyperbolu h, kterd
ma jedno ohnisko v daném bodé F}, dotyka se dané piimky ¢ = T'K v jejim daném bodé

T a mé danou excentricitu e = 3
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1.5.2. Konstrukce paraboly z danych podminek
Piiklad: Sestrojte parabolu, je-li ddno jeji ohnisko F, bod M a teéna t = KL; F[0;0],
M]|4; —4], K[-5;1], L[1;5].

e podle zadani sestrojme ohnisko F', bod M a tetnu ¢t = K L; body jsou vyneseny podle

zadanych soutradnic stejnym zpusobem jako v predchozim prikladé

M
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e nejprve vedme ohniskem F kolmici na tecnu t, sestrojme jeji patu P € t a bod Q

soumérné sdruzeny s ohniskem F' podle ptimky ¢
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e podle Véty 2 (na strané 236) o parabole musi fidici piimka d hledané paraboly prochazet
bodem @; soucasné musi pro bod M podle definice paraboly platit |F'M| = |Md| a tidici
piimka d musi tedy byt te¢nou pomocné kruznice k(M, |FM]|); z bodu @ lze takové tecny
ke kruznici k vést dvé, oznacme je d; a ds, prislusné body dotyku oznacme Q) a Q)
(sestrojime je pomoci Thaletovy kruznice nad prumérem QM ); tuloha bude tedy pii

tomto zadani mit dvé feSeni — paraboly pi, ps dané spoleénym ohniskem F' a tidicimi

piimkami dy, ds
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e ohniskem F vedme osu o; L d; paraboly p; a oznaé¢me jeji patu D; = 0,Nd;; rovnobézka
s osou 07 vedena bodem () protina tecnu ¢ v bodé T7, ktery je bodem dotyku hledané
paraboly p; s danou tecnou t = K L; primka Q77 L d; je vlastné jednim z pruvodicu
bodu T7; analogicky pro parabolu ps: pro jeji osu 03 je 09 L dy, F' € 09 a bod Ty dotyku

s te¢nou t lezi na pruvodici vedeném bodem @ kolmo k fidici pfimce dy (tj. rovnobézné

S 0Sou 03)
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Geometrie

e na zaver sestrojme vrcholy Vi, Vs parabol py, ps jako stiedy tsecek F Dy, F Dy a vytah-

néme paraboly pq, ps, které maji spolecné ohnisko dané v bodé F', prochazeji danym

bodem M a dotykaji se dané piimky ¢ = K L; pro zajimavost si muze zvidavy ¢tenar

doplnit vrcholové tecny obou feseni, které by se mély protnout v sestrojeném bodé P. ..

02 dl

b2
Q

‘ |\

\

o

15

\ Do

A

P1

k

da

01
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2.

Sroubovice

Vyklad
e Sroubovice patii mezi vyznamné technické kiivky (prostorové)

e jeden jeji zavit muzeme jednoduse vymodelovat srolovanim pravoiuhlého trojuhelnika

do valce, jehoz osa je rovnobézna s jednou z odvésen

e 0sa o, polomér r a vyska v takového valce je soucasné osou, polomérem a tzv. vyskou
zavitu sestrojené sroubovice, kterou vytvari stocena prepona pouzitého tzv. charak-

teristického trojuhelnika

e pritom lze stoCeni provést na dvé ruzné strany a vytvorit tak pravotoc¢ivou nebo le-

votoc¢ivou Sroubovici

e pravotocCiva se pozna napiiklad takto: jestlize na ni nasedneme, budeme mit pii jizdé
shora dolu osu po pravé ruce; je zajimavé, ze toto pravidlo plati bez ohledu na to, ktery

smér osy prohlasime za smér shora dolu

e v zadani a pri konstrukcich jesté narazime na jeden pojem — tzv. redukovanou vysku

vp zavitu, pro niz plati: vy = -

e v libovolném bodé Sroubovice lze sestrojit tzv. doprovodny trojhran, ktery tvorii

trojice po dvou navzajem kolmych piimek — teéna, hlavni normala a binormala

e teCna a hlavni normala urcuji tzv. oskulaéni rovinu, normalova rovina je urcena
hlavni norméalou a binormélou, a konecné tecna spolu s binormélou urcuji tzv. rekti-

fikaéni rovinu v daném bodé sroubovice

e teCnu muzeme ziskat zpétnym rozvinutim smotaného trojuhelnika v konkrétnim bodé,
tj. jeji odchylka (a tim také spad) od libovolné roviny kolmé k ose je konstantni — proto
také patti Sroubovice mezi kiivky konstantniho spadu; hlavni normala je soucasné
normalou valce, na ktery je Sroubovice navinuta, tzn. Ze protind osu Sroubovice; a

konecné binorméla v kazdém bodé je kolma k prislusné oskula¢ni roviné
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2. Sroubovice Geometrie

2.1. Sroubovice v Mongeové promitani

124

ReZené tlohy
Priklad: V Mongeové promitani zobrazte jeden zavit pravotocivé Sroubovice h, ktera méa
osu o L m R € o, vysku v zavitu a prochazi bodem A € h; v bodé T sroubovice doplnte

doprovodny trojhran; R[0;4;0],v = 6, A[3;4;0],T[?;7;3,5].

e podle zadani sestrojme sdruzené pruméty A;, As a Ry, Ry (kde Ry = O;2) bodu A, R;

pudorysem osy o L 7, R € o, je bod 0, = Ry, pro jeji narys oy plati oo L z12 a Ry € 0y

02
RQZI()LQ IAQ I=l 2
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
‘L R1:01 lAl
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e pudorysem konstruované sroubovice h je kruznice hy(Ry, 7 = |R1A;| = 3); abychom
mohli v dalsim kroku sestrojit narys hs, rozdélme kruznici h; od bodu Ay na 12 stejnych
dilu, tj. po 30°, a jednotlivé délici body ocislujme 14,21, ...,12; (kde 12; = A;) v klad-
ném smyslu, nebot podle zaddni mé byt sroubovice h pravoto¢iva, a bude tedy stoupat
proti sméru hodinovych rucicek; déleni provedeme nejlépe takto: nejprve sestrojime
kolmé prumeéry A;6; a 3;9; a poté postupné zapichneme kruzitko do bodu Ay, 31,61, 9;
a kruznici hy protneme jejim polomérem r = |R; A;| vzdy v dalsich dvou délicich bodech;
tim sestrojime vSech dvanact délicich bodu

02

i

Ro=101 5 [Ay
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e bod 12 lezi ve vysce v = 6 zavitu nad bodem A a jeho néarys 125 sestrojime na piislusné
ordindle tak, aby bylo |A3125] = v; podobné doplnime nérysy dalsich délicich bodu
Sroubovice — na prislusnych ordinalach a v piislusné dvanéctiné vysky v zavitu; zde je

vidét smysl uzitého cislovani: bod 1 lezi ve vysce % = 0,5 nad pudorysnou 7, bod 2 ve

P
12

vysce 75 = 1, atd., tytéz délky nandsime v naryse od osy x;2; na zaver tohoto kroku
spojime sestrojené narysy spojitou kiivkou hy (jde o jednu periodu zobecnéné sinusoidy);
pritom muzeme v néryse alespon naznacit viditelnost sroubovice h vzhledem k ose o:
z pudorysu je vidét, ze bod 3 lezi vzadu za osou o a jeho nérys 3, proto neni zvyrazneén,
naopak pro bod 9 a jeho narys 9s. ..

12

>V
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Geometrie 2. Sroubovice

e podle zadani ma bod T lezet ve vysce zr = 3,5 a splyva tedy s bodem 7 Sroubovice h,
Ty = 71,1y = T75; abychom mohli sestrojit tecnu t v bodé T" pomoci tzv. kuzelové
plochy tecen, provedeme nejprve nékolik pomocnych konstrukei; prvni z nich je Ko-
chanského rektifikace kruznice hy: napt. v bodé 3; sestrojme tec¢nu kruznice h; a na ni
bod I tak, aby velikost ihlu /R;3; u vrcholu R; byla 30°; na polopiimce I3; doplime
bod I tak, aby bylo [I1I| = 3r = 3|R131| = 9; potom plati |I]9;]| = 7r, tj. délka usecky

119, je skoro presné rovna poloviné délky kruznice hy

02 122

=

—~V

(V]
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2. Sroubovice Geometrie

e v roviné urcéené osou o a bodem A sestrojme charakteristicky trojihelnik ABC' srou-
bovice h, ktery se v naryse zobrazi ve skutecné velikosti; na ose z; » nanesme od bodu
Ay smérem doleva zjisténou délku |I19;] = mr, koncovy bod oznaéme Bs a od négj
svisle nahoru sestrojme tsecku ByCsy délky |BoCy| = § = 3; tim ziskdme ndrys Ay ByCo
zminéného charakteristického trojuhelnika, jehoz prepona AC' (nebo jeji narys AsCy)
predstavuje polovinu zavitu rozvinuté sroubovice h a sklon a této prepony je tedy

také sklonem sestrojené sroubovice; ddle jsme ziskali narys Vo = 09 N AyC5 vrcholu V

piislusné kuzelové plochy tecen, ktery lezi v tzv. redukované vysce vy = |VoRs| zdvitu

nad pudorysnou 7
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Geometrie 2. Sroubovice

e nyni jiz muzeme pristoupit ke konstrukeci tecny ¢ v bodé T sroubovice h; pudorys t;
je tecna ke kruznici hy v bodé Ty, tj. plati Ty € ¢, a t; L T1 Ry nebo také ¢y || Ri4q;
pravé zminénou piimku R;4; oznaCme t| a povazujme ji za pudorys piimky #', kterd
je rovnobézna s hledanou te¢nou t a lezi na kuzelové plose tecen sroubovice h, tj. plati
t" ||t aV € t'; pudorysny stopnik P’ piimky ¢’ pak musi lezet na kruznici h;, dostaneme
jej otocenim bodu 77 o 90° proti sméru stoupani sroubovice h, tj. po sméru hodinovych
rucicek, nebo si celou situaci dokdzeme predstavit v prostoru, a pak piimo vidime, ze

v pudoryse plati P = 44

—V

I
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2. Sroubovice Geometrie

e nirys P bodu P’ doplnime na ordindle a na ose x9; nyni muzeme sestrojit nérys
5y = PiV; piimky ¢’ a nésledné také narys to hledané tecny ¢, pro ktery je to || th, Ts € to,
a ktery se v bodé T, dotyka sestrojené krivky hs; pro lepsi predstavu jsou doplnény také
sdruzené pruméty obou stopniku piimky ¢: pudorys N; narysného stopniku N lezi na

1 a na ose x1 2, narys Ny najdeme na ordinale a na ptimce t5; podobneé je P, = toNwy o

a pudorys P; lezi na ordindle a na piimce t;

Sy
o
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Geometrie 2. Sroubovice

e hlavni normala n Sroubovice h v bodé T je soucasné normalou valcové plochy, na niz
je sroubovice navinuta; pro jeji pudorys je tedy ny = T1R; a pro nérys plati ny || x1 2,
T, € ny; podobné jako v predchozim kroku, dopliime i pro hlavni norméalu n jeji narysny
stopnik N’ (je n || 7 a pudorysny stopnik tedy pfimka n nemd): v pudoryse je N| =

=ny Nx12 anarys Ny lezi na piislusné ordindle a na piimce ng

12

Py
F To=1To 82
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2. Sroubovice Geometrie

e binormala b sroubovice h v bodé T urcuje spolu s tecnou t tzv. rektifikacni rovinu p = tb,
ktera je soucasné tec¢nou rovinou valcové plochy, na niz je Sroubovice navinuta, podél
piimky T'T1; z toho vyplyva, ze pudorysy by, t; primek b,t splyvaji, by = t1; narys by
muzeme sestrojit dvojim zpusobem: binormaéla b je kolmé k tzv. oskula¢ni roviné w = tn
sroubovice h v bodé T', a pro jeji narys by tudiz plati by L ng, Ty € by, kde n§ = Ny IV,
je narysnou stopou roviny w (zde je tedy vidét pravy duvod uziteénosti konstrukce

narysnych stopniku N, N’ piimek ¢, n); druhy zpusob konstrukce narysu by binormaly b

objasnime v nasledujicim kroku
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Geometrie 2. Sroubovice

e binormadla b je rovnobéznd s piimkou ' = P'W, kde bod W je vrchol kuzelové plochy
binormal sroubovice h, pro ktery plati W € o a WA L AC'; to vSe se zachova v naryse,
kde je tedy Wy € 0o a WyAs L AsCy, déle b, = PyW, a konecné by || by, Ty € by; tim

je v bodé T Sroubovice h sestrojen kompletni doprovodny trojhran, tvoreny tec¢nou t,

hlavni normélou n a binormdlou b
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3. U]ohy k samostatnému reseni Geometrie

3. U’lohy k samostatnému reseni

Kuzelosecky

1. Sestrojte kuzelosecku, je-li dano jeji ohnisko F}, tecna t = TK s bodem dotyku T" a
délka a hlavni poloosy.
F1[0;0), T[~3;2], K[3; —1],a = 4

2. Sestrojte kuzelosecku, je-li dano jeji ohnisko F}, teény t; = KLty = KoL a délka a
hlavni poloosy.

Fl[_47 0]7 K1[47 2]7L1[_17 _4]7K2[_5a 2]7L2[57 _4]7a =4

3. Sestrojte kuzelosecku, je-li dano jeji ohnisko F}, tecny t; = KyL1,ty = KoLy a excent-
ricita e.

F1[0; 0, K1 [6; 2], Ln[3; —4], Ka[—1;6], Lo[8; —2],e = 3

4. Sestrojte kuzelosecku, je-li dano jeji ohnisko I} a tecny t1=K1L;, to=KsLs, t3=K3L3.
b)F1[05 2], K1[5; 2], Ln[3; —4], K2[—2;5], Lo[9; —4], K3[—4; —T7], L[5; 8]

5. Sestrojte kuzelosecku, je-li dano jeji ohnisko Fi, tecna t; = T1 R s bodem dotyku T} a
tecna ty, = KL.
a)F1[0;0], Ty [4; 5], R[1; —4], K[~8; 3], L[~4;2]
b)F1[0; 0], T1[4; 5], R[1; —4], K[-3;2], L[9; —3]

6. Sestrojte hyperbolu, je-li dano jeji ohnisko Fj, tecna t = KL a asymptota u = XY
F1[2;0], K[=5; —2], L[3; 7], X[2; —8], Y[-4; §]

7. Sestrojte kuzelosecku, je-li dan jeji stied S, te¢na t = KL, délka a hlavni poloosy a
excentricita e.
a)S[0;0], K[8;2], L[3; —4],a = 6,e =5
b)S[0;0], K[8;2], L[3; —4],a = 6,e =
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Geometrie 3. U]ohy k samostatnému reseni

8. Sestrojte kuzelosecku, je-li dan jeji stied S, tecny t; = K1Lq,ts = KoL a délka a hlavni
poloosy.
a)S[0; 0], Ky [7;0], La[=2; =7], K[~2; 7], Lo[8; —2],a =5
b)S[0; 0], K1[4; 1], Ly [—3; =3], K2[—5; 6], Lo[5; =3],a = 3

9. Sestrojte parabolu, ktera ma tidici piimku d = K L, parametr p a prochazi bodem M.

M[0;0],p = 3, K[—6; —4], L[—5; 4]

10. Sestrojte parabolu, kterda ma ohnisko F' a prochézi body My, Ms.
F[0; 0], My [4; 3], Ma[1; 3]

Sroubovice

1. V Mongeové promitani sestrojte jeden zavit levotocivé sroubovice, ktera ma osu o L 7,
R € o, vysku v zavitu a prochézi bodem A. V bodé T doplite oskulacni rovinu.

2. 'V Mongeové promitani sestrojte jeden zavit pravotocivé sroubovice, ktera ma osu o L m,
R € o, redukovanou vysku vy zavitu a prochazi bodem A. V bodé A doplnte tec¢nu.

3. V Mongeové promitani sestrojte jeden zavit levotocivé sroubovice, ktera ma osu o L T,
R € o, sklon « a prochdzi bodem A.
A[2;6;0], R[0;4; 0], = 30°

4. V Mongeové promitani sestrojte jeden zavit Sroubovice, je-li dana jeji osa o L 7, R € o,
a tetna t = PN. V bodé dotyku doplnte oskulaéni rovinu.
RI[0;5;0], P[2;10; 0], N [7; 0; 4]

5. V Mongeové promitani sestrojte jeden zavit Sroubovice, kterda ma osu o L m, R € o, a
oskula¢ni rovinu w v bodé T'. V bodé T dopliite binormalu.

R[0;4; 0], w(8;9;4),T'[2;7; 7]
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3. U]ohy k samostatnému reseni Geometrie

6. V Mongeové promitani sestrojte jeden zavit Sroubovice, ktera ma osu o L w, R € o,
redukovanou vysku vy zavitu a oskulaéni rovinu w.

R[—4;4;0],w(8;9;4),v0 = 1,5
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Geometrie Kapitola 4. Plochy

Plochy

Tematicky obsah

e Sroubové plochy

o Schodova plocha v Mongeové promitani
o Vyvrtkova plocha v Mongeové promitani

o Rozvinutelna sroubova plocha v Mongeové promitani
e Rotac¢ni plochy

o Anuloid v Mongeové promitani
o Rotacni kvadriky
* Rota¢ni paraboloid v kolmém promitani na narysnu, Rotacni jednodilny (zbor-
ceny) hyperboloid v Mongeové promiténi

e Pruniky ploch a téles

o Rovinné tezy ploch a téles
% Rez kosého ¢tyibokého hranolu, Rez pravidelného étyibokého jehlanu, Rez
rotacniho vélce (vSe v pravoihlé axonometrii)
* Rez zplostélého elipsoidu v Mongeové promiténi
o Prunik primky s plochou ¢i télesem
* Prunik pfimky s kosym kruhovym kuzelem, Prunik piimky s kosym kruhovym
véalcem (vSe v pravouhlé axonometrii)
o Pruniky rota¢nich ploch
* Prunik vejcitého elipsoidu a kulové plochy v kolmém promitani na narysnu
(varianta s rovnobéznymi osami — metoda rovnobéznych rovin)
*x Prunik vejcitého elipsoidu a kulové plochy v kolmém promitani na narysnu

(varianta s ruznobéznymi osami — metoda soustfednych kulovych ploch)

) Ulohy k samostatnému feseni

- 273 -




1. Sroubové plochy Geometrie

1. Sroubové plochy

Vyklad

e Sroubova plocha vznikne Sroubovym pohybem néjaké tzv. tvorici k¥ivky (rovinné

nebo prostorové)

e Sroubovym pohybem rozumime slozeni rotace kolem pevné osy o a posunu ve smeéru
této osy, pricemz oba pohyby jsou na sobé piimo timérné (jinak feceno linedrné) zavislé;

tj. napt. dvojnasobnému otoceni odpovida dvojnasobné posunuti apod.
e Sroubovym pohybem bodu vznikne Sroubovice

e pro zadani sroubového pohybu budeme obvykle potiebovat tyto ti idaje: osu o sroubo-
vého pohybu, jeho orientaci (pravotocivou nebo levotocivou) a vysku v jednoho zavitu,

piipadné alternativné redukovanou vysku vy zavitu

e Sroubovanim libovolného bodu dané tvorici kiivky vznika tzv. rovnobézkova Sroubo-

vice prislusné sroubové plochy

e teCnd rovina v obecném bodé M Sroubové plochy je uréena podle obecného principu
tecnami ke dvéma kfivkam, které lezi na dané plose a prochézeji danym bodem M;
u sroubové plochy je jednou z téchto kiivek obvykle dand tvorici kiivka vysroubovana
tak, aby prochazela bodem M, a druhou je piislusna rovnobézkova sroubovice jdouci

bodem M

e rovina kolma k ose Sroubového pohybu protina danou sroubovou plochu v tzv. norma-

lovém frezu

e protina-li Sroubovana kiivka osu sroubového pohybu, pak se vznikla plocha nazyva

uzaviena, v opacném piipadé je oteviena

e v praxi se nejcastéji vyskytuji primkové sroubové plochy, které vznikaji sroubovanim
piimky nebo jeji casti, a cyklické sroubové plochy, u nichz je Sroubovanou ktivkou

kruznice nebo jeji cast
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Geometrie 1. Sroubové plochy

1.1. Schodova plocha v Mongeové promitani

Vyklad

e schodova plocha vznikne Sroubovani piimky (nebo jeji ¢asti), kterd je kolma k ose
sroubového pohybu a protind ji, proto ji l1ze nazvat také pravoihla uzaviena piim-

kova sroubova plocha

e tato plocha patii také mezi tzv. zborcené plochy, a muzeme ji najit i pod nazvem piimy

Sroubovy konoid nebo zkracené helikoid

e ruzné varianty schodové plochy nachdzeji uplatnéni predevsim ve stavebnictvi (spodnf

strana tocitych schodist), v architektufe i ve strojni praxi (rizné druhy sroubt apod.)

0 1/

ReZené tlohy
Priklad: V Mongeové promitani zobrazte jeden zavit schodové plochy, ktera vznikne
sroubovanim tsecky AB ve Sroubovém pohybu, jenz ma osu o 1L w, B € o, redukova-
nou vysku vy zavitu a levotocivou orientaci; v bodé T plochy dopliite te¢nou rovinu 7;

A[—4;5; 0], B[0; 5; 0], vo = 1,T[3;4; 7).
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1. Sroubové plochy Geometrie

e podle zadani sestrojme sdruzené prumeéty A;, Ay a By, By (kde By = O2) krajnich
bodu usecky AB, vytahnéme silnéji jeji pudorys A;B; i narys A;Bs; pudorysem osy
ol m,B € o, je bod 00 = By, pro jeji narys oy plati 0o L z15 a By € 09; ddle
doplime sdruzené prumeéty Vi, Vs, vrcholu V' € o, |Vr| = vy, kuzelové plochy tecen
daného sroubového pohybu, pro jehoz pudorys plati V}; = By = o0y a pro narys je

Vy € 09, |Vamy 2| = vo = 1; nakonec k zadani patii jesté pudorys 77 bodu T

02
Vs
A2T By=10 5 | I=12
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | l
| | .
] )
A4 01=DB1=V;
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Geometrie 1. Sroubové plochy

e nejprve sestrojme sdruzené pruméty hq, he levotocivé sroubovice h, ktera vznikne Srou-
bovanim bodu A v daném Sroubovém pohybu; pudorysem této sroubovice h je kruznice
hi(By,r = |B1A1]), narys hy sestrojime pomoci nérysu 1ls,2s,...,125 délicich bodu
1,2,...,12 sroubovice h lezicich v piislusnych dvanactinach vysky v zavitu; tuto vysku
v ur¢ime pouze priblizné ze vztahu v = 27mvy dosti hrubym zaokrouhlenim 7 = 3, a
tedy v = 6vy = 6; dopustime se tim jisté nepresnosti, coz se ale na vysledku znatelné
neprojevi; jinak bychom mohli vysku v zavitu sestrojit z charakteristického trojihelnika

sroubovice h, analogicky, jako je to provedeno v pifkladé Sroubovice v Mongeové pro-

mitani (viz na strané 260). ..
02

129
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1. Sroubové plochy Geometrie

e protoze bod B lezi na ose o, redukuje se jeho Sroubovéani pouze na posun ve svislém
sméru; sestrojme tedy na piimce oy narysy 15,25, ...,12) bodu 1',2',...,12' € o (jejich
pudorysy splyvaji s bodem 0; a v obrazku nejsou popsany), které lezi v odpovidajicich
vyskach jako body 1,2,...,12 Sroubovice h; tim dostavame sdruzené pruméty dalsich
dvanécti poloh 11/,22')...,1212" vysroubované dané tusecky AB; v pudoryse jsou to
jednotlivé poloméry kruznice hy, v naryse pak rovnobézky s osou z 2, ovsem s vyjimkou
narysu tsecek 33', 99" — ty jsou kolmé k narysné v a zobrazi se jako body 35 = 35,92 = 95;
svétlejsim odstinem vyplné je naznacena viditelnost horni strany plochy, tmavsi odstin

vypliiuje tu ¢ast narysu, kde je vidét spodni strana plochy

02
12, 125
114

105
104 95 =9,

;;
—V
[N
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Geometrie 1. Sroubové plochy

e urceme bod T na plose, tj. sestrojme jeho néarys Ty: piimka p; = B;T} je pudorysem
tvorici ptimky p, kterd lezi na uvazované schodové plose; polopiimka BT} protina
kruznici h; v bodé Hy, jenz je pudorysem bodu H leziciho na sestrojené Sroubovici
h; prislusny narys Hs najdeme na ordindle a na zobecnéné sinusoidé hy (mezi 5 a 6o,
coz odecteme z pudorysu); nyni jiz muzeme doplnit nérys py || 212, Ha € po, piimky p

a na ném pomoci piislusné ordindly narys 75 € p, bodu 7' € p

02
124 125
11,

11, i
2

109 =9/

<h 95=9%
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1. Sroubové plochy Geometrie

e tecnd rovina 7 v bodé T plochy musi prochézet pitimkou p a dourcime ji pomoci teény
t sestrojené v bodé T ke sroubovici A/, kterd vznikne sroubovanim bodu T v daném
sroubovém pohybu: pudorysem této Sroubovice h’ je kruznice hi(By,r’ = |BiTi]),
pudorysem te¢ny ¢ je teéna t; ke kruznici A} v bodé Ti; otoéme bod 77 po kruznici
hY} o 90° proti sméru stoupani daného sroubového pohybu do bodu P a sestrojme
pudorys t) = P/V; piimky t' = P’V kterd lezi na pfislusné kuzelové plose tecen a je
tedy rovnobéznd s hledanou piimkou ¢; narys Pj najdeme na ordindle a na ose 2,
sestrojime piimku t, = PjV; a nasledné narys ¢y teény ¢, kde ty || ¢}, To € to; takto je

tetnd rovina 7 = pt jednoznacné urcena, jeji stopy nebudeme sestrojovat

02
129 12,
11,
10}
92:9/2 to
82
7o
|
62
e S
; 2
| 2 ||
w7 ]
t | | | ||
ani
14
: | | 1 | | >
A2 019 i | i |i €1,2
0 1
4, 1
2 ||y
|
BN
!
01| |
p
| N
| \—\|H1
| n\ |
_ | | |
121=A .
=4 | 01231=V1| 61
| \\ | |
| \ |
tl |
114 1 71
hl
101 91 81 tl
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Geometrie 1. Sroubové plochy

e na zavér muzeme doplnit narys hf sroubovice A’ (pro samotné feseni ilohy to ovSem nenf
nezbytné nutné): konstrukeci provedeme snadno pomoci ordindl vedenych z pruseciki
usecek AlBl, 1131, 2131, e 121B1 s kruznici hll na pf‘fSIUéHé flSGéky AQBQ, ]_2 /2, 22 /2,
..., 12912} v naryse — pro vétsi prehlednost nejsou tyto ordindly v obrazku narysovany,
¢tenar si je muze zkusit doplnit sdm; poznamenejme jesté, ze sestrojena tvorici primka
p = HT schodové plochy je soucasné hlavni normalou Sroubovice b’ v jejim bodé T a

tecnd rovina 7 = pt je tedy oskulaéni rovinou zminéné sroubovice h' v tomto bodé

02
129

12}

AN 1,

1
2 105
| 102 ; 9y=9 12
|

12

[t
[~}

N
8

—V

[N}

&

e — — . e e .

b1

hl

101 91 81 tl
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1. Sroubové plochy Geometrie

1.2. Vyvrtkova plocha v Mongeové promitani

Vyklad

e vyvrtkova plocha vznikne Sroubovani piimky (nebo jeji ¢ésti), kterd protina osu sroubo-
vého pohybu a nenf k ni kolma, proto ji lze nazvat také kosotihla uzaviena pirimkova

Sroubova plocha

e ruzné varianty vyvrtkové plochy nachdzeji uplatnéni ve strojni praxi (ruzné druhy
sroubu apod.), ve stavebnictvi i v architekture

1/

0

Resené dlohy
Priklad: V Mongeové promitani zobrazte jeden zavit vyvrtkové plochy, kterda vznikne
sroubovanim tsecky AB ve Ssroubovém pohybu, jenz ma osu o L 7, B € o, vysku v zavitu a
pravotocivou orientaci; v bodé T' plochy doplite te¢nou rovinu 7 a sestrojte normélovy fez

plochy rovinou p; A[4;5;0], B[0; 5; 3], v = 6,T[1,5;6,5; 7], p(00; 00; 5,5).

Rada konstrukénich kroki je v tomto piikladé stejnych nebo velmi podobnych jako v pred-
chozich pifkladech Schodové plocha v Mongeové promitani (viz stranu 275) a Sroubovice
v Mongeove promitani (viz stranu 260), kde jsou tyto podrobné popséany; diky tomu (a také

z duvodu uspory mista) jsou nésledujici konstrukce vysvétleny ponékud strucnéji. . .
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Geometrie 1. Sroubové plochy

e podle zadani sestrojme sdruzené prumeéty A;B; a AsB, usecky AB; pudorysem osy
ol m B € o,jebod o, = By, pro jeji narys os plati 0o L 19 a By € 0g; déle dopliime
pudorys T bodu T" a narys py || 12 roviny p normélového fezu sestrojované vyvrtkové
plochy

02

P2
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1. Sroubové plochy Geometrie

e nejprve sestrojme sdruzené pruméty hq, hy pravotocivé sroubovice h, kterd vznikne srou-
bovanim bodu A v daném Sroubovém pohybu; pudorysem této sroubovice h je kruznice
hi(By,r = |B1A;1]), nérys hy (vytaZen jen slabé kvuli viditelnosti v dalsich krocich)
sestrojime pomoci narysu 1o, 2o, ..., 125 délicich bodu 1,2, ..., 12 sroubovice h lezicich

v prislusnych dvanactinach vysky v zavitu

02
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Geometrie 1. Sroubové plochy

e Sroubovani bodu B se redukuje pouze na posun ve svislém sméru, sestrojme narysy
15,25,...,12; boda 1,2/,...,12" € o, z nichz kazdy dalsi je o 5 = 0,5 vyse nez-li
predchozi; tim dostdvdame sdruzené pruméty dalsich dvanacti poloh 117,22',...,1212’
vysroubované dané usecky AB; v naryse zkusme doplnit obrys: na pravé strané vychéazi

z bodu 3}, dotyka se tsecek 2525, 151/, a hladce se napojuje na kiivku hy nékde mezi body

19, Ay, analogicky zleva; vzhledem k témto kiivkam je pak v naryse vytazena viditelnost

prislusnych tvoricich tsecek
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1. Sroubové plochy Geometrie

e pitmka p; = BT} je pudorysem tvotici piimky p, na niz bod T lezi; polopiimka BT}
protina kruznici hy v bodé Hy, ptislusny narys Hs najdeme na ordindle a na kfivce hq
(mezi body 104, 115); pro piimku p pak plati H € pap || p/, kde p’ = H'B (H' = H,),
odtud v naryse Hy € po a py || py, kde pl, = H, Bs; narys T» bodu T" doplnime na ordindle

a na sestrojené primce po
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Geometrie 1. Sroubové plochy

e tecna rovina 7 v bodé T plochy musi prochézet piimkou p a dourcime ji pomoci teény
t sestrojené v bodé T Sroubovice A/, kterda vznikne Sroubovanim bodu T v daném
sroubovém pohybu; tecnu t sestrojime standardné pomoci piimky ¢ = PV, kde bod V
lezi na ose o v redukované vysce vy zavitu nad pudorysnou (pro konstrukci pouzijeme
zaokrouhlenou hodnotu vy = 3= = ¢ = 1) a bod P’ dostaneme oto¢enim bodu 73 po

kruznici b} o 90° proti sméru stoupani daného sroubového pohybu
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1. Sroubové plochy Geometrie

e na zavér sestrojme bodové kiivku r normalového fezu plochy danou rovinou p; tvorici
piimka p protind rovinu p v bodé R: v naryse je Ry = paMps, pudorys Ry € p; doplnime
na ordinale; analogicky sestrojime sdruzené pruméty pruseciku 6*, 7%, 8, 9* 10* dalsich
tvoricich usecek 66, 77", 88,99’ 10 10" s rovinou p; d4 se ukézat, ze fezné kiivka r, jejimz
jednim krajnim bodem je prusecik 5" = oNp a druhym bod 11 € h, je tzv. Archimedova

spirala
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Geometrie 1. Sroubové plochy

1.3. Rozvinutelna sroubova plocha v Mongeové promitani

Vyklad

e rozvinutelna sroubova plocha je tvorena tecnami néjaké dané Sroubovice, odtud také

jeji alternativni ndzev — plocha tec¢en Sroubovice
e dand Sroubovice se pak nazyva hranou vratu rozvinutelné sroubové plochy

e jak uz nazev napovida, da se ukazat, ze tuto plochu lze rozvinout do roviny, podobné

jako napt. véalcovou nebo kuzelovou plochu

ReZené lohy
Priklad: V Mongeové promitani zobrazte pul zavitu rozvinutelné sroubové plochy, jejiz hra-
nou vratu je pravotociva sroubovice, kterd prochazi bodem A, mé vrchol V' kuzelové plochy
teéen a osu o L m, V € o; plochu omezte hranou vratu a pudorysnou a proved'te rozvinuti

této jeji ¢asti do roviny; A[0; 5;0], V[0; 3; 2].
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1. Sroubové plochy Geometrie

e podle zaddni sestrojme sdruzené prumeéty A, Ay (kde Ay = Oy ) a Vi, Vo danych bodu

A, V; pudorysem osy o L m,V € o, je bod 0; = V1, jejim narysem je piimka oo = AsV5

02

Vs

Sy

o

I
o
Il
S
o
—
)
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Geometrie 1. Sroubové plochy

e hranou vratu plochy je pravotociva sroubovice h, kterd vznikne Sroubovanim bodu A
kolem osy o pii redukované vysce vy = zy = 2 zavitu; pudorysem Sroubovice h je
kruznice hy(Vy,r = |V1A4|), na niz muzeme sestrojit pudorysy 11,21,...,6; (od bodu
Ay po 30° proti sméru hodinovych ruéicek) dalsich Sesti bodu 1,2,...,6, které lezi na
konstruované poloviné zavitu Sroubovice h; abychom mohli v nasledujicim kroku zjistit
délku poloviny vysky v zavitu, nachystejme si jesté v pudoryse délku poloviny kruznice
hi: podle Kochanského rektifikace sestrojme na tecné kruznice h; v bodé 6; pomocné

body I, I, kde |I1I| = 3r, a ziskdme tak, s malou chybou, hledanou délku 7r = |II A, |

02

Va

-V

()

I
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1. Sroubové plochy Geometrie

e nejprve uréime polovinu a nasledné dvanéctinu vysky v zavitu, a to pomoci charakte-
ristického trojihelnika K LM Sroubovice h; na ose 12 nanesme délku r = |V1 A = 2
doleva od bodu As a takto ziskany koncovy bod ozna¢me Ks; od néj smérem doprava
(opét na ose z12) nanesme délku |IIA;| = 7r (zjisténou v pfedchozim kroku) a krajni
bod oznacme Lo; tfeti vrchol My narysu trojuhelnika K LM pak musi lezet na preponé
KsV5 a na kolmici k ose x5 vedené bodem Ly; délka odvésny LoMy udava polovinu
vysky v zavitu, tj. § = |LoMsl; tuto délku rozdélme na Sest stejnych dili a ziskame tak
vysky bodu 1,2,...,6 sroubovice h, jejichz piislusné narysy doplnime snadno pomoci
ordindl (piislusné konstrukce jsou ziejmé z obrazku); tim mame sestrojeny sdruzené

prumeéty hq, hy poloviny zavitu sroubovice h — hrany vratu dané rozvinutelné sroubové

plochy
M,
I L
Ky Ay=0,] | || Lo 12

I IOl
™ ||
|
|
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Geometrie 1. Sroubové plochy

e dale budeme v bodech 1,2,...,6 sestrojovat tecny ke Sroubovici h, postup popiSme
podrobnéji pro konstrukci teény ¢t v bodé 6: pudorys t; je tecna ke kruznici hy v bodé
61; primka t; = P/Vi, kde bod P{ = 3; dostaneme oto¢enim bodu 6; po kruznici hy
0 90° proti sméru stoupdni Sroubovice h, je pudorysem piimky ¢ = P’V kterd lezi na
piislusné kuzelové plose teCen a je rovnobézna s hledanou tecnou ¢; nérys Pj lezi na
ordindle a na ose x5 a ddle plati ty || t,62 € to, piicemz ty, = PiVa (pro zajimavost
poznamenejme, ze v blizkosti pruseciku primky to s tseckou LoMs vznikd zajimavy
opticky klam ,nalomeni“ primky t9, zpusobeny péti teckovanymi rovnobézkami, které
slouzily k rozdéleni tisecky Ly Ms na Sest stejnych dila); dopliime jesté pudorysny stopnik
P® =t N7 sestrojené tecny t: v ndryse je Py =t Nx12 a pudorys PP lez{ na ordindle a

na piimce t;

I
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1. Sroubové plochy Geometrie

e stejnym zpusobem jako v predchozim kroku sestrojme sdruzené pruméty tecen Srou-
bovice h i v jejich zbyvajicich bodech 1,2,...,5 a opét dopliime narysy a nasledné
na ordinaldch pudorysy pifslusnych pudorysnych stopnikia P!, P2, P3, P* P5: pudorys
P} stopniku P? ovSem nenajdeme tak snadno, nebot body 39, P3,3; lezi na stejné or-
dindle; ze zadéni vyplyva, ze Sroubovice h ma sklon ¢ = 45° (je totiz r = vg) a tentyz
sklon vzhledem k pudorysné ma tedy také kazda jeji tec¢na; odtud jiz snadno odvodime
|P33,| = |P335; pii jiném zadanim bychom mohli vyuzit napi. sklopeni pudorysné
promitaci roviny tetny v bodé 3 do pudorysny, nebo bychom vzdalenost |P?3;| mohli
urcit pomoci nérysu Ky Ly M, charakteristického trojihelnika sroubovice h (zkuste si to

promyslet jako cviceni. . . )
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Geometrie 1. Sroubové plochy

VS
e d4 se dokdzat, ze pro délky kruhovych oblouki na kruznici hy plati |A11;] = [1,P}],
~— ~—
|A121| = |2, P}, ..., |A164] = |6, P}|, z Eehoz vyplyva, ze pudorysné stopniky P!, P?, ...
., P% sestrojenych tecen lezi na tzv. evolventé e kruznice hq; ta lezi v piudorysné, a
tudiz splyva se svym pudorysem ey, jejim narysem je usecka ez = Ay P§ na ose 1 9; tim

je tloha v prumétech vytesena
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1. Sroubové plochy Geometrie

e pro rozvinuti sestrojené (a v predchozich krocich zobrazené) ¢asti plochy je uzitecné
prekreslit si narys Ko Lo My charakteristického trojihelnika sroubovice h a oznacit v ném

nekolik uzite¢nych udaju: predevsim si uvédomme, ze délka prepony KoM je soucasné

délkou poloviny zdvitu sroubovice h, a tudiz plati u = F|KoM| = |Al| = [12] = --- =
= |g€\3\, kde Al,ﬁ, e ,g(\i jsou jednotlivé oblouky sroubovice h mezi jejimi sousednimi

délicimi body; déle se da ukazat, ze Sroubovice h ma v kazdém bodé stejny tzv. polomér

ro krivosti, pro ktery plati ro = TQJ;U(Q’, kde 7 = |Ks09| = 2 je polomér sroubovice h

a vg = zy = 2 je jeji redukovand vyska zavitu; délku rqy lze také snadno sestrojit
v trojuhelniku Ky Lo Ms, staci vést bodem V5 kolmici k preponé Ko Msy, uréit jeji prusecik
s osou x12 a odméfit jeho vzdélenost od bodu K, (z Pythagorovy véty je |KoVa| =
= \/m a podle Eukleidovy véty o odvésné ma tedy vskutku sestrojena prepona

délku ry = TZJ;U%, pii nasem zadani vychézi ry = 4, coz je vidét z obrdzku nebo to lze
snadno spocitat); nyni jiz muzeme pristoupit k zavéretnému rozvinuti: v ném sroubovice
h prejde do kruznice ho(S,rg) (jeji stied S zvolme libovolné); na kruznici hy zvolme bod
Ap a od néj na ni nanesme délku u — to provedeme pomoci Sobotkovy rektifikacni

metody: na polopiimce AgS sestrojme bod 1, kde [14y| = 3r¢ (nebo |1S| = 2r), na
tetné ke kruznici hg v bodé Ag sestrojme bod 2 tak, aby bylo |A¢2| = u; pak tsecka

VRS
12 protne kruznici hg v bodé 1y, pro ktery je |Aglg| = w; nyni jiz snadno doplnime
dalsi body 29, 3, .. ., 6 rozvinuté sroubovice h; na zavér staci v kazdém z téchto bodu

sestrojit te¢nu ke kruznici hg, nanést na ni (v piislusném sméru) odpovidajici nédsobek
délky u, tj. sestrojit body Py, PZ,..., P, kde [10P}| = u, |20P%| = 2u, ..., |60P¢| = 6u
(tyto délky muzeme odmétit na preponé Ky Ms), a spojit tyto koncové body evolventou
eo kruznice hg, do niz se rozvine evolventa e = e; kruznice h;y z predchoziho obrazku; tim
je rozvinuti plochy do roviny provedeno, urcité si zkuste vysledek vystfihnout z papiru

a ,postavit® nad sestrojeny pudorys. ..
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Geometrie

2. Rotacni plochy

Moy

o<

2. Rotacni plochy

Vyklad

=l
vyskou zavitu

kolem dané osy o rotace; je to vlastné specidlni piipad Sroubové plochy s nulovou

e rotacni plocha vznikne rotaci néjaké tzv. tvorici kiivky (rovinné nebo prostorové)

e kruznice, kterou vytvorii libovolny bod dané tvorici kiivky pfi rotaci kolem dané osy, se
nazyva rovnobézka (nebo rovnobézkova kruznice) plochy
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2. Rotacni plochy Geometrie

kazda rovina, ktera prochazi osou rotace, protina danou rota¢ni plochu v tzv. meridianu
(nékdy se mu iiké i polednik); polovina merididnu, lezici v jedné poloroviné uréené osou

rotace, se nazyva polomeridian

rotaci libovolného merididnu nebo polomerididnu dané rotacni plochy vznikne taz plocha

meridian, ktery lezi v roviné rovnobézné s prumétnou, se nazyva hlavni meridian

rotaci krajnich bodu dané tvotici krivky, existuji-li, dostaneme tzv. hraniéni rov-
nobézky: rotaci bodu dané tvorici kiivky, ktery je ve svém okoli minimélné, resp.
maximalné, vzdalen od osy rotace, vznikne hrdelni, resp. rovnikova, rovnobézka plo-
chy, zkracené hrdlo, resp. rovnik; a konecné bod, v némz je neasymptoticka tecna
dané tvorici kiivky kolma k ose rotace, vytvari tzv. kraterovou rovnobézku, zkracené

krater

e teCnd rovina v bodé M rotacni plochy je uréena tecnami k rovnobézce a k meridianu,

které prochéazeji bodem M

2.1. Anuloid v Mongeové promitani

Vyklad

e rota¢ni plocha zvand anuloid (nebo také torus ¢i kruhovy prstenec) vznikne rotaci
kruznice k(S,r), jejiz rovina prochézi osou o rotace a soucasné S ¢ o; tvorici kruznice

k je tedy polomerididnem anuloidu
0 0.t T '
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Geometrie 2. Rotacni plochy

ReZené tlohy
Priklad: V Mongeové promitani sestrojte te¢nou rovinu 7 v bodé T anuloidu, ktery ma osu
o L m R € o, a jehoz polomerididnem je kruznice k(S;r); R[0;5;0], S[2,5;5;2], r = 1,5;
T[-3;7;zr > zs].

e podle zadédni sestrojme sdruzené pruméty Sy, Sz a Ry, Ry (kde Ry = Oy 2) danych bodu
S, R; pudorysem osy o L m, R € o, je bod 01 = Ry, pro jeji narys o, plati o, L 212 a
Ry € o0y; piimka p; || 212, R1 € 1, je pudorysem roviny p = oS hlavniho meridianu,
v niz lezi zadand kruznice k(S,r); pudorysem této kruznice je tedy tusecka ki, kterd
lezi na piimce pp, ma stied S; a délku 2r = 3; ndrysem je pak kruznice ky(Sy, 7 = 3);

nakonec k zadédni patii jesté pudorys 77 bodu T

02

k2

&
I

01,2

e . — — — — — — — — ——

- —————————

1=01 S M1

O —— — e ————— ———— —]
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2. Rotacni plochy Geometrie

e na kruznici k zvolme dva kolmé prumeéry AB,CD, kde AB || m a CD L m; bod A,
resp. bod B, méa ve svém okoli nejmensi, resp. nejvétsi, vzdélenost od osy o, a jeho
rotaci tudiz vznikne hrdelni rovnobézka (hrdlo) a, resp. rovnikova rovnobézka
(rovnik) b; v bodech C, D jsou te¢ny kruznice k kolmé k ose o, a rotaci téchto bodu tedy
vznikaji tzv. kraterové rovnobézky c,d; v pudoryse se rovnobézky a, b, ¢, d zobrazi
jako sousttedné kruznice aq, by, c; = dy, jejich narysy jsou usecky as, ba, co, do, které jsou
soumeérné podle primky o0,; pudorysem plochy je mezikruzi ohrani¢ené kruznicemi aq, by,

narys plochy ohranicuji dvé soumeérné pulkruznice a tsecky ¢, do, které jsou spole¢nymi

teCnami téchto pulkruznic o2
Co CQ
N I 2
| \ | / :
I \ /
-t
S B
| / I 2|\ 2 2
| / N
| .~ I >
[ = | .
Ro=101 5 i 1,2
|
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Geometrie 2. Rotacni plochy

e abychom nasli bod T na ploSe, pouzijeme typickou konstrukci — otoceni kolem osy o do
roviny p hlavniho meridianu: rotaci bodu 7" vznikne rovnobézkova kruznice u plochy;,
ktera se v pudoryse jevi jako kruznice ui(Ry, |R1T1|); rovnobézka u protind danou po-
lomerididnovou kruznici k v bodé T, pro jehoz pudorys je TP = u; N k; a ndrys Ty
najdeme na ordindle a na kruznici ks (podle zadani volime tu ze dvou moznosti, pro
kterou je zpo = zp > zg); muzeme tak doplnit tsecku usy, kterd je narysem kruznice u,

a na prislusné ordinale konec¢né také narys Ty € us bodu T

02
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2. Rotacni plochy Geometrie

e tecnou rovinu 7 v bodé T' plochy urc¢ime podle obecného principu — pomoci dvou tecen
vedenych bodem T ke dvéma kiivkam, které lezi na daném anuloidu; jako prvni kiivku
zvolme prirozené rovnobézkovou kruznici u a v bodé 71" k ni sestrojme te¢nu t: pro jeji

pudorys t; ziejmeé plati t; L T1 Ry, T} € t1, v néryse je to || x12, 15 € o

02

to

tq
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Geometrie 2. Rotacni plochy

e polorovina urc¢end osou o a bodem T protind plochu v polomerididnové kruznici k’; se-
strojime sdruzené pruméty tecény ¢’ v bodé T' uvazované kruznice k’: pudorysem kruznice
k', resp. tecny ', je usecka ki, resp. piimka t; = T} Ry; pro sestrojeni nérysu t, vyuzijeme
opét otoceni kolem osy o do roviny p hlavniho merididnu — kruznice k' s bodem T se
oto¢i do kruznice k s bodem TV; v bodé TP sestrojme tec¢nu t° ke kruznici k, v pudoryse
je t9 = py, v néryse se zachovd t9 L STy, Ty € t9; déle vyuZijeme prusecik V =t No,

v pudoryse neni oznacen (plati zde V; = Ry = 0;), v ndryse je Vo = t3 N o0y; bod V

zustavéa pii rotaci na misté a hledand tecéna je tedy piimka ¢’ = TV, tj. v ndryse plati

t,2 - TQ‘/Q
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2. Rotacni plochy Geometrie

e sestrojenymi tecnami ¢,t" ke kiivkdm w, k&’ je urcena hledand teénd rovina 7 v bodé T
anuloidu; na zavér muzeme pro zajimavost doplnit nérys kruznice &'(.S’, r), pro samotné
feSeni tlohy to ovSem neni nezbytné nutné; kruznice k' se v naryse zobrazi jako elipsa

5, kterd ma stied v bodé S5, hlavni vrcholy lezi na ordindle bodu S a na tseckach ¢,
a dy, vedlejsi vrcholy odvodime z pudorysu pomoci ordinal na tusecku b, — konstrukce

je patrné z obrazku; elipsa £} se navic musi v bodé T, dotknout piimky t,

e TN

3]

S
\>
R\
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Geometrie 2. Rotacni plochy

2.2. Rotacni kvadriky
Vyklad
e rotacni kvadrika vznikne rotaci kuzelosecky kolem jeji osy soumérnosti
e vezmeme-li v ivahu pouze regularni kuzelosecky, ziskame tak Sest typu ploch

o kulova plocha vznikne rotaci kruznice kolem kterékoliv jeji osy soumeérnosti

o

vejcity (protdhly) rotacni elipsoid vznikne rotaci elipsy kolem jeji hlavni osy

o

zplostély rotacni elipsoid vznikne rotaci elipsy kolem jeji vedlejsi osy

o

dvojdilny rota¢ni hyperboloid vznikne rotaci hyperboly kolem jeji hlavni osy

O

jednodilny (zborceny) rotacni hyperboloid vznikne rotaci hyperboly kolem

jejl vedlejsi osy (muze ovsem vzniknout i jinak — viz druhy piiklad v této ¢asti)

rotacni paraboloid vznikne rotaci paraboly kolem jeji jediné osy soumérnosti

@)

2.2.1. Rotacni paraboloid v kolmém promitani na narysnu

Kolmé (pravouhlé) promitini na narysnu je témér totéz jako Mongeovo promiténi bez
pudorysu; pro kazdy bod X v prostoru je tedy sestrojen pouze jeho narys Xs a pro jeho
jednoznacné urceni je pripojena do zavorky tzv. kéta, coz je orientovana vzdalenost bodu
X od narysny, nebo, jinak feceno, je to jeho y-ova souradnice; kotovany narys bodu X je
tedy oznacen X,(yx); body lezici v narysné maji nulovou kétu, a tu budeme pfi oznaceni

v prumeétu vynechdvat. y




2. Rotacni plochy Geometrie

ResSené ulohy
Priklad: V kolmém promitani na narysnu sestrojte te¢nou rovinu 7 v bodé A rota¢niho

paraboloidu, ktery m& ohnisko F' a svislou osu o, F' € o, rotace; F'[0;0; 6], A[2;3;2].

e podle zadani sestrojme narysy Fy, 0, ohniska F' a osy o; ohnisko F' lezi v narysné, splyva
tedy se svym narysem F, = F' a ma nulovou kétu yr = 0; podle vyse uvedené umluvy
mu ponechme pouze oznaceni Fy; pro narys svislé osy o rotace je oo L x9, Fy € 09; jako
posledni zadany objekt dopliime kétovany narys As(3) (dle zadani je totiz y4 = 3) bodu

A, jimz ma konstruovany rota¢ni paraboloid prochazet
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Geometrie 2. Rotacni plochy

e rotaci bodu A kolem osy o vznikne rovnobézkova kruznice a, ktera lezi v roviné o L o,
A € a, mé stred S = o L «a a polomér délky |SA|; narysem roviny « je piimka
as L 09, Ay € g, kterd protina primku oy v bodé Ssy; polomér kruznice a zjistime ve
sklopeni roviny « do narysny: sestrojme sklopenou polohu (A) bodu A, kde (A)As L as
a [(A)As| = ya = 3, bod S € o zustava pii skldpéni na misté, je tedy S = Sy = (5), a
ve sklopeni muzeme sestrojit ¢ast sklopené polohy (a) kruznice a; rovnobézka a protina
narysnu ve dvou bodech, jeden z nich ozna¢me A°, v prumétu je A) = (a) Nay; ndrysem

kruznice a je tedy tsecka a,, kterd lezl na ptimce ay, m4 stied Sy a jeden krajni bod A
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2. Rotacni plochy Geometrie

e narysna protne dany paraboloid v parabole p, ktera je hlavnim merididAnem plochy, ma
ohnisko F, osu o a prochdz{ bodem A° (sestrojime ji v dalsim kroku); prozatim pouze
dour¢ime jeji tidici primku d = dy a vrchol V' = V5: podle ohniskové definice paraboly
(viz stranu 228) plati [FLAI| = |AJdy|, odtud sestrojime na ose 0, pomocny bod Do,
kde |DySs| = |F»AY] (ze dvou moznosti vybereme tu, pro niz bude paraboloid otevieny
smérem doli), a vedeme jim Fidici ptimku dy L 09, Dy € dy; vrchol Va paraboly ps = p

je pak stfedem tusecky FrDo
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Geometrie 2. Rotacni plochy

e opét podle ohniskové definice paraboly doplnme dalsich Sest bodu paraboly ps, vzdy
po dvou soumeérnych podle osy oy, dva z nich na ose o, dalsi ¢tyfi libovolné, pokud
mozno, rovnomeérné mezi useckou ay a vrcholem V5; rotaci téchto bodu vzniknou dalsi
tTi rovnobézkové kruznice plochy, které se v naryse zobrazi jako tsecky, které jsou kolmé
k pfimce 0y a maji na ni své stfedy; pro vyrysovani paraboly p, tim mame celkem devét
bodu, omezime ji osou x5 — plochu tak omezime zdola rovnobézkovou kruznici, kterd
ma stied v pocatku O (jinak tec¢eno, ktera lezi v pudorysné 7), a prislusnym zpusobem

opravime viditelnost osy o
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2. Rotacni plochy Geometrie

e tecnou rovinu 7 v bodé A plochy uréime podle obecného principu — pomoci dvou tecen
vedenych bodem A ke dvéma kiivkam, které lezi na daném paraboloidu; jako prvni
krivku zvolme prirozené rovnobézkovou kruznici a a v bodé A k ni sestrojme te¢nu t:
Vv naryse je ty = ag, ve sklopeni doplime (t) L (S)(A), (A) € (¢); diky tomu muzeme
oznacit také narysny stopnik Ny = (N) = t3 N () teény ¢, kterym bude prochazet

narysna stopa roviny 7
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Geometrie 2. Rotacni plochy

e rovina ur¢end osou o a bodem A protind plochu v merididanové parabole m (konstrukeci
jejtho nérysu nazna¢ime v néasledujicim zavéretném kroku postupu feseni); sestrojime
narys teény ¢’ v bodé A uvazované paraboly m: pii tom vyuzijeme otoceni kolem osy o
do roviny hlavniho meridianu — parabola m s bodem A se otoé¢i do paraboly p s bodem
A% v bodé A tedy sestrojme tecnu t9 = AW, k parabole py, kde bod Wy je soumérny
s bodem S, podle vrcholu V; (tsecka Sy W je subtangentou bodu AJ a ta je podle Véty 4
z kapitoly o parabole pulena vrcholem Vs — viz stranu 237); bod W € o zustava pii rotaci
na misté a hledand tecna je tedy piimka ¢ = AW, tj. v ndryse plati t;, = A,Ws; bod

W = W, lezi v narysné, a je to tudiz také narysny stopnik piimky ¢/
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2. Rotacni plochy Geometrie

e na zaver dopliime nérysnou stopu nj = N,W, tecna roviny 7 sestrojeného rotac¢niho
paraboloidu v jeho daném bodé A a pokusme se naznacit nékolik moznych zpusobu
konstrukce narysu mso meridianové paraboly m; predevsim je narysem paraboly m opét
parabola my, pro niz zndme osu o0y, vrchol V5 a tecnu t, s bodem A dotyku; 1. zkusme
najit ohnisko paraboly ms: to musi lezet na ose o, a na kolmici k tecné ¢, vedené jeji
patou na vrcholové teéné, nebo jinak puli ohnisko soucet subtangenty a subnormély
bodu A, (Véta 5 z kapitoly o parabole, i Véta 6 by se dala pouzit — viz stranu 237); 2.
pro konstrukci bodu paraboly ms muzeme pouzit opaény princip, nez kterym jsme na
zacatku sestrojili bod AY; 3. a kone¢né lze zuzitkovat také vztah pravotihlé osové afinity
mezi parabolami py, mo, pficemz osou této afinity je ptimka o, a odpovidaji si v ni body
AY a A, (prislusné konstrukce jsou prenechdny ¢tenéii jako cvicent)
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Geometrie 2. Rotacni plochy

2.2.2. Jednodilny (zborceny) rotaéni hyperboloid v Mongeové promitani

Vyklad

e da se ukazat, ze tato plocha je piimkova, tj. kazdym jejim bodem prochézi aspon jedna

primka

e muze tedy vzniknout i jinak nez rotaci hyperboly kolem jeji vedlejsi osy — a sice rotaci

primky, ktera je mimobézna s osou rotace a neni k ni kolma

e kazdym bodem zborceného rotacniho hyperboloidu prochazi pravé dvé tvorici piimky

plochy; rotaci kazdé z nich vznikne jeden tzv. regulus piimek plochy
e kazdé dvé piimky stejného regulu jsou navzijem mimobézné

e kazdé dve primky ruznych regul jsou navzdjem ruznobézné (pocitdme sem i rovnobézky,
které se protinaji v nekoneénu) a urcuji tecnou rovinu v bodé plochy, ktery je jejich

prusecikem

Re%ené dlohy
Priiklad: V Mongeové promitani sestrojte tecnou rovinu 7 v bodé T' jednodilného rotacniho
hyperboloidu, ktery vznikne rotaci usecky PQ kolem osy o L m, R € o; R[0;4;0], P[3;6;0],
Q[=3;5;5], T[-2;yr < yg; 1.
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2. Rotacni plochy Geometrie

e podle zadani sestrojme sdruzené pruméty Py, P, Q1, Q2 a Ry, Ry (kde Ry = O, 2) danych
bodu P, @, R a zatim jen slabé vytahnéme pudorys P;(); a narys Py usecky PQ);
pudorysem osy o L m, R € o, je bod 0, = Ry, pro jeji narys oy plati oo L z15 a
Ry € 09; dand tusecka P() je s osou o mimobézna a jeji rotaci tedy vznikne cast jed-
nodilného rota¢niho hyperboloidu, ktery patii mezi zborcené (tj. do roviny nerozvinu-
telné) primkové plochy a muze byt vytvoren také rotaci hyperboly kolem jeji vedlejsi
osy soumeérnosti, k ¢emuz se dostaneme v zavérecném kroku reseni této ulohy; k zadani

doplnme jesté narys T bodu T’
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Geometrie 2. Rotacni plochy

e rotaci krajnich bodu P, kolem osy o vzniknou hrani¢ni rovnobézkové kruznice p, q,
kterymi omezime plochu zdola a shora; v pudoryse se tyto rovnobézky zobrazi jako
kruznice p1(Ry, |R1P1|), ¢1(R1, |R1Q1]), jejich narysy jsou usecky po, g2, které jsou sou-
mérné podle piimky oo, po Ffadé prochézeji body Ps, Q2 a maji délku 2|Ry P |, 2| Ry Q1 |;
konstrukei provedeme nejrychleji timto zptusobem: kolem bodu R; opiSeme bodem P,
kruznici p; a jeji polomér | Ry P| naneseme od bodu Ry = O; 9 na osu x5, ¢imz ziskame
krajni body usecky po; podobné postupujeme pii konstrukeci sdruzenych prumétu kruz-
nice ¢, pouze si nejprve v ndryse nachystame rovnobézku s osou z; 2 vedenou bodem
()2, abychom na ni mohli od piimky o, nanést délku |R;Q;| a ziskat tak krajni body
usecky g9
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2. Rotacni plochy Geometrie

e hyperboloid omezime jesté zevniti tim, ze na piimce P( najdeme bod H, ktery je
nejblize k ose o a jehoz rotaci tedy vznikne hrdelni rovnobézkova kruznice h plochy;
vlastné to znamend sestrojit osu (diive nazyvanou nejkratsi piicka) mimobézek o a PQ);
diky tomu, ze plati o L m a 0y = Ry, je konstrukce v prumétech jednoducha: staci
bodem R; spustit kolmici na piimku P;()q, a jeji pata je pudorysem H; hledaného bodu
H; jeho narys H, najdeme na ordinale a na narysu P»()s usecky PQ); v pudoryse jesté
doplime kruznici hy(Ry, |R1Hy|), kterd je pudorysem zminéné hrdelni rovnobézky h;
narysem kruznice h je opét usecka hg, kterd je rovnobézna s osou z; 2, prochazi bodem
H,, m4 stied na piimce o, a jeji délka je rovna prumeéru 2|Ry Hi| kruznice hy; na zaveér
tohoto kroku poznamenejme, ze stted S hrdla h je soucasné stredem celého hyperboloidu

(v obrazku nejsou sdruzené pruméty bodu S oznaceny ani popsany)
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Geometrie 2. Rotacni plochy

e mezikruzi ohrani¢ené kruznicemi py, ¢; je pudorysem jakéhosi tipati plochy, a pii pohledu
shora vidime vnéjsi stranu této ¢asti hyperboloidu; naopak mezikruzi mezi kruznicemi
¢1, h1 je pudorysem jicnu plochy, kde vidime jeji vnitini stranu (neni na skodu rozlisit
obé strany plochy barevné, coz bude provedeno v zédvéreéném kroku konstrukee); odtud
vyplyva také vytazeni viditelnosti pudorysu P;(); usecky P(@; najdéme bod T na plose:
piimka ay || 212, Ts € ag, je ndrysem roviny a L o, kterd protind isecku PQ v bode T"
(v néryse je Ty = as N PyQ9, pudorys 17 lezi na ordindle a na P;();), jehoz rotaci kolem
osy o vznikne rovnobézkova kruznice a (pudorysem je kruznice a;(Ry, |R1T}]), ndrysem
usecka ay na aw), na niz musi lezet také bod T; ordindla vedend bodem T, protind
kruznici a; ve dvou bodech, z nichz podle zadani (yr < yr) vybereme a oznac¢ime Ty

ten, ktery lezi blize k ose x; o; viditelnost kruznice a v pudoryse je zfejmé z predchoziho
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2. Rotacni plochy Geometrie

e tecnd rovina 7 v bodé T zborceného hyperboloidu je urcena dvéma piimka m, n ruznych
regult plochy, pricemz piimka m vznikne rotaci pfimky P() kolem osy o a ptimka n je
s primkou m soumérna podle meridianové roviny urcéené osou o a bodem T'; pudorysem
rota¢niho pohybu kolem osy o je ziejmeé otaceni kolem bodu 0 = R; a tisecka P, Q) je pri
tomto otaceni stale tecnou kruznice hy; pudorys my piimky m je tedy tecnou ke kruznici
hy vedenou bodem T7; podobné je pudorys ny primky n druhého regulu tecnou kruznice
hy soumeérnou s my podle primky R;77; ptislusné body dotyku ozna¢me H{*, H" — jsou
to pudorysy pruseciku H™, H" piimek m, n s hrdlem h, a jejich narysy Hj", Hj najdeme
pomoci ordindl na dsecce ho; narysy mo = ToHY' ny = T5H3 piimek m,n nebudeme
vytahovat prilis silné, jejich viditelnost v néaryse stanovime az v nasledujicim kroku;

¢tenar si muze pro zajimavost zkusit najit sdruzené pruméty pruseciku primek m,n
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Geometrie 2. Rotacni plochy

e viditelnost piimek m,n v pudoryse byla stanovena jiz v predchozim kroku podobné
jako viditelnost usecky P(Q); v naryse je vidét predni polovina plochy, ktera lezi pred
rovinou p || v,0 € p, hlavniho merididnu; timto hlavnim merididnem je ¢ast hyper-
boly ¢, jejim pudorysem ¢; jsou dvé usecky, které lezi na primce p; a soucasné v me-
zikruzi ohraniceném kruznicemi hq,pi; narys co hyperboly ¢ prochézi krajnimi body
usecek po, as, ha, qa, pricemz krajni body narysu hy hrdla A jsou vrcholy hyperboly cs;
z pudorysu je vidét, ze usecka P(@), resp. usecka na piimce m, lezi pred, resp. za, rovinou
1, a tudiz bude v naryse vytazena plné, resp. ¢arkovaneé; viditelnost ptimky n v naryse
stanovime pomoci pruseciku X = n N u, kde X; = ny N py a narys Xy odvodime po

ordindle na piimce no, ktera se v bodé Xy dotyka hyperboly co; tim je tiloha vyfesena
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3. Priniky ploch a téles Geometrie

A1/

sty

3. Pruniky ploch a téles

e v nasledujicich tlohach vyuzijeme nékteré zkusenosti z predchozich kapitol, konkrétni

odkazy jsou uvedeny piimo v textu

3.1. Rovinné fezy ploch a téles
e prvni tfi piiklady v této podkapitole slouzi soucasné k procviceni uziti pravothlé axo-
nometrie
3.1.1. Rez kosého &tyibokého hranolu v pravoiihlé axonometrii

e pii Teseni tlohy lze pouzit vlastnosti prostorové osové afinity mezi dvéma rovinami,

prislusny vyklad je uveden ve sbirce Zéklady geometrie

ReZené rilohy
Piiklad: V pravouhlé axonometrii A(11;10;12) sestrojte fez kosého ¢tyrbokého hranolu
ABCDA'B'C'D’ rovinou p; dany hranol m4 jednu ¢tvercovou podstavu s thlopiickou AC
v pudorysné m a druhd podstava mé vrchol A’; A[0;8;0], C[8;4;0], A'[4;8;9], p(10; 00; 7).
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Geometrie 3. Priniky ploch a téles

~/ 7

e zadani ilohy popiSseme pouze strucné, jednotlivé diléi ilohy byly blize popsany v kapitole
Pravothla axonometrie: v oto¢eni pudorysny do axonometrické prumétny sestrojme
¢tverec (A)(B)(C)(D), ktery je dén uhloprickou (A)(C), a vratme zpét do prumétu,
pricemz lze vyuzit pravouhlou osovou afinitu; dale sestrojme axonometricky pudorys
Al a prumet A’ vrcholu A" a doplime prumét celého hranolu; k zadani patii jeste
konstrukce stop fezné roviny p, kterd je rovnobézna s osou y, coz se zachova také pro

jeji pudorysnou a bokorysnou stopu, tj. p* || m” || y
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3. Priniky ploch a téles Geometrie

e najdéme prvni vrchol fezu (provadéné konstrukce budou popisovany v prostoru, jejich
realizace v axonometrickém prumétu jsou zfejmé z obrazku): bo¢n{ hranou AA’ vedme
rovinu o« = AA’ A, kterd je kolmd k 7w (dokonce je «v || v) a pro jeji stopy plati p* = AA!,
m® || z, A € m®; sestrojme prusecnici a = aNp = PM, kde P = p*Np” a M = m*Nm?’,
a oznatme A* jeji prusecik s hranou AA’; tento bod A* je prvnim vrcholem hledaného
fezu; zvidavy ¢tendf si muze jako cviceni promyslet konstrukei pruseciku primky a

s rovinou boéni stény BCC'B’. ..
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Geometrie 3. Priniky ploch a téles

e pro dalsi vrchol B* fezu plati B* = BB’ N [ A*, piicemz I = AB N p”; jinak Feceno,
piimka AB je pudorysnou stopou roviny boc¢ni stény ABB'A’ a piimka [A* je pak

prisecnici roviny p fezu s rovinou této stény
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3. Priniky ploch a téles Geometrie

e podobné sestrojime prusecik II piimky AC se stopou p” a néasledné prusecnici I1A*
roviny p s rovinou ACC’; piimka IIA* pak protind hranu C'C’ v dalsim vrcholu C*

hledaného fezu

- 324 -




Geometrie 3. Priniky ploch a téles

e posledni vrchol D* fezu na hrané DD’ muzeme doplnit uz jen na zékladé rovnobéznosti,
D*C* || A*B*, nebo pouzijeme analogicky postup jako v predchozich krocich — pifimka
CD protina pudorysnou stopu p” v bodé III a bod D* je prusecikem piimky IIIC*

s bo¢n{ hranou DD’
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3. Priniky ploch a téles Geometrie

e na zaveér doplnme zbyvajici strany A*D*, B*C* fezu, kterym je rovnobéznik A*B*C* D*;
mezi podstavnym c¢tvercem ABCD a sestrojenym rovnobéznikem fezu je vztah pro-
storové osové afinity mezi rovinami 7 a p, jeji osou je pudorysna stopa p”, na které
lezi samodruzné body I, 1, I, a smér udava néktera boéni hrana daného hranolu;
pravoihlym priumétem zminéné afinity do axonometrické priumétny dostavame osovou

afinitu v roviné, jejiz osou je prumét stopy p” a smér je dan piimkou A%A™®
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Geometrie 3. Priniky ploch a téles

3.1.2. Rez pravidelného étyibokého jehlanu v pravoihlé axonometrii

e pii TeSeni této tlohy lze pouzit vlastnosti prostorové stfedové kolineace mezi dvéma

rovinami, piislusny vyklad je uveden ve sbirce Zaklady geometrie

0 2

ReZené tlohy
Piiklad: V pravoihlé izometrii A(11;11;11) sestrojte fez pravidelného ctyibokého jehlanu
ABCDYV rovinou p; dany jehlan ma ¢tvercovou podstavu o sttedu S a vrcholu A v pudorysné

7 a vysku v; A[3;0;0], S[5;4;0],v =9, p(o0; 10;6).
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3. Priniky ploch a téles Geometrie

>~/ 7

e zadani ulohy popiseme pouze strucné, jednotlivé dilci ilohy byly blize popsany v kapitole
Pravoihla axonometrie: v oto¢eni pudorysny do axonometrické prumétny sestrojme
¢tverec (A)(B)(C)(D), ktery je dén stredem (S) a vrcholem (A), a vratme zpét do
prumétu, pricemz lze vyuzit pravoihlou osovou afinitu; dédle doplime axonometricky
prumét V® hlavniho vrcholu V| ktery lezi ve vysce v = 9 nad stfedem S podstavy
(axonometrické zkréceni ve sméru prumétu osy z muzeme v izometrii uréovat napft. jako
zkraceni ve sméru prumétu osy x); k zadani patii jesté konstrukce stop fezné roviny p,
ktera je rovnobézna s osou x, coz se zachova také pro jeji pudorysnou a narysnou stopu,

~Q

. p” | || :
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Geometrie 3. Priniky ploch a téles

e najdéme prvni dva vrcholy fezu (provadéné konstrukce budou popisovény v prostoru,
jejich realizace v axonometrickém prumétu jsou ziejmé z obrazku): boénimi hranami
AV, CV vedme rovinu a = ACV, kterd je kolma k 7 a pro jejiz stopy plati p® = AC,
n® || z, A € n%; sestrojme prusecnici r = aNp = PN, kde P =p*Np’ a N =n*Nn’,

a oznacme jeji pruseciky A’, C’ s hranami AV, CV
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3. Priniky ploch a téles Geometrie

e pro dalsi vrchol B’ fezu plati B’ = BV NIC', piicemz I = BC'Np*; jinak feceno, piimka
BC' je pudorysnou stopou roviny bo¢ni stény BC'V, piimka IC” je pak prusecnici roviny
p Tezu s rovinou této stény, a tudiz protind hranu BV v dalsim vrcholu B’ hledaného

rezu
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Geometrie 3. Priniky ploch a téles

e posledni vrchol D’ fezu na hrané DV muzeme doplnit analogicky — pfimka C'D protina
pudorysnou stopu p” v bodé I a bod D’ je prusecikem piimky IIC’ s bo¢ni hranou
DV; nebo lze pouzit alternativni postup: D' = DV N IIA’, kde IIl = AD N p” (tato

konstrukce nenf v obrdzku provedena, necht si ji ¢tenar laskavé doplni jako cvicen. . . )

z a
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3. Priniky ploch a téles Geometrie

e na zaver doplime zbyvajici strany A'B’, A’D’ tezu, kterym je étyituhelnik A'B'C'D’;
mezi podstavnym ¢tvercem ABC'D a sestrojenym ctyfihelnikem tezu je vztah prosto-
rové stredové kolineace mezi rovinami 7 a p, jeji osou je pudorysna stopa p”, na niz
lezi samodruzné body I, II, a stfedem je hlavni vrchol V' daného jehlanu; pravouhlym
prumétem zminéné kolineace do axonometrické prumétny dostavame stfedovou koline-

aci v roving, jejiz osou je prumét stopy p” a sttedem je bod V¢

~Q
s
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Geometrie 3. Priniky ploch a téles

3.1.3. Rez rotaéniho valce v pravoiihlé axonometrii
Vyklad
e pl4st rotacniho vélce je ¢dsti rotacni kvadriky a obecnd rovina (kterd nenf kolméa k jeho
ose ani s ni nenf rovnobéznd) jej fizne v elipse (nebo jeji ¢ésti)
e pro tuto feznou elipsu lze pomoci prostorové osové afinity mezi rovinou podstavy valce

a rovinou fezu najit dvojici sdruzenych prumeéru, coz pouzijeme v nasledujicim piikladé

e jinak bychom mohli kiivku fezu sestrojit také tzv. bodové, tj. mohli bychom sestrojit
dostatecny pocet jejich bodu, v tomto pripadé nejlépe jako pruseciky povrchovych usecek

daného valce s danou feznou rovinou

ReZené lohy
Piiklad: V pravoihlé dimetrii A(11;12;11) sestrojte fez rotacniho védlce rovinou p; dany
vélec mé jednu podstavnou kruznici k(S,r) v pudorysné = a vysku v; S[4;6;0], r=4, v=10,
p(10; 00; 7).
V nasledujicich nékolika krocich budeme popisovat konstrukce predevsim z hlediska prosto-
rového postupu feseni, prislusné konstrukce v axonometrickém prumeétu jsou zrejmé z obrazkiu,

pripadné k nim bude pripojen struény komentar.
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3. Priniky ploch a téles Geometrie

e zadani ulohy: podstavné kruznice k, k' zobrazime jako elipsy k%, k' (podrobnéjsi popis
je uveden na strané 154 a nésledujicich), obrys vélce dokon¢ime spojenim piislusnych
hlavnich vrcholu obou elips; k zadani patii jesté konstrukce stop fezné roviny p, ktera
je rovnobéznd s osou ¥, coz se zachova také pro jeji pudorysnou a bokorysnou stopu, tj.
p? || m? || y; pro vynéaseni z-ovych soufadnic vyuzijeme skutecnosti, ze se diky zadané

dimetrii zkrati jednotka délky stejné ve sméru prumétu osy z i ve sméru prumétu osy y
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Geometrie 3. Priniky ploch a téles

e osou 0 = S5’ vélce vedme rovinu « || v, jeji pudorysna stopa p* || z,S € p“, protind
podstavnou kruznici & v bodech K, L (v bodé K se kruznice k dotyka osy y) a boko-
rysna stopa m® prochézi bodem K rovnobézné s osou z; rovina « protind dany valec
v obdélniku KLL'K' a danou rovinu p fezu v piimce a = PK*, kde P = p* N p” a
K* = m® N m?; pruseciky K* L* piimky a se stranami K K', LL' jsou pak prvni dva

body hledaného eliptického fezu, bod S* = a N o je jeho stfedem
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3. Priniky ploch a téles Geometrie

e podobné jako v predchozim kroku prolozme osou o rovinu 3 || p, jejiz pudorysna stopa
P’ ||y, S € p°, protina kruznici k v bodech M, N a nérysnd stopa n” || z se s p? protina

na ose x; rovina (3 protind vélec v obdélniku M NN'M’ a rovinu p v piimce b = S*R

(b v), kde R = n” Nnf; pifmka b protinad dany valec v bodech M*, N* lezicich na jeho
povrskach MM’ NN’
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Geometrie 3. Priniky ploch a téles

e jesté jednou provedme analogickou konstrukei — osou o vélce vedme rovinu v = ABB’,

kterd protinad rovinu p fezu v piimce ¢ = P'S*, kde P’ = p? Np” a p¥ = AB; body
A* = ¢cn AA’, B* = ¢N BB’ jsou pak dalsi body kiivky fezu, které navic lezi na

obrysovych stranach valce a bude se v nich tudiz ménit viditelnost fezné elipsy

B/a
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3. Priniky ploch a téles Geometrie

e zvolené pruméry K L, M N podstavné kruznice k jsou navzajem kolmé, a v roviné p jim
tedy odpovidaji sdruzené pruméry K*L* M*N* elipsy fezu (v nasem zadédni jsou
dokonce body K*, L* hlavnimi a body M*, N* vedlejsimi vrcholy sestrojované elipsy);
sdruzenost prumeéru se rovnobéznym promitanim zachovd, a v axonometrickém prumétu
tak mame dvojici sdruzenych prumeéru K**L** a M**N** k nimz sestrojime hlavni
a vedlejsi vrcholy prumétu fezné elipsy pomoci Rytzovy konstrukce (viz strana 200);

v obrazku jsou ptislusné pomocné body oznaceny 1,2, 3,4 postupné podle potadi jejich




Geometrie 3. Priniky ploch a téles

e na zaver je vyrysovan (nejlépe za pomoci hyperoskulacnich kruznic ve vrcholech) a i
s viditelnosti vytazen prumét e elipsy e, kterd je hledanym fezem daného rotacniho
valce danou rovinou p a ktera odpovidd podstavné kruznici k£ v prostorové osové afinité

mezi pudorysnou 7w a rovinou p, pfi¢emz osou této afinity je pudorysna stopa p” a smér

udéavé piimka o = S5’
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3. Priniky ploch a téles Geometrie

3.1.4. Rez rotaéniho zplostélého elipsoidu v Mongeové promitani

Vyklad

e rotacni zplostély elipsoid patii mezi rotaéni kvadriky a jeho rovinnym fezem je tedy

né&jakd kuzelosecka, v tomto piipadé bud kruznice nebo elipsa

e v nasledujicim ptikladé naznac¢ime princip bodové konstrukce, pomoci kterého najdeme

urcujici prvky hledané tfezné kuzelosecky

ReZené lohy
Priklad: V Mongeové promitani sestrojte ez zplostélého rotaéniho elipsoidu rovinou p; dany
elipsoid ma stied S, osu o L 7, S € 0 a délky a,b hlavni a vedlejsi poloosy; S[0;5;4],a = 4,5,
b=3,p(—8;00;6).
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Geometrie 3. Priniky ploch a téles

e podle zadani sestrojme sdruzené pruméty S, Sp sttedu S, pudorysem osy o L 7, S € o,
je bod 0; = S, narysem je piimka 0y L 12,52 € 09; rovina 7’ L 0,5 € 7', protina
dany elipsoid v rovnikové kruznici r(S,a = 4,5), jejim pudorysem je kruznice r1(S, a),
narysem tsecka ro; podobné protind rovina u || v, S € p, plochu v hlavni meridianové
elipse m, jejimz narysem je elipsa ms a pudorysem tsecka my; k zadani patii jesté stopy

Py L x19 anb = py Fezné roviny p

N~

y

—V

[}

O1,2

S1=01 mi I

14
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3. Priniky ploch a téles Geometrie

e roviny p a u se protinaji v piimce s = p N u, v pudoryse je s; = py, v naryse plati
sy = nb; pifmka s pak protind merididnovou elipsu m v bodech C, D, kterymi tedy musi
prochazet hledand kiivka tezu; v naryse je Cy, Dy = soMNmy a pudorysy C, D; odvodime
po prislusnych ordindlach a na piimce s;; pro presnou konstrukeci pruseciku Csy, Do lze
pouzit ohniskové vlastnosti elipsy nebo vhodné osové afinity, pro nase ucely ovsem
postaci pokud mozno co nejlepsi vyrysovani elipsy ms pomoci oblouku hyperoskula¢nich

n
kruznic v jejich vrcholech

Cs

H1=51
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Geometrie 3. Priniky ploch a téles

e stiedem S’ tsecky C'D vedme pomocnou rovinu a L o, kterd protne elipsoid v rov-
nobézkové kruznici a a rovinu p v piimce h; pruseciky A, B = a N h jsou pak dalsi
body hledaného fezu; v naryse se rovina « zobrazi jako piimka as L 09,55 € ay (S} je
stfedem tusecky CyDs), ndrysem kruznice a je usecka as, jejiz krajni body jsou pruseciky
piimky as s elipsou ms, a koneéné narysem primky A = a N p a bodu A, B je bod
hy = Ay = By = S); pudorys h; piimky h splyva s ordindlou bodu S, pudorysem
kruznice a je kruznice a; (51, %|a2|) a pro pudorysy bodu A, B plati Ay, By = a1 Nhy

a9

N~

]

\

T2

H1=51




3. Priniky ploch a téles Geometrie

e stejnym zpusobem jako v pfedchozim kroku bychom mohli sestrojovat dalsi a dalsi body
kiivky fezu; pro nas bude uziteéné najit takto jesté body R, R', které lezi v roviné p a
soucasné na rovniku r plochy; v naryse je Ry = R, = py Nwh, kde 7} je narysem roviny
7/ rovniku 7, a pudorysy R;, R} najdeme na ordindle a na kruznici rq; pravé body Ry, R}
budou uzitecné v nasledujicim zavérecném kroku pro stanoveni viditelnosti fezné krivky

v pudoryse

b — e —

T2

b

N
N

-~V

H1=51

P
P
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Geometrie 3. Priniky ploch a téles

e da se ukazat, ze fezem daného rota¢niho zplostélého elipsoidu danou rovinou p je elipsa e,
ktera ma hlavni vrcholy A, B a vedlejsi vrcholy C, D — proto jsme také vedli rovinu «
stredem S’ tisecky C'D, abychom se co nejrychleji dostali k vyznamnym bodum fezné
krivky; narysem elipsy e je tseCka es = (5D, jejim pudorysem je elipsa e, kterd
ma stfed S}, hlavni vrcholy Aj, By, vedlejsi vrcholy Cy, Dy a kterd se v bodech Ry, R}

dotyka kruznice rq, tj. v téchto bodech maji kiivky ey, r; spoletné tecny a také se zde

}?/QZAQZBQZSé
/ Ry— R’z/

I
I
I
OQ |
I
I
I

—~V

[N}

H1=51
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3. Priniky ploch a téles Geometrie

3.2. Prunik primky s plochou ¢i télesem

E——” Vyklad

e obecny princip konstrukce ptimky s danym geometrickym objektem je vylozen ve sbirce

Zaklady geometrie

e jde o specialni piipad uziti 1loh z predchozi podkapitoly, tj. vyuzijeme zde zkuSenosti

s konstrukei fezu daného télesa nebo plochy

e nasledujici dva piiklady slouzi rovnéz k procvic¢eni uziti pravothlé axonometrie

3.2.1. Prunik pfimky s kosym kruhovym kuzelem v pravoihlé axonometrii

E——” Vyklad

e pouze tzv. vrcholova rovina, urc¢end vrcholem daného kuzele a danou pirimkou, protne
téleso v jednoduchém trojihelnikovém fezu; ostatni roviny, prolozené danou piimkou,

protinaji dany kuzel v néjakych kuzeloseckach (nebo jejich castech)

A1/

sty

Resené ulohy

Piiklad: V pravothlé dimetrii A(9;9;8) sestrojte prunik piimky p = PQ s kosym kruhovym
kuzelem, ktery ma podstavnou kruznici k(S,r) v pudorysné 7 a vrchol V; S[4;4;0], r = 4,

V[1,5;4;7], P[4;10;0], Q[5; —1;6].
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Geometrie 3. Priniky ploch a téles

e zadani ulohy: podstavnou kruznici k(S,r) zobrazime jako elipsu £* (podrobnéjsi po-
pis je uveden na strané 154 a ndasledujicich), obrys kuzele dokonéime sestrojenim tecen
z prumétu V¢ vrcholu V' k elipse k% — to lze provést presné pomoci ohniskovych vlast-
nosti elipsy (podrobnéji na strané 184) nebo ptiblizné pouhym prilozenim pravitka (tzv.
sinzenyrska“ konstrukce); pro piimku p = PQ sestrojime jeji axonometricky pudorys
p{ = P*QY a axonometricky prumét p® = P*Q% pii vynaseni z-ovych soufadnic
vyuzijeme skutecnosti, ze se diky zadané dimetrii zkrati jednotka délky stejné ve sméru
prumétu osy z jako ve sméru prumétu osy x, a vystacime tedy pouze s otocenim

pudorysny 7 do axonometrické prumétny; v tomto piikladé budeme povazovat narysnu

v za pruhlednou, coz se projevi na viditelnosti pirimky p
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3. Priniky ploch a téles Geometrie

e danou pfimkou p = PQ prolozme tzv. vrcholovou rovinu p = Vp = VP(Q a sestrojme
jeji pudorysnou stopu p?: zadany bod P je pudorysnym stopnikem piimky p a bude tedy
P € p?; prumét pudorysného stopniku piimky V@) by nam nevysel na nakresnu, proto
zvolme na primce p pomocny bod R a sestrojme pudorysny stopnik P’ piimky » = RV:
v prumétu je vhodné zvolen bod R* € p®, sestrojen prislusny axonometricky pudorys
RY € p§, R{R™ || 2% a piimky r* = R*V® r% = RIV}* se pak protinaji v prumétu
P’ hledaného stopniku P’; nyni jiz muzeme snadno sestrojit axonometricky prumét

pudorysné stopy p? = PP’ prolozené roviny p
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Geometrie 3. Priniky ploch a téles

e rovina p = Vp protind dany kuzel v trojihelniku 711V, kde body I, Il jsou pruseciky
pudorysné stopy p” s podstavnou kruznici k; v prumétu muzeme pruseciky [%, I1*
prumétu stopy p” s elipsou k% najit priblizné diky pec¢livému vyrysovani této elipsy
pomoci hyperoskulacnich kruznic v jejich vrcholech, nebo presné v otoceni pudorysny
7, v niz oba utvary lezi, do axonometrické prumétny kolem piimky XY (tato konstrukce

neni v obrazku provedena a ¢tendr si ji muze doplnit jako cviceni)

Z(I,
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3. Priniky ploch a téles Geometrie

e primka p protina strany I'V, [V sestrojeného fezného trojihelnika v bodech K, L; ty jsou
soucasné krajnimi body usecky K L, ktera je hledanym prunikem dané piimky p s danym
kosym kruhovym kuzelem; v prumétu jsou jiz tedy jen oznaceny body K¢ = p* N1V,
L® = p* N II*V* a opravena viditelnost prumétu p® piimky p
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Geometrie 3. Priniky ploch a téles

3.2.2. Prunik pfimky s kosym kruhovym valcem v pravoiihlé axonometrii

Vyklad

e pouze tzv. smérova rovina, ktera prochazi danou primkou rovnobézné se smérem povrsek
daného valce, protne téleso v jednoduchém rovnobéznikovém tezu; ostatni roviny, prolo-

zené danou piimkou, protinaji dany véalec v néjakych kuzeloseckach (nebo jejich ¢astech)

ReZené tlohy
Piiklad: V pravothlé dimetrii A(9;10;9) sestrojte prunik piimky p = PQ s kosym kruhovym
vélcem, ktery ma jednu podstavnou kruznici k(.S,r) v pudorysné 7 a stied druhé podstavy je

v bodé S’; S[4;4;0], r =4, S'[7;4;8], P[11;1;0], Q[4;10;7].
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3. Priniky ploch a téles Geometrie

e zadani tlohy: podstavné kruznice k(S,r),k'(S’,r) zobrazime jako elipsy k% k'* (po-
drobnéjsi popis je uveden na strané 154 a nésledujicich), obrys vélce dokonéime se-
strojenim spoleénych tecen elips k%, k'* rovnobéznych s prumétem s* = S5 stredné
s = 85" daného vélce — to lze provést presné pomoci ohniskovych vlastnosti elipsy (po-
drobnéji na strané 189) nebo piiblizné pouhym pfilozenim pravitka (tzv. ,inzenyrska“
konstrukce); pro piimku p = PQ sestrojime jeji axonometricky pudorys p{ = PQ§ a
axonometricky prumeét p* = P*Q®; pri vynaseni z-ovych souradnic vyuzijeme skutec-
nosti, ze se diky zadané dimetrii zkrati jednotka délky stejné ve sméru prumétu osy

z jako ve sméru prumétu osy y, a vystacime tedy pouze s oto¢enim pudorysny 7 do

axonometrické prumétny
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Geometrie 3. Priniky ploch a téles

e danou piimkou p = PQ prolozme tzv. smérovou rovinu p || s a sestrojme jeji pudorysnou
stopu p”: zadany bod P je pudorysnym stopnikem primky p a bude tedy P € p”; déle
sestrojme pudorysny stopnik P’ piimky ¢ || s,Q € ¢: v prumétu je ¢* || s, Q% € ¢* a
q || 54, Q% € qf (kde s§ = SS1%), a bod P* = ¢°Ngqf je pak axonometrickym prumétem
hledaného stopniku P’ = ¢N7; nyni jiz muzeme snadno sestrojit axonometricky prumét
pudorysné stopy p* = PP’ prolozené roviny p
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3. Priniky ploch a téles Geometrie

e smérova rovina p protind dany vélec v rovnobézniku IIIII'I’, kde body I,II jsou
pruseciky pudorysné stopy p” s podstavnou kruznici k a strany [1’, I II' jsou rovnobézné
s primkou s; v prumétu muzeme pruseciky %, I1® prumétu stopy p° s elipsou k% najit
priblizné diky peclivému vyrysovani této elipsy pomoci hyperoskula¢nich kruznic v jejich
vrcholech, nebo pfesné v otoc¢eni pudorysny 7, v niz oba utvary lezi, do axonometrické

prumétny kolem piimky XY (tato konstrukce neni v obrazku provedena a Ctendr si ji

muze doplnit jako cviceni)

ai N
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Geometrie 3. Priniky ploch a téles

e piimka p protina strany I1’, ITII' sestrojeného fezného rovnobéznika v bodech K, L; ty
jsou soucasné krajnimi body usecky KL, kterd je hledanym prunikem dané primky p
s danym kosym kruhovym vélcem; v prumétu jsou jiz tedy jen oznaceny body K¢ =
=p*N I L* = p* N II*II'"* a opravena viditelnost prumétu p® piimky p
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3. Priniky ploch a téles Geometrie

3.3. Pruniky rotacénich ploch

e konstrukce prunikové kiivky se provadi bodové a jeji zpusob zavisi na vzajemné poloze

os rotace danych rotac¢nich ploch

e nasledujici dva priklady ukazuji dvé ruzné varianty reseni téze 1lohy

3.3.1. Prunik rotaéniho vejcitého elipsoidu a kulové plochy v kolmém promitani

na narysnu (varianta rovnobéznych os — metoda rovnobéznych rovin)
Vyklad

e pro danou kulovou plochu zvolme jeji osu rotace rovnobézné s osou rotace daného elip-

soidu

e vedme pak soustavu nékolika vhodnych rovin kolmych k obéma osdm, tyto roviny pro-
tnou obé plochy v rovnobézkovych kruznicich a jejich pruseciky jsou body hledané
prunikové kiivky — odtud nazev metody pouzity v nadpise

14

o' 0

3

ReZené rlohy
Priklad: V kolmém promitdni na ndrysnu sestrojte prunik rota¢niho vejéitého elipsoidu s ku-
lovou plochou; elipsoid ma stred .S, svislou osu o a délky a, b hlavni a vedlejsi poloosy; kulova

plocha je déna sttedem S’ a polomérem r; S[2;0;5],a = 5,b = 3,5'[—2;0;6],r = 4.
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Geometrie 3. Priniky ploch a téles

Kolmé promitani na narysnu je témeér totéz jako Mongeovo promitani bez pudorysu, tj. jen

narys, namisto pudorysu uzivame sklapéni rovin rovnobéznych s pudorysnou do narysny. ..

e podle zadani sestrojme narysy Sy, S stiedu S, .S danych ploch; osa o elipsoidu je svisla,
tj. 0o L x9 a Sy € 09; elipsoid protina narysnu v elipse m = msy hlavniho meridianu,
kterda ma hlavni osu na piimce o = 0, a zadané délky a = 5,b = 3 hlavni a vedlejsi
poloosy; dand kulova plocha protind nérysnu v kruznici m/(S’,r = 4), ktera splyva se
svym narysem mb (S5, 7 = 4); kazdou piimku o' jdouci bodem S” muzeme povazovat za
osu dané kulové plochy, pro nase ucely zvolme o' || o, tj. v ndryse je o, || 02 a S € 0);

tim mame dany dvé rotacni plochy, které maji navzajem rovnobézné osy rotace

) 4
%)

O,
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3. Priniky ploch a téles Geometrie

e nejprve sestrojme pruseciky X, Y hlavnich merididnovych kiivek m a m/; k tomu tcelu
je vhodné, abychom meéli elipsu my vyrysovanu pokud mozno co nejpresnéji, minimélnée
s vyuzitim oblouku hyperoskulacnich kruznic v jejich vrcholech, pripadné muzeme pouzit
také zahradnickou konstrukei, kterd vychazi z ohniskové definice elipsy (viz ptislusnou
pasaz o elipse na strané 174); jen tak se ndm podaii dostatetné presné urcit pruseciky

Xs,Ys elipsy mo s kruznici ml; bod X = Xy, resp. bod Y = Y3, je nejvyssim, resp.

2

)
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Geometrie 3. Priniky ploch a téles

e nékde mezi sestrojenymi body X, Y vedme pomocnou rovinu o, kterd je kolmd k obéma
osam o, o’ danych ploch; rovina « pak protind elipsoid i kulovou plochu v rovnobézkovych
kruznicich a a @', jejichz pruseciky A, A’ jsou dalsi dva body hledaného pruniku; narysem
roviny « je piimka ay L 09, kruznice a, @’ se v naryse jevi jako tsecky as, aj, jejichz stredy
lezi na piislusnych oséch oq, 0, a krajni body na piislusnych meridianovych kiivkach
ma, mb; narysy prusec¢iku A, A’ kruznic a,a’ uréime v prumétu pomoci sklopeni roviny
a do narysny: pro vétsi prehlednost sestrojme pouze dolni poloviny sklopenych poloh
(a), (a’) kruznic a, @, najdéme jejich prusecik (A) a odvodme jej zpét do ndrysu Ay € au;
dané plochy jsou podle zadéni ziejmé soumérné podle narysny, coz plati také pro jejich
rovnobézkové kruznice a, a’ a pro jejich pruseciky A, A’; odtud vyplyva, ze pro narys A)

bodu A’ plati A, = Ay (pro jejich y-ové soutadnice plati y4 = |Az(A)| = —yar)

9

2Y
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3. Priniky ploch a téles Geometrie

e princip popsany v predchozim kroku nazvéme metodou rovnobéznych rovin a ana-
logicky ho pouzijme ke konstrukci dalsich bodu hledaného pruniku obou danych ploch;
takto je tedy sestrojen také splyvajici narys By = By bodu B, B’, v nichz se protinaji
rovnobézkové kruznice b, b, které lezi v dalsi zvolené roviné 8 || «; pro prehlednost
dalsich konstrukei bylo tentokrat sklopeni provedeno smérem nahoru, vysledek na tom

ziejmé nezavisi

1'32

/ \| mo
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Geometrie 3. Priniky ploch a téles

e vypliime je§té mezeru mezi rovinami o, 3 a vedme stiedem S’ kulové plochy rovinu
v || «; ta protind dany vejcity elipsoid v rovnobézkové kruznici ¢ a danou kulovou
plochu v rovniku 7’; sklopenou polohu (¢) poloviny kruznice ¢ sestrojime obdobné jako
v predchozich krocich, sklopend poloha (1') rovniku 7" splyva s merididnem mj = (r');
pulkruznice (c), (r') se protinaji v bodé (R), ten odvodime zpét na nérys 7, roviny v do
splyvajiciho narysu Ry = R}, soumérnych pruseciku R, R’ kruznic ¢, r’; kdybychom chtéli
pro zajimavost doplnit pudorys této tlohy, ménila by se pravé v pudorysech Ry, R} bodu
R, R’ viditelnost pudorysu prinikové kiivky — zvidavy ¢tenaf necht si to rozhodné zkusf
nacrtnout, ¢i narysovat, napt. do volného mista v nasledujicim zavérecném obrazku této

konstrukee. . .

= 4
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3. Priniky ploch a téles Geometrie

e obé dané plochy jsou kvadriky, tj. plochy druhého stupné, a odtud lze odvodit, Ze jejich
prunikova ktivka r je stupné ctvrtého, tzv. kvartika; podle predchoziho je ktivka r
soumérna podle narysny, a kazda z jejich polovin lezicich v opacnych poloprostorech
urcenych narysnou se promita do téze kiivky ro, kterda ma krajni body X,, Y5 a mezi
nimi prochdz{ po dvou splyvajicimi body By = B, Ry = R}, Ay = A}; da se dokazat,

ze kiivka ry je casti jisté paraboly. ..
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Geometrie 3. Priniky ploch a téles

3.3.2. Prunik rotaéniho vejcitého elipsoidu a kulové plochy v kolmém promitani
na narysnu (varianta rtznobéznych os — metoda soustiednych kulovych

ploch)

Vyklad

e pro danou kulovou plochu zvolme jeji osu rotace tak, aby byla ruznobézna s osou rotace

daného elipsoidu

e vedme pak soustavu nékolika soustfednych kulovych ploch, které maji spoleény stied
v pruseciku os rotace danych ploch, tyto pomocné sféry protnou obé plochy v rov-
nobézkovych kruznicich a jejich pruseciky jsou body hledané prunikové kiivky — odtud

nazev metody pouzity v nadpise
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3. Priniky ploch a téles Geometrie

ReZené rlohy
Priklad: V kolmém promitani na narysnu sestrojte prunik rotac¢niho vejéitého elipsoidu s ku-
lovou plochou; elipsoid ma stred .S, svislou osu o a délky a, b hlavni a vedlejsi poloosy; kulova

plocha je déna sttedem S’ a polomérem r; S[2;0;5],a = 5,b = 3,5'[—2;0;6],r = 4.

e podle zadani sestrojme narysy Ss, S, stiedu S, S” danych ploch; osa o elipsoidu je svisla,
tj. 0o L x9 a Sy € o09; elipsoid protina narysnu v elipse m = msy hlavniho merididnu,
kterda ma hlavni osu na pfimce o = o0y a zadané délky a = 5,0 = 3 hlavni a vedlejsi
poloosy; dané kulovéd plocha protind narysnu v kruznici m/(S’,r = 4), ktera splyva se

svym narysem mj(Sh, r = 4)

) 4
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Geometrie 3. Priniky ploch a téles

e nejprve sestrojme pruseciky X, Y hlavnich merididnovych kiivek m a m’; k tomu 1icelu
je vhodné, abychom meéli elipsu my vyrysovanu pokud mozno co nejpresnéji, minimélnée
s vyuzitim oblouku hyperoskulacnich kruznic v jejich vrcholech, pripadné muzeme pouzit
také zahradnickou konstrukei, kterd vychazi z ohniskové definice elipsy (viz ptislusnou
pasaz o elipse na strané 174); jen tak se ndm podaii dostatecné presné urcit pruseciky
hledané prunikové krivky; pro dalsi postup konstrukeci zvolenou metodou soustied-
nych kulovych ploch zvolme na ose o elipsoidu bod R (je celkem lhostejno, kde) a
piimku o’ = RS’ povazujme za osu rotace dané kulové plochy; mame tak sestrojit prunik
dvou rotacnich ploch s ruznobéznymi osami; bod R € o i osa o/ = RS’ lezi v nérysné a

splyvaji tedy se svymi narysy Rs € 05 a 0y, = RyS),

4
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3. Priniky ploch a téles Geometrie

e libovolné vhodné zvolme pomocnou kulovou plochu « se stfedem v bodé R = o N ¢,
v naryse sestrojme ¢ast jeji hlavni meridianové kruznice a oznacme ji as; zvolend po-
mocna kulova plocha « protind dany elipsoid i danou kulovou plochu v rovnobézkovych
kruznicich a a ', jejichz pruseciky A, A’ jsou dalsi dva body hledaného pruniku; kruznice
a,a’ se v naryse jevi jako tsecky ay L 0q,al, L 0}, jejichz sttedy lezi na piislusnych oséch
09,04 a krajni body jsou pruseciky piislusnych meridianovych kiivek mq, m} s kruznici

ag; bod Ay = Al = ay N d)y je pak narysem hledanych pruseciku A, A’ kruznic a, a’

) 4
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Geometrie 3. Priniky ploch a téles

e princip popsany v predchozim kroku analogicky pouzijme ke konstrukei dalsich bodu
hledaného pruniku obou danych rotacnich ploch; takto je tedy sestrojen také splyvajici
narys B) = By bodu B, B’, v nichz se protinaji rovnobézkové kruznice b, b, které lezi na
dalsi zvolené kulové plose 3, jejiz stied je opét v bodé R (proto metoda soustiednych
kulovych ploch); kruznice 3, je hlavnim merididnem zvolené kulové plochy f3, jeji pru-
seciky s merididany msg, m} jsou krajni body usecek by L 09,0, L 0}, do nichz se v naryse

promitnou kruznice b, b'; bod By = B, je pak prusecikem sestrojenych usecek bo, b,
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3. Priniky ploch a téles Geometrie

e stejnym zpusobem popsanym v predchozich dvou krocich doplnme jesté splyvajici narys
Cy = CY pruseciku C,C" rovnobézkovych kruznic ¢, ¢, v nichz protind dané rotacni
plochy dalsi zvolend kulova plocha ~ (kterd ma opét stired v bodé R); obé dané rotacéni
plochy jsou kvadriky, tj. plochy druhého stupné, a odtud lze odvodit, ze jejich prunikova
kiivka r je stupné ¢tvrtého, tzv. kvartika; podle zadéni jsou dané plochy a tedy i jejich
prunikova krivka r soumérné podle narysny, a kazda z jejich polovin lezicich v opacnych
poloprostorech urc¢enych narysnou se promita do téze kiivky ry, kterda ma krajni body
X3, Y2 a mezi nimi prochdzi po dvou splyvajicimi body Ay = A, By = Bl a Cy = Ci;
dé se dokazat, ze kiivka ro je ¢asti jisté paraboly. ..
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Geometrie 3. Priniky ploch a téles

e na zavér ukazme, jak lze sestrojit narys tecny v nékterém prunikovém bodé, vyberme
napt. bod C'; nejprve prostorovy princip konstrukce: tec¢na t v bodé C prunikové kiivky
r musi byt kolma k tzv. normélové roviné A kiivky r v tomto bodé; dé se ukazat, ze
rovina A je urcena normalami obou danych rota¢nich ploch, vztycéenymi v uvazovaném
bodé C; v prumétu postupujeme takto: v jednom z krajnich bodu tsecky ¢y sestrojme
normalu ne merididnové elipsy ms (podle Véty 1 na strané 184 puli normdla vnitin{
uhel pruvodi¢u) a najdéme jeji prusecik No = ny M 0y; pii rotaci normély n = ny kolem
0osy o = 0y zustava bod N = Ny na misté, normalou daného elipsoidu v bodé C' je
tedy primka C'N — pro naSe tucely ji neni tfeba v prumeétu sestrojovat, postaci znalost
jejtho narysného stopniku N = N,; normala v libovolném bodé dané kulové plochy
musi prochézet jejim sttedem S’ = S, ktery je soucasné narysnym stopnikem kazdé
7 téchto normdl; pifmka ny = NoS} je tedy ndrysnou stopou zminéné normélové roviny
A a pro narys to teény t L \,C € t, plati ty L n3, Cy € ty; ze soumérnosti podle narysny
vyplyvé, ze tytéz konstrukce lze provést pro sestrojeni narysu t,, teény ¢’ v bodée C’

prunikové ktivky r

02
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4. U]ohy k samostatnému reseni Geometrie

4.

Ulohy k samostatnému reseni

Sroubové plochy

1.

Je dana osa o L m, R € o sroubového pohybu a ptimka ¢t = PQ). V Mongeové promitani
zobrazte ¢ast rozvinutelné sroubové plochy vzniklé sroubovanim piimky ¢. Plochu omez-

te hranou vratu a pudorysnou 7.

RI[0;5; 0], P[—2;12; 0], Q[4; 5; 6]

.V Mongeové promitani zobrazte jeden zavit schodové plochy, ktera vznikne sroubovanim

usecky AB; pravotocivy sroubovy pohyb je dan osou o L w, B € o a vyskou zavitu v;
v bodé T plochy sestrojte tecnou rovinu 7.

V Mongeové promitani zobrazte jeden zavit ptimého Sroubového konoidu, ktery vytvori
usecka AB; pravotocivy sroubovy pohyb je dan osou o L 7, R € 0 a vyskou zavitu v;
v bodé T' sestrojte tecnou rovinu a norméalu plochy.

Levotocivy sroubovy pohyb je dan osou o L 7, R € 0 a redukovanou vyskou zavitu vy.
V Mongeové promitani zobrazte jeden zavit plochy, kterd vznikne sroubovanim tusecky

AB; v bodé T plochy sestrojte te¢nou rovinu a doplite cely nazev plochy.

R[0;7; 0], A[0; 10; 0], B[5; 10; 0], vy = 2, T[—4;5; 7]

. 'V Mongeové promitani zobrazte jeden zavit pravotocivé vyvrtkové plochy, ktera vznikne

Sroubovanim usecky AB kolem osy o L 7, B € o, vyska zavitu je v; v bodé T plochy
sestrojte tecnou rovinu.

Rezy téles a jejich pruniky s piimkou

1.

V pravouhlé axonometrii A(6;7,5;8) je ddn pravidelny Sestiboky hranol s podstavou
o sttedu S a vrcholu A v pudorysné a s vyskou v; sestrojte jeho fez rovinou p.

5105 0;0], A[0; 5; 0], v = 9, p(12; 6;4)
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2. V dimetrii A(6;10;10) je dén kosy ctyiboky jehlan ¢tvercovou podstavou o stiedu S a
vrcholu A v pudorysné 7; vrchol jehlanu je v bodé V. Sestrojte fez jehlanu rovinou p.

S[4;5;0], A[~1;6; 0], V[0; 05 12], p(7; 005 7)

3. V izometrii sestrojte fez rota¢ni valcové plochy s Fidici kruznici k(S,r) v pudorysné 7
rovinou a.

S[2a L; 0],7” = 4,0[(00,5,4)

4. V pravouhlé axonometrii A(12;11;10) zobrazte fez rotacni valcové plochy s fidici kruz-
nici k(S,r) v pudorysné 7 rovinou a.

S[4;4;0];r = 3,5; a(9; 00; 8)

5. V izometrii urcéete prunik primky a = KL s kosym kruhovym kuzelem, ktery ma pod-
stavu o stfedu S a poloméru r v pudorysné 7 a hlavni vrchol V.

K[4,5;—2;1,5], L[1;4; 1], S[0; 2; 0], » = 5; V[4; 6; 10]

6. V izometrii je ddn trojboky kosy hranol podstavou ABC a vrcholem A’. Sestrojte jeho
prunik s ptimkou r = M N.
Al6; 15 0], B[5;5; 0], C[1; 5; 0], A[0; 3; 8], M[7;0; 7], N[0; 75 2]

Rotacni plochy, jejich fezy a pruniky

1. Protdhly (vejcity) elipsoid je urcéen ohnisky F,G (pfimka o = F'G je osou rotace) a
bodem M; v Mongeové promitani sestrojte rovnobézku, merididn a te¢nou rovinu v bodé
M.

F[0;5; 4], G[0; 5; 9], M[-3;7; 10]

2. V Mongeové promitani zobrazte protahly (vejcity) elipsoid, ktery je urc¢en ohnisky F, G
(pfimka 0 = F'G je osou rotace) a te¢nou rovinou 7.

F[0;4;9], G[0; 43 4], 7(=3; 73 3)

3. V Mongeové promitani sestrojte fez jednodilného rotacniho hyperboloidu, ktery ma osu
o L 7, stted S a délky poloos a, b, rovinou p.

- 371 -




4. U]ohy k samostatnému reseni Geometrie

4.

10.

11.

V Mongeové promitani sestrojte fez rovinou p na jednodilném rota¢nim hyperboloidu,
ktery ma osu o L 7, stted S a délky poloos a, b.
S10;7:6],a = 2,5,b =3, p(1; 00; —3)

Sestrojte ez rotacniho kuzelu, ktery ma vrchol V' a podstavu o poloméru r v 7, rovinou
p. Proved'te v. Mongeové promitani.

V10;4;6],7 = 4, p(—6; 005 2)

V Mongeoveé promitani sestrojte fez rovinou p na rotac¢ni kuzelové plose, kterda ma vrchol
V' a tidici kruznici o poloméru r v .

V[0;4;3],r =4, p(1; 00; —4)

V Mongeové promitani sestrojte prunik piimky p = PN s rotac¢nim paraboloidem, ktery
ma vrchol V', svislou osu o a pudorysnu protind v rovnobézkové kruznici o poloméru r.

V[0;4,5;9,5],r = 4,5, P[8;12;0], N[—3;0; 7]

. 'V pravouhlém promitdni na narysnu zobrazte mnozinu vSech bodu v prostoru, které

maji od daného bodu S vzdalenost r a od dané piimky o = M N vzdalenost r’.

S[0;0;2],r =4, M[-2;0;0], N[—2;0;7];r" =3

. 'V pravouhlém promitdani na narysnu zobrazte mnozinu vSech bodu v prostoru, které

maji od dané piimky o = AB vzddalenost r a od dané piimky o' = C'D vzdalenost 7.

V pravoihlém promitani na narysnu sestrojte prunik rotacniho paraboloidu, ktery méa
vrchol V' a ohnisko F', s kulovou plochou (S, r); v libovolném bodé prunikové kiivky
doplnte jeji tecnu.

V[0 0;9], F[0; 0; 7], S[3; 0; 5], = 4

V Mongeové promitani sestrojte prunik rota¢niho kuzele, ktery ma podstavnou kruznici
kE(S,r) v m a vysku v, s kulovou plochou x(S5’, 7).

S10;5;0],r =4,v=9,5"[-3;5;4],7" =4
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