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7. Konstrukčńı úlohy v Mongeově promı́táńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
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2.1. Anuloid v Mongeově promı́táńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 298
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Geometrie Předmluva projektu

STUDIJNÍ OPORY S PŘEVAŽUJÍCÍMI

DISTANČNÍMI PRVKY PRO PŘEDMĚTY

TEORETICKÉHO ZÁKLADU STUDIA

je název projektu, který uspěl v rámci prvńı výzvy Operačńıho programu Rozvoj lidských

zdroj̊u. Projekt je spolufinancován státńım rozpočtem ČR a Evropským sociálńım fondem.

Partnery projektu jsou Regionálńı středisko výchovy a vzděláváńı, s.r.o. v Mostě, Univerzita

obrany v Brně a Technická univerzita v Liberci. Projekt byl zahájen 5.1.2006 a bude ukončen

4.1.2008.

Ćılem projektu je zpracováńı studijńıch materiál̊u z matematiky, deskriptivńı geometrie,

fyziky a chemie tak, aby umožnily předevš́ım samostatné studium a t́ım minimalizovaly počet

kontaktńıch hodin s učitelem. Je zřejmé, že vytvořené texty jsou určeny student̊um všech

forem studia. Studenti kombinované a distančńı formy studia je využij́ı k samostudiu, studenti

v prezenčńı formě si mohou doplnit źıskané vědomosti. Všem student̊um texty pomohou při

procvičeńı a ověřeńı źıskaných vědomost́ı. Nezanedbatelným ćılem projektu je umožnit zvýšeńı

kvalifikace širokému spektru osob, které nemohly ve studiu na vysoké škole z r̊uzných d̊uvod̊u

(sociálńıch, rodinných, politických) pokračovat bezprostředně po maturitě.

V rámci projektu jsou vytvořeny jednak standardńı učebńı texty v tǐstěné podobě, konci-

pované pro samostatné studium, jednak e-learningové studijńı materiály, př́ıstupné prostřed-

nictv́ım internetu. Součást́ı výstup̊u je rovněž banka testových úloh pro jednotlivé předměty,

na ńıž si studenti ověř́ı, do jaké mı́ry zvládli prostudované učivo.

Bližš́ı informace o projektu můžete naj́ıt na adrese http://www.studopory.vsb.cz/.

Přejeme vám mnoho úspěch̊u při studiu a budeme mı́t radost, pokud vám předložený text

pomůže při studiu a bude se vám ĺıbit. Protože nikdo neńı neomylný, mohou se i v tomto

textu objevit nejasnosti a chyby. Předem se za ně omlouváme a budeme vám vděčni, pokud

nás na ně upozorńıte.

ESF – ROVNÉ PŘ́ILEŽITOSTI PRO VŠECHNY

- 7 -

http://www.studopory.vsb.cz/


Pokyny ke studiu Geometrie

POKYNY KE STUDIU

Pro zvýrazněńı jednotlivých část́ı textu jsou použ́ıvány ikony a barevné odlǐseńı, jejichž

význam nyńı objasńıme.

Výklad

označuje samotný výklad učiva dané části.

Řešené úlohy

označuj́ı vzorové př́ıklady, které jsou těžǐstěm práce.

Př́ıklad: uvád́ı zadáńı př́ıkladu.

Literatura

obsahuje seznam knih, které byly použity při tvorbě př́ıslušného textu a na které byly př́ıpadně

uvedeny odkazy k hlubš́ımu prostudováńı tématu.
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Úvod

• předkládaný studijńı materiál je sṕı̌se sb́ırkou komfortně řešených úloh než souvislým

učebńım textem

• jednotlivé úlohy jsou přitom až na výjimky řešeny metodou krok po kroku, tj. od zadáńı

až po řešeńı je vyrýsována série několika obrázk̊u opatřených vysvětluj́ıćım komentářem

• učebńı látka je rozdělena do čtyř část́ı: Mongeovo promı́táńı, Pravoúhlá axonometrie,

Křivky a Plochy; na začátku každé části je uveden jej́ı tematický obsah, jen ve stručnosti

a heslovitě je připojena př́ıslušná teorie

• na webových stránkách projektu (http://www.studopory.vsb.cz/) lze naj́ıt interak-

tivńı verzi těchto materiál̊u včetně virtuálńıch 3D model̊u ke stereometrickým úlohám

a daľśı aktuálńı informace

• v originále jsou všechny obrázky provedeny barevně, což výrazně přisṕıvá k jejich

přehlednosti; při černob́ılém tisku se tato vlastnost nemuśı zachovat, zvláště u náhled̊u

poř́ızených z virtuálńıch 3D model̊u

- 9 -
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Kapitola 1. Mongeovo promı́táńı Geometrie

Mongeovo promı́táńı

Tematický obsah

• Zobrazeńı základńıch útvar̊u

◦ Zobrazeńı bodu, Zobrazeńı př́ımky, Zobrazeńı roviny

• Polohové úlohy

◦ Pr̊usečnice dvou rovin, Pr̊useč́ık př́ımky s rovinou

• Metrické úlohy

◦ Př́ımka kolmá k rovině, Rovina kolmá k př́ımce, Otáčeńı roviny

• Procvičeńı základńıch úloh

◦ Konstrukce př́ımky, Stopy roviny, Pr̊usečnice dvou rovin, Vzdálenost bodu od ro-

viny, Vzdálenost bodu od př́ımky, Tečná rovina kulové plochy, Pravidelný šestiú-

helńık

• Zobrazeńı kružnice

• Řešené konstrukčńı úlohy

◦ Pravidelný osmistěn, Kulová plocha, Rotačńı kužel

• Úlohy k samostatnému řešeńı
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Geometrie 1. Obecný úvod

1. Obecný úvod

Výklad

• francouzský geometr a inženýr Gaspard Monge (1746–1818), po němž je promı́táńı

pojmenováno, je považován za zakladatele novodobé deskriptivńı geometrie

• Mongeovou metodou sdruženého p̊udorysu a nárysu lze poměrně snadno řešit roz-

manité typy konstrukčńıch úloh, zejména metrických

• tato relativńı jednoduchost je ovšem často na úkor názornosti

• zobrazeńı pomoćı Mongeova promı́táńı nacháźı užit́ı v r̊uzných modifikaćıch předevš́ım

v technických oborech, kde je potřeba z obraz̊u prostorových objekt̊u jednoduše zjistit

jejich rozměry a př́ıpadně daľśı vzájemné vztahy
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1. Obecný úvod Geometrie

Ukázky použit́ı ve strojńı a stavebńı praxi
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Geometrie 2. Zobrazeńı základńıch útvar̊u v Mongeově promı́táńı

2. Zobrazeńı základńıch útvar̊u v Mongeově promı́táńı

2.1. Zobrazeńı bodu – princip metody

Výklad

• v Mongeově promı́táńı je každý bod nejprve pravoúhle promı́tnut do p̊udorysny π a

nárysny ν – tj. je sestrojen jeho p̊udorys a nárys

• následuje sklopeńı (otočeńı o 90◦) jedné pr̊umětny do druhé kolem osy x – tzv. sdružeńı

pr̊uměten (po otočeńı směřuj́ı kladné směry os y, z na opačné strany)

• t́ım je každému bodu v prostoru jednoznačně přǐrazena dvojice bod̊u v rovině – tzv.

sdružené pr̊uměty, jejichž spojnice je kolmá k ose x a ř́ıká se j́ı ordinála

• je-li dán bod A o souřadnićıch [xA; yA; zA], pak př́ıslušná ordinála prot́ıná osu x v bodě

xA a p̊udorys A1 resp. nárys A2 lež́ı ve vzdálenosti (orientované) yA resp. zA od osy x

(viz následuj́ıćı př́ıklad)
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2. Zobrazeńı základńıch útvar̊u v Mongeově promı́táńı Geometrie

Řešené úlohy

Př́ıklad: Sestrojte sdružené pr̊uměty bodu A[1; 2; 3].

• vodorovně zvolme osu x, kladný směr ukazuje doprava, a na ńı počátek O; oba útvary

lež́ı současně v p̊udorysně i nárysně, proto je znač́ıme x1,2, O1,2

O1,2
x1,2

• na osu x nanesme ve zvoleném měř́ıtku (obvykle 1 cm) a ve správném smyslu x-ovou

souřadnici bodu A

O1,2
x1,2

1
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Geometrie 2. Zobrazeńı základńıch útvar̊u v Mongeově promı́táńı

• kladný směr osy y ukazuje kolmo dol̊u a tud́ıž kladnou y-ovou souřadnici naneseme

t́ımto směrem a źıskáme tak p̊udorys A1 bodu A

O1,2
x1,2

1

A1

2

• podobně naneseme kladnou z-ovou souřadnici v kladném směru osy z, tj. nahoru, a

źıskáme nárys A2; oba sdružené pr̊uměty A1, A2 bodu A tedy lež́ı na ordinále, která je

kolmá k ose x; bod A můžeme nyńı snadno vymodelovat: k tomu je vhodné přeložit

paṕır podél osy x a vrátit nárysnu do jej́ı p̊uvodńı polohy kolmé k p̊udorysně; bod A

pak lež́ı nad svým p̊udorysem A1 a současně před svým nárysem A2

O1,2
x1,2

1

A1

2

A2

3

2
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2. Zobrazeńı základńıch útvar̊u v Mongeově promı́táńı Geometrie

2.2. Zobrazeńı př́ımky

Výklad

• sdruženými pr̊uměty př́ımky p, která má k oběma pr̊umětnám obecnou polohu, je dvojice

navzájem r̊uzných př́ımek – p̊udorys p1 a nárys p2

• pro lepš́ı rekonstrukci př́ımky z pr̊umětu do prostoru je užitečné naj́ıt jej́ı pr̊useč́ıky

s oběma pr̊umětnami – tzv. stopńıky př́ımky

• p̊udorysný stopńık P je pr̊useč́ıkem př́ımky p s p̊udorysnou π; protože bod P lež́ı

v p̊udorysně, splývá se svým p̊udorysem P1=P a jeho nárys P2 lež́ı na ose x – z této

podmı́nky lze také p̊udorysný stopńık v pr̊umětu nejlépe naj́ıt: pr̊useč́ık př́ımky p2 s osou

x je jeho nárys P2 a na ordinále a př́ımce p1 najdeme p̊udorys P1 bodu P

• podobně je nárysný stopńık N pr̊useč́ıkem př́ımky p s nárysnou ν; splývá se svým

nárysem N2=N a jeho p̊udorys N1 lež́ı na ose x – jeho konstrukce v pr̊umětu je tud́ıž

obdobná: pr̊useč́ık př́ımky p1 s osou x je p̊udorys N1 a na ordinále a př́ımce p2 najdeme

nárys N2 bodu N

• daľśı často už́ıvanou konstrukćı je tzv. sklápěńı promı́taćı roviny př́ımky do pr̊u-

mětny - obecně jde o otočeńı roviny určené př́ımkou a jej́ım pr̊umětem do pr̊umětny
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Geometrie 2. Zobrazeńı základńıch útvar̊u v Mongeově promı́táńı

(tedy o 90◦); sklápět lze vždy na dvě r̊uzné strany - výběr zálež́ı na konkrétńım zadáńı

a situaci v pr̊umětně; sklopeńım lze zjistit vzdálenost dvou bod̊u, nanést určitou

vzdálenost nebo určit odchylku př́ımky od pr̊umětny

• v Mongeově promı́táńı lze sklopit p̊udorysně promı́taćı rovinu př́ımky p, tj. rovinu

určenou př́ımkami p, p1 do π; v následuj́ıćım př́ıkladě jsou tak sklopeny body A, B – jejich

výška nad p̊udorysnou π je dána př́ıslušnou z-ovou souřadnićı a objevuje se v nárysu

jako vzdálenost bod̊u A2, B2 od osy x; sklopené útvary se v pr̊umětu obvykle vyznačuj́ı

čerchovaně a znač́ı se v závorkách

• podobně je možno sklopit nárysně promı́taćı rovinu př́ımky p, tedy rovinu určenou

př́ımkami p, p2 do ν

Řešené úlohy

Př́ıklad: Sestrojte sdružené pr̊uměty př́ımky p=AB; A[3; 4; 1], B[−2; 1; 3].

• podle zadáńı vynesme souřadnice a sestrojme sdružené pr̊uměty A1, A2, B1, B2 bod̊u

A, B

O1,2
x1,2

A1

A2

B1

B2
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2. Zobrazeńı základńıch útvar̊u v Mongeově promı́táńı Geometrie

• p̊udorysem př́ımky p=AB je př́ımka p1=A1B1 a jej́ım nárysem je př́ımka p2=A2B2

O1,2
x1,2

A1

A2

B1

B2

p1

p2

• pro nárys P2 p̊udorysného stopńıku P=p ∩ π plat́ı P2=p2 ∩ x1,2 a p̊udorys P1 najdeme

na př́ımce p1 a na ordinále

O1,2
x1,2

A1

A2

B1

B2

P=P1

P2

p2

p1
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Geometrie 2. Zobrazeńı základńıch útvar̊u v Mongeově promı́táńı

• podobně sestroj́ıme sdružené pr̊uměty nárysného stopńıku N=p∩ ν: plat́ı N1=p1 ∩ x1,2

a N2 lež́ı na p2 a na ordinále

O1,2
x1,2

A1

A2

B1

B2

P=P1

P2

N1

N=N2

p1

p2
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2. Zobrazeńı základńıch útvar̊u v Mongeově promı́táńı Geometrie

• skutečnou délku úsečky AB můžeme zjistit sklopeńım p̊udorysně promı́taćı roviny př́ım-

ky p do π: sklopená poloha (A) bodu A lež́ı na kolmici k př́ımce p1 vedené bodem

A1 a plat́ı |(A)A1|=zA=1 (výška bodu A nad π), podobně se sestroj́ı sklopená poloha

(B) bodu B (|(B)B1|=zB=3); t́ım źıskáme sklopenou polohu (p)=(A)(B) př́ımky p,

skutečnou velikost úsečky AB (|AB|=|(A)(B)|) a také odchylku př́ımky p od p̊udorysny

jako velikost úhlu, který sv́ıraj́ı př́ımky p1, (p) (vrcholem tohoto úhlu je již sestrojený

bod P=P1=(P ), který při sklápěńı zřejmě z̊ustane na mı́stě)

O1,2
x1,2

A1

A2

B1

B2

P=P1

P2

N1

N=N2

p1

p2

zA

zB

(A)

(B)

(p)

=(P )

- 20 -



Geometrie 2. Zobrazeńı základńıch útvar̊u v Mongeově promı́táńı

• analogicky lze sestrojit sklopenou polohu [p]=[A][B] př́ımky p do nárysny ν, tentokrát

ovšem nanáš́ıme y-ové souřadnice bod̊u A, B (tj. jejich vzdálenosti od nárysny)

O1,2
x1,2

A1

A2

B1

B2

P=P1

P2

N1

N=N2

p1

p2

zA

zB

(A)

(B)

(p)

=(P )

yA

yB

[A]

[B]
[p]

=[N ]

2

2.3. Zobrazeńı roviny
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2. Zobrazeńı základńıch útvar̊u v Mongeově promı́táńı Geometrie

Výklad

Stopy a hlavńı př́ımky roviny

• p̊udorysem resp. nárysem obecně položené roviny ρ je celá p̊udorysna π resp. celá

nárysna ν

O1,2
x1,2

• pr̊usečnice roviny ρ s p̊udorysnou (nárysnou) je tzv. p̊udorysná (nárysná) stopa pρ

(nρ) roviny ρ – splývá se svým p̊udorysem pρ
1 (nárysem nρ

2) a jej́ı nárys pρ
2 (p̊udorys nρ

1)

padne na osu x

O1,2
x1,2

p
ρ

1

n
ρ

2

=p
ρ

2
=n

ρ

1
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Geometrie 2. Zobrazeńı základńıch útvar̊u v Mongeově promı́táńı

• hlavńı př́ımky I. osnovy roviny ρ jsou pak př́ımky v ρ rovnoběžné s p̊udorysnou

stopou – jejich p̊udorys je rovnoběžný s pρ a nárys je rovnoběžka s osou x

O1,2
x1,2

p
ρ
1

n
ρ
2

=p
ρ
2
=n

ρ
1

Ih
ρ
1

Ih
ρ
2

N1

N2

• hlavńı př́ımky II. osnovy jsou př́ımky v ρ rovnoběžné s nárysnou stopou - jejich

nárys je rovnoběžný s nρ a p̊udorys je rovnoběžka s osou x

O1,2
x1,2

p
ρ
1

n
ρ
2

=p
ρ
2
=n

ρ
1

Ih
ρ
1

Ih
ρ
2

N1

N2

IIh
ρ
2

IIh
ρ
1 P1

P2
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2. Zobrazeńı základńıch útvar̊u v Mongeově promı́táńı Geometrie

Řešené úlohy

Př́ıklad: Najděte nárys bodu A lež́ıćıho v rovině ρ; ρ(−3; 4; 2), A[1; 2; ?].

• zadáńı: stopy roviny ρ jsou určeny pomoćı bod̊u X, Y, Z, kde pρ
1=XY , nρ

2=XZ, přičemž

pro souřadnice bod̊u X, Y, Z plat́ı X[−3; 0; 0], Y [0; 4; 0], Z[0; 0; 2]

O1,2
x1,2

p
ρ

1

n
ρ

2

X

Y

Z

A1

• 1. zp̊usob řešeńı pomoćı hlavńı př́ımky I. osnovy roviny ρ: A1∈ Ihρ
1,

Ihρ
1 ‖ pρ

1

O1,2 x1,2

p
ρ
1

n
ρ
2

X

Y

Z

A1

Ih
ρ
1
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Geometrie 2. Zobrazeńı základńıch útvar̊u v Mongeově promı́táńı

• najdeme jej́ı nárysný stopńık N : N1=
Ihρ

1 ∩ x a N2 lež́ı na ordinále a na stopě nρ
2

O1,2 x1,2

p
ρ
1

n
ρ
2

X

Y

Z

A1

Ih
ρ
1

N1

N2

• bodem N2 pak procháźı nárys Ihρ
2 ‖ x

O1,2 x1,2

p
ρ
1

n
ρ
2

X

Y

Z

A1

Ih
ρ
1

N1

N2 Ih
ρ
2
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2. Zobrazeńı základńıch útvar̊u v Mongeově promı́táńı Geometrie

• a nárys A2 bodu A najdeme na ordinále a na Ihρ
2

O1,2 x1,2

p
ρ
1

n
ρ
2

X

Y

Z

A1

Ih
ρ
1

N1

N2 Ih
ρ
2A2

• 2. zp̊usob řešeńı pomoćı hlavńı př́ımky II. osnovy: A1∈ IIhρ
1,

IIhρ
1 ‖ x

O1,2 x1,2

p
ρ
1

n
ρ
2

X

Y

Z

A1

IIh
ρ
1

- 26 -



Geometrie 2. Zobrazeńı základńıch útvar̊u v Mongeově promı́táńı

• najdeme jej́ı p̊udorysný stopńık P : P1=
IIhρ

1 ∩ pρ
1 a P2 lež́ı na ordinále a na ose x

O1,2 x1,2

p
ρ
1

n
ρ
2

X

Y

Z

A1

IIh
ρ
1P1

P2

• bodem P2 pak procháźı nárys IIhρ
2 ‖ nρ

2

O1,2 x1,2

p
ρ
1

n
ρ
2

X

Y

Z

A1

IIh
ρ
1P1

P2

IIh
ρ
2
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2. Zobrazeńı základńıch útvar̊u v Mongeově promı́táńı Geometrie

• a t́ım dojdeme k témuž výsledku

O1,2 x1,2

p
ρ
1

n
ρ
2

X

Y

Z

A1

IIh
ρ
1P1

P2

IIh
ρ
2

A2

• na závěr jsou vyrýsovány oba zp̊usoby řešeńı

O1,2 x1,2

p
ρ
1

n
ρ
2

X

Y

Z

A1

Ih
ρ
1

N1

N2 Ih
ρ
2A2

IIh
ρ
1P1

P2

IIh
ρ
2

2
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Geometrie 3. Polohové úlohy v Mongeově promı́táńı

3. Polohové úlohy v Mongeově promı́táńı

3.1. Pr̊usečnice dvou rovin

Výklad

• dvě r̊uznoběžné roviny se prot́ınaj́ı v př́ımce – k jej́ımu sestrojeńı tedy stač́ı znát dva

společné body obou rovin

• v Mongeově promı́táńı se nejčastěji už́ıvaj́ı pr̊useč́ıky p̊udorysných a nárysných stop,

př́ıpadně pr̊useč́ıky hlavńıch př́ımek obou rovin lež́ıćıch v některé rovině rovnoběžné s π

nebo s ν
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3. Polohové úlohy v Mongeově promı́táńı Geometrie

Řešené úlohy

Př́ıklad: Sestrojte pr̊usečnici r rovin ρ, σ; ρ(−3; 4; 2), σ(4; 2; 3).

• podle zadáńı sestrojme stopy pρ
1, n

ρ
2 a pσ

1 , n
σ
2 obou rovin

O1,2

x1,2

p
ρ

1

n
ρ

2

pσ

1

nσ

2

• p̊udorysný stopńık P př́ımky r=ρ∩σ je pr̊useč́ıkem p̊udorysných stop – tedy P1=pρ
1∩pσ

1

a nárys P2 najdeme na ordinále a na ose x

O1,2

x1,2

p
ρ

1

n
ρ

2

pσ

1

nσ

2

P1

P2
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Geometrie 3. Polohové úlohy v Mongeově promı́táńı

• podobně pro nárysný stopńık N hledané př́ımky r je N2=nρ
2 ∩ nσ

2 a p̊udorys N1 lež́ı na

ordinále a na ose x

O1,2

x1,2

p
ρ

1

n
ρ

2

pσ

1

nσ

2

P1

P2 N1

N2

• na závěr stač́ı doplnit oba pr̊uměty r1=P1N1 a r2=P2N2 pr̊usečnice r=PN rovin ρ a σ

O1,2

x1,2

p
ρ

1

n
ρ

2

pσ

1

nσ

2

P1

P2 N1

N2

r1

r2

2
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3. Polohové úlohy v Mongeově promı́táńı Geometrie

3.2. Pr̊useč́ık př́ımky s rovinou

Výklad

• k sestrojeńı pr̊umětu pr̊useč́ıku dané př́ımky a roviny je třeba proložit zadanou př́ımkou

pomocnou rovinu; obecně lze tuto rovinu volit libovolně vhodně – v Mongeově pro-

mı́táńı se nejčastěji prokládá rovina kolmá k p̊udorysně π nebo k nárysně ν (už́ıvá se

t́ım tzv. kryćı př́ımka)

• je-li tedy dána př́ımka p a rovina ρ, proložme př́ımkou p rovinu α (β) kolmou k π (ν);

pr̊usečnice a (b) rovin ρ a α (β) pak prot́ıná př́ımku p v hledaném pr̊useč́ıku R př́ımky

p s rovinou ρ

Řešené úlohy

Př́ıklad: Sestrojte pr̊useč́ık R př́ımky p=PN s rovinou ρ; P [2; 3; 0], N [−3; 0; 2], ρ(3; 2; 3).
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• podle zadáńı sestrojme stopy pρ
1, n

ρ
2 roviny ρ a sdružené pr̊uměty p1, p2 př́ımky p, která

je určena svými stopńıky P=p ∩ π, N=p ∩ ν

O1,2 x1,2

p
ρ

1

n
ρ

2

P1

P2
N1

N2

p1

p2

• 1. zp̊usob řešeńı: př́ımkou p proložme rovinu α ⊥ π – je tedy p1=α1=pα
1 , nα

2 ⊥ x a stopy

pα
1 , nα

2 se prot́ınaj́ı na ose x

O1,2 x1,2

p
ρ

1

n
ρ

2

P1

P2
N1

N2

p1

p2

nα

2

=α1=pα

1
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3. Polohové úlohy v Mongeově promı́táńı Geometrie

• sestrojme pr̊usečnici a=P aNa rovin α a ρ, kde P a
1 =pρ

1 ∩ pα
1 , Na

2 =nρ
2 ∩ nα

2 a zbývaj́ıćı

pr̊uměty P a
2 a Na

1 najdeme na ose x a př́ıslušných ordinálách; v p̊udorysu se tud́ıž

kryj́ı pr̊uměty př́ımek a a p (a1=p1) a odtud pocháźı název kryćı př́ımka, v náryse je

a2 = P a
2 Na

2

O1,2 x1,2

p
ρ

1

n
ρ

2

P1

P2
N1

N2

p1

p2

nα

2

=α1=pα

1

P a

1

P a

2
Na

1
=

Na

2

a2

=a1
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• př́ımky a, p se prot́ınaj́ı v hledaném bodě R=p∩ ρ, jehož nárys je R2=a2 ∩ p2 a p̊udorys

R1 najdeme na ordinále a na p̊udorysu p1 př́ımky p

O1,2 x1,2

p
ρ

1

n
ρ

2

P1

P2
N1

N2

p1

p2

nα

2

=α1=pα

1

P a

1

P a

2
Na

1
=

Na

2

a2

=a1

R1

R2

• 2. zp̊usob řešeńı: analogicky proložme př́ımkou p rovinu β ⊥ ν – je tedy nβ
2=β2=p2,

pβ
1 ⊥ x a stopy pβ

1 , n
β
2 se prot́ınaj́ı na ose x

O1,2 x1,2

p
ρ
1

n
ρ
2

P1

P2
N1

N2

p1

p2

p
β
1

n
β
2
=β2=
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3. Polohové úlohy v Mongeově promı́táńı Geometrie

• podobně sestrojme pr̊usečnici b=P bN b rovin β a ρ, kde P b
1=pρ

1 ∩ pβ
1 , N b

2=nρ
2 ∩ nβ

2 a

zbývaj́ıćı pr̊uměty P b
2 a N b

1 najdeme na ose x a př́ıslušných ordinálách; v nárysu se

tud́ıž kryj́ı pr̊uměty př́ımek b a p (b2=p2), v p̊udoryse je b1 = P b
1N b

1

O1,2 x1,2

p
ρ
1

n
ρ
2

P1

P2
N1

N2

p1

p2

p
β
1

n
β
2
=β2=

P b
1

P b
2
=

N b
1

N b
2

b1

b2=
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• tentokrát najdeme nejdř́ıv p̊udorys R1=b1 ∩ p1 pr̊useč́ıku R=p∩ ρ a pak doplńıme jeho

nárys R2 na př́ıslušné ordinále a na př́ımce p2

O1,2 x1,2

p
ρ
1

n
ρ
2

P1

P2
N1

N2

p1

p2

p
β
1

n
β
2
=β2=

P b
1

P b
2
=

N b
1

N b
2

b1

b2=

R1

R2

• na závěr jsou vyrýsovány oba zp̊usoby řešeńı
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=
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=
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4. Metrické úlohy v Mongeově promı́táńı

4.1. Př́ımka kolmá k rovině

Výklad

• př́ımka k kolmá k rovině ρ je kolmá ke všem př́ımkám této roviny, a tedy i k jej́ım

stopám

• p̊udorysná (nárysná) stopa pρ (nρ) roviny ρ lež́ı v p̊udorysně π (nárysně ν) a podle Věty

o pravoúhlém pr̊umětu pravého úhlu muśı být p̊udorys k1 (nárys k2) př́ımky k kolmý ke

stopě pρ (nρ), tj. k ⊥ ρ ⇒ k1 ⊥ pρ
1 a k2 ⊥ nρ

2

Řešené úlohy

Př́ıklad: Bodem A ved’te př́ımku k kolmou k rovině ρ; A[−2; 4; 3], ρ(−4; 3; 2).
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• podle zadáńı jsou sestrojeny sdružené pr̊uměty A1, A2 bodu A a stopy pρ
1, n

ρ
2 roviny ρ

O1,2

x1,2

p
ρ

1

n
ρ

2

A1

A2

• podle výše uvedeného jsou tedy př́ımky k1 ⊥ pρ
1, A1 ∈ k1, a k2 ⊥ nρ

2, A2 ∈ k2, sdružené

pr̊uměty př́ımky k ⊥ ρ, A ∈ k

O1,2

x1,2

p
ρ

1

n
ρ

2

A1

A2

k1

k2

2
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4. Metrické úlohy v Mongeově promı́táńı Geometrie

4.2. Rovina kolmá k př́ımce

Výklad

• jde o obrácenou úlohu k předchoźı úloze Př́ımka kolmá k rovině, a proto lze použ́ıt

analogické vztahy

• stopy hledané roviny kolmé k dané př́ımce ovšem nelze sestrojit př́ımo a je třeba j́ıt na

ně oklikou přes hlavńı př́ımku některé osnovy a jej́ı stopńık

• v následuj́ıćım př́ıkladě je úloha řešena nejprve pomoćı hlavńı př́ımky prvńı osnovy a

poté přes hlavńı př́ımku osnovy druhé

Řešené úlohy

Př́ıklad: Bodem A ved’te rovinu ρ kolmo k př́ımce p=KL; A[0; 2; 3], K[3; 3; 4], L[−1; 1; 1].
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• podle zadáńı sestrojme sdružené pr̊uměty A1, A2, p1=K1L1, p2=K2L2 bodu A a př́ımky

p=KL

O1,2 x1,2

K1

K2

L1

L2

p1

p2

A1

A2

• 1. zp̊usob řešeńı: bodem A ved’me hlavńı př́ımku Ihρ I. osnovy roviny ρ ⊥ p – v pr̊umě-

tech je tedy Ihρ
1 ⊥ p1, A1 ∈ Ihρ

1 a Ihρ
2 ‖ x, A2 ∈ Ihρ

2

O1,2 x1,2

K1

K2

L1

L2

p1

p2

A1

A2

Ih
ρ
1

Ih
ρ
2
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4. Metrické úlohy v Mongeově promı́táńı Geometrie

• najděme nárysný stopńık N= Ihρ∩ ν; pro jeho p̊udorys plat́ı N1=
Ihρ

1∩x a nárys N2 lež́ı

na př́ımce Ihρ
2 a na ordinále

O1,2 x1,2

K1

K2

L1

L2

p1

p2

A1

A2

Ih
ρ
1

Ih
ρ
2

N1

N2

• nyńı již lze sestrojit stopy pρ, nρ hledané roviny ρ: nejprve nárysnou nρ
2 ⊥ p2, N2 ∈ nρ

2 a

poté p̊udorysnou pρ
1 ⊥ p1, která se s nárysnou stopou nρ

2 prot́ıná na ose x

O1,2 x1,2

K1

K2

L1

L2

p1
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Ih
ρ
1
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ρ
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• 2. zp̊usob řešeńı: analogicky ved’me bodem A hlavńı př́ımku IIhρ II. osnovy roviny ρ ⊥ p

– v pr̊umětech je tedy IIhρ
1 ‖ x, A1 ∈ IIhρ

1 a IIhρ
2 ⊥ p2, A2 ∈ IIhρ

2

O1,2 x1,2

K1

K2

L1

L2

p1

p2

A1

A2

IIh
ρ
2

IIh
ρ
1

• tentokrát najdeme p̊udorysný stopńık P= IIhρ ∩ π; pro jeho nárys plat́ı P2=
IIhρ

2 ∩ x a

p̊udorys P1 lež́ı na př́ımce IIhρ
1 a na ordinále

O1,2 x1,2

K1

K2

L1

L2

p1

p2
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A2

IIh
ρ
2
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ρ
1 P1
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4. Metrické úlohy v Mongeově promı́táńı Geometrie

• stopy pρ, nρ sestroj́ıme nyńı v opačném pořad́ı: nejprve p̊udorysnou pρ
1 ⊥ p1, P1 ∈ pρ

1 a

poté nárysnou nρ
2 ⊥ p2

O1,2 x1,2

K1

K2

L1

L2

p1

p2

A1

A2

IIh
ρ
2

IIh
ρ
1 P1

P2

n
ρ
2

p
ρ
1

• na závěr jsou vyrýsovány oba zp̊usoby řešeńı
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4.3. Otáčeńı roviny

Výklad

• při otáčeńı obecné roviny ρ do p̊udorysny π kolem stopy pρ se bod A ∈ ρ pohybuje

po kružnici, jej́ıž střed P je stopńıkem tzv. spádové př́ımky Isρ I. osnovy (ta je kolmá

k hlavńım př́ımkám I. osnovy) a poloměr otáčeńı se najde sklopeńım promı́taćı roviny

př́ımky Isρ

• rovinu lze kolem stopy otáčet na dvě strany – o větš́ı nebo menš́ı úhel (v následuj́ıćım

př́ıkladě je provedeno pouze otočeńı o větš́ı úhel); podobně jako kolem stopy pρ do

p̊udorysny π je možno rovinu ρ otočit také kolem stopy nρ do nárysny ν

• otáčeńı roviny do pr̊umětny kolem stopy vždy indukuje osovou afinitu mezi oběma

rovinami a jej́ı kolmý pr̊umět je pak pravoúhlou afinitou mezi pr̊uměty (vzor A1)

a otočenými polohami (obraz A0) – tuto afinitu lze s výhodou využ́ıt při otáčeńı

složitěǰśıch útvar̊u

• konstrukce otáčeńı roviny se tedy už́ıvá, je-li třeba sestrojit nějaký pravidelný útvar

(např. pravidelný šestiúhelńık nebo čtverec) lež́ıćı v obecné rovině (viz např. úlohu

Pravidelný osmistěn na straně 97)
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4. Metrické úlohy v Mongeově promı́táńı Geometrie

Řešené úlohy

Př́ıklad: Sestrojte otočenou polohu bodu A lež́ıćıho v rovině ρ; ρ(5; 7; 4), A[1; 2; ?].

• podle zadáńı sestrojme stopy pρ
1, n

ρ
2 roviny ρ a p̊udorys A1 bodu A ∈ ρ

O1,2
x1,2

p
ρ

1

n
ρ

2

A1
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• pomoćı hlavńı př́ımky Ihρ I. osnovy a jej́ıho nárysného stopńıku N= Ihρ ∩ ν doplňme

nárys A2 bodu A ∈ ρ: Ihρ
1 ‖ pρ

1, A1 ∈ Ihρ
1, potom je N1=

Ihρ
1 ∩ x a nárys N2 lež́ı na

ordinále a na stopě nρ
2; dále je Ihρ

2 ‖ x, N2 ∈ Ihρ
2 a nárys A2 najdeme po ordinále na

př́ımce Ihρ
2

O1,2 x1,2

p
ρ
1

n
ρ
2

A1
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N2
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ρ
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2
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4. Metrické úlohy v Mongeově promı́táńı Geometrie

• bodem A ved’me spádovou př́ımku Isρ ⊥ pρ I. osnovy roviny ρ – v pr̊umětu je sestrojen

pouze jej́ı p̊udorys Isρ
1 a podle Věty o pravoúhlém pr̊umětu pravého úhlu plat́ı Isρ

1 ⊥ pρ
1,

A1 ∈ Isρ
1; p̊udorysný stopńık př́ımky Isρ označme P , v pr̊umětu je P1=

Isρ
1 ∩ pρ

1

O1,2 x1,2

p
ρ
1

n
ρ
2

A1

N1

N2
A2

Ih
ρ
1

Ih
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2
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Geometrie 4. Metrické úlohy v Mongeově promı́táńı

• poloměr |PA| otáčeńı bodu A zjist́ıme sklopeńım promı́taćı roviny spádové př́ımky Isρ,

tj. |PA|=|P1(A)|, kde bod (A) je sklopenou polohou bodu A a plat́ı pro něj |(A)A1| =

= zA = |A2x|; bod P = P1 z̊ustává při sklápěńı na mı́stě
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p
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1

n
ρ
2
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4. Metrické úlohy v Mongeově promı́táńı Geometrie

• otočeńı bodu A (kolem bodu P ) pak můžeme provést tzv. ve sklopeńı – pro otočenou

polohu A0 plat́ı A0 ∈ Isρ
1 a |A0P1|=|AP |=|(A)P1| (zde je vidět možnost výběru otáčeńı

o větš́ı či menš́ı úhel, obvykle voĺıme podle konkrétńı situace v nákresně)

O1,2 x1,2

p
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n
ρ
2

A1

N1

N2
A2

Ih
ρ
1

Ih
ρ
2

P1

Is
ρ
1

(A)(Isρ)

zA

zA

A0

2

- 50 -



Geometrie 5. Procvičeńı základńıch úloh v Mongeově promı́táńı

5. Procvičeńı základńıch úloh v Mongeově promı́táńı

• v předchoźıch př́ıkladech byly probrány tzv. základńı úlohy Mongeova promı́táńı, které

tvoř́ı jakousi malou násobilku této zobrazovaćı metody a jejich zvládnut́ı je nezbytně

nutné pro řešeńı komplexněǰśıch úloh; ty budou postupně následovat

5.1. Konstrukce př́ımky

Řešené úlohy

Př́ıklad: Sestrojte př́ımku p, která procháźı bodem A, od p̊udorysny má odchylku 30◦ a je

r̊uznoběžná s osou x; A[0; 4; 3].

• podle zadáńı vynesme souřadnice a sestrojme sdružené pr̊uměty A1, A2 bodu A

O1,2
x1,2

A1

A2
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5. Procvičeńı základńıch úloh v Mongeově promı́táńı Geometrie

• bodem A ved’me př́ımku p∗ ‖ ν, která má od p̊udorysny odchylku 30◦ (zvolme jednu ze

dvou možnost́ı), a sestrojme jej́ı p̊udorysný stopńık P ∗ = p∗ ∩ π: pro p̊udorys p∗
1 plat́ı

p∗
1 ‖ x, A1 ∈ p∗

1, nárys p∗
2 procháźı bodem A2 a sv́ırá s osou x úhel dané velikosti 30◦, tj.

s ordinálou bodu A sv́ırá úhel velikosti 60◦; dále je P ∗
2 = p∗

2 ∩ x a p̊udorys P ∗
1 lež́ı na p∗

1

a na ordinále

O1,2
x1,2

A1

A2

P ∗

1

P ∗

2

p∗
1

p∗
2

30
◦

60
◦
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Geometrie 5. Procvičeńı základńıch úloh v Mongeově promı́táńı

• rotaćı př́ımky p∗ kolem osy AA1 vznikne rotačńı kuželová plocha s vrcholem v bodě A;

na ńı lež́ı všechny př́ımky, které procházej́ı bodem A a maj́ı od p̊udorysny odchylku

30◦; tato kuželová plocha prot́ıná p̊udorysnu π v kružnici, která má střed v bodě A1 a

procháźı bodem P ∗
1
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P ∗
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2
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5. Procvičeńı základńıch úloh v Mongeově promı́táńı Geometrie

• sestrojená kružnice prot́ıná osu x v bodech P = P1 = P2, P ′ = P ′
1 = P ′

2 a př́ımky

p = AP , p′ = AP ′ (p1 = A1P1, p2 = A2P2 a p′
1 = A1P

′
1, p

′
2 = A2P

′
2) pak splňuj́ı

všechny zadané podmı́nky, tj. procháźı bodem A, maj́ı danou odchylku 30◦ od π a jsou

r̊uznoběžné s osou x
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5.2. Konstrukce stop roviny

Řešené úlohy

Př́ıklad: Sestrojte stopy roviny ρ = ABC; A[1; 2; 2], B[−1; 1; 5], C[−2; 4; 1].

• podle zadáńı vynesme souřadnice a sestrojme sdružené pr̊uměty A1, A2, B1, B2, C1, C2

bod̊u A, B, C

O1,2

x1,2

A1

A2

B1
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C2
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5. Procvičeńı základńıch úloh v Mongeově promı́táńı Geometrie

• sestrojme př́ımku c = AB a najděme jej́ı stopńıky P c = c ∩ π, N c = c ∩ ν: v p̊udoryse

je c1 = A1B1 a v náryse c2 = A2B2; pro nárys P c
2 p̊udorysného stopńıku P c plat́ı

P c
2 = c2 ∩ x a p̊udorys P c

1 lež́ı na c1 a na ordinále; analogicky je bod N c
1 = c1 ∩ x

p̊udorysem nárysného stopńıku N c a jeho nárys N c
2 lež́ı na př́ımce c2 a na př́ıslušné

ordinále
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• stejným zp̊usobem jako v předchoźım kroku sestrojme sdružené pr̊uměty b1 = A1C1,

b2 = A2C2 př́ımky b = AC a určeme jej́ı stopńıky P b = b ∩ π, N b = b ∩ ν: P b
2 = b2 ∩ x

a p̊udorys P b
1 lež́ı na b1 a na ordinále, podobně N b

1 = b1 ∩ x a nárys N b
2 lež́ı na b2 a na

ordinále
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5. Procvičeńı základńıch úloh v Mongeově promı́táńı Geometrie

• nyńı již snadno sestroj́ıme stopy roviny ρ, které se prot́ınaj́ı na ose x: pρ
1 = P c

1P b
1 a

nρ
2 = N c

2N
b
2
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• na závěr můžeme ještě doplnit i sdružené pr̊uměty př́ımky a = BC a jej́ıch stopńık̊u

P a = a ∩ π, Na = a ∩ ν
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5. Procvičeńı základńıch úloh v Mongeově promı́táńı Geometrie

5.3. Pr̊usečnice dvou rovin

Řešené úlohy

Př́ıklad: Sestrojte pr̊usečnici r rovin ρ, σ; ρ(2; 135◦; 105◦), σ(−3; 60◦; 75◦).

• podle zadáńı sestrojme stopy pρ
1, n

ρ
2, p

σ
1 , n

σ
2 rovin ρ, σ – konstrukce je patrná z obrázku;

toto ojedinělé zadáńı je zvoleno záměrně proto, aby byl pr̊useč́ık nárysných stop špatně

dostupný
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• sestrojme pr̊useč́ık P p̊udorysných stop: v p̊udoryse je P1 = pρ
1 ∩ pσ

2 a nárys P2 lež́ı na

ordinále a na ose x
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• dále ved’me libovolně vhodně rovinu α ‖ ν, která protne roviny ρ, σ v hlavńıch př́ımkách

IIhρ, IIhσ II. osnovy, jejichž p̊udorysné stopńıky P ρ, P σ lež́ı na př́ıslušných p̊udorysných

stopách: α1=
IIhρ

1=
IIhσ

1 , P ρ
1 =α1∩pρ

1, P σ
1 =α1∩pσ

1 , IIhρ
2 ‖ nρ

2, P
ρ
2 ∈ IIhρ

2,
IIhσ

2 ‖ nσ
2 , P

σ
2 ∈ IIhσ

2

O1,2
x1,2

135
◦

105
◦

p
ρ
1

n
ρ
2

60
◦

75
◦

pσ
1

nσ
2

P1

P2

α1=
IIh

ρ
1
=

IIhσ
1

P
ρ
1

Pσ
1

P
ρ
2

Pσ
2

IIh
ρ
2

IIhσ
2

- 61 -



5. Procvičeńı základńıch úloh v Mongeově promı́táńı Geometrie

• sestrojené hlavńı př́ımky se prot́ınaj́ı v bodě H: v náryse je H2 = IIhρ
2 ∩ IIhσ

2 a p̊udorys

H1 lež́ı na ordinále a na př́ımce α1
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• př́ımka r = PH je hledanou pr̊usečnićı daných rovin ρ, σ: r1 = P1H1, r2 = P2H2
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5.4. Vzdálenost bodu od roviny

Řešené úlohy

Př́ıklad: Určete vzdálenost v = |Aρ| bodu A od roviny ρ; A[2; 6; 5], ρ(4; 4; 6).

• podle zadáńı sestrojme sdružené pr̊uměty A1, A2 bodu A a stopy pρ
1, n

ρ
2 roviny ρ
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2
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• vzdálenost bodu A od roviny ρ změř́ıme na kolmici k ⊥ ρ, A ∈ ρ: pro jej́ı p̊udorys k1

plat́ı k1 ⊥ pρ
1, A1 ∈ k1, podobně je v náryse k2 ⊥ nρ

2, A2 ∈ k2
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Geometrie 5. Procvičeńı základńıch úloh v Mongeově promı́táńı

• př́ımka k prot́ıná rovinu ρ v bodě R = k ∩ ρ, který sestroj́ıme proložeńım pomocné

roviny β ⊥ ν, k ⊆ β; rovina β, kde β2 = nβ
2 = k2 a pβ

1 ⊥ x, prot́ıná danou rovinu ρ

v kryćı př́ımce b = PN (b2 = k2 a b1 = P1N1, konstrukce je zřejmá z obrázku); pro

p̊udorys bodu R = k∩ρ je pak R1 = b1∩k1 a nárys R2 najdeme na ordinále a na př́ımce

b2 = k2
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5. Procvičeńı základńıch úloh v Mongeově promı́táńı Geometrie

• na závěr stač́ı určit skutečnou délku úsečky AR; proved’me to sklopeńım p̊udorysně

promı́taćı roviny př́ımky k: pro sklopené polohy (A), (R) bod̊u A, R plat́ı |(A)A1| =

= zA = 5, |(R)R1| = zR = |xR2|; řešeńım úlohy je délka v = |Aρ| = |AR| = |(A)(R)|
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=
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Geometrie 5. Procvičeńı základńıch úloh v Mongeově promı́táńı

5.5. Vzdálenost bodu od př́ımky

Řešené úlohy

1. zp̊usob řešeńı – užit́ı roviny vedené daným bodem kolmo k dané př́ımce

Př́ıklad: Určete vzdálenost v = |Ap| bodu A od př́ımky p = KL; A[2; 3; 3], K[−4; 3; 1],

L[3; 7; 6].

• podle zadáńı sestrojme sdružené pr̊uměty A1, A2, K1, K2, L1, L2, p1, p2 bod̊u A, K, L a

př́ımky p = KL
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5. Procvičeńı základńıch úloh v Mongeově promı́táńı Geometrie

• bodem A ved’me rovinu σ ⊥ p: př́ımka Ihσ
1 ⊥ p1, A1 ∈ Ihσ

1 je p̊udorysem hlavńı př́ımky

I. osnovy roviny σ, pro jej́ı nárys plat́ı Ihσ
2 ‖ x1,2, A2 ∈ Ihσ

2 ; bod N1 = Ihσ
1 ∩ x1,2 je

p̊udorysem nárysného stopńıku N = Ihσ ∩ ν sestrojené hlavńı př́ımky, jeho nárys N2

lež́ı na ordinále a na př́ımce Ihσ
2 ; a bodem N2 procháźı nárysná stopa nσ

2 ⊥ p2, která se

s p̊udorysnou stopou pσ
1 ⊥ p1 prot́ıná na ose x
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Geometrie 5. Procvičeńı základńıch úloh v Mongeově promı́táńı

• p̊udorysně promı́taćı rovina př́ımky p prot́ıná rovinu σ v př́ımce r = PH, kde P1 = pσ
1∩p1

a nárys P2 lež́ı na ordinále a na ose x, podobně je H1 = Ihσ
1 ∩ p1 a nárys H2 lež́ı na

ordinále a na př́ımce Ihσ
2 ; v p̊udoryse je pak r1 = P1H1 = p1 (r je p̊udorysně kryćı

př́ımka) a v náryse dostaneme r2 = P2H2
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5. Procvičeńı základńıch úloh v Mongeově promı́táńı Geometrie

• sestrojená př́ımka r prot́ıná danou př́ımku p v bodě R, který je současně pr̊useč́ıkem

př́ımky p s rovinou σ; v náryse je R2 = p2 ∩ r2 a p̊udorys R1 na ordinále a na př́ımce

p1 = r1
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Geometrie 5. Procvičeńı základńıch úloh v Mongeově promı́táńı

• na závěr stač́ı určit skutečnou délku úsečky AR; proved’me to sklopeńım jej́ı p̊udorysně

promı́taćı roviny: pro sklopené polohy (A), (R) bod̊u A, R plat́ı |(A)A1| = = zA = 3,

|(R)R1| = zR = |xR2|; řešeńım úlohy je délka v = |Aρ| = |AR| = |(A)(R)|
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5. Procvičeńı základńıch úloh v Mongeově promı́táńı Geometrie

2. zp̊usob řešeńı – pomoćı otočeńı roviny určené daným bodem a danou př́ımkou

Př́ıklad: Určete vzdálenost v = |Ap| bodu A od př́ımky p = KL; A[2; 3; 3], K[−4; 3; 1],

L[3; 7; 6].

• podle zadáńı sestrojme sdružené pr̊uměty A1, A2, K1, K2, L1, L2, p1, p2 bod̊u A, K, L a

př́ımky p = KL
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Geometrie 5. Procvičeńı základńıch úloh v Mongeově promı́táńı

• sestrojme p̊udorysnou stopu pρ = PQ roviny ρ = Ap = AKL, kde body P, Q jsou

p̊udorysné stopńıky př́ımek p = KL, q = AK: v náryse je P2 = p2∩x1,2 a Q2 = q2∩x1,2,

p̊udorysy P1 ∈ p1, Q1 ∈ q1 lež́ı na př́ıslušných ordinálách; p̊udorysná stopa je př́ımka

pρ
1 = P1Q1
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5. Procvičeńı základńıch úloh v Mongeově promı́táńı Geometrie

• rovinu ρ otočme kolem p̊udorysné stopy pρ do p̊udorysny, sestrojme otočené polohy

A0, p0 bodu A a př́ımky p: nejprve určeme poloměr otáčeńı bodu A sklopeńım př́ıslušné

roviny otáčeńı (viz sklopená poloha (A) bodu A, kde |A1(A)| = zA = 3) a sestrojme

otočenou polohu A0 (voĺıme variantu otočeńı o menš́ı úhel); bod Q = Q1 = Q0 z̊ustává

při otáčeńı na mı́stě a př́ımka q0 = Q0A0 je otočenou polohou př́ımky q; na ńı sestroj́ıme

otočenou polohu K0 bodu K a následně otočenou polohu p0 = P0K0 př́ımky p, kde

P0 = P1 = P ; jinak řečeno, body A1 a A0, resp. K1 a K0, si odpov́ıdaj́ı v pravoúhlé

osové afinitě, jej́ıž osou je stopa pρ
1; v této afinitě si také odpov́ıdaj́ı př́ımky p1 a p0, resp.

q1 a q0, které se prot́ınaj́ı v samodružném bodě P1 = P0, resp. Q1 = Q0, na ose pρ
1
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Geometrie 5. Procvičeńı základńıch úloh v Mongeově promı́táńı

• nyńı již snadno úlohu dořeš́ıme v otočeńı: bodem A0 ved’me kolmici k př́ımce p0, jej́ı patu

označme R0 a svorkou zvýrazněme výsledek, j́ımž je velikost v = |A0R0| = |A0p0| = |Ap|

úsečky A0R0
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Např. pomoćı kruž́ıtka můžeme zkusit ověřit, že oba zp̊usoby řešeńı vedou k témuž výsledku. . .
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5. Procvičeńı základńıch úloh v Mongeově promı́táńı Geometrie

5.6. Tečná rovina kulové plochy

Řešené úlohy

Př́ıklad: Sestrojte tečnou rovinu τ kulové plochy κ(S, r) v jej́ım bodě T ; S[0; 4; 5],

r=3,5, T [−1; 2,5; ?].
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Geometrie 5. Procvičeńı základńıch úloh v Mongeově promı́táńı

• podle zadáńı vynesme souřadnice a sestrojme sdružené pr̊uměty S1, S2 bodu S a p̊udorys

T1bodu T ; p̊udorysem κ1, resp. nárysem κ2, kulové plochy κ je kruh o středu S1, resp.

S2, a poloměru r = 3,5
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5. Procvičeńı základńıch úloh v Mongeově promı́táńı Geometrie

• nejprve doplňme nárys T2 bodu T ∈ κ: př́ımka α1 = S1T1 je p̊udorysem roviny α ⊥ π,

která prot́ıná kulovou plochu κ v hlavńı kružnici h(S, r); sklopme rovinu α do p̊udorysny

a sestrojme sklopené polohy (S), (h), (T ) středu S, kružnice h a na ńı lež́ıćıho bodu T (ze

dvou možnost́ı vyberme bod bližš́ı k p̊udorysně); ve sklopeńı źıskáme z-ovou souřadnici

zT = |T1(T )| bodu T , kterou vyneseme od osy x na př́ıslušnou ordinálu a sestroj́ıme tak

nárys T2 dotykového bodu T
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Geometrie 5. Procvičeńı základńıch úloh v Mongeově promı́táńı

• hledaná tečná rovina τ muśı být kolmá k př́ımce n = ST , jej́ımž p̊udorysem je př́ımka

n1 = S1T1 a nárysem př́ımka n2 = S2T2; v obou pr̊umětech je naznačena viditelnost

normály n vzhledem ke kulové ploše κ; k tomu účelu jsou doplněny sdružené pr̊uměty

bodu souměrného s bodem T podle středu S
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5. Procvičeńı základńıch úloh v Mongeově promı́táńı Geometrie

• pro rovinu τ ⊥ n je nejprve bodem T vedena hlavńı př́ımka Ihτ jej́ı I. osnovy: v p̊udoryse

je Ihτ
1 ⊥ n1, T1 ∈ Ihτ

1 a v náryse plat́ı Ihτ
2 ‖ x1,2, T2 ∈ Ihτ

2; současně je sestrojen také

nárysný stopńık N př́ımky Ihτ : pro jeho p̊udorys plat́ı N1 = Ihτ
1 ∩ x1,2 a nárys lež́ı na

ordinále a na př́ımce Ihτ
2
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Geometrie 5. Procvičeńı základńıch úloh v Mongeově promı́táńı

• na závěr již snadno doplńıme stopy hledané tečné roviny τ , která se dotýká dané kulové

plochy κ(S, r) v jej́ım daném bodě T : nárysná stopa nτ
2 procháźı bodem N2 kolmo

k př́ımce n2 = S2T2 a prot́ıná se s p̊udorysnou stopou pτ
1 ⊥ n1 na ose x = x1,2
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5. Procvičeńı základńıch úloh v Mongeově promı́táńı Geometrie

5.7. Konstrukce pravidelného šestiúhelńıka

Řešené úlohy

Př́ıklad: Sestrojte pravidelný šestiúhelńık v rovině ρ, je-li dán jeho střed S a jedna strana

lež́ı v nárysně ν; ρ(7; 6; 5), S[−3; 2; ?].

- 82 -



Geometrie 5. Procvičeńı základńıch úloh v Mongeově promı́táńı

• podle zadáńı sestrojme stopy pρ
1, n

ρ
2 roviny ρ a p̊udorys S1 bodu S
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5. Procvičeńı základńıch úloh v Mongeově promı́táńı Geometrie

• doplňme nárys S2 bodu S pomoćı hlavńı př́ımky IIhρ II. osnovy roviny ρ a jej́ıho

p̊udorysného stopńıku P = IIhρ∩π: v p̊udorysu je IIhρ
1 ‖ x1,2, S1 ∈ IIhρ

1 a P1 = IIhρ
1 ∩ pρ

1,

nárys P2 lež́ı na ordinále a na ose x a pro nárys př́ımky IIhρ plat́ı IIhρ
2 ‖ nρ

2, P2 ∈ IIhρ
2;

nárys S2 lež́ı na př́ıslušné ordinále a na sestrojené př́ımce IIhρ
2
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Geometrie 5. Procvičeńı základńıch úloh v Mongeově promı́táńı

• sestrojme otočenou polohu S0 bodu S v otočeńı roviny ρ do nárysny kolem nárysné

stopy nρ: poloměr |Snρ| otáčeńı zjist́ıme ve sklopeńı př́ıslušné roviny otáčeńı, kde pro

sklopenou polohu (S) bodu S plat́ı (S) ∈ IIhρ
2, |S2(S)| = yS = |S1x1,2| = 2, a následně

provedeme otočeńı do bodu S0 v uvedeném sklopeńı; konstrukce jsou provedeny ob-

vyklým zp̊usobem, tj. čerchovaně

O1,2 x1,2

p
ρ
1

n
ρ
2

S1

IIh
ρ
1

IIh
ρ
2

P1

P2

S2

(S)

S0

yS

yS

- 85 -



5. Procvičeńı základńıch úloh v Mongeově promı́táńı Geometrie

• v otočeńı vyřeš́ıme zadanou úlohu: sestroj́ıme pravidelný šestiúhelńık A0B0C0D0E0F0,

který má střed S0 a jehož strana A0B0 lež́ı na nárysné stopě nρ
2 (zp̊usob konstrukce

je patrný z obrázku); tento šestiúhelńık je vskutku řešeńım, nebot’ po otočeńı zpět do

roviny ρ bude mı́t střed v bodě S a strana AB z̊ustane ležet v nárysně
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Geometrie 5. Procvičeńı základńıch úloh v Mongeově promı́táńı

• proved’me otočeńı zpět a sestrojme nárys A2B2C2D2E2F2 šestiúhelńıka ABCDEF ; při

tom lze využ́ıt pravoúhlou osovou afinitu, jej́ıž osou je nárysná stopa nρ
2 a v ńıž si

odpov́ıdaj́ı body S0 a S2; při ručńım rýsováńı vede ovšem jej́ı užit́ı často k nepřesnostem

a je velmi vhodné pr̊uběžně konstrukce kontrolovat pomoćı středové souměrnosti, která

se v pr̊umětu zachová
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5. Procvičeńı základńıch úloh v Mongeově promı́táńı Geometrie

• na závěr doplňme p̊udorys A1B1C1D1E1F1 šestiúhelńıka ABCDEF ; zde využijeme or-

dinály a opět středovou souměrnost tentokrát podle bodu S1
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Geometrie 6. Zobrazeńı kružnice v Mongeově promı́táńı

6. Zobrazeńı kružnice v Mongeově promı́táńı

Výklad

• p̊udorysem i nárysem kružnice, která lež́ı v rovině obecně položené k oběma pr̊umětnám,

jsou elipsy, jež maj́ı délky hlavńıch poloos rovny poloměru dané kružnice

• je-li kružnice v obecné rovině dána svým středem a poloměrem, lze jej́ı pr̊uměty snadno

sestrojit podle následuj́ıćıho př́ıkladu

• pokud je kružnice dána jinak, např. třemi body nebo středem a tečnou, je obvykle

nejvýhodněǰśı otočit rovinu této kružnice do některé z pr̊umětem, v otočeńı kružnici

sestrojit a poté vrátit zpět do p̊udorysu a nárysu
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6. Zobrazeńı kružnice v Mongeově promı́táńı Geometrie

Řešené úlohy

Př́ıklad: V rovině ρ sestrojte kružnici k(S, r); ρ(3; 2; 3), S[−3; 2; ?], r = 2.

• podle zadáńı sestrojme stopy pρ
1, n

ρ
2 roviny ρ a p̊udorys S1 středu S; poloměr r použijeme

později
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Geometrie 6. Zobrazeńı kružnice v Mongeově promı́táńı

• pomoćı hlavńı př́ımky Ihρ I. osnovy doplňme nárys bodu S ∈ ρ: je Ihρ
1 ‖ pρ

1, S1 ∈ Ihρ
1,

nárysný stopńık N má p̊udorys N1=
Ihρ

1 ∩ x (vycháźı do počátku O), nárys N2 lež́ı na

ordinále a na stopě nρ
2, j́ım procháźı nárys Ihρ

2 ‖ x užité hlavńı př́ımky; bod S2 najdeme

na ordinále a sestrojené př́ımce Ihρ
2
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6. Zobrazeńı kružnice v Mongeově promı́táńı Geometrie

• bodem S ved’me také hlavńı př́ımku IIhρ II. osnovy: pro jej́ı sdružené pr̊uměty plat́ı

IIhρ
1 ‖ x, S1 ∈ IIhρ

1 a IIhρ
2 ‖ nρ

2, S2 ∈ IIhρ
2; pro p̊udorysný stopńık P této hlavńı př́ımky

plat́ı P1=
IIhρ

1 ∩ pρ
1 a P2 lež́ı na ordinále a na ose x (také vycháźı do počátku O)
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• sestrojme body A, B= Ihρ ∩ k: v p̊udorysu se na Ihρ
1 zachová délka úsečky a plat́ı tedy

|A1S1|=|B1S1|=r, nárysy A2, B2 bod̊u A, B najdeme po ordinálách na př́ımce Ihρ
2; úsečka

AB je jediný pr̊uměr kružnice k, který se v p̊udorysu nezkrát́ı, a tud́ıž jsou body

A1, B1 hlavńı vrcholy elipsy k1, která je p̊udorysem dané kružnice k; nárysy A2, B2

jsou obecnými body elipsy k2, která je nárysem kružnice k
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6. Zobrazeńı kružnice v Mongeově promı́táńı Geometrie

• podobně sestrojme body C, D= IIhρ ∩ k: tentokrát se zachová délka na nárysu IIhρ
2,

kde můžeme nanést poloměr r kružnice k ve skutečné velikosti, tj. |C2S2|=|D2S2|=r, a

p̊udorysy C1, D1 źıskáme opět po ordinálách na př́ımce IIhρ
1; t́ım jsme analogicky jako

v předchoźım kroku źıskali hlavńı vrcholy C2, D2 elipsy k2 a obecné body C1, D1, kterými

bude procházet elipsa k1
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• pro p̊udorys k1 kružnice k již stač́ı jen doplnit vedleǰśı vrcholy – to je provedeno pomoćı

rozd́ılové proužkové konstrukce (podrobněji viz na straně 196): bod I lež́ı na vedleǰśı

ose a plat́ı pro něj |IC1|=|A1S1|, délka úsečky IIC1, kde II=C1I ∩ A1S1, pak udává

délku vedleǰśı poloosy elipsy k1, kterou je (nejlépe za pomoci hyperoskulačńıch kružnic

ve vrcholech) nyńı možno vyrýsovat
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6. Zobrazeńı kružnice v Mongeově promı́táńı Geometrie

• taktéž v nárysu jsou vedleǰśı vrcholy elipsy k2 sestrojeny pomoćı rozd́ılové proužkové

konstrukce (pomocné body I ′, II ′), jinak je postup stejný jako v p̊udorysu; elipsy k1 a

k2 jakožto sdružené pr̊uměty kružnice k maj́ı tedy stejnou délku hlavńı poloosy nav́ıc

rovnou poloměru r, délka vedleǰśı poloosy je však v obou pr̊umětech obecně r̊uzná
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7. Konstrukčńı úlohy v Mongeově promı́táńı

• v následuj́ıćıch úlohách jde o to sestrojit určený geometrický objekt z daných prvk̊u

• přitom je vždy nejprve na základě vztah̊u mezi danými a hledanými útvary, tj. na

základě rozboru úlohy, stanoven postup konstrukćı v prostoru, tzv. prostorový prin-

cip řešeńı

• poté je krok po kroku provedena konstrukce v Mongeově promı́táńı

7.1. Pravidelný osmistěn

Řešené úlohy

Př́ıklad: Sestrojte pravidelný osmistěn, je-li dán jeho vrchol A a úhlopř́ıčka BD lež́ı na př́ımce

p=PQ; A[0; 2; 6], P [5; 2; 0], Q[−4; 7; 6].

Rozbor úlohy Prostorový princip řešeńı

1. ρ; ρ = Ap

2. 2ABCD; lež́ı v ρ, má vrchol A a

úhlopř́ıčku BD na př́ımce p, jeho střed

S je středem osmistěnu

3. q; S ∈ q, q ⊥ ρ

4. E, F ; E, F ∈ q, |ES| = |FS| = |AS|

5. pravidelný osmistěn ABCDEF
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Konstrukce

• podle zadáńı sestrojme sdružené pr̊uměty A1, A2, p1=P1Q1, p2=P2Q2 bodu A a př́ımky

p=PQ
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p2

A1

A2
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• ze zadáńı bod̊u A, Q (zA=zQ=6) vyplývá, že př́ımka Ihρ=AQ je hlavńı př́ımkou I. osnovy

roviny ρ=Ap; pro jej́ı p̊udorysnou stopu pρ tud́ıž plat́ı pρ
1 ‖ Ihρ

1, P1 ∈ pρ
1; nárysná stopa

nρ procháźı nárysným stopńıkem N hlavńı př́ımky Ihρ (N1=
Ihρ

1 ∩x, N2 lež́ı na ordinále

a na př́ımce Ihρ
2) a prot́ıná se s p̊udorysnou stopou na ose x
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7. Konstrukčńı úlohy v Mongeově promı́táńı Geometrie

• sestrojme otočené polohy A0, p0=P0Q0 bodu A a př́ımky p=PQ lež́ıćıch v rovině ρ

(otáč́ıme kolem stopy pρ do p̊udorysny π); bod A je otočen ve sklopeńı p̊udorysně

promı́taćı roviny př́ıslušné spádové př́ımky, bod P ∈ π z̊ustává při otáčeńı na mı́stě (tj.

P0=P1) a poloměr otáčeńı bodu Q je stejný jako u bodu A (je tud́ıž př́ımka Ihρ
0=A0Q0

rovnoběžná se stopou pρ
1 a body Q1, A1, A0, Q0 tvoř́ı obdélńık)
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7. Konstrukčńı úlohy v Mongeově promı́táńı Geometrie

• v otočeńı je sestrojen čtverec A0B0C0D0, který má vrchol v bodě A0 a jehož úhlopř́ıčka

B0D0 (a tedy i střed S0) lež́ı na př́ımce p0=P0Q0; úloha má jediné řešeńı (útvary v otočeńı

je zvykem podobně jako ve sklopeńı rýsovat čerchovaně)
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7. Konstrukčńı úlohy v Mongeově promı́táńı Geometrie

• z otočeńı se vrat’me do p̊udorysu; funguje zde pravoúhlá osová afinita, jej́ıž osou je

stopa pρ
1 a v ńıž si odpov́ıdaj́ı např. body A0 a A1; jej́ı užit́ı je při ručńım rýsováńı

ovšem často dosti nepřesné, proto se j́ı budeme snažit vyhnout; p̊udorysy B1, S1, D1

bod̊u B, S, D ∈ p najdeme snadno na př́ımce p1 a na kolmićıch vedených ke stopě pρ
1

body B0, S0, D0; bod C1 je středově souměrný s bodem A1 podle bodu S1 (t́ım také

zajist́ıme, že nám v pr̊umětu určitě vyjde rovnoběžńık A1B1C1D1 o středu v bodě S1);

pro zaj́ımavost zkontrolujme přesnost rýsováńı – úsečka C1C0 by měla být kolmá ke

stopě pρ
1 a př́ımky A0C0 a A1C1 by se měly prot́ınat v samodružném bodě na ose pρ

1

afinity
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7. Konstrukčńı úlohy v Mongeově promı́táńı Geometrie

• po ordinálách vytáhneme nahoru nárysy bod̊u B2, S2, D2 na př́ımku p2, bod C2 je opět

souměrný s A2 podle S2 (nárysem čtverce ABCD je tedy opět rovnoběžńık); t́ım jsme do-

končili nejnáročněǰśı část celého postupu řešeńı, z hlediska prostorového principu máme

sestrojeny čtyři vrcholy A, B, C,D hledaného osmistěnu (splnily jsme tedy krok č́ıslo 2)

a zbývá nám doplnit vrcholy E, F
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7. Konstrukčńı úlohy v Mongeově promı́táńı Geometrie

• středem S čtverce ABCD ved’me př́ımku q ⊥ ρ: pro jej́ı p̊udorys plat́ı q1 ⊥ pρ
1, S1 ∈ q1

(je tedy také S0 ∈ q1), podobně v nárysu je q2 ⊥ nρ
2, S2 ∈ q2; pro daľśı konstrukci bude

ještě užitečné sestrojit p̊udorysný stopńık P ′ př́ımky q: P ′
2=q2 ∩ x a p̊udorys P ′

1 lež́ı na

ordinále a na př́ımce q1
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7. Konstrukčńı úlohy v Mongeově promı́táńı Geometrie

• dále sklopme p̊udorysně promı́taćı rovinu př́ımky q, abychom na jej́ı sklopené poloze

[q] mohli od bodu [S] nanést skutečnou velikost úsečky AS (odměř́ıme ji v otočeńı,

|AS|=|A0S0|) a źıskat tak sklopené polohy [E], [F ] zbývaj́ıćıch vrchol̊u E, F ∈ q; pro

sklopenou polohu [S] bodu S plat́ı |[S]S1| = zS = |S2x|, dále je [q] = [P ′][S] (kde

[P ′] = P ′
1) a [E], [F ] ∈ [q], |[E][S]| = |[F ][S]| = |A0S0|
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7. Konstrukčńı úlohy v Mongeově promı́táńı Geometrie

• vrat’me body E, F ze sklopených poloh [E], [F ] po kolmićıch do p̊udorys̊u E1, F1 na

př́ımce q1 a z nich po ordinálách vytáhněme nahoru nárysy E2, F2 na př́ımku q2; t́ım

máme sestrojeny sdružené pr̊uměty všech vrchol̊u hledaného pravidelného osmistěnu,

který má jeden daný vrchol A a jehož úhlopř́ıčka BD lež́ı vskutku na dané př́ımce

p = PQ
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• na závěr doplňme zbývaj́ıćı hrany a určeme viditelnost v obou pr̊umětech: v p̊udorysu

vytáhneme obrysový rovnoběžńık A1B1E1C1D1F1 a z nárysu zjist́ıme, že vrcholy A, D, E

lež́ı výše než vrcholy B, C, F , strany 4ADE budou tedy v p̊udorysu vidět, naopak

p̊udorysy stran 4BCF vytáhneme čárkovaně; podobně je v nárysu obrysovým rov-

noběžńıkem šestiúhelńık A2E2B2C2F2D2 a neviditelné jsou strany, které lež́ı ve stěně

ABF (vrcholy A, B, F lež́ı k nárysně bĺıže než ostatńı vrcholy C, D,E)

Poznamenejme ještě na okraj, že uvedenou úlohu lze prostorově řešit také jinak: mohli bychom

vést bodem A rovinu σ ⊥ p, naj́ıt střed S = p∩ σ osmistěnu, dále v rovině σ sestrojit čtverec

AECF o středu S a vrcholu A, a na závěr na př́ımce p doplnit vrcholy B, D; laskavý čtenář si

tento zp̊usob řešeńı může d̊ukladněji promyslet, př́ıpadně vyrýsovat jako samostatné cvičeńı. . .

- 114 -
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7. Konstrukčńı úlohy v Mongeově promı́táńı Geometrie

7.2. Kulová plocha

Řešené úlohy

Př́ıklad: Sestrojte kulovou plochu κ, je-li dán jej́ı bod A a tečná rovina τ s bodem dotyku

T ; A[2; 5; 6], τ(7; 5; 3), T [−1; ?; 2].

Rozbor úlohy Prostorový princip řešeńı

1. n; n ⊥ τ, T ∈ n

2. σ; tzv. rovina souměrnosti úsečky

AT , σ ⊥ AT,C ∈ σ, kde bod C je střed

úsečky AT

3. S; S=n ∩ σ

4. κ; κ(S, r=|ST |=|SA|)
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Konstrukce

• podle zadáńı sestrojme sdružené pr̊uměty A1, A2 bodu A, stopy pτ
1, n

τ
2 roviny τ a nárys

T2 bodu T
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T2

pτ
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nτ

2
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• pomoćı hlavńı př́ımky Ihτ I. osnovy roviny τ a jej́ıho nárysného stopńıku N doplňme

p̊udorys T1 bodu T ∈ τ : je Ihτ
2 ‖ x, T2 ∈ Ihτ

2, N2=
Ihτ

2 ∩ nτ
2, N1 najdeme po ordinále na

ose x, dále je Ihτ
1 ‖ pτ

1, N1 ∈ Ihτ
1, a T1 lež́ı na ordinále a na Ihτ

1
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1

nτ
2
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1
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2
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• bodem T dotyku ved’me př́ımku n ⊥ τ : pro jej́ı sdružené pr̊uměty plat́ı n1 ⊥ pτ
1, T1 ∈ n1,

a n2 ⊥ nτ
2, T2 ∈ n2
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• středem C úsečky AT proložme rovinu σ ⊥ AT : pr̊uměty C1, C2 p̊uĺı úsečky A1T1, A2T2;

pro konstrukci stop roviny σ užijeme hlavńı př́ımku Ihσ I. osnovy a jej́ı nárysný stopńık

N ′ – v p̊udorysu je Ihσ
1 ⊥ A1T1, C1 ∈ Ihσ

1 , v nárysu je Ihσ
2 ‖ x, C2 ∈ Ihσ

2 , dále je

N ′
1=

Ihσ
1 ∩ x a nárys N ′

2 najdeme na ordinále a př́ımce Ihσ
2 ; bodem N ′

2 pak procháźı

nárysná stopa nσ
2 ⊥ A2T2 a p̊udorysná pσ

1 ‖ Ihσ
1 se s ńı prot́ıná na ose x

O1,2
x1,2

A1

A2

T2

pτ
1

nτ
2

N1

N2

T1

Ihτ
1

Ihτ
2

n1

n2

C1

C2

N ′

1

N ′

2

Ihσ
1

Ihσ
2

pσ
1

nσ
2
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Geometrie 7. Konstrukčńı úlohy v Mongeově promı́táńı

• sestrojme bod S=n∩σ: př́ımkou n proložme pomocnou rovinu α ⊥ π, je tedy pα
1 =α1=n1

a nárysná stopa nα
2 ⊥ x se s p̊udorysnou stopou prot́ıná na ose x; sestrojme pr̊usečnici

a=P aNa rovin α a σ – P a
1 =pα

1 ∩ pσ
1 a nárys P a

2 lež́ı na ordinále a na ose x, podobně je

Na
2 =nα

2 ∩nσ
2 a p̊udorys Na

1 lež́ı opět na ordinále a na ose x (pr̊useč́ık stop roviny α); pak

je v p̊udorysu a1=P a
1 Na

1 =n1 (princip kryćı př́ımky), v nárysu a2=P a
2 Na

2 a zde najdeme

S2=a2∩n2, do p̊udorysu odvod́ıme S1 po ordinále na př́ımku n1=a1; t́ım jsme našli bod

S=n ∩ a=n ∩ σ, který je středem hledané kulové plochy

O1,2
x1,2

A1

A2

T2

pτ
1

nτ
2

N1

N2

T1

Ihτ
1

Ihτ
2

n1

n2

C1

C2

N ′

1

N ′

2

Ihσ
1

Ihσ
2

pσ
1

nσ
2

=pα
1
=a1

nα
2

P a
1

P a
2

Na
1

Na
2

a2

S1

S2
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7. Konstrukčńı úlohy v Mongeově promı́táńı Geometrie

• poloměr r zjist́ıme jako velikost úsečky ST , konkrétně sklopeńım roviny α do p̊udorysny;

ve sklopeńı je pak r=(S)(T )

O1,2
x1,2

A1

A2

T2

pτ
1

nτ
2

N1

N2

T1

Ihτ
1

Ihτ
2

n1

n2

C1

C2

N ′

1

N ′

2

Ihσ
1

Ihσ
2

pσ
1

nσ
2

=pα
1
=a1

nα
2

P a
1

P a
2

Na
1

Na
2

a2

S1

S2

(S)

(T )

r
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Geometrie 7. Konstrukčńı úlohy v Mongeově promı́táńı

• p̊udorysem i nárysem kulové plochy κ jsou kruhy κ1, κ2 o středech S1, S2 a poloměru r;

v pr̊umětech neńı vyřešena vzájemná viditelnost jednotlivých útvar̊u

O1,2
x1,2

A1

A2

T2

pτ
1

nτ
2

N1

N2

T1

Ihτ
1
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2

n1
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2
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1
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2
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1
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2
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1

P a
2
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1
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7. Konstrukčńı úlohy v Mongeově promı́táńı Geometrie

7.3. Rotačńı kužel

Řešené úlohy

Př́ıklad: Sestrojte rotačńı kužel, je-li dána jeho osa o=UV , vrchol V a bod A na podstavné

hraně; U [5; 5; 3], V [−3; 2; 7], A[4; 1; 6].

Rozbor úlohy Prostorový princip řešeńı

1. ρ; ρ ⊥ o, A ∈ ρ

2. S; S=ρ ∩ o

3. k; kružnice k(S, r=|SA|) v rovině ρ

4. rotačńı kužel
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Geometrie 7. Konstrukčńı úlohy v Mongeově promı́táńı

Konstrukce

• podle zadáńı sestrojme sdružené pr̊uměty A1, A2, o1=U1V1, o2=U2V2 bodu A, osy o=UV

a vrcholu V ∈ o

O1,2
x1,2

U1

U2

V1

V2

o1

o2

A1

A2

- 125 -



7. Konstrukčńı úlohy v Mongeově promı́táńı Geometrie

• pomoćı hlavńı př́ımky Ihρ I. osnovy a jej́ıho nárysného stopńıku N sestrojme stopy

roviny ρ ⊥ o, A ∈ ρ: Ihρ
1 ⊥ o1, A1 ∈ Ihρ

1,
Ihρ

2 ‖ x, A2 ∈ Ihρ
2, dále je p̊udorys N1=

Ihρ
1 ∩ x

a nárys N2 lež́ı na ordinále a na př́ımce Ihρ
2; bodem N2 pak procháźı nárysná stopa

nρ
2 ⊥ o2 a p̊udorysná pρ

1 ‖ Ihρ
1 (nebo pρ

1 ⊥ o1) se s nárysnou stopou prot́ıná na ose x

O1,2 x1,2

U1

U2

V1

V2

o1

o2

A1

A2

N1

N2

Ih
ρ
1

Ih
ρ
2

p
ρ
1

n
ρ
2
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Geometrie 7. Konstrukčńı úlohy v Mongeově promı́táńı

• najděme pr̊useč́ık S osy o s rovinou ρ: př́ımkou o proložme pomocnou rovinu α ⊥ π,

tj. α1=o1, určeme jej́ı pr̊useč́ıky P, H se stopou pρ a hlavńı př́ımkou Ihρ, v pr̊umětu je

P1=pρ
1 ∩ α1 a H1=

Ihρ
1 ∩ α1, nárys P2 lež́ı na ordinále a na ose x, nárys H2 odvod́ıme po

ordinále na př́ımku Ihρ
2; nyńı můžeme sestrojit sdružené pr̊uměty pr̊usečnice a=α ∩ ρ

– pro p̊udorys je a1=P1H1=α1=o1 (kryćı př́ımka) a pro nárys plat́ı a2=P2H2; v nárysu

pak najdeme pr̊useč́ık S2=a2 ∩ o2 a po ordinále jej spust́ıme do p̊udorysu S1 ∈ o1; t́ım

jsme sestrojili střed S=o ∩ ρ podstavy konstruovaného rotačńıho kuželu

O1,2 x1,2

U1

U2

V1

V2

o1

o2

A1

A2
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N2

Ih
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1

Ih
ρ
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7. Konstrukčńı úlohy v Mongeově promı́táńı Geometrie

• ve sklopeńı p̊udorysně promı́taćı roviny úsečky AS určeme jej́ı skutečnou délku: sestro-

jme sklopené polohy (A), (S) bod̊u A, S a zjist́ıme t́ım poloměr r = |SA| = |(S)(A)|

podstavy

O1,2 x1,2

U1

U2

V1

V2

o1

o2

A1

A2

N1

N2

Ih
ρ
1

Ih
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2
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α1=a1=

S1

S2
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r
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Geometrie 7. Konstrukčńı úlohy v Mongeově promı́táńı

• obvyklým zp̊usobem zobrazme sdružené pr̊uměty podstavné kružnice k(S, r) ⊆ ρ: hlavńı

vrcholy elipsy k1 resp. k2 lež́ı ve vzdálenosti poloměru r na kolmici k př́ımce o1 resp. o2

vedené bodem S1 resp. S2, ke konstrukci vedleǰśıch vrchol̊u v obou pr̊umětech užijeme

proužkové konstrukce (v p̊udorysu je užito rozd́ılové, v nárysu součtové varianty, v́ıce

viz na straně 196) a sdružených pr̊umět̊u A1, A2 bodu A ∈ k

O1,2 x1,2

U1

U2

V1

V2

o1
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1
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7. Konstrukčńı úlohy v Mongeově promı́táńı Geometrie

• na závěr zbývá dokončit obrys kuželu v obou pr̊umětech, tj. sestrojit tečny z bod̊u

V1, V2 k elipsám k1, k2, a určit viditelnost; obrysové tečny je možno sestrojit pomoćı

ohniskových vlastnost́ı elipsy (viz úloha Tečny k elipse daným bodem na straně 184)

nebo užit́ım osové afinity – obě varianty jsou však dosti pracné a při ručńım rýsováńı

”
háklivé” na přesnost; proto je dostačuj́ıćı tzv.

”
inženýrská konstrukce” tečny pouhým

přiložeńım prav́ıtka; vrchol V lež́ı výše nad p̊udorysnou než střed S podstavy, a část

podstavné kružnice je tud́ıž při pohledu shora skryta (část elipsy k1 mezi body dotyku

obrysových úseček je vyrýsována čárkovaně); naopak je střed S dále od nárysny než

vrchol V a v nárysu je tedy vidět celá podstavná kružnice (celá elipsa k2 je vytažena

plnou čarou)
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Geometrie 7. Konstrukčńı úlohy v Mongeově promı́táńı
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8. Úlohy k samostatnému řešeńı Geometrie

8. Úlohy k samostatnému řešeńı

Řešte v Mongeově promı́táńı.

1. Sestrojte rovnoramenný trojúhelńık ABC, jehož ramena lež́ı v rovinách α, β a jehož

základna AB lež́ı na př́ımce m = QR.

α(−6; 45◦; 75◦), β(6; 105◦; 135◦), Q[−3; 3,5; 3,5], R[3; 1; 3,5]

2. Stanovte paprsek tak, aby procházel bodem A a po odrazu na rovině ρ procházel bo-

dem B.

A[−3;−1; 6], B[2; 1; 8], ρ(−5; 4; 3)

3. Sestrojte pravidelný čtyřboký jehlan ABCDV s osou o = MP a výškou v, je-li bod A

vrcholem jeho podstavy; zobrazte pouze jedno ze dvou možných řešeńı.

M [−1; 4; 5], P [6; 1; 0], v = 7, A[−1; 5; 1]

4. Sestrojte pravidelný pětiboký jehlan ABCDEV s podstavou o středu S a vrcholu A

v rovině ρ, je-li jeho výška v rovna délce podstavné hrany.

ρ(−4; 7; 5), S[1; 4; ?], A[2; 2; ?]

5. Sestrojte pravidelný šestiboký jehlan ABCDEFV s podstavou o středu S v rovině ρ,

jestliže jedna jeho bočńı stěna lež́ı v p̊udorysně π.

ρ(8; 9; 7), S[−1; ?; 3]

6. Zobrazte rovnoběžnostěn, jehož tři stěny lež́ı v rovinách ρ, σ a π a jeden jeho vrchol je

v bodě A.

ρ(−6; 6;−9), σ(8; 6;−20), A[−0,5; 4; 7]

7. Sestrojte krychli ABCDEFGH o hraně délky a, jej́ıž hrana AB lež́ı na př́ımce m = AP

a vrchol D je v nárysně ν; úloha má celkem 8 řešeńı, zobrazte pouze jedno z nich.

A[4; 3; 4], P [−1; 6; 0], a = 5

8. Sestrojte pravidelný pětiboký hranol ABCDEA′B′C ′D′E ′, jehož jedna podstava o stře-

du S lež́ı v rovině ρ a bod A′ je vrcholem druhé podstavy.

ρ(7; 8; 7), S[−1; ?; 4], A′[4; 5; 6]
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Geometrie 8. Úlohy k samostatnému řešeńı

9. Sestrojte kulovou plochu κ, která procháźı body A, B a jej́ıž střed S lež́ı na př́ımce

l = KL.

A[3; 5; 1], B[−1; 7; 3], K[4; 3; 3], L[−5; 6; 7]

10. Sestrojte kulovou plochu κ, pro niž je dán střed S a tečná rovina τ .

S[0; 5; 6], τ(−8; 4; 5)

11. Sestrojte kulovou plochu κ, jej́ıž střed S lež́ı na př́ımce p = MN a která se dotýká

př́ımky t = TQ v jej́ım bodě T .

M [−3; 5; 3], N [3; 5; 3], T [−2; 3; 5], Q[−5; 6; 2]

12. Sestrojte těleso, které vznikne rotaćı 4ABC kolem jeho strany AB.

A[8; 11; 9], B[−6; 2; 2], C[4; 4; 5]

13. Sestrojte rovnostranný kužel s podstavou o středu S v rovině ρ, je-li dán bod A na jeho

plášti.

ρ(−7; 4; 10), S[0; 2; ?], A[0; 5; 3]

14. Sestrojte rotačńı kužel, daný vrcholem V , středem S a poloměrem r podstavy.

V [−3; 8; 8], S[1,5; 4; 3,5], r = 3

15. Sestrojte rotačńı válec, jsou-li dány středy S, S ′ jeho podstav a poloměr r.

S[2; 5; 4], S ′[−3; 8; 8], r = 4

16. Sestrojte rotačńı válec výšky v, jehož podstavná kružnice k(S, r) lež́ı v rovině ρ; zobrazte

pouze jedno ze dvou existuj́ıćıch řešeńı.

ρ(−6; 7; 5), S[0; 3; ?], r = 3, v = 6

17. Zobrazte rotačńı válec, jsou-li dány body A, B, C jeho podstavné hrany a výška v.

A[−3; 3; 3], B[4; 8; 3], C[0; 1; 8], v = 5
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Kapitola 2. Pravoúhlá axonometrie Geometrie

Pravoúhlá axonometrie

Tematický obsah

• Zobrazeńı základńıch útvar̊u

◦ Základńı pojmy

◦ Zobrazeńı bodu, Zobrazeńı př́ımky, Zobrazeńı roviny

• Polohové úlohy

◦ Pr̊usečnice dvou rovin, Pr̊useč́ık př́ımky s rovinou

• Zobrazeńı kružnice (lež́ıćı v p̊udorysně)

• Zobrazeńı tělesa

◦ Pravidelný čtyřboký jehlan, Zářezová (Eckhartova) metoda

1. Zobrazeńı základńıch útvar̊u v pravoúhlé axonomet-

rii

1.1. Základńı pojmy
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Geometrie 1. Zobrazeńı základńıch útvar̊u v pravoúhlé axonometrii

Výklad

• na začátku mějme souřadnicový systém os x, y, z a rovin π, ν, µ s počátkem v bodě O

• axonometrická pr̊umětna ρ neńı rovnoběžná s žádnou souřadnicovou osou a ne-

procháźı počátkem; směr promı́táńı s je kolmý k ρ

• pr̊umětna ρ prot́ıná osy x, y, z po řadě v bodech X,Y, Z; ty tvoř́ı vrcholy tzv. axono-

metrického trojúhelńıka, který je vždy ostroúhlý; je-li tento trojúhelńık obecný resp.

rovnoramenný resp. rovnostranný, nazývá se př́ıslušná axonometrie trimetrie resp. di-

metrie resp. izometrie

X=X
a

Y =Y
a

Z=Z
a

• pravoúhlé pr̊uměty xa, ya, za os x, y, z se zobraźı jako výšky v trojúhelńıku XY Z a jejich

pr̊useč́ık Oa je tedy axonometrickým pr̊umětem počátku O

X=XaY =Y a

Z=Za

xaya

za

Oa

2
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1. Zobrazeńı základńıch útvar̊u v pravoúhlé axonometrii Geometrie

1.2. Zobrazeńı bodu

Výklad

• pravoúhlá axonometrie poskytuje obvykle názorněǰśı obrazy prostorových útvar̊u, ovšem

vynášeńı souřadnic je poměrně komplikovaná a časově zdlouhavá konstrukce

• axonometrická pr̊umětna má k souřadnicovým osám obecnou polohu, a je tedy třeba

zjistit zkráceńı délkové jednotky na pr̊umětech př́ıslušných os

• k tomu se nejčastěji použ́ıvá konstrukce otáčeńı souřadnicových rovin do axonometrické

pr̊umětny kolem stran axonometrického trojúhelńıka

• proto se také v praxi častěji už́ıvá dimetrie nebo izometrie, kdy se délková jednotka

zkrát́ı na pr̊umětech dvou nebo všech tř́ı souřadnicových os stejně

• jak již bylo naznačeno, axonometrický pr̊umět nějakého útvaru U označ́ıme vpravo

nahoře indexem a, tj. Ua; toto označeńı nedodrž́ıme pouze při popisu stop nějaké roviny,

takže např. axonometrický pr̊umět p̊udorysné stopy roviny ρ označ́ıme pρ (tj. jako v

prostoru) mı́sto pρa
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Geometrie 1. Zobrazeńı základńıch útvar̊u v pravoúhlé axonometrii

Řešené úlohy

Př́ıklad: Zobrazte pr̊umět bodu A[3; 4; 5] v pravoúhlé axonometrii dané trojúhelńıkem

4(6; 7; 8).

• axonometrický trojúhelńık XY Z je dán délkami svých stran (plat́ı |XY |=6, |Y Z|=7,

|ZX|=8), pr̊uměty xa, ya, za souřadnicových os x, y, z se zobraźı jako výšky, jejich pr̊u-

seč́ık Oa je pr̊umětem počátku O

X
Y

Z

xaya

za

Oa
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1. Zobrazeńı základńıch útvar̊u v pravoúhlé axonometrii Geometrie

• p̊udorysna π je otočena kolem př́ımky XY do axonometrické pr̊umětny; otočená poloha

(O) počátku O lež́ı na př́ımce za a na Thaletově kružnici nad pr̊uměrem XY ; otočené

polohy (x)=(O)X, (y)=(O)Y os x, y jsou tedy navzájem kolmé a lze je použ́ıt k vyneseńı

souřadnic

X
Y

Z

xaya

za

Oa

(O)

(x)(y)
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Geometrie 1. Zobrazeńı základńıch útvar̊u v pravoúhlé axonometrii

• v otočeńı naneseme x-ovou a y-ovou bodu A souřadnici a źıskáme tak body (3x) ∈ (x)

a (4y) ∈ (y); ty vrát́ıme po kolmićıch k př́ımce XY zpět na pr̊uměty xa, ya os x, y do

bod̊u 3a
x, 4

a
y; pomoćı rovnoběžek s př́ımkami xa, ya pak źıskáme axonometrický p̊udorys

Aa
1 bodu A

X
Y

Z

xaya

za

Oa

(O)

(x)(y)

(3x)

3a

x(4y)

4a

y

Aa

1
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1. Zobrazeńı základńıch útvar̊u v pravoúhlé axonometrii Geometrie

• nad bod Aa
1 naneseme ve směru př́ımky za z-ovou souřadnici, ovšem v př́ıslušném

zkráceńı; to zjist́ıme např. v otočeńı nárysny ν do axonometrické pr̊umětny kolem

př́ımky XZ: otočená poloha [O] počátku O lež́ı na př́ımce ya a na Thaletově kružnici

nad pr̊uměrem XZ a př́ımka [z]=[O]Z je otočenou polohou osy z; v otočeńı najdeme

bod [5z] ∈ [z] (kde |[O][5z]|=zA=5), po kolmici k př́ımce XZ jej vrát́ıme zpět do bodu

5a
z ∈ za a jeho vzdálenost od bodu Oa je pak hledaným zkráceńım z-ové souřadnice

bodu A, tj. |Aa
1A

a|=|Oa5a
z |

X
Y

Z

xaya

za

Oa

(O)

(x)(y)
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Geometrie 1. Zobrazeńı základńıch útvar̊u v pravoúhlé axonometrii

• na závěr jsou pro zaj́ımavost a větš́ı názornost doplněny axonometrické pr̊uměty Aa
2, A

a
3

nárysu A2 a bokorysu A3 a je tak sestrojen tzv. souřadnicový kvádr bodu A; tato

konstrukce již však neńı pro zobrazeńı bodu A v dané axonometrii nezbytně nutná. . .

X
Y

Z

xaya

za

Oa

(O)

(x)(y)

(3x)

3a

x(4y)

4a

y

Aa

1

[O]
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Aa
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Aa

3

2

- 141 -



1. Zobrazeńı základńıch útvar̊u v pravoúhlé axonometrii Geometrie

1.3. Zobrazeńı př́ımky

Výklad

• protože je vynášeńı souřadnic v pravoúhlé axonometrii dosti pracné a nákresna se

rychle zaplńı konstrukcemi, budeme v této a v daľśıch polohových úlohách pracovat

bez souřadnic

• pravoúhlá axonometrie bude zadána pouze tzv. osovým kř́ıžem a daľśı útvary budeme

volit libovolně vhodně

Řešené úlohy

Př́ıklad: V pravoúhlé axonometrii dané osovým kř́ıžem zobrazte př́ımku p=AB a najděte

jej́ı pr̊useč́ıky s rovinami π, ν, µ.
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Geometrie 1. Zobrazeńı základńıch útvar̊u v pravoúhlé axonometrii

• pro body A, B zvolme jejich axonometrické p̊udorysy Aa
1, B

a
1 a axonometrické pr̊uměty

Aa, Ba, přičemž plat́ı Aa
1A

a ‖ Ba
1B

a ‖ za; takto zvolené body lež́ı v tzv. prvńım ok-

tantu, tj. nad p̊udorysnou, před nárysnou a před bokorysnou

xa

ya

za

Oa

Aa

1

Aa

Ba

1

Ba

• sestrojme axonometrický pr̊umět pa=AaBa a axonometrický p̊udorys pa
1=Aa

1B
a
1 př́ımky

p=AB

xa
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za

Oa

Aa

1

Aa

Ba

1

Ba

pa

1

pa
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1. Zobrazeńı základńıch útvar̊u v pravoúhlé axonometrii Geometrie

• pr̊useč́ık P=p∩π je současně p̊udorysným stopńıkem př́ımky p a plat́ı pro něj P = P1 =

= p ∩ p1; v pr̊umětu je tud́ıž P a=P a
1 =pa ∩ pa

1 (bod P lež́ı v p̊udorysně, před nárysnou

a za bokorysnou, tj. na hranici 2. a 6. oktantu)

xa

ya

za

Oa

Aa

1

Aa

Ba

1

Ba

pa

1

pa

P a
=P a

1

• p̊udorys N1 nárysného stopńıku N=p ∩ ν muśı ležet na p̊udorysu p1 a na ose x; v pr̊u-

mětu je tedy Na
1 =pa

1 ∩ xa a pro bod Na plat́ı Na ∈ pa, Na
1 Na ‖ za (bod N lež́ı nad

p̊udorysnou, v nárysně a před bokorysnou, tj. na hranici 1. a 4. oktantu)

xa

ya

za

Oa
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1
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1
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1
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P a
=P a
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Geometrie 1. Zobrazeńı základńıch útvar̊u v pravoúhlé axonometrii

• analogicky lež́ı p̊udorys M1 nárysného stopńıku M=p ∩ µ na p̊udorysu p1 a na ose y;

v pr̊umětu je tedy Ma
1 =pa

1 ∩ ya a pro bod Ma plat́ı Ma ∈ pa, Ma
1 Ma ‖ za (bod M lež́ı

nad p̊udorysnou, před nárysnou a v bokorysně, tj. na hranici 1. a 2. oktantu)
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ya

za

Oa

Aa

1

Aa

Ba

1

Ba

pa

1

pa

P a
=P a

1

Na

1

Na

Ma

1

Ma

• předpokládáme-li, že souřadnicové roviny π, ν, µ jsou nepr̊uhledné (pohled do prvńıho

oktantu pak připomı́ná roh mı́stnosti), uvid́ıme př́ımky p, p1 pouze mezi nárysnou a

bokorysnou, a úsečky NaMa, Na
1 Ma

1 tedy vytáhneme plnou čarou, ostatńı části těchto

př́ımek znázorńıme čárkovaně

xa
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1
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1
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1. Zobrazeńı základńıch útvar̊u v pravoúhlé axonometrii Geometrie

1.4. Zobrazeńı roviny

Výklad

• při zobrazeńı roviny se nejčastěji uplatňuj́ı stopy roviny, tj. pr̊usečnice se souřadnico-

vými rovinami π, ν, µ, a hlavńı př́ımky všech tř́ı osnov

• právě při popisu stop a hlavńıch př́ımek je pravý horńı index rezervován pro označeńı

roviny, a proto je vynechán index a označuj́ıćı axonometrický pr̊umět

Řešené úlohy

Př́ıklad: V pravoúhlé axonometrii dané osovým kř́ıžem zobrazte bod R v rovině ρ; bod R je

dán svým p̊udorysem R1 a rovina ρ stopami.

• na př́ımkách xa, ya, za zvolme pr̊uměty Aa, Ba, Ca bod̊u A, B, C, v nichž prot́ıná rovina

ρ souřadnicové osy x, y, z; body A, B, C tvoř́ı tzv. stopńı trojúhelńık a určuj́ı stopy

pρ=AB, nρ=AC, mρ=BC roviny ρ

xa

ya

za

Oa

Aa

Ba

Ca

pρ

nρ

mρ

Ra

1
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Geometrie 1. Zobrazeńı základńıch útvar̊u v pravoúhlé axonometrii

• bod R ∈ ρ najdeme pomoćı hlavńı př́ımky Ihρ I. osnovy roviny ρ: pro jej́ı p̊udorys je

Ihρ
1 ‖ pρ, R1 ∈ Ihρ

1; na osách x, y najdeme p̊udorysy IN1=
Ihρ

1∩x, IM1=
Ihρ

1∩y nárysného

a bokorysného stopńıku, pro něž plat́ı IN ∈ nρ, IN1
IN ‖ z a IM ∈ mρ, IM1

IM ‖ z; pro

hlavńı př́ımku Ihρ= IN IM pak plat́ı Ihρ ‖ pρ; bod R najdeme na rovnoběžce s osou z

vedené p̊udorysem R1 a na př́ımce Ihρ; uvedený popis konstrukćı se vztahuje k situaci

v prostoru – v axonometrickém pr̊umětu plat́ı tytéž vztahy pro axonometrické pr̊uměty

př́ıslušných útvar̊u

xa

ya

za

Oa

Aa

Ba

Ca

pρ

nρ

mρ

Ra
1

INa
1

IMa
1

INa

IMa

Ra

Ihρ
1

Ihρ

/

/

/

• podobně lze použ́ıt hlavńı př́ımku IIhρ II. osnovy roviny ρ: pro jej́ı p̊udorys IIhρ
1 plat́ı

IIhρ
1 ‖ x, R1 ∈ IIhρ

1; bod IIP= IIP1=
IIhρ

1 ∩ pρ je p̊udorysným stopńıkem př́ımky IIhρ, pro

bokorysný stopńık IIM je IIM ∈ mρ, IIM1
IIM ‖ z, kde IIM1=

IIhρ
1∩y; bod R pak najdeme

nad svým p̊udorysem R1 na př́ımce IIhρ= IIP IIM , pro niž plat́ı IIhρ ‖ nρ

xa
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1
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=
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2. Polohové úlohy v pravoúhlé axonometrii Geometrie

• zcela analogicky postupujeme přes hlavńı př́ımku IIIhρ III. osnovy roviny ρ: pro jej́ı

p̊udorys IIIhρ
1 plat́ı IIIhρ

1 ‖ y, R1 ∈ IIIhρ
1; bod IIIP= IIIP1=

IIIhρ
1 ∩ pρ je p̊udorysným

stopńıkem př́ımky IIIhρ, pro nárysný stopńık IIIN je IIIN ∈ nρ, IIIN1
IIIN ‖ z, kde

IIIN1=
IIIhρ

1 ∩ x; bod R pak lež́ı nad svým p̊udorysem R1 na př́ımce IIIhρ= IIIP IIIN , pro

niž plat́ı IIIhρ ‖ mρ; tutéž úlohu jsme tak vyřešili třemi r̊uznými zp̊usoby
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pρ
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1
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IMa
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/

/
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IIP aIIP a
1
=

IIMa
1

IIMa
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1

IIhρ

||
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∼

IIIP a
=

IIIP a
1

IIINa
1

IIINa

IIIhρ
1

IIIhρ

|||

|||

≈

≈

2

2. Polohové úlohy v pravoúhlé axonometrii

2.1. Pr̊usečnice dvou rovin
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Geometrie 2. Polohové úlohy v pravoúhlé axonometrii

Výklad

• dvě r̊uznoběžné roviny se prot́ınaj́ı v př́ımce – k jej́ımu sestrojeńı tedy stač́ı sestrojit

alespoň dva společné body obou rovin

• v pravoúhlé axonometrii se nejčastěji už́ıvaj́ı pr̊useč́ıky př́ıslušných stop obou rovin;

neńı-li některá z rovin dána stopami, je možno použ́ıt princip kryćı př́ımky

Řešené úlohy

Př́ıklad: V pravoúhlé axonometrii dané osovým kř́ıžem najděte pr̊usečnici r rovin α a β;

roviny α, β jsou dány svými stopami.

• zadáńı: jeden vrchol stopńıho trojúhelńıka roviny β lež́ı na záporné části osy x

xa

ya

za

Oa

pα

nα
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2. Polohové úlohy v pravoúhlé axonometrii Geometrie

• najděme pr̊useč́ıky př́ıslušných stop obou rovin: P=pα ∩ pβ, N=nα ∩ nβ, M=mα ∩ mβ

(podle výše uvedeného výkladu stač́ı naj́ıt dva z těchto bod̊u); jsou to vlastně stopńıky

hledané pr̊usečnice r=α ∩ β

xa

ya

za

Oa

pα

nα

mα

pβ

nβ

mβ

P a

Na

Ma

• sestrojené body P, N, M lež́ı v jedné př́ımce, která je pr̊usečnićı r daných rovin α, β;

při přesném rýsováńı muśı také axonometrické pr̊uměty P a, Na, Ma bod̊u P, N, M ležet

v jedné př́ımce ra

xa

ya

za

Oa

pα

nα
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Na

Ma

ra
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Geometrie 2. Polohové úlohy v pravoúhlé axonometrii

2.2. Pr̊useč́ık př́ımky s rovinou

Výklad

• k sestrojeńı pr̊umětu pr̊useč́ıku dané př́ımky a roviny je třeba proložit zadanou př́ımkou

pomocnou rovinu; obecně lze tuto rovinu volit libovolně vhodně – v pravoúhlé axo-

nometrii se nejčastěji prokládá rovina kolmá k p̊udorysně π nebo k axonometrické

pr̊umětně (už́ıvá se t́ım tzv. kryćı př́ımka)

• je-li tedy dána př́ımka p a rovina ρ, proložme př́ımkou p rovinu α kolmou k π; pr̊usečnice

a rovin ρ a α pak prot́ıná př́ımku p v hledaném pr̊useč́ıku R př́ımky p s rovinou ρ

Řešené úlohy

Př́ıklad: V pravoúhlé axonometrii dané osovým kř́ıžem sestrojte pr̊useč́ık R př́ımky p s ro-

vinou ρ; př́ımka p je dourčena svým p̊udorysem, rovina ρ je dána svými stopami.
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2. Polohové úlohy v pravoúhlé axonometrii Geometrie

• zadáńı úlohy: pro př́ımku p je dán jej́ı axonometrický pr̊umět pa a axonometrický

p̊udorys pa
1, pro rovinu ρ jsou dány axonometrické pr̊uměty jej́ıch stop (jeden vrchol

stopńıho trojúhelńıka lež́ı v záporné části osy y)

xa
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pρ

nρ

mρ
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1

pa

• př́ımkou p proložme rovinu α ⊥ π: jej́ı p̊udorysná stopa pα splývá s p̊udorysem p1 př́ımky

p, bokorysná stopa mα ‖ z se s p̊udorysnou stopou prot́ıná na ose y
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Geometrie 2. Polohové úlohy v pravoúhlé axonometrii

• sestrojme pr̊usečnici a=PM rovin α a ρ, kde P=pα ∩ pρ a M=mα ∩mρ
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• př́ımky p a a se prot́ınaj́ı v bodě R, který je současně hledaným pr̊useč́ıkem př́ımky p

s rovinou ρ
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3. Zobrazeńı kružnice (lež́ıćı v p̊udorysně) v pravoúhlé axonometrii Geometrie

3. Zobrazeńı kružnice (lež́ıćı v p̊udorysně) v pravoúhlé

axonometrii

Výklad

• v pravoúhlé axonometrii lze poměrně snadno sestrojit pr̊umět kružnice dané středem a

poloměrem, která lež́ı v souřadnicové rovině nebo v rovině s ńı rovnoběžné

• pr̊umětem takové kružnice je elipsa, jej́ıž hlavńı osa je kolmá k pr̊umětu té souřadnicové

osy, která je normálou roviny dané kružnice; délka hlavńı poloosy je rovna poloměru

kružnice

• pro omezeńı vedleǰśı poloosy je možno poměrně snadno naj́ıt pr̊umět daľśıho bodu dané

kružnice a použ́ıt některou proužkovou konstrukci

• v následuj́ıćım př́ıkladě je zobrazen axonometrický pr̊umět kružnice k(S,r) lež́ıćı v p̊u-

dorysně

• je-li kružnice dána jinak (např. třemi body nebo středem a tečnou), je potřeba použ́ıt

otočeńı př́ıslušné souřadnicové roviny do axonometrické pr̊umětny
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Geometrie 3. Zobrazeńı kružnice (lež́ıćı v p̊udorysně) v pravoúhlé axonometrii

Řešené úlohy

Př́ıklad: V pravoúhlé axonometrii dané osovým kř́ıžem zobrazte kružnici k(S, r=3) lež́ıćı

v p̊udorysně π; střed S je dán svým axonometrickým pr̊umětem Sa.

• zadáńı úlohy

xa

ya

za

Oa

Sa

• je-li pr̊uměr AB kružnice k rovnoběžný s axonometrickou pr̊umětnou, pak při libovolné

volbě axonometrického trojúhelńıka XY Z bude AB ‖ AaBa ‖ XY a odtud vyplývá

AaBa ⊥ za; nav́ıc se na pr̊umětu pr̊uměru AB zachová délka úsečky a body Aa, Ba

(|AaBa|=2r) jsou tedy hlavńı vrcholy elipsy, která je pr̊umětem dané kružnice k

xa

ya

za

Oa

SaAa Ba

r
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3. Zobrazeńı kružnice (lež́ıćı v p̊udorysně) v pravoúhlé axonometrii Geometrie

• rovnoběžky s osami y, x vedené po řadě body A, B jsou navzájem kolmé a podle Tha-

letovy věty se prot́ınaj́ı v bodě M kružnice k; v pr̊umětu se rovnoběžnost zachová

(kolmost obecně nikoliv) a bod Ma je daľśım bodem konstruované elipsy ka (speciálně

p̊uĺı-li př́ımka za úhel mezi xa a ya, je bod Ma vedleǰśım vrcholem elipsy ka a daľśı krok

této konstrukce je možno přeskočit)

xa

ya

za

Oa

SaAa Ba

r

Ma

/

/

||

||

• vedleǰśı vrcholy Ca, Da jsou sestrojeny pomoćı proužkové konstrukce (součtové, v́ıce

viz na straně 196): pro bod 1 na vedleǰśı ose elipsy je |1Ma|=|AaSa|=r, př́ımka 1Ma

prot́ıná hlavńı osu AaBa v bodě 2 a délka vedleǰśı poloosy elipsy ka je rovna délce úsečky

2Ma

xa
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Geometrie 3. Zobrazeńı kružnice (lež́ıćı v p̊udorysně) v pravoúhlé axonometrii

• na závěr je vyrýsována elipsa ka, která je pr̊umětem kružnice k(S, r=3) ⊆ π
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4. Zobrazeńı tělesa v pravoúhlé axonometrii Geometrie

4. Zobrazeńı tělesa v pravoúhlé axonometrii

4.1. Pravidelný čtyřboký jehlan

Výklad

• v následuj́ıćım př́ıkladě je pravoúhlá axonometrie určena osovým kř́ıžem, a to konkrétně

pomoćı velikost́ı úhl̊u, které sv́ıraj́ı kladné směry pr̊umět̊u souřadnicových os

• pro vyneseńı souřadnic je pak možno zvolit axonometrický trojúhelńık libovolně velký,

pouze je potřeba dodržet kolmost jeho stran k odpov́ıdaj́ıćım pr̊umět̊um souřadnicových

os

• r̊uzné volby axonometrického trojúhelńıka znamenaj́ı v prostoru posun axonometrické

pr̊umětny ve směru promı́táńı, a nemaj́ı tud́ıž vliv na výslednou polohu promı́taných

objekt̊u
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Geometrie 4. Zobrazeńı tělesa v pravoúhlé axonometrii

Řešené úlohy

Př́ıklad: V pravoúhlé axonometrii sestrojte pravidelný čtyřboký jehlan ABCDV , pro který

je dán hlavńı vrchol V a jehož podstava o vrcholu A lež́ı v p̊udorysně π; V [4; 4; 7], A[1; 2,5; 0],

axo: <) (x, z)=135◦, <) (y, z)=120◦.

• zvolme nejprve svisle pr̊umět za osy z, na něm pr̊umět Oa počátku O a kladné směry

pr̊umět̊u xa, ya os x, y sestrojme pod zadanými úhly 135◦ a 120◦ od kladného směru

pr̊umětu osy z

xaya

za

Oa

135
◦

120
◦
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4. Zobrazeńı tělesa v pravoúhlé axonometrii Geometrie

• nyńı proved’me volbu axonometrického trojúhelńıka XY Z: nejprve zvolme jeho stranu

XY ⊥ za, doplňme stranu XZ ⊥ ya a potom už je nutně ZY ⊥ xa; jak bylo uvedeno

výše, na velikosti trojúhelńıka XY Z nezáviśı pr̊umět daného objektu; některé strany se

ovšem použ́ıvaj́ı při otáčeńı souřadnicových rovin do axonometrické pr̊umětny, proto je

vhodné nevolit axonometrický trojúhelńık př́ılǐs velký ani př́ılǐs malý

xaya

za

Oa

135
◦

120
◦

X
Y

Z
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Geometrie 4. Zobrazeńı tělesa v pravoúhlé axonometrii

• pomoćı Thaletovy kružnice nad pr̊uměrem XY sestrojme otočenou polohu (O) ∈ za

počátku O a otočené polohy (x)=(O)X, (y)=(O)Y souřadnicových os x, y; v otočeńı

vynesme souřadnice zadaného vrcholu A podstavy a středu S podstavy, který lež́ı v π

pod vrcholem V a je tud́ıž S[4; 4; 0]; źıskáme tak jejich otočené polohy (A), (S)
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4. Zobrazeńı tělesa v pravoúhlé axonometrii Geometrie

• v otočeńı doplňme zbývaj́ıćı vrcholy (C), (B), (D) čtverce, který je dán středem (S) a

vrcholem (A) (v otočeńı jsou strany čtverce vyrýsovány čerchovaně)
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Geometrie 4. Zobrazeńı tělesa v pravoúhlé axonometrii

• axonometrické pr̊uměty vrchol̊u čtverce sestroj́ıme užit́ım kolmé osové afinity, jej́ıž osou

je př́ımka XY a v ńıž si odpov́ıdaj́ı body (O) a Oa: př́ımka (O)(B) prot́ıná osu afinity

XY v samodružném bodě 1 a pr̊umět Ba vrcholu B je tedy pr̊useč́ıkem př́ımky Oa1

s kolmićı k ose afinity vedenou bodem (B); analogicky postupujeme dál a pomoćı sa-

modružných bod̊u 2,3 doplńıme pr̊uměty Aa, Da vrchol̊u A, D; pro zachováńı přesnosti

je nyńı lepš́ı naj́ıt střed Sa úsečky BaDa (je také Sa(S) ⊥ XY ) a bod Ca sestrojit

souměrně s bodem Aa podle středu Sa (opět plat́ı Ca(C) ⊥ XY ); pr̊umětem čtverce

ABCD je tedy rovnoběžńık AaBaCaDa o středu Sa; viditelnost jeho stran je v obrázku

vyznačena již s ohledem na daľśı konstrukce

xaya

za

Oa

135◦
120◦

X
Y

Z

(O)

(x)(y)

(A)

(S)

(C)

(B)

(D)

1

Ba

2

Aa

3

Da
Sa

Ca

- 163 -



4. Zobrazeńı tělesa v pravoúhlé axonometrii Geometrie

• zbývá sestrojit hlavńı vrchol V : pomoćı Thaletovy kružnice nad pr̊uměrem XZ sestro-

jme otočenou polohu [O] ∈ ya počátku O a otočenou polohu [z]=[O]Z osy z; v otočeńı

nanesme z-ovou souřadnici bodu V (zV =7) a źıskáme tak bod [7z]; po kolmici k př́ımce

XZ jej vrat’me zpět do pr̊umětu do bodu 7a
z a velikost úsečky Oa7a

z (zkráceńı sedmi

jednotek ve směru pr̊umětu osy z) nanesme nad bod Sa, č́ımž dostaneme hledaný bod

V a; je tedy SaV a ‖ za a |SaV a|=|Oa7a
z |
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Geometrie 4. Zobrazeńı tělesa v pravoúhlé axonometrii

• na závěr vytáhneme pr̊uměty zbývaj́ıćıch hran jehlanu s ohledem na viditelnost; zřejmě

neńı vidět vrchol A a žádná hrana, která z něj vycháźı; i když se to podle pr̊umětu

nezdá, sestrojený jehlan je poměrně št́ıhlý a vysoký – zadaná axonometrie totiž dost

zkresluje ve směru pr̊umětu osy z
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4. Zobrazeńı tělesa v pravoúhlé axonometrii Geometrie

4.2. Zářezová (Eckhartova) metoda

Výklad

• mějme dány sdružené pr̊uměty nějakého tělesa, např. v obrázku a) je dán p̊udorys a

nárys pravidelného čtyřbokého jehlanu ABCDV

• odtrhněme od sebe p̊udorys a nárys, vhodně je pootočme a zvolme axonometrický

pr̊umět jednoho bodu – v obrázku b) je to pr̊umět Oa počátku O

• pomoćı pr̊useč́ık̊u odpov́ıdaj́ıćıch si rovnoběžek s př́ımkami O1O
a a O2O

a proved’me

zářez daného tělesa – viz obrázek c)

• źıskáme tak axonometrický pr̊umět objektu, obecně se ovšem jedná o tzv. kosoúhlou

axonometrii, u ńıž může při nevhodné volbě doj́ıt k nepřirozenému zkresleńı

• následuj́ıćı př́ıklad ukazuje užit́ı naznačené zářezové metody (často také nazývané

Eckhartova metoda) v pravoúhlé axonometrii
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Geometrie 4. Zobrazeńı tělesa v pravoúhlé axonometrii

Řešené úlohy

Př́ıklad: V pravoúhlé axonometrii 4(7; 8; 9) zobrazte pomoćı zářezové metody těleso, jsou-li

dány jeho sdružené pr̊uměty.

• podle zadáńı je sestrojen axonometrický trojúhelńık XY Z (|XY |=7, |Y Z|=8, |ZX|=9)

a pr̊uměty xa, ya, za souřadnicových os x, y, z jako jeho výšky (tj. xa ⊥ Y Z a X ∈ xa,

ya ⊥ XZ a Y ∈ ya, za ⊥ XY a Z ∈ za); pr̊umět Oa počátku O je společným pr̊useč́ıkem

př́ımek xa, ya, za a tedy tzv. ortocentrem ∆XY Z

XY

Z

xaya

za

Oa
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4. Zobrazeńı tělesa v pravoúhlé axonometrii Geometrie

• pomoćı Thaletovy p̊ulkružnice nad pr̊uměrem XY proved’me otočeńı p̊udorysny ko-

lem př́ımky XY do axonometrické pr̊umětny, podobně jako při př́ıpravě na vynášeńı

souřadnic; v tomto př́ıpadě ovšem uvažujme otočeńı o menš́ı úhel a otočenou polohu

(O) počátku O sestrojme na kladné části pr̊umětu za osy z; slabě čerchovaně doplňme

otočené polohy (x)=(O)X, (y)=(O)Y souřadnicových os x, y

XY

Z

xaya

za
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(O)

(x)(y)
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Geometrie 4. Zobrazeńı tělesa v pravoúhlé axonometrii

• v pravoúhlé axonometrii se často otočené polohy zobrazovaných útvar̊u kryj́ı s výsledným

axonometrickým pr̊umětem objektu; abychom se tomu vyhnuli, proved’me pomocné

vysunut́ı otočeného p̊udorysu ve směru př́ımky za: na záporné části pr̊umětu osy z

zvolme pomocný p̊udorys O1 a ved’me j́ım pomocné p̊udorysy x1 ‖ (x), y1 ‖ (y); do

takto posunutého otočeného p̊udorysu ještě zakresleme skutečný p̊udorys daného tělesa

– pravidelného čtyřbokého jehlanu ABCDV
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4. Zobrazeńı tělesa v pravoúhlé axonometrii Geometrie

• předchoźı dva kroky proved’me analogicky pro nárys objektu: nejprve připravme otočené

polohy [O], [x]=[O]X, [z]=[O]Z počátku O a souřadnicových os x, z; uvažujme otočeńı

nárysny kolem př́ımky XZ do axonometrické pr̊umětny opět o menš́ı z obou možných

úhl̊u, bod [O] lež́ı tedy na kladné části pr̊umětu ya osy y a na Thaletově p̊ulkružnici

nad pr̊uměrem XZ

XY

Z

xaya

za

Oa

(O)

(x)(y)
O1D1=

A1

B1

C1

V1S1=

x1

y1

[O]

[x]

[z]

- 170 -



Geometrie 4. Zobrazeńı tělesa v pravoúhlé axonometrii

• na záporné části pr̊umětu ya osy y zvolme pomocný nárys O2 počátku O a ved’me j́ım

pomocné nárysy x2 ‖ [x], z2 ‖ [z]; do tohoto vysunutého otočeného nárysu doplňme

nezkreslený nárys daného jehlanu ABCDV
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4. Zobrazeńı tělesa v pravoúhlé axonometrii Geometrie

• nyńı je vše připraveno pro konečný zářez tělesa z jeho vysunutého otočeného p̊udorysu

a nárysu; konstrukci popǐsme pro hlavńı vrchol V jehlanu, pr̊uměty ostatńıch vrchol̊u

se sestroj́ı analogicky: pomocným p̊udorysem V1 ved’me rovnoběžku s př́ımkou za, po-

mocným nárysem V2 ved’me rovnoběžku s př́ımkou ya a pr̊useč́ık těchto rovnoběžek je

axonometrickým pr̊umětem V a vrcholu V ; podobně najdeme pr̊uměty zbývaj́ıćıch vr-

chol̊u; na závěr vytáhneme pr̊uměty viditelných hran tlustě a pr̊uměty neviditelných

hran čárkovaně
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Geometrie Kapitola 3. Křivky

Křivky

Tematický obsah

• Kuželosečky

◦ Definice a ohniskové vlastnosti elipsy

◦ Afinńı vztah kružnice a elipsy (trojúhelńıková, proužkové a Rytzova konstrukce)

◦ Definice a ohniskové vlastnosti hyperboly

◦ Definice, ohniskové vlastnosti a jedna užitečná konstrukce paraboly

◦ Konstrukce kuželoseček z daných podmı́nek

• Šroubovice

◦ Šroubovice v Mongeově promı́táńı

• Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Kuželosečky

Výklad

• souhrnný název pro křivky, které se objevuj́ı při rovinných řezech na rotačńı kuželové

ploše

• dále jsou uvedeny pouze tzv. regulárńı kuželosečky (vyjma kružnice), jejichž rovina

neprocháźı vrcholem kuželové plochy

• pro naše potřeby jsou však na následuj́ıćıch stránkách tyto křivky definovány př́ımo

v rovině pomoćı tzv. ohniskových definic
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1. Kuželosečky Geometrie

1.1. Elipsa

Výklad

1.1.1. Definice a ohniskové vlastnosti

• prostorová definice (viz obrázek vlevo nahoře): elipsa je pr̊usečnou křivkou rovinného

řezu na rotačńı kuželové ploše, jestliže řezná rovina neńı kolmá k ose rotačńı kuželové

plochy a rovina s ńı rovnoběžná jdoućı vrcholem má s kuželovou plochou společný

pouze vrchol (nebo jinak: odchylka roviny řezu od osy je větš́ı než odchylka povrchových

př́ımek)

• ohnisková definice (viz obrázek vpravo nahoře, který ukazuje tzv. zahradnickou kon-

strukci elipsy): elipsa e je množinou všech bod̊u v dané rovině ρ, jejichž součet

vzdálenost́ı od dvou r̊uzných pevných bod̊u F1, F2 je roven danému č́ıslu 2a, které je

větš́ı než vzdálenost bod̊u F1, F2; symbolicky zapsáno:

e = {X ∈ ρ; |F1X|+ |F2X| = 2a, 0 < |F1F2| < 2a}
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Geometrie 1. Kuželosečky

Konstrukce a základńı pojmy

• na vodorovné př́ımce o1 zvolme bod S a od něj na obě strany souměrně nanesme dvě

libovolně zvolené vzdálenosti; bližš́ı body označme F1, F2 a nazvěme je ohnisky elipsy,

oněmi pevnými body, o nichž se mluv́ı v ohniskové definici; vzdáleněǰśı body označme

A, B a necht’ pro jejich vzdálenost plat́ı |AB| = 2a; pak je |F1A| + |F2A| = |F1A|+

+|F1B| = 2a, a podle definice je bod A bodem elipsy e; totéž lze ukázat pro bod B a

body A, B se nazývaj́ı hlavńı vrcholy elipsy (elipsa v nich má největš́ı křivost); př́ımka

o1 = AB = F1F2 je hlavńı osa elipsy a bod S je jej́ı střed (elipsa je podle něj středově

souměrná)

SF1 F2A B o1
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1. Kuželosečky Geometrie

• sestrojme daľśı obecné body elipsy: na úsečce F1F2 zvolme pomocný bod R, vezměme

do kruž́ıtka poloměr délky |AR| a opǐsme čtyři oblouky kružnic kolem ohnisek F1, F2;

změňme poloměr na délku |RB| a proved’me totéž – kolem ohnisek protněme předchoźı

čtyři oblouky; źıskáme tak čtyři body M1, M2, M3, M4, kde např. pro M2 plat́ı |F1M2|+

+|F2M2| = |AR|+ |RB| = 2a (analogicky pro M1, M3, M4); podle ohniskové definice tak

snadno můžeme jinou volbou bodu R konstruovat daľśı a daľśı body elipsy e; zvoĺıme-li

bod R v některém z ohnisek, dostaneme t́ımto zp̊usobem hlavńı vrcholy A, B; při volbě

bodu R (na hlavńı ose o1) mimo úsečku F1F2 se př́ıslušné kruhové oblouky neprotnou

a neźıskáme tak žádné daľśı body elipsy

SF1 F2A B o1R

M1 M2

M3M4
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Geometrie 1. Kuželosečky

• provedeme-li předchoźı konstrukci pro R = S, źıskáme pouze dva body – vedleǰśı

vrcholy C, D elipsy, které lež́ı na vedleǰśı ose o2 ⊥ o1, S ∈ o2; délka a = |SA| se

nazývá délka hlavńı poloosy a objevuje se také jako délka přepony F1C v tzv. cha-

rakteristickém trojúhelńıku F1SC elipsy; délka jeho odvěsny SC se nazývá délka

vedleǰśı poloosy b = |SC| a délka odvěsny F1S udává tzv. excentricitu (výstřednost)

e = |F1S| elipsy (pro e → 0 se elipsa bĺıž́ı kružnici, naopak pro e → a se elipsa bĺıž́ı

k úsečce); z pravoúhlého trojúhelńıka F1SC a Pythagorovy věty vyplývá vztah mezi

délkami poloos a excentricitou elipsy: a2 = e2 + b2
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1. Kuželosečky Geometrie

• pro daľśı konstrukce vyberme např. bod M2 a sestrojme př́ımky F1M2, F2M2, což jsou

tzv. pr̊uvodiče bodu M2; ty rozděĺı rovinu na čtyři úhly, vždy dva protěǰśı vrcholové

shodné; úhel, v němž lež́ı střed S (nebo úhel k němu vrcholový) označme ω̄ a nazvěme

ho vnitřńı úhel pr̊uvodič̊u bodu M2; některý z úhl̊u vedleǰśıch k úhlu ω̄ označme ω

a ř́ıkejme mu vněǰśı úhel pr̊uvodič̊u bodu M2
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Geometrie 1. Kuželosečky

• dá se dokázat, že osa t vněǰśıho úhlu ω pr̊uvodič̊u bodu M2 je současně tečnou elipsy

v bodě M2; př́ımka n ⊥ t je pak normálou elipsy v bodě M2 a současně osou vnitřńıho

úhlu ω̄ pr̊uvodič̊u bodu M2; to plat́ı v každém bodě elipsy a toto tvrzeńı je shrnuto

v dále uvedené Větě 1 (na straně 184)
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1. Kuželosečky Geometrie

• na základě předchoźıho odvod’me daľśı vlastnosti elipsy: sestrojme body Q1, Q2 souměr-

ně sdružené s ohnisky F2, F1 podle tečny t a označme př́ıslušné paty P1, P2 kolmic Q1F2,

Q2F1 spuštěných z ohnisek F2, F1 na tečnu t (tj. středy úseček Q1F2, Q2F1); z osové

souměrnosti pr̊uvodič̊u bodu M2 podle tečny t plyne, že bod Q1 lež́ı na př́ımce F1M2 a

bod Q2 padne na pr̊uvodič F2M2
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Geometrie 1. Kuželosečky

• d́ıky osové souměrnosti je |M2Q1| = |M2F2|, a tud́ıž plat́ı |F1Q1| = |F1M2|+ |M2Q1| =

= |F1M2| + |M2F2| = 2a; totéž lze ukázat v každém bodě elipsy, a všechny body

souměrně sdružené s ohniskem F2 podle tečen elipsy tedy lež́ı na tzv. ř́ıdićı kružnici

g1(F1, 2a); analogicky dostaneme |F2Q2| = 2a a můžeme sestrojit druhou ř́ıdićı kružnici

g2(F2, 2a), na ńıž lež́ı všechny body souměrně sdružené s ohniskem F1 podle tečen elipsy

(viz Věta 2 na straně 184); úsečky SP1, SP2 jsou po řadě středńı př́ıčky trojúhelńık̊u

F1F2Q1, F1F2Q2 a pro jejich délky tedy plat́ı: |SP1| = |F1Q1|
2

= a = |F2Q2|
2

= |SP2|;

obecně shrnuto, paty kolmic spuštěných z ohnisek elipsy na jej́ı tečny lež́ı na tzv. vr-

cholové kružnici v(S, a) (viz Věta 3 na straně 184)
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1. Kuželosečky Geometrie

• pro jednodušš́ı a pěkněǰśı vyrýsováńı elipsy sestrojme v jej́ıch vrcholech oblouky tzv.

hyperoskulačńıch kružnic: trojúhelńık ASC doplňme na obdélńık ASCE, vrcholem

E ved’me kolmici k úhlopř́ıčce AC a určeme jej́ı pr̊useč́ıky 1,2 s hlavńı a vedleǰśı osou

elipsy; bod 1, resp. 2, je pak středem oblouku hyperoskulačńı kružnice ve vrcholu A, resp.

ve vrcholu C (oblouky ve vrcholech B, D doplńıme souměrně podle středu S, konstrukce

neńı v obrázku provedena); tyto oblouky přibližně nahrazuj́ı pr̊uběh elipsy v bĺızkém

okoĺı vrchol̊u a jejich konstrukce výrazně přispěje k vytažeńı souměrné křivky (a ne

nějaké
”
brambory“); alternativńı zp̊usob konstrukce bod̊u 1,2 je popsán v následuj́ıćım

kroku

SF1 F2A B o1R

M1 M2
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• body 1,2 je možné sestrojit také takto: kolem vedleǰśıho vrcholu C opǐsme oblouk

kružnice o poloměru a = |SA| (procháźı oběma ohnisky) a protněme jej obloukem

kružnice o poloměru b = |SC| opsaným kolem hlavńıho vrcholu A; př́ımka, která spo-

juje pr̊useč́ıky sestrojených oblouk̊u (jedńım z nich je bod E), je pak kolmice k př́ımce

AC (kterou při použit́ı tohoto zp̊usobu neńı potřeba sestrojovat) a ta prot́ıná hlavńı

a vedleǰśı osu elipsy v bodech 1,2 ; na závěr je vytažena elipsa e, což lze provést od

ruky, nebo pomoćı vhodného křiv́ıtka, anebo užit́ım tzv. zahradnické konstrukce:

dva konce provázku délky |AB| = 2a se upevńı do ohnisek a pohybuj́ıćı se hrot tužky,

který naṕıná provázek, opisuje elipsu. . .
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1. Kuželosečky Geometrie

Věta 1

Tečna (normála) v bodě elipsy p̊uĺı př́ıslušný vněǰśı (vnitřńı) úhel pr̊uvodič̊u.

Věta 2

Množina všech bod̊u souměrně sdružených s jedńım ohniskem elipsy podle jej́ıch tečen je ř́ıdićı

kružnice elipsy o středu ve druhém ohnisku a poloměru 2a.

Věta 3

Množina všech pat kolmic spuštěných z ohnisek elipsy na jej́ı tečny je vrcholová kružnice

elipsy.

Řešené úlohy

Tečny k elipse daným bodem

Př́ıklad: Bodem X ved’te tečny k nenarýsované elipse e, která je dána hlavńımi a vedleǰśımi

vrcholy.

• zvolme střed S, vodorovně hlavńı osu o1, na ńı hlavńı vrcholy A, B, svisle vedleǰśı osu

o2 ⊥ o1 a na ńı vedleǰśı vrcholy C, D; rovněž zvolme bod X, z něhož pomoćı výše

uvedených vět povedeme tečny k zadané elipse

SA B o1

C

D

o2

X
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• nejprve doplňme ohniska F1, F2 elipsy: ta lež́ı na hlavńı ose o1 a na kružnici o poloměru

a = |SA| opsané kolem vedleǰśıho vrcholu C, tj. plat́ı |F1C| = |F2C| = a

SA B o1

C

D

o2

X

F1

F2

• podle Věty 2 (na straně 184) lež́ı body souměrně sdružené s ohniskem F2 podle hledaných

tečen na ř́ıdićı kružnici g1(F1, 2a = |AB|); současně muśı mı́t od bodu X vzdálenost

|F2X|, a muśı tedy ležet také na kružnici k(X, |F2X|)

SA B o1
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D
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X
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g1

k
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• kružnice g1, k se prot́ınaj́ı v bodech Q,Q′; středy P, P ′ úseček F2Q,F2Q
′ jsou paty kolmic

spuštěných z ohniska F2 na hledané tečny a podle Věty 3 (na straně 184) lež́ı také na

vrcholové kružnici v(S, a)

SA B o1

C

D

o2

X

F1

F2

g1

k

Q

Q′

P

P ′

v

• nyńı již můžeme sestrojit tečny t = XP, t′ = XP ′, pro které plat́ı: t ⊥ F2Q, t′ ⊥ F2Q
′
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• pro body T, T ′ dotyku tečen t, t′ s elipsou plat́ı: T = t ∩ F1Q, T ′ = t′ ∩ F1Q
′; př́ımka

F1Q, resp. př́ımka F1Q
′, je vlastně jedńım z pr̊uvodič̊u bodu T , resp. bodu T ′

SA B o1

C

D

o2

X

F1

F2

g1

k

Q

Q′

P

P ′

v

t

t′

T

T ′

• nyńı již můžeme doplnit oblouky hyperoskulačńıch kružnic ve vrcholech a vyrýsovat

elipsu e, která se v bodech T, T ′ dotýká tečen t, t′ vedených z daného bodu X
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Alternativńı zp̊usob řešeńı: vystač́ıme pouze s vlastnostmi Věty 3 (na straně 184), tj. s nale-

zeńım pat P, P ′ kolmic spuštěných z ohniska F2 na hledané tečny; body P, P ′ muśı ležet na

vrcholové kružnici v(S, a) a současně na Thaletově kružnici sestrojené nad pr̊uměrem F2X;

pro body T, T ′ dotyku pak plat́ı: T ∈ t, F1T ‖ SP a T ′ ∈ t′, F1T
′ ‖ SP ′; roli obou ohnisek lze

také prohodit, zálež́ı na konkrétńım zadáńı a velikosti nákresny; zkuste si jako cvičeńı. . .

Diskuze: pokud se kružnice g1(F1, 2a), k(X, |XF2|) (př́ıpadně g2(F2, 2a), k(X, |XF1|)) prot́ı-

naj́ı ve dvou bodech, resp. se dotýkaj́ı v jednom bodě, resp. nemaj́ı žádný společný bod, pak

bod X lež́ı ve vněǰśı oblasti elipsy e, resp. bod X je bodem elipsy e, resp. bod X lež́ı ve vnitřńı

oblasti elipsy e, a lze j́ım vést dvě r̊uzné tečny, resp. jedinou (dvojnásobnou) tečnu, resp. j́ım

nelze vést žádnou tečnu k dané elipse e. Při alternativńım zp̊usobu řešeńı rozhoduje o počtu

tečen vzájemná poloha vrcholové kružnice v(S, a) a Thaletovy kružnice nad pr̊uměrem F2X

nebo F1X.
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Tečny k elipse daného směru

Př́ıklad: K nenarýsované elipse e, která je dána hlavńımi a vedleǰśımi vrcholy, ved’te tečny

směru s (tj. rovnoběžné s př́ımkou s).

• zvolme střed S, vodorovně hlavńı osu o1, na ńı hlavńı vrcholy A, B, svisle vedleǰśı osu

o2 ⊥ o1 a na ńı vedleǰśı vrcholy C, D; rovněž zvolme směr s, s ńımž maj́ı být hledané

tečny rovnoběžné

SA B o1

C

D

o2
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• nejprve doplňme ohniska F1, F2 elipsy: ta lež́ı na hlavńı ose o1 a na kružnici o poloměru

a = |SA| opsané kolem vedleǰśıho vrcholu C, tj. plat́ı |F1C| = |F2C| = a

SA B o1

C

D

o2

s

F1 F2
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• podle Věty 2 (na straně 184) lež́ı body souměrně sdružené s ohniskem F2 podle hledaných

tečen na ř́ıdićı kružnici g1(F1, 2a = |AB|); současně muśı ležet na kolmici k vedené

ohniskem F2 kolmo k danému směru s; alternativně bychom mohli hledat body souměrně

sdružené s ohniskem F1, které muśı ležet na ř́ıdićı kružnici g2(F2, 2a) a na př́ımce vedené

t́ımto ohniskem kolmo ke směru s
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• př́ımka k prot́ıná kružnici g1 v bodech Q, Q′; středy P, P ′ úseček F2Q,F2Q
′ jsou paty

kolmic spuštěných z ohniska F2 na hledané tečny a podle Věty 3 (na straně 184) lež́ı

také na vrcholové kružnici v(S, a); při řešeńı této úlohy bychom vystačily pouze s Větou

3 a tedy s body P, P ′ = k ∩ v; to v př́ıpadě, že některý z bod̊u Q,Q′ vycháźı mimo

nákresnu; my zde ovšem chceme demonstrovat také užit́ı vlastnost́ı Věty 2
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• nyńı již můžeme sestrojit tečny t, t′, kde t ‖ t′ ‖ s (tj. t ⊥ k, t′ ⊥ k) a P ∈ t, P ′ ∈ t′;

zv́ıdavý čtenář si může do obrázku dokreslit alternativńı variantu řešeńı: paty kolmice

vedené ohniskem F1 kolmo ke směru s padnou na sestrojené tečny t, t′ a současně na

vrcholovou kružnici v(S, a)
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• pro body T, T ′ dotyku tečen t, t′ s elipsou plat́ı: T = t ∩ F1Q, T ′ = t′ ∩ F1Q
′; př́ımka

F1Q, resp. př́ımka F1Q
′, je vlastně jedńım z pr̊uvodič̊u bodu T , resp. bodu T ′; současně

plat́ı F1T ‖ SP, F1T ‖ SP ′ a nav́ıc jsou tečny t ‖ t′ středově souměrné podle středu

S elipsy, z čehož vyplývá S ∈ TT ′; v této úloze je tedy možné sestrojit pouze jedno

řešeńı na základě ohniskových vlastnost́ı a druhé lze snadno doplnit pomoćı středové

souměrnosti; konstrukce vztahuj́ıćı se k užit́ı alternativńıho řešeńı pomoćı druhého oh-

niska jsou přenechány čtenáři jako cvičeńı...
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• nyńı již můžeme doplnit oblouky hyperoskulačńıch kružnic ve vrcholech a vyrýsovat

elipsu e, která se v bodech T, T ′ dotýká tečen t, t′ rovnoběžných s daným směrem s
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Diskuze: Ř́ıdićı kružnice g1(F1, 2a) a př́ımka k, vedená ohniskem F2 kolmo k libovolně danému

směru s, se vždy prot́ınaj́ı právě ve dvou bodech, a úloha má tud́ıž vždy právě dvě řešeńı

souměrná podle středu S elipsy e; k témuž závěru lze doj́ıt při užit́ı alternativńıch zp̊usob̊u

řešeńı – tj. pomoćı druhé ř́ıdićı kružnice g2, nebo pomoćı vrcholové kružnice v.
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1. Kuželosečky Geometrie

1.2. Afinńı vztah kružnice a elipsy

Výklad

• rovnoběžným pr̊umětem kružnice do roviny je v obecném př́ıpadě elipsa; speciálně se

může kružnice promı́tnout do kružnice nebo do úsečky

• daná kružnice k a jej́ı rovnoběžný pr̊umět – elipsa k′ – si odpov́ıdaj́ı v prostorové osové

afinitě mezi rovinami obou křivek; rovnoběžným pr̊umětem této prostorové osové afinity

do nějaké roviny ρ je osová afinita v této rovině ρ

• na základě tohoto afinńıho vztahu mezi kružnićı a elipsou lze odvodit některé užitečné

konstrukce elipsy

1.2.1. Trojúhelńıková a proužkové konstrukce elipsy

A′ B′SA= =B

C ′

D′

C

D

o

k′

k

k+

M ′

M

M+

M∗

O

I

II

1

2

• pravoúhlá osová afinita mezi kružnićı k a elipsou k′ je dána takto: osou o afinity je hlavńı

osa elipsy k′, dvojici odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u tvoř́ı body C ∈ k a C ′ ∈ k′ na vedleǰśı ose

• potom lze daľśı body elipsy k′ sestrojovat pomoćı tzv. trojúhelńıkové konstrukce

– na kružnici k zvolme bod M
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– označme M+ pr̊useč́ık polopř́ımky SM s kružnićı k+(S, |SC ′|)

– bodem M+ ved’me rovnoběžku s osou o a bodem M kolmici k ose o afinity; jejich

pr̊useč́ık M ′ je pak bodem elipsy k′ (to lze odvodit z vlastnost́ı charakteristiky

dané osové afinity: |M ′M∗|
|MM∗| = |M+S|

|MS| = |SC′|
|SC| )

• součtová proužková konstrukce

– sestrojený bod M’ spojme se středem O úsečky MM+

– tato spojnice prot́ıná vedleǰśı a hlavńı osu elipsy k′ v bodech 1, 2, pro něž plat́ı:

|1M ′| = |SM |, což je délka hlavńı poloosy, a |2M ′| = |SM+|, což je délka vedleǰśı

poloosy elipsy k′

– kdybychom úsečku 12 (jej́ı délka je součtem délek hlavńı a vedleǰśı poloosy) spolu

s dělićım bodem M ′ přenesli na proužek paṕıru a j́ım pak pohybovali tak, aby

bod 1 ležel stále na vedleǰśı resp. bod 2 na hlavńı ose elipsy, potom bod M ′ bude

opisovat elipsu k′

• rozd́ılová proužková konstrukce

– sestrojeným bodem M ′ ved’me rovnoběžku s př́ımkou SM

– ta protne vedleǰśı a hlavńı osu elipsy k’ v bodech I, II, pro které plat́ı: |IM ′| =

= |SM |, což je délka hlavńı poloosy, a |IIM ′| = |SM+|, což je délka vedleǰśı poloosy

elipsy k′

– kdybychom úsečku III (jej́ı délka je rozd́ılem délek hlavńı a vedleǰśı poloosy)

spolu s prodloužeńım do bodu M ′ nanesli na proužek paṕıru a j́ım pak pohybovali

tak, aby bod I ležel stále na vedleǰśı resp. bod II na hlavńı ose elipsy, potom bod

M ′ bude opět opisovat elipsu k′
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1.2.2. Užit́ı proužkových konstrukćı

Řešené úlohy

Př́ıklad: Sestrojte vedleǰśı vrcholy C, D elipsy e, která je dána hlavńımi vrcholy A, B a

obecným bodem M .

• pro elipsu e zvolme střed S a souměrně podle něj hlavńı vrcholy A, B na hlavńı ose o1;

doplňme vedleǰśı osu o2 ⊥ o1, S ∈ o2 a obecný bod M tak, aby bylo |SM | < |SA|

o1

o2

A BS

M

• kolem zvoleného bodu M opǐsme oblouk pomocné kružnice o poloměru délky a = |SA|

hlavńı poloosy a najděme jej́ı pr̊useč́ıky 1, I s vedleǰśı osou o2

o1

o2

A BS

M

I

1

a

a
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• př́ımka 1M , resp. př́ımka IM , prot́ıná hlavńı osu o1 v bodě 2, resp. v bodě II, přičemž

|2M | = |IIM | = b je podle předchoźıho délka vedleǰśı poloosy sestrojované elipsy e

o1

o2

A BS

M

I

1

a

a

b

II 2

• nyńı již můžeme snadno doplnit vedleǰśı vrcholy C, D ∈ o2, |SC| = |SD| = b, a (nejlépe

za pomoci hyperoskulačńıch kružnic ve vrcholech, tato konstrukce ovšem neńı v obrázku

provedena) vyrýsovat elipsu e; pro řešeńı úlohy zřejmě stač́ı použ́ıt bud’ pouze součtovou

(body 1, 2) nebo pouze rozd́ılovou variantu (body I, II) některé z proužkových kon-

strukćı. . .
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1.2.3. Sdružené pr̊uměry kružnice a elipsy

Výklad

S

kK

L

M

N

S′

k′

K ′

L′

M ′

N ′

osová afinita

rovnoběžné
promítání

• dva pr̊uměry kružnice nebo elipsy se nazývaj́ı sdružené, právě když tečny v krajńıch

bodech jednoho pr̊uměru jsou rovnoběžné s druhým pr̊uměrem

• sdruženost pr̊uměr̊u se rovnoběžným promı́táńım a tedy i osovou afinitou zachovává

• u kružnice jsou každé dva sdružené pr̊uměry současně navzájem kolmé

• u elipsy existuje jediná dvojice sdružených a současně kolmých pr̊uměr̊u – na hlavńı a

vedleǰśı ose

1.2.4. Rytzova konstrukce

• ukazuje, jak lze sestrojit hlavńı a vedleǰśı vrcholy elipsy, která je dána pomoćı dvojice

svých sdružených pr̊uměr̊u
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M ′
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K ′
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N ′

N

L′

L

- 200 -



Geometrie 1. Kuželosečky

• kružnice k a elipsa k′ si odpov́ıdaj́ı v pravoúhlé osové afinitě, jej́ıž osou o je hlavńı osa

elipsy a v ńıž se bod C zobraźı na bod C ′

• zvolme dvojici kolmých (a tedy i sdružených) pr̊uměr̊u KL, MN kružnice k a pomoćı

trojúhelńıkové konstrukce sestrojme odpov́ıdaj́ıćı sdružené pr̊uměry K ′L′, M ′N ′ elipsy k′

• doplńıme-li trojúhelńık MM ′M+ bodem M˜na obdélńık, pak plat́ı SM˜⊥ K ′L′ a pro

střed O obdélńıka MM ′M+M˜je |OS| = |O1| = |O2|

• na základě těchto vztah̊u lze odvodit tzv. Rytzovu konstrukci, jej́ıž použit́ı předve-

deme na následuj́ıćım př́ıkladě

Řešené úlohy

Př́ıklad: Sestrojte hlavńı a vedleǰśı vrcholy elipsy k′, která je dána dvojićı sdružených

pr̊uměr̊u K ′L′, M ′N ′.

• zvolme dvojici obecných (tj. ne kolmých) sdružených pr̊uměr̊u K ′L′, M ′N ′ elipsy k′,

které se prot́ınaj́ı v jej́ım středu S; pro lepš́ı orientaci a porozuměńı je ponecháno

označeńı z předchoźıho obrázku

S

K ′

L′

M ′

N ′
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• krajńı bod K ′ jednoho z pr̊uměr̊u otočme o 90◦ kolem středu S do bodu M ;̃ přitom

je lhostejné, který z bod̊u K ′, L′, M ′, N ′ vybereme a jestli jej otoč́ıme v kladném nebo

záporném smyslu

S

K ′

L′

M ′

N ′

M˜

• bod M˜ spojme s některým (tradičně bližš́ım, ale opět je to jedno) krajńım bodem

druhého pr̊uměru, tj. např. s bodem M ′, a sestrojme střed O úsečky M M̃ ′; dále na

př́ımce M M̃ ′ sestrojme body 1, 2, pro které plat́ı |O1| = |O2| = |OS|

S

K ′

L′

M ′

N ′

M˜

O

1

2
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• př́ımky 1S, 2S jsou pak vedleǰśı a hlavńı osou konstruované elipsy, přičemž hlavńı osa

vždy děĺı ostrý úhel daných sdružených pr̊uměr̊u; délky hlavńı a vedleǰśı poloosy urč́ıme

pomoćı součtové proužkové konstrukce: a = |1M ′| a b = |2M ′|; tyto délky naneseme

od středu S na př́ıslušné osy a źıskáme hledané hlavńı a vedleǰśı vrcholy A, B, C,D; na

závěr vyrýsujeme elipsu k′, pro niž známe osm bod̊u a v každém z nich bychom mohli

snadno sestrojit tečnu (jako rovnoběžku s př́ıslušným sdruženým pr̊uměrem). . .

S

K ′

L′

M ′

N ′

M˜

O

1

2

A′

B′

k′

C ′

D′

a

b

a

b

2
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1.3. Hyperbola

Výklad

1.3.1. Definice a ohniskové vlastnosti

• prostorová definice (viz obrázek nahoře): hyperbola je pr̊usečnou křivkou rovinného

řezu na rotačńı kuželové ploše, jestliže řezná rovina má takovou polohu, že rovina s ńı

rovnoběžná jdoućı vrcholem prot́ıná kuželovou plochu ve dvou r̊uznoběžných př́ımkách

(nebo jinak: odchylka roviny řezu od osy je menš́ı než odchylka povrchových př́ımek)

• ohnisková definice: hyperbola h je množinou všech bod̊u v dané rovině ρ, pro něž

je absolutńı hodnota rozd́ılu vzdálenost́ı od dvou r̊uzných pevných bod̊u F1, F2 rovna

danému č́ıslu 2a, které je menš́ı než vzdálenost bod̊u F1, F2; symbolicky zapsáno:

h = {X ∈ ρ; ||F1X| − |F2X|| = 2a, 0 < 2a < |F1F2|}
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Konstrukce a základńı pojmy

• na vodorovné př́ımce o1 zvolme bod S a od něj na obě strany souměrně nanesme dvě li-

bovolně zvolené vzdálenosti; vzdáleněǰśı body označme F1, F2 a nazvěme je ohnisky

hyperboly, oněmi pevnými body, o nichž se mluv́ı v ohniskové definici; bližš́ı body

označme A, B a necht’ pro jejich vzdálenost plat́ı |AB| = 2a; pak je ||F1A| − |F2A|| =

= ||F1A| − |F1B|| = 2a, a podle definice je bod A bodem hyperboly h; totéž lze ukázat

pro bod B a body A, B se nazývaj́ı vrcholy (někdy se použ́ıvá i př́ıvlastek hlavńı)

hyperboly (hyperbola v nich má největš́ı křivost); př́ımka o1 = AB = F1F2 je hlavńı

osa hyperboly a bod S je jej́ı střed (hyperbola je podle něj středově souměrná)

SF1 F2A B o1
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• sestrojme daľśı obecné body hyperboly: na hlavńı ose o1 mimo úsečku F1F2 zvolme

pomocný bod R, vezměme do kruž́ıtka poloměr délky |AR| a opǐsme čtyři oblouky

kružnic kolem ohnisek F1, F2; změňme poloměr na délku |BR| a proved’me totéž – ko-

lem ohnisek protněme předchoźı čtyři oblouky; źıskáme tak čtyři body M1, M2, M3, M4,

kde např. pro M2 plat́ı ||F1M2| − |F2M2|| = ||AR| − |BR|| = |AB| = 2a (analogicky

pro M1, M3, M4); podle ohniskové definice tak snadno můžeme jinou volbou bodu R

konstruovat daľśı a daľśı body hyperboly h; zvoĺıme-li bod R v některém z ohnisek, do-

staneme t́ımto zp̊usobem vrcholy A, B; při volbě bodu R uvnitř úsečky F1F2 se př́ıslušné

kruhové oblouky neprotnou a neźıskáme tak žádné daľśı body hyperboly

SF1 F2A B o1R

M1

M2

M3
M4
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• vrcholem A vztyčme kolmici na hlavńı osu o1 a sestrojme jej́ı pr̊useč́ıky U1, U2 s kružnićı,

která má střed v bodě S a poloměr |SF1|; př́ımky u1 = SU1, u2 = SU2 jsou pak tzv.

asymptoty hyperboly – tečny, které se j́ı dotýkaj́ı v nekonečnu; hyperbola je osově

souměrná také podle vedleǰśı osy o2 ⊥ o1, S ∈ o2; délka a = |SA| se nazývá délka

hlavńı poloosy, délka úsečky AU1 se nazývá délka b = |AU1| vedleǰśı poloosy a

délka úsečky F1S udává tzv. excentricitu (výstřednost) e = |F1S| = |SU1| hyperboly;

z charakteristického pravoúhlého trojúhelńıka ASU1 a Pythagorovy věty vyplývá vztah

mezi délkami poloos a excentricitou hyperboly: a2 = e2 − b2

SF1 F2A B o1R

M1

M2

M3
M4

o2

U1

U2

u1 u2

eb

a
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• pro daľśı konstrukce vyberme např. bod M2 a sestrojme př́ımky F1M2, F2M2, což jsou

tzv. pr̊uvodiče bodu M2; ty rozděĺı rovinu na čtyři úhly, vždy dva protěǰśı vrcholové

shodné; úhel, v němž lež́ı střed S (nebo úhel k němu vrcholový) označme ω a nazvěme

ho vněǰśı úhel pr̊uvodič̊u bodu M2; některý z úhl̊u vedleǰśıch k úhlu ω označme ω̄ a

ř́ıkejme mu vnitřńı úhel pr̊uvodič̊u bodu M2

SF1 F2A B o1R

M1

M2

M3
M4

o2

U1

U2

u1 u2

eb

a

ω

ω

- 208 -



Geometrie 1. Kuželosečky

• dá se dokázat, že osa t vněǰśıho úhlu ω pr̊uvodič̊u bodu M2 je současně tečnou hyperboly

v bodě M2; př́ımka n ⊥ t je pak normálou hyperboly v bodě M2 a současně osou

vnitřńıho úhlu ω̄ pr̊uvodič̊u bodu M2; to plat́ı v každém bodě hyperboly a toto tvrzeńı

je shrnuto v ńıže uvedené Větě 1

SF1 F2A B o1R

M1

M2

M3
M4

o2

U1

U2

u1 u2

eb

a

ω

ω

t
n

Věta 1

Tečna (normála) v bodě hyperboly p̊uĺı př́ıslušný vněǰśı (vnitřńı) úhel pr̊uvodič̊u.
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• na základě předchoźıho odvod’me daľśı vlastnosti hyperboly: sestrojme body Q1, Q2 sou-

měrně sdružené s ohnisky F2, F1 podle tečny t a označme př́ıslušné paty P1, P2 kolmic

Q1F2, Q2F1 spuštěných z ohnisek F2, F1 na tečnu t (tj. středy úseček Q1F2, Q2F1);

z osové souměrnosti pr̊uvodič̊u bodu M2 podle tečny t plyne, že bod Q1 lež́ı na př́ımce

F1M2 a bod Q2 padne na pr̊uvodič F2M2

SF1 F2A B o1R

M1

M2

M3
M4

o2

U1

U2

u1 u2

eb

a

ω

ω
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Q2

P2
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• d́ıky osové souměrnosti je |M2Q1| = |M2F2|, a tud́ıž plat́ı |F1Q1| = ||F1M2|− |M2Q1|| =

= ||F1M2| − |M2F2|| = 2a; totéž lze ukázat v každém bodě hyperboly, a všechny

body souměrně sdružené s ohniskem F2 podle tečen hyperboly tedy lež́ı na tzv. ř́ıdićı

kružnici g1(F1, 2a); analogicky dostaneme |F2Q2| = 2a a můžeme sestrojit druhou ř́ıdićı

kružnici g2(F2, 2a), na ńıž lež́ı všechny body souměrně sdružené s ohniskem F1 podle

tečen hyperboly (viz Věta 2); úsečky SP1, SP2 jsou po řadě středńı př́ıčky trojúhelńık̊u

F1F2Q1, F1F2Q2 a pro jejich délky tedy plat́ı: |SP1| = |F1Q1|
2

= a = |F2Q2|
2

= |SP2|;

obecně shrnuto, paty kolmic spuštěných z ohnisek hyperboly na jej́ı tečny lež́ı na tzv.

vrcholové kružnici v(S, a) (viz Věta 3)

SF1 F2A B o1R

M1

M2

M3
M4

o2

U1

U2

u1 u2

eb

a

ω

ω

t
n

Q1

P1

Q2

P2

v

g1 g2

Věta 2

Množina všech bod̊u souměrně sdružených s jedńım ohniskem hyperboly podle jej́ıch

tečen je ř́ıdićı kružnice hyperboly o středu ve druhém ohnisku a poloměru 2a.

Věta 3

Množina všech pat kolmic spuštěných z ohnisek hyperboly na jej́ı tečny je vrcholová

kružnice hyperboly.
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• pro jednodušš́ı a pěkněǰśı vyrýsováńı hyperboly sestrojme v jej́ıch vrcholech oblouky

tzv. hyperoskulačńıch kružnic: stač́ı vést bodem U1 kolmici k asymptotě u1 a určit

jej́ı pr̊useč́ık 1 s hlavńı osou o1 hyperboly; bod 1 je pak středem oblouku hyperoskulačńı

kružnice ve vrcholu A (oblouk ve vrcholu B doplńıme souměrně podle středu S, kon-

strukce neńı v obrázku provedena); tyto oblouky přibližně nahrazuj́ı pr̊uběh hyperboly

v bĺızkém okoĺı vrchol̊u, ale jejich konstrukce neńı tak užitečná jako u elipsy

SF1 F2A B o1R
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• na závěr je vytažena hyperbola h (přesněji řečeno jej́ı část), což lze provést od ruky, nebo

pomoćı vhodného křiv́ıtka; při tom jsou d̊uležitým vod́ıtkem právě asymptoty, k nimž se

směrem od vrchol̊u hyperbola stále přibližuje, ale dotkne se jich až v nekonečnu (v jejich

nevlastńıch bodech); zkusme si představit hypotetickou cestu po hyperbole, např. na

kole: vyjedeme z vrcholu A směrem k bodu M1, projedeme j́ım a pokračujeme dále

k asymptotě u1; dejme tomu, že se nám podař́ı dojet do jej́ıho nevlastńıho bodu, kde se

j́ı
”
konečně“ dotkneme, chvilku si odpočineme, přece jen to byla nekonečně dlouhá cesta,

a vydáme se dál započatým směrem, tj. muśıme se od asymptoty u1 zač́ıt vzdalovat,

projedeme bodem M3, vrcholem B, bodem M2, v němž se dotkneme sestrojené tečny t,

podruhé přijedeme do nekonečna, tentokrát do nevlastńıho bodu asymptoty u2, j́ıž se

v něm dotkneme, a přes bod M4 se vrát́ıme zpět do vrcholu A; hyperbola je tedy také

(podobně jako elipsa) uzavřená křivka, která se skládá ze dvou větv́ı oddělených dvěma

nevlastńımi body. . .
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Řešené úlohy

Tečny k hyperbole daným bodem

Př́ıklad: Bodem X ved’te tečny k nenarýsované hyperbole h, která je dána svými vrcholy a

ohnisky.

• zvolme střed S hyperboly, vodorovně hlavńı osu o1, na ńı hlavńı vrcholy A, B a ohniska

F1, F2, svisle doplňme vedleǰśı osu o2 ⊥ o1, S ∈ o2; rovněž zvolme bod X, z něhož pomoćı

uvedených ohniskových vlastnost́ı povedeme tečny k zadané hyperbole

SA BF1

F2

o1

o2

X
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• podle Věty 2 (na straně 211) lež́ı body souměrně sdružené s ohniskem F2 podle hledaných

tečen na ř́ıdićı kružnici g1(F1, 2a = |AB|); současně muśı mı́t od bodu X vzdálenost

|F2X|, a muśı tedy ležet také na kružnici k(X, |F2X|); analogicky bychom mohli k řešeńı

použ́ıt druhou ř́ıdićı kružnici g2(F2, 2a) a kružnici o poloměru |F1X| opsanou kolem bodu

X (tato varianta neńı v obrázku zakreslena a je přenechána čtenáři jako cvičeńı)

SA BF1

F2
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X

g1
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• kružnice g1, k se prot́ınaj́ı v bodech Q,Q′; středy P, P ′ úseček F2Q,F2Q
′ jsou paty kolmic

spuštěných z ohniska F2 na hledané tečny a podle Věty 3 (na straně 211) lež́ı také na

vrcholové kružnici v(S, a)
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X
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• nyńı již můžeme sestrojit tečny t = XP, t′ = XP ′, pro něž plat́ı: t ⊥ F2Q, t′ ⊥ F2Q
′;

z toho je vidět, že body P, P ′ muśı ležet také na Thaletově kružnici sestrojené nad

pr̊uměrem XF2; pro řešeńı úlohy lze tedy vystačit pouze se vztahy uvedenými ve Větě 2

(na straně 211); tento alternativńı postup je opět ponechán čtenáři jako procvičeńı

ohniskových vlastnost́ı hyperboly
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• pro body T, T ′ dotyku tečen t, t′ s hyperbolou plat́ı: T = t∩F1Q, T ′ = t′∩F1Q
′; př́ımka

F1Q, resp. př́ımka F1Q
′, je vlastně jedńım z pr̊uvodič̊u bodu T , resp. bodu T ′; nav́ıc

plat́ı TF1 ‖ SP , resp. T ′F1 ‖ SP ′, a při konstrukci bod̊u T, T ′ dotyku tak vystač́ıme jen

s body P, P ′, které můžeme sestrojit alternativńım zp̊usobem naznačeným v předchoźım

kroku
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• pro přesněǰśı vyrýsováńı jsou doplněny asymptoty u1 = SU1, u2 = SU2, kde body U1, U2

lež́ı na kolmici k ose o1 vedené vrcholem A a na kružnici o poloměru |SF1| opsané kolem

středu S
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• nyńı již můžeme doplnit oblouky hyperoskulačńıch kružnic ve vrcholech a vyrýsovat část

hyperboly h, která se v bodech T, T ′ dotýká tečen t, t′ vedených z daného bodu X
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Diskuze: pokud se kružnice g1(F1, 2a), k(X, |XF2|) (př́ıpadně g2(F2, 2a), k(X, |XF1|)) prot́ı-

naj́ı ve dvou bodech, resp. se dotýkaj́ı v jednom bodě, resp. nemaj́ı žádný společný bod, pak

bod X lež́ı ve vněǰśı oblasti hyperboly h, resp. bod X je bodem hyperboly h, resp. bod X lež́ı

ve vnitřńı oblasti hyperboly h, a lze j́ım vést dvě r̊uzné tečny, resp. jedinou (dvojnásobnou)

tečnu, resp. j́ım nelze vést žádnou tečnu k dané hyperbole h. Při alternativńım zp̊usobu řešeńı

rozhoduje o počtu tečen vzájemná poloha vrcholové kružnice v(S, a) a Thaletovy kružnice

nad pr̊uměrem F2X nebo F1X.
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Tečny k hyperbole daného směru

Př́ıklad: K nenarýsované hyperbole h, která je dána svými vrcholy a ohnisky, ved’te tečny

směru s (tj. rovnoběžné s př́ımkou s).

• zvolme střed S hyperboly, vodorovně hlavńı osu o1, na ńı hlavńı vrcholy A, B a ohniska

F1, F2, svisle doplňme vedleǰśı osu o2 ⊥ o1, S ∈ o2; rovněž zvolme směr s, s ńımž maj́ı

být hledané tečny rovnoběžné

S

A

BF1 F2
o1

o2

s
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• podle Věty 2 (na straně 211) lež́ı body souměrně sdružené s ohniskem F2 podle hledaných

tečen na ř́ıdićı kružnici g1(F1, 2a = |AB|); současně muśı ležet na kolmici k vedené

ohniskem F2 kolmo k danému směru s; alternativně bychom mohli hledat body souměrně

sdružené s ohniskem F1, které muśı ležet na ř́ıdićı kružnici g2(F2, 2a) a na př́ımce vedené

t́ımto ohniskem kolmo ke směru s
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• př́ımka k prot́ıná kružnici g1 v bodech Q,Q′; středy P, P ′ úseček F2Q,F2Q
′ jsou paty

kolmic spuštěných z ohniska F2 na hledané tečny a podle Věty 3 (na straně 211) lež́ı

také na vrcholové kružnici v(S, a); při řešeńı této úlohy bychom vystačily pouze s Větou

3 a tedy s body P, P ′ = k ∩ v; to v př́ıpadě, že některý z bod̊u Q,Q′ vycháźı mimo

nákresnu; my zde ovšem chceme demonstrovat také užit́ı vlastnost́ı Věty 2
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• nyńı již můžeme sestrojit tečny t, t′, kde t ‖ t′ ‖ s (tj. t ⊥ k, t′ ⊥ k) a P ∈ t, P ′ ∈ t′;

zv́ıdavý čtenář si může do obrázku dokreslit alternativńı variantu řešeńı: paty kolmice

vedené ohniskem F1 kolmo ke směru s padnou na sestrojené tečny t, t′ a současně na

vrcholovou kružnici v(S, a)

S
A

BF1 F2
o1

o2

s

g1
k

Q

Q′

P

P ′ v

t

t′
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• pro body T, T ′ dotyku tečen t, t′ s hyperbolou plat́ı: T = t∩F1Q, T ′ = t′∩F1Q
′; př́ımka

F1Q, resp. př́ımka F1Q
′, je vlastně jedńım z pr̊uvodič̊u bodu T , resp. bodu T ′; současně

plat́ı F1T ‖ SP, F1T
′ ‖ SP ′ a nav́ıc jsou tečny t ‖ t′ středově souměrné podle středu S

hyperboly, z čehož vyplývá S ∈ TT ′; v této úloze je tedy možné sestrojit pouze jedno

řešeńı na základě ohniskových vlastnost́ı a druhé lze snadno doplnit pomoćı středové

souměrnosti; konstrukce vztahuj́ıćı se k užit́ı alternativńıho řešeńı pomoćı druhého oh-

niska F1 jsou přenechány čtenáři jako cvičeńı...
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• pro přesněǰśı vyrýsováńı jsou doplněny asymptoty u1 = SU1, u2 = SU2, kde body U1, U2

lež́ı na kolmici k ose o1 vedené vrcholem A a na kružnici o poloměru |SF1| opsané kolem

středu S

S
A

BF1 F2
o1

o2

s

g1
k

Q

Q′

P

P ′ v

t

t′

T

T ′
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u1 u2
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• nyńı již můžeme doplnit oblouky hyperoskulačńıch kružnic ve vrcholech a vyrýsovat část

hyperboly h, která se v bodech T, T ′ dotýká tečen t, t′ rovnoběžných s daným směrem s

S
A

BF1 F2
o1

o2

s

g1
k

Q

Q′

P

P ′ v

t

t′

T

T ′

U1

U2

u1 u2

1

h

2

Diskuze: Je-li př́ımka k, vedená ohniskem F2 kolmo k danému směru s, sečnou, resp. tečnou,

resp. nesečnou, ř́ıdićı kružnice g1(F1, 2a), pak lze daným směrem vést dvě r̊uzné tečny, resp.

jedinou tečnu (asymptotu), resp. žádnou tečnu, k dané hyperbole h; k témuž závěru lze doj́ıt

při užit́ı alternativńıch zp̊usob̊u řešeńı – tj. pomoćı druhé ř́ıdićı kružnice g2, nebo pomoćı

vrcholové kružnice v.
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1.4. Parabola

Výklad

1.4.1. Definice a ohniskové vlastnosti

• prostorová definice (viz obrázek nahoře): parabola je pr̊usečnou křivkou rovinného

řezu na rotačńı kuželové ploše, jestliže řezná rovina má takovou polohu, že rovina s ńı

rovnoběžná jdoućı vrcholem se dotýká kuželové plochy podél jedné jej́ı povrchové př́ımky

(nebo jinak: odchylka roviny řezu od osy je rovna odchylce povrchových př́ımek)

• ohnisková definice: parabola p je množinou všech bod̊u v dané rovině ρ, jež maj́ı stejnou

vzdálenost od dané př́ımky d a od daného bodu F , který na př́ımce d nelež́ı; symbolicky

zapsáno:

p = {X ∈ ρ; |Xd| = |FX|, F 6∈ d}
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Konstrukce a základńı pojmy

• na vodorovné př́ımce o zvolme dva r̊uzné body D, F a bodem D ved’me svislou př́ımku

d ⊥ o; bod F nazveme ohniskem a př́ımka d je tzv. ř́ıdićı př́ımka paraboly; př́ımka

o = DF je osa paraboly a vzdálenost |Fd| = |FD| ohniska od ř́ıdićı př́ımky je tzv.

parametr paraboly

FD

d

o
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• sestrojme střed V úsečky FD; plat́ı pro něj |V d| = |V D| = |V F | a podle ohniskové

definice je to tedy bod paraboly, ř́ıkáme mu vrchol; dá se ukázat, že př́ımka v ‖ d, V ∈ v

je tečna paraboly v bodě V , tedy tzv. vrcholová tečna

FD

d

o

V

v
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• sestrojme daľśı obecné body paraboly: na polopř́ımce V F zvolme pomocný bod R

a ved’me j́ım rovnoběžku s ř́ıdićı př́ımkou d; tuto pomocnou př́ımku protněme oblouky

kružnice opsané kolem ohniska F poloměrem délky |RD|; źıskáme tak dva body M1, M2,

kde např. pro M1 plat́ı |M1d| = |RD| = |FM1| (analogicky pro M2); podle ohniskové

definice tak snadno můžeme jinou volbou bodu R konstruovat daľśı a daľśı body para-

boly p; zvoĺıme-li bod R ve vnitřńım bodě polopř́ımky V D, pak se pomocná rovnoběžka

a kružnice neprotnou a neźıskáme tak žádné daľśı body paraboly; z uvedené konstrukce

dále vyplývá, že se body paraboly směrem od vrcholu stále v́ıce vzdaluj́ı od osy o

FD

d

o

V

v

R

M1

M2
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• pro daľśı konstrukce vyberme např. bod M1, ved’me j́ım rovnoběžku s osou o a př́ımku

FM1, což jsou tzv. pr̊uvodiče bodu M1; ty rozděĺı rovinu na čtyři úhly, vždy dva

protěǰśı vrcholové shodné; úhel, v němž lež́ı bod D (nebo úhel k němu vrcholový)

označme ω a nazvěme ho vněǰśı úhel pr̊uvodič̊u bodu M1; některý z úhl̊u vedleǰśıch

k úhlu ω označme ω̄ a ř́ıkejme mu vnitřńı úhel pr̊uvodič̊u bodu M1

FD

d

o

V

v

R

M1

M2

ω

ω
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• dá se dokázat, že osa t vněǰśıho úhlu ω pr̊uvodič̊u bodu M1 je současně tečnou paraboly

v bodě M1; př́ımka n ⊥ t je pak normálou paraboly v bodě M1 a současně osou

vnitřńıho úhlu ω̄ pr̊uvodič̊u bodu M1; to plat́ı v každém bodě paraboly a toto tvrzeńı

je shrnuto v dále uvedené Větě 1 (na straně 236); označme ještě body K a L, kde

K = t ∩ o a L = n ∩ o; potom úsečka KR je tzv. subtangenta bodu M1 a úsečka

LR je jeho subnormála; tyto úsečky maj́ı zaj́ımavé vlastnosti, které budou popsány

v následuj́ıćım kroku a obecně jsou shrnuty ve Větách 4,5,6 (na straně 237)
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• na základě předchoźıho odvod’me daľśı vlastnosti paraboly: ohniskem F ved’me kolmici

k sestrojené tečně t, označme jej́ı patu P a sestrojme bod Q souměrně sdružený s oh-

niskem F podle tečny t; při přesném rýsováńı muśı bod P současně ležet na vrcholové

tečně v a bod Q padne na ř́ıdićı př́ımku d a na jeden z pr̊uvodič̊u bodu M1; totéž

plat́ı obecně v každém bodě paraboly (viz Věty 2,3 na straně 236); dále lze odvodit,

že bod P je také středem úsečky KM1, a jestliže body P, M1 promı́tneme kolmo na

osu o, dostaneme se do vrcholu V a do pomocného bodu R; odtud je tedy vrchol V

středem úsečky KR (tu jsme v předchoźım kroku nazvali subtangentou bodu M1), což

shrnuje dále uvedená Věta 4; analogicky se body P, M1 promı́tnou směrem normály n

na osu o do bod̊u F, L a ohnisko F je tak středem úsečky KL, tj. součtu subtangenty a

subnormály bodu M1, obecně viz Věta 5; trojúhelńıky DFQ,RLM1 jsou shodné, tud́ıž

plat́ı |LR| = |FD| = |Fd|, tj. délka subnormály bodu M1 je rovna parametru paraboly

a tuto vlastnost obecně popisuje Věta 6
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• pro jednodušš́ı a pěkněǰśı vyrýsováńı paraboly sestrojme v jej́ım vrcholu V oblouk tzv.

hyperoskulačńı kružnice: jej́ı poloměr je roven parametru |Fd| paraboly a jej́ı střed

1 tedy sestroj́ıme na polopř́ımce V F tak, že plat́ı |1V | = |FD| = |Fd|; oblouk hy-

peroskulačńı kružnice přibližně nahrazuje pr̊uběh paraboly v bĺızkém okoĺı vrcholu V ,

ale podobně jako u hyperboly neńı jeho konstrukce tak významná jako u elipsy
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• na závěr je vytažena parabola p, což lze provést od ruky, nebo pomoćı vhodného křiv́ıtka;

parabola je také, stejně jako elipsa a hyperbola, uzavřená křivka, která se v nevlastńım

bodě osy o dotýká nekonečna, tj. nevlastńı př́ımky dané roviny ρ, v ńıž lež́ı. . .
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2

Věta 1

Tečna (normála) v bodě paraboly p̊uĺı př́ıslušný vněǰśı (vnitřńı) úhel pr̊uvodič̊u.

Věta 2

Množina všech bod̊u souměrně sdružených s ohniskem paraboly podle jej́ıch tečen je ř́ıdićı

př́ımka paraboly.
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Věta 3

Množina všech pat kolmic spuštěných z ohniska paraboly na jej́ı tečny je vrcholová tečna

paraboly.

Věta 4

Subtangenta bodu paraboly (vyjma vrcholu) je p̊ulena jej́ım vrcholem.

Věta 5

Součet subtangenty a subnormály bodu paraboly (vyjma vrcholu) je p̊ulen jej́ım ohniskem.

Věta 6

Délka subnormály libovolného bodu paraboly (vyjma jej́ıho vrcholu) je rovna parametru pa-

raboly.

Řešené úlohy

Tečny k parabole daným bodem

Př́ıklad: Bodem X ved’te tečny k nenarýsované parabole p, která je dána ohniskem a ř́ıdićı

př́ımkou.

• vodorovně zvolme osu o, na ńı ohnisko F a pomocný bod D, kterým jde svisle ř́ıdićı

př́ımka d ⊥ o; doplňme vrchol V jako střed úsečky FD a v něm sestrojme vrcholovou

tečnu v ‖ d; rovněž zvolme bod X, z něhož pomoćı výše uvedených vět povedeme tečny

k zadané parabole
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• podle Věty 2 (na straně 236) lež́ı body souměrně sdružené s ohniskem F podle hledaných

tečen na ř́ıdićı př́ımce d a současně muśı mı́t od bodu X vzdálenost |FX|, tj. lež́ı také

na kružnici k(X, |FX|)
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• kružnice k prot́ıná ř́ıdićı př́ımku d v bodech Q, Q′; středy P, P ′ úseček FQ, FQ′ jsou

paty kolmic spuštěných z ohniska F na hledané tečny a podle Věty 3 (na straně 237)

lež́ı také na vrcholové tečně v
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• nyńı již můžeme sestrojit tečny t = XP, t′ = XP ′, pro které plat́ı: t ⊥ FQ, t′ ⊥ FQ′; za

povšimnut́ı stoj́ı skutečnost, že paty P, P ′ muśı ležet také na Thaletově kružnici sestro-

jené nad pr̊uměrem XF , čehož lze využ́ıt k alternativńımu postupu řešeńı (konstrukce

neńı v obrázku provedena a je přenechána čtenáři jako cvičeńı)
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• pro body T, T ′ dotyku tečen t, t′ s parabolou plat́ı: T ∈ t, TQ ‖ o a T ′ ∈ t′, T ′Q′ ‖

o; př́ımka TQ, resp. př́ımka T ′Q′, je vlastně jedńım z pr̊uvodič̊u bodu T , resp. bodu

T ′; při alternativńım zp̊usobu řešeńı můžeme pro konstrukci bod̊u T, T ′ dotyku využ́ıt

také vlastnosti př́ıslušné subtangenty nebo subnormály, tj. Věty 4,5,6 (na straně 237) –

konkrétně necht’ si to čtenář promysĺı a př́ıpadně provede jako cvičeńı. . .
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• nyńı již můžeme doplnit oblouk hyperoskulačńı kružnice ve vrcholu V a vyrýsovat pa-

rabolu p, která se v bodech T, T ′ dotýká tečen t, t′ vedených z daného bodu X
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Diskuze: pokud kružnice k(X, |XF |) prot́ıná ř́ıdićı př́ımku d ve dvou bodech, resp. se j́ı dotýká

v jednom bodě, resp. nemaj́ı žádný společný bod, pak bod X lež́ı ve vněǰśı oblasti paraboly

p, resp. bod X je bodem paraboly p, resp. bod X lež́ı ve vnitřńı oblasti paraboly p, a lze j́ım

vést dvě r̊uzné tečny, resp. jedinou (dvojnásobnou) tečnu, resp. j́ım nelze vést žádnou tečnu

k dané parabole p. Při alternativńım zp̊usobu řešeńı rozhoduje o počtu tečen vzájemná poloha

vrcholové tečny v a Thaletovy kružnice nad pr̊uměrem FX.
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Tečny k parabole daného směru

Př́ıklad: K nenarýsované parabole p, která je dána ohniskem a ř́ıdićı př́ımkou, ved’te tečny

směru s (tj. rovnoběžné s př́ımkou s).

• vodorovně zvolme osu o, na ńı ohnisko F a pomocný bod D, kterým jde svisle ř́ıdićı

př́ımka d ⊥ o; doplňme vrchol V jako střed úsečky FD a v něm sestrojme vrcholovou

tečnu v ‖ d; rovněž zvolme směr s, s ńımž maj́ı být hledané tečny rovnoběžné

FD
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V

v
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• podle Věty 2 (na straně 236) lež́ı body souměrně sdružené s ohniskem F podle hledaných

tečen na ř́ıdićı př́ımce d a současně muśı ležet na kolmici k vedené ohniskem F kolmo

k danému směru s
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• př́ımky k, d se prot́ınaj́ı v bodě Q; střed P úsečky FQ je pata kolmice spuštěné z ohniska

F na hledanou tečnu a podle Věty 3 (na straně 237) lež́ı také na vrcholové tečně v
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v
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• nyńı již můžeme sestrojit hledanou tečnu t, kde t ‖ s (tj. t ⊥ k) a P ∈ t
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• pro bod T dotyku tečny t s parabolou plat́ı: T ∈ t, TQ ‖ o; př́ımka TQ je vlastně jedńım

z pr̊uvodič̊u bodu T ; alternativńı zp̊usob konstrukce bodu T pomoćı vlastnost́ı jeho

subtangenty nebo subnormály (viz Věty 4,5,6 na straně 237) jsou přenechány čtenáři

jako cvičeńı...
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FD
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• nyńı již můžeme doplnit oblouk hyperoskulačńı kružnice ve vrcholu V a vyrýsovat pa-

rabolu p, která se v bodě T dotýká tečny t rovnoběžné s daným směrem s
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Diskuze: Jsou-li ř́ıdićı př́ımka d a př́ımka k vedená ohniskem F kolmo k danému směru s

r̊uznoběžné (tj. směr s je r̊uznoběžný s osou o), resp. rovnoběžné (tj. s ‖ o), pak lze sestrojit

právě jednu tečnu, resp. nelze sestrojit žádnou tečnu paraboly p daného směru s.
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Daľśı užitečná konstrukce paraboly

Řešené úlohy

Konstrukce paraboly dané dvěma tečnami s body dotyku

Př́ıklad: Sestrojte parabolu p, jsou-li dány jej́ı tečny t1, t2 s body T1, T2 dotyku.

• zvolme dvě r̊uznoběžné př́ımky t1, t2 a na každé z nich jeden bod, označme je T1 ∈ t1 a

T2 ∈ t2; žádný z nich necht’ přitom nelež́ı v pr̊useč́ıku zvolených tečen; dá se dokázat,

že t́ımto zp̊usobem je parabola dána jednoznačně, jej́ım pátým určuj́ıćım elementem je

nevlastńı př́ımka roviny – tečna hledané paraboly v nekonečnu. . .

T1

T2

t1

t2
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• dá se ukázat, že př́ımka o′ = RR′, kde R = t1 ∩ t2 a bod R′ je střed úsečky T1T2, udává

směr osy o hledané paraboly p (vyplývá to z tzv. projektivńıch nebo polárńıch vlastnost́ı

paraboly); jestliže nav́ıc budou body T1, T2 ve stejné vzdálenosti od pr̊useč́ıku R = t1∩t2,

tj. bude-li platit |T1R| = |T2R|, potom př́ımka o′ = RR′ bude př́ımo osou o = o′ hledané

paraboly a střed úsečky RR′ by podle Věty 4 (na straně 237) o subtangentě udával

jej́ı vrchol; pro tuto variantu zadáńı necht’ si čtenář ve volném mı́stě na stránce laskavě

načrtne nebo narýsuje samostatný obrázek jako cvičeńı. . .

T1
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• jeden pr̊uvodič bodu T1 je rovnoběžný s osou o a tedy také s př́ımkou o′, druhý je podle

Věty 1 (na straně 236) s prvńım osově souměrný podle tečny t1; analogicky můžeme

sestrojit také oba pr̊uvodiče bodu T2 a určit ohnisko F jako pr̊useč́ık těch pr̊uvodič̊u bod̊u

T1, T2, které nejsou rovnoběžné s př́ımkou o′; poznamenejme ještě, že tato konstrukce

je při ručńım rýsováńı dosti nepřesná (zejména při přenášeńı úhl̊u) a nav́ıc nefunguje

v př́ıpadě, kdy t1 ⊥ t2 (necht’ si čtenář pro zaj́ımavost tuto variantu opět raději narýsuje

do volného mı́sta): při takovém zadáńı totiž splynou souměrné pr̊uvodiče bod̊u T1, T2

s př́ımkou T1T2 a nelze tedy nalézt ohnisko F jako jejich pr̊useč́ık; dá se ovšem dokázat,

že v tomto př́ıpadě je ohnisko F patou kolmice spuštěné z pr̊useč́ıku R = t1 ∩ t2 na

př́ımku T1T2

T1

T2

t1

t2

R

R
′

o
′

F
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• známe-li ohnisko F paraboly, můžeme již doplnit osu o a pomoćı Vět 2,3 (na straně

236) také vrcholovou tečnu v a ř́ıdićı př́ımku d; než to provedeme, ukažme ještě jiný

alternativńı zp̊usob řešeńı zadané úlohy: označme R1, R2 pr̊useč́ıky pr̊uvodič̊u bod̊u

T1, T2 rovnoběžných se směrem o′ a kolmice k př́ımce o′ vedené bodem R = t1 ∩ t2; pak

se dá ukázat, že pr̊useč́ık úhlopř́ıček R1T2, R2T1 ve vzniklém pravoúhlém lichoběžńıku

R1R2T2T1 je vrcholem V hledané paraboly p (opět to vyplývá z projektivńıch vlastnost́ı

paraboly); tento zp̊usob řešeńı funguje bez omezeńı, tj. je lhostejno, zda jsou zadané

tečny t1, t2 navzájem kolmé či nikoliv

T1

T2

t1

t2

R

R
′

o
′

F

R1

R2

V
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• at’ už máme ohnisko F nebo vrchol V , snadno sestroj́ıme osu o ‖ o′ hledané paraboly

p; dále můžeme z ohniska F vést kolmici k tečně t1, naj́ıt jej́ı patu P1, sestrojit bod

Q1 souměrně sdružený a vést jimi vrcholovou tečnu v ⊥ o, P1 ∈ v, ř́ıdićı př́ımku d ⊥ o,

Q1 ∈ d, a následně doplnit vrchol V (totéž lze zřejmě provést vzhledem k druhé dané

tečně t2); nebo při alternativńım zp̊usobu řešeńı vyjdeme od sestrojeného vrcholu V ,

vedeme j́ım vrcholovou tečnu v ⊥ o, ta protne dané tečny t1, t2 v bodech P1, P2, jimi

vedené kolmice k př́ıslušným tečnám se muśı protnout na ose o v ohnisku F a body

Q1, Q2 souměrně sdružené s ohniskem F podle tečen t1, t2 urč́ı ř́ıdićı př́ımku d; rovněž

lze využ́ıt vlastnost́ı subtangenty nebo subnormály některého z bod̊u T1, T2 – prostě

možnost́ı dořešeńı úlohy je zde několik. . .

T1

T2

t1

t2

R

R′

o′

F

R1

R2

V

p

o

v

d

D

Q1

Q2

P1

P2

2

Diskuze: úloha nemá žádné řešeńı, jsou-li tečny t1, t2 navzájem rovnoběžné, nebo některý

z bod̊u T1, T2 dotyku splývá s pr̊useč́ıkem př́ımek t1, t2; jinak má daná úloha vždy právě jedno

řešeńı.

- 248 -



Geometrie 1. Kuželosečky

1.5. Řešené úlohy na ohniskové vlastnosti kuželoseček

Řešené úlohy

1.5.1. Konstrukce kuželosečky z daných podmı́nek

Př́ıklad: Sestrojte kuželosečku, je-li dáno jej́ı ohnisko F1, tečna t = TK s bodem T dotyku

a excentricita e; F1[0; 0], T [5; 2], K[3;−4], e = 3.

• podle zadáńı sestrojme ohnisko F1 a tečnu t = TK; v obrázku jsou pro větš́ı přehlednost

následuj́ıćıch konstrukćı vynechány souřadnicové osy; přitom předpokládáme osu x vo-

dorovnou s kladným směrem zleva doprava a osu y svislou s kladným směrem shora

dol̊u; naneseme-li tedy od ohniska F1, které je v počátku, 5 jednotek vodorovně doprava

a odtud 2 jednotky svisle dol̊u, dostaneme se do bodu T [5; 2], analogicky pro bod K

F1

T

K

t
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1. Kuželosečky Geometrie

• ze zadáńı vyplývá, že hledaná kuželosečka je elipsa nebo hyperbola (parabola nemá ex-

centricitu); pokusme se naj́ıt jej́ı druhé ohnisko F2; nejprve ved’me ohniskem F1 kolmici

na tečnu t, sestrojme jej́ı patu P ∈ t a bod Q souměrně sdružený s ohniskem F1 podle

př́ımky t; k čemu se nám budou body P, Q hodit, uvid́ıme v daľśıch kroćıch

F1

T

K

t

P

Q
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• vzdálenost ohnisek je rovna 2e = 6, a druhé ohnisko muśı tud́ıž ležet na kružnici

k(F1, 2e); př́ımka F1T (na obrázku neńı vytažena) je jedńım pr̊uvodičem bodu T , druhý

pr̊uvodič je podle Věty 1 s prvńım osově souměrný podle tečny t, tj. druhým pr̊uvodičem

bodu T je př́ımka QT ; druhé ohnisko hledané kuželosečky muśı tedy ležet také na př́ımce

QT ; pr̊uvodič QT prot́ıná pomocnou kružnici k ve dvou bodech, z nichž ten, který lež́ı

v polorovině určené tečnou t a ohniskem F1, označme F e
2 a ten, který lež́ı v opačné

polorovině, označme F h
2 ; při tomto konkrétńım zadáńı bude mı́t tedy úloha dvě r̊uzná

řešeńı: elipsu s ohnisky F1, F
e
2 (daná tečna t je neodděluje) a hyperbolu s ohnisky F1, F

h
2

(tečna t je odděluje)

F1

T

K

t

P

Q

k

F e
2

Fh
2
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• nejprve doplňme elipsu e: př́ımka oe
1 = F1F

e
2 je jej́ı hlavńı osa, střed Se úsečky F1F

e
2

je jej́ı střed, kterým procháźı vedleǰśı osa oe
2 ⊥ oe

1; pro délku hlavńı poloosy ae plat́ı

ae =
|F e

2 Q|
2

= |SeP | a můžeme tak na hlavńı ose oe
1 sestrojit hlavńı vrcholy Ae, Be,

kde |AeSe| = |BeSe| = ae; pro vedleǰśı vrcholy C, D lež́ıćı na vedleǰśı ose oe
2 pak plat́ı

|CF1| = |DF1| = ae; na závěr je vhodné doplnit hyperoskulačńı kružnice ve vrcholech

(v obrázku neńı provedeno) a vytáhnout výslednou elipsu e, která má jedno ohnisko

v daném bodě F1, dotýká se dané př́ımky t = TK v jej́ım daném bodě T a má danou

excentricitu e = 3

F1

T

K

t

P

Q

k

F e
2

Fh
2
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Ae
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1

C

D
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2
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• sestrojme druhé řešeńı – hyperbolu h: př́ımka oh
1 = F1F

h
2 je jej́ı hlavńı osa, střed Sh

úsečky F1F
h
2 je jej́ı střed, kterým procháźı vedleǰśı osa oh

2 ⊥ oh
1 ; pro délku hlavńı poloosy

ah plat́ı ah =
|F h

2 Q|
2

= |ShP | a můžeme tak na hlavńı ose oh
1 sestrojit vrcholy Ah, Bh, kde

|AhSh| = |BhSh| = ah; na závěr je vhodné doplnit asymptoty u1 = ShU1, u2 = ShU2

(konstrukce bod̊u U1, U2 je patrná z obrázku) a vytáhnout výslednou hyperbolu h, která

má jedno ohnisko v daném bodě F1, dotýká se dané př́ımky t = TK v jej́ım daném bodě

T a má danou excentricitu e = 3

F1

T

K

t

P

Q

k

F e
2

Fh
2

Se
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oe
1

C

D
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e
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1
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2
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1.5.2. Konstrukce paraboly z daných podmı́nek

Př́ıklad: Sestrojte parabolu, je-li dáno jej́ı ohnisko F , bod M a tečna t = KL; F [0; 0],

M [4;−4], K[−5; 1], L[1; 5].

• podle zadáńı sestrojme ohnisko F , bod M a tečnu t = KL; body jsou vyneseny podle

zadaných souřadnic stejným zp̊usobem jako v předchoźım př́ıkladě

F

M

K

L

t
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• nejprve ved’me ohniskem F kolmici na tečnu t, sestrojme jej́ı patu P ∈ t a bod Q

souměrně sdružený s ohniskem F podle př́ımky t

F

M

K

L

t

P

Q
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• podle Věty 2 (na straně 236) o parabole muśı ř́ıdićı př́ımka d hledané paraboly procházet

bodem Q; současně muśı pro bod M podle definice paraboly platit |FM | = |Md| a ř́ıdićı

př́ımka d muśı tedy být tečnou pomocné kružnice k(M, |FM |); z bodu Q lze takové tečny

ke kružnici k vést dvě, označme je d1 a d2, př́ıslušné body dotyku označme Q′
1 a Q′

2

(sestroj́ıme je pomoćı Thaletovy kružnice nad pr̊uměrem QM); úloha bude tedy při

tomto zadáńı mı́t dvě řešeńı – paraboly p1, p2 dané společným ohniskem F a ř́ıdićımi

př́ımkami d1, d2
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L
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• ohniskem F ved’me osu o1 ⊥ d1 paraboly p1 a označme jej́ı patu D1 = o1∩d1; rovnoběžka

s osou o1 vedená bodem Q prot́ıná tečnu t v bodě T1, který je bodem dotyku hledané

paraboly p1 s danou tečnou t = KL; př́ımka QT1 ⊥ d1 je vlastně jedńım z pr̊uvodič̊u

bodu T1; analogicky pro parabolu p2: pro jej́ı osu o2 je o2 ⊥ d2, F ∈ o2 a bod T2 dotyku

s tečnou t lež́ı na pr̊uvodiči vedeném bodem Q kolmo k ř́ıdićı př́ımce d2 (tj. rovnoběžně

s osou o2)
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• na závěr sestrojme vrcholy V1, V2 parabol p1, p2 jako středy úseček FD1, FD2 a vytáh-

něme paraboly p1, p2, které maj́ı společné ohnisko dané v bodě F , procházej́ı daným

bodem M a dotýkaj́ı se dané př́ımky t = KL; pro zaj́ımavost si může zv́ıdavý čtenář

doplnit vrcholové tečny obou řešeńı, které by se měly protnout v sestrojeném bodě P . . .
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2. Šroubovice

Výklad

• šroubovice patř́ı mezi významné technické křivky (prostorové)

• jeden jej́ı závit můžeme jednoduše vymodelovat srolováńım pravoúhlého trojúhelńıka

do válce, jehož osa je rovnoběžná s jednou z odvěsen

• osa o, poloměr r a výška v takového válce je současně osou, poloměrem a tzv. výškou

závitu sestrojené šroubovice, kterou vytvář́ı stočená přepona použitého tzv. charak-

teristického trojúhelńıka

• přitom lze stočeńı provést na dvě r̊uzné strany a vytvořit tak pravotočivou nebo le-

votočivou šroubovici

• pravotočivá se pozná např́ıklad takto: jestliže na ni nasedneme, budeme mı́t při j́ızdě

shora dol̊u osu po pravé ruce; je zaj́ımavé, že toto pravidlo plat́ı bez ohledu na to, který

směr osy prohláśıme za směr shora dol̊u

• v zadáńı a při konstrukćıch ještě naraźıme na jeden pojem – tzv. redukovanou výšku

v0 závitu, pro niž plat́ı: v0 = v
2π

• v libovolném bodě šroubovice lze sestrojit tzv. doprovodný trojhran, který tvoř́ı

trojice po dvou navzájem kolmých př́ımek – tečna, hlavńı normála a binormála

• tečna a hlavńı normála určuj́ı tzv. oskulačńı rovinu, normálová rovina je určena

hlavńı normálou a binormálou, a konečně tečna spolu s binormálou určuj́ı tzv. rekti-

fikačńı rovinu v daném bodě šroubovice

• tečnu můžeme źıskat zpětným rozvinut́ım smotaného trojúhelńıka v konkrétńım bodě,

tj. jej́ı odchylka (a t́ım také spád) od libovolné roviny kolmé k ose je konstantńı – proto

také patř́ı šroubovice mezi křivky konstantńıho spádu; hlavńı normála je současně

normálou válce, na který je šroubovice navinuta, tzn. že prot́ıná osu šroubovice; a

konečně binormála v každém bodě je kolmá k př́ıslušné oskulačńı rovině
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2. Šroubovice Geometrie

2.1. Šroubovice v Mongeově promı́táńı

Řešené úlohy

Př́ıklad: V Mongeově promı́táńı zobrazte jeden závit pravotočivé šroubovice h, která má

osu o ⊥ π, R ∈ o, výšku v závitu a procháźı bodem A ∈ h; v bodě T šroubovice doplňte

doprovodný trojhran; R[0; 4; 0], v = 6, A[3; 4; 0], T [?; ?; 3,5].

• podle zadáńı sestrojme sdružené pr̊uměty A1, A2 a R1, R2 (kde R2 = O1,2) bod̊u A, R;

p̊udorysem osy o ⊥ π, R ∈ o, je bod o1 = R1, pro jej́ı nárys o2 plat́ı o2 ⊥ x1,2 a R2 ∈ o2

O1,2
x1,2

R1=o1

R2=

o2

A1

A2
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• p̊udorysem konstruované šroubovice h je kružnice h1(R1, r = |R1A1| = 3); abychom

mohli v daľśım kroku sestrojit nárys h2, rozdělme kružnici h1 od bodu A1 na 12 stejných

d́ıl̊u, tj. po 30◦, a jednotlivé dělićı body oč́ıslujme 11, 21, . . . , 121 (kde 121 = A1) v klad-

ném smyslu, nebot’ podle zadáńı má být šroubovice h pravotočivá, a bude tedy stoupat

proti směru hodinových ručiček; děleńı provedeme nejlépe takto: nejprve sestroj́ıme

kolmé pr̊uměry A161 a 3191 a poté postupně zaṕıchneme kruž́ıtko do bod̊u A1, 31, 61, 91

a kružnici h1 protneme jej́ım poloměrem r = |R1A1| vždy v daľśıch dvou dělićıch bodech;

t́ım sestroj́ıme všech dvanáct dělićıch bod̊u

O1,2
x1,2

R1=o1

R2=

o2

A1

A2

h1

=121
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• bod 12 lež́ı ve výšce v = 6 závitu nad bodem A a jeho nárys 122 sestroj́ıme na př́ıslušné

ordinále tak, aby bylo |A2122| = v; podobně doplńıme nárysy daľśıch dělićıch bod̊u

šroubovice – na př́ıslušných ordinálách a v př́ıslušné dvanáctině výšky v závitu; zde je

vidět smysl užitého č́ıslováńı: bod 1 lež́ı ve výšce 1v
12

= 0,5 nad p̊udorysnou π, bod 2 ve

výšce 2v
12

= 1, atd., tytéž délky nanáš́ıme v náryse od osy x1,2; na závěr tohoto kroku

spoj́ıme sestrojené nárysy spojitou křivkou h2 (jde o jednu periodu zobecněné sinusoidy);

přitom můžeme v náryse alespoň naznačit viditelnost šroubovice h vzhledem k ose o:

z p̊udorysu je vidět, že bod 3 lež́ı vzadu za osou o a jeho nárys 32 proto neńı zvýrazněn,

naopak pro bod 9 a jeho nárys 92. . .
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• podle zadáńı má bod T ležet ve výšce zT = 3,5 a splývá tedy s bodem 7 šroubovice h,

T1 = 71, T2 = 72; abychom mohli sestrojit tečnu t v bodě T pomoćı tzv. kuželové

plochy tečen, provedeme nejprve několik pomocných konstrukćı; prvńı z nich je Ko-

chaňského rektifikace kružnice h1: např. v bodě 31 sestrojme tečnu kružnice h1 a na ńı

bod I tak, aby velikost úhlu IR131 u vrcholu R1 byla 30◦; na polopř́ımce I31 doplňme

bod II tak, aby bylo |III| = 3r = 3|R131| = 9; potom plat́ı |II91|
.
= πr, tj. délka úsečky

II91 je skoro přesně rovna polovině délky kružnice h1

O1,2
x1,2

R1=o1

R2=

o2
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• v rovině určené osou o a bodem A sestrojme charakteristický trojúhelńık ABC šrou-

bovice h, který se v náryse zobraźı ve skutečné velikosti; na ose x1,2 nanesme od bodu

A2 směrem doleva zjǐstěnou délku |II91|
.
= πr, koncový bod označme B2 a od něj

svisle nahoru sestrojme úsečku B2C2 délky |B2C2| = v
2

= 3; t́ım źıskáme nárys A2B2C2

zmı́něného charakteristického trojúhelńıka, jehož přepona AC (nebo jej́ı nárys A2C2)

představuje polovinu závitu rozvinuté šroubovice h a sklon α této přepony je tedy

také sklonem sestrojené šroubovice; dále jsme źıskali nárys V2 = o2 ∩ A2C2 vrcholu V

př́ıslušné kuželové plochy tečen, který lež́ı v tzv. redukované výšce v0 = |V2R2| závitu

nad p̊udorysnou π
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• nyńı již můžeme přistoupit ke konstrukci tečny t v bodě T šroubovice h; p̊udorys t1

je tečna ke kružnici h1 v bodě T1, tj. plat́ı T1 ∈ t1 a t1 ⊥ T1R1 nebo také t1 ‖ R141;

právě zmı́něnou př́ımku R141 označme t′1 a považujme ji za p̊udorys př́ımky t′, která

je rovnoběžná s hledanou tečnou t a lež́ı na kuželové ploše tečen šroubovice h, tj. plat́ı

t′ ‖ t a V ∈ t′; p̊udorysný stopńık P ′ př́ımky t′ pak muśı ležet na kružnici h1, dostaneme

jej otočeńım bodu T1 o 90◦ proti směru stoupáńı šroubovice h, tj. po směru hodinových

ručiček, nebo si celou situaci dokážeme představit v prostoru, a pak př́ımo vid́ıme, že

v p̊udoryse plat́ı P ′
1 = 41
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2. Šroubovice Geometrie

• nárys P ′
2 bodu P ′ doplńıme na ordinále a na ose x1,2; nyńı můžeme sestrojit nárys

t′2 = P ′
2V2 př́ımky t′ a následně také nárys t2 hledané tečny t, pro který je t2 ‖ t′2, T2 ∈ t2,

a který se v bodě T2 dotýká sestrojené křivky h2; pro lepš́ı představu jsou doplněny také

sdružené pr̊uměty obou stopńık̊u př́ımky t: p̊udorys N1 nárysného stopńıku N lež́ı na

t1 a na ose x1,2, nárys N2 najdeme na ordinále a na př́ımce t2; podobně je P2 = t2 ∩ x1,2

a p̊udorys P1 lež́ı na ordinále a na př́ımce t1
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Geometrie 2. Šroubovice

• hlavńı normála n šroubovice h v bodě T je současně normálou válcové plochy, na ńıž

je šroubovice navinuta; pro jej́ı p̊udorys je tedy n1 = T1R1 a pro nárys plat́ı n2 ‖ x1,2,

T2 ∈ n2; podobně jako v předchoźım kroku, doplňme i pro hlavńı normálu n jej́ı nárysný

stopńık N ′ (je n ‖ π a p̊udorysný stopńık tedy př́ımka n nemá): v p̊udoryse je N ′
1 =

= n1 ∩ x1,2 a nárys N ′
2 lež́ı na př́ıslušné ordinále a na př́ımce n2

O1,2
x1,2

R1=o1

R2=

o2

A1

A2

h1

=121

11

21

31

41

51

61

71

81

91

101

111

h2

122

12

22

32
42

52

62

72
82

92

102

112

v

T1=

T2=

I
II

30
◦

B2

C2

V2

α

v

2

v0

t′
1

P ′

1
=

t1

t′
2

P ′

2

t2

N1

N2

P1

P2

N ′

1

N ′

2

n1

n2

- 267 -



2. Šroubovice Geometrie

• binormála b šroubovice h v bodě T určuje spolu s tečnou t tzv. rektifikačńı rovinu ρ = tb,

která je současně tečnou rovinou válcové plochy, na ńıž je šroubovice navinuta, podél

př́ımky TT1; z toho vyplývá, že p̊udorysy b1, t1 př́ımek b, t splývaj́ı, b1 = t1; nárys b2

můžeme sestrojit dvoj́ım zp̊usobem: binormála b je kolmá k tzv. oskulačńı rovině ω = tn

šroubovice h v bodě T , a pro jej́ı nárys b2 tud́ıž plat́ı b2 ⊥ nω
2 , T2 ∈ b2, kde nω

2 = N2N
′
2

je nárysnou stopou roviny ω (zde je tedy vidět pravý d̊uvod užitečnosti konstrukce

nárysných stopńık̊u N, N ′ př́ımek t, n); druhý zp̊usob konstrukce nárysu b2 binormály b

objasńıme v následuj́ıćım kroku
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Geometrie 2. Šroubovice

• binormála b je rovnoběžná s př́ımkou b′ = P ′W , kde bod W je vrchol kuželové plochy

binormál šroubovice h, pro který plat́ı W ∈ o a WA ⊥ AC; to vše se zachová v náryse,

kde je tedy W2 ∈ o2 a W2A2 ⊥ A2C2, dále b′2 = P ′
2W2 a konečně b2 ‖ b′2, T2 ∈ b2; t́ım

je v bodě T šroubovice h sestrojen kompletńı doprovodný trojhran, tvořený tečnou t,

hlavńı normálou n a binormálou b
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3. Úlohy k samostatnému řešeńı Geometrie

3. Úlohy k samostatnému řešeńı

Kuželosečky

1. Sestrojte kuželosečku, je-li dáno jej́ı ohnisko F1, tečna t = TK s bodem dotyku T a

délka a hlavńı poloosy.

F1[0; 0], T [−3; 2], K[3;−1], a = 4

2. Sestrojte kuželosečku, je-li dáno jej́ı ohnisko F1, tečny t1 = K1L1, t2 = K2L2 a délka a

hlavńı poloosy.

F1[−4; 0], K1[4; 2], L1[−1;−4], K2[−5; 2], L2[5;−4], a = 4

3. Sestrojte kuželosečku, je-li dáno jej́ı ohnisko F1, tečny t1 = K1L1, t2 = K2L2 a excent-

ricita e.

F1[0; 0], K1[6; 2], L1[3;−4], K2[−1; 6], L2[8;−2], e = 3

4. Sestrojte kuželosečku, je-li dáno jej́ı ohnisko F1 a tečny t1=K1L1, t2=K2L2, t3=K3L3.

a)F1[0; 2], K1[8; 2], L1[3;−4], K2[−1; 6], L2[9;−4], K3[−4;−7], L3[−5; 8]

b)F1[0; 2], K1[5; 2], L1[3;−4], K2[−2; 5], L2[9;−4], K3[−4;−7], L3[5; 8]

5. Sestrojte kuželosečku, je-li dáno jej́ı ohnisko F1, tečna t1 = T1R s bodem dotyku T1 a

tečna t2 = KL.

a)F1[0; 0], T1[4; 5], R[1;−4], K[−8;−3], L[−4; 2]

b)F1[0; 0], T1[4; 5], R[1;−4], K[−3; 2], L[9;−3]

6. Sestrojte hyperbolu, je-li dáno jej́ı ohnisko F1, tečna t = KL a asymptota u = XY .

F1[2; 0], K[−5;−2], L[3; 7], X[2;−8], Y [−4; 8]

7. Sestrojte kuželosečku, je-li dán jej́ı střed S, tečna t = KL, délka a hlavńı poloosy a

excentricita e.

a)S[0; 0], K[8; 2], L[3;−4], a = 6, e = 5

b)S[0; 0], K[8; 2], L[3;−4], a = 6, e = 7
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Geometrie 3. Úlohy k samostatnému řešeńı

8. Sestrojte kuželosečku, je-li dán jej́ı střed S, tečny t1 = K1L1, t2 = K2L2 a délka a hlavńı

poloosy.

a)S[0; 0], K1[7; 0], L1[−2;−7], K2[−2; 7], L2[8;−2], a = 5

b)S[0; 0], K1[4; 1], L1[−3;−3], K2[−5; 6], L2[5;−3], a = 3

9. Sestrojte parabolu, která má ř́ıdićı př́ımku d = KL, parametr p a procháźı bodem M .

M [0; 0], p = 3, K[−6;−4], L[−5; 4]

10. Sestrojte parabolu, která má ohnisko F a procháźı body M1, M2.

F [0; 0], M1[4;−3], M2[1; 3]

Šroubovice

1. V Mongeově promı́táńı sestrojte jeden závit levotočivé šroubovice, která má osu o ⊥ π,

R ∈ o, výšku v závitu a procháźı bodem A. V bodě T doplňte oskulačńı rovinu.

A[−4; 5; 0], R[0; 5; 0], v = 12, T [?; ?; 7]

2. V Mongeově promı́táńı sestrojte jeden závit pravotočivé šroubovice, která má osu o ⊥ π,

R ∈ o, redukovanou výšku v0 závitu a procháźı bodem A. V bodě A doplňte tečnu.

A[3; 7; 4], R[0; 6; 0], v0 = 1,6

3. V Mongeově promı́táńı sestrojte jeden závit levotočivé šroubovice, která má osu o ⊥ π,

R ∈ o, sklon α a procháźı bodem A.

A[2; 6; 0], R[0; 4; 0], α = 30◦

4. V Mongeově promı́táńı sestrojte jeden závit šroubovice, je-li dána jej́ı osa o ⊥ π, R ∈ o,

a tečna t = PN . V bodě dotyku doplňte oskulačńı rovinu.

R[0; 5; 0], P [2; 10; 0], N [7; 0; 4]

5. V Mongeově promı́táńı sestrojte jeden závit šroubovice, která má osu o ⊥ π, R ∈ o, a

oskulačńı rovinu ω v bodě T . V bodě T doplňte binormálu.

R[0; 4; 0], ω(8; 9; 4), T [2; ?; ?]
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6. V Mongeově promı́táńı sestrojte jeden závit šroubovice, která má osu o ⊥ π, R ∈ o,

redukovanou výšku v0 závitu a oskulačńı rovinu ω.

R[−4; 4; 0], ω(8; 9; 4), v0 = 1,5
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Geometrie Kapitola 4. Plochy

Plochy
Tematický obsah

• Šroubové plochy

◦ Schodová plocha v Mongeově promı́táńı

◦ Vývrtková plocha v Mongeově promı́táńı

◦ Rozvinutelná šroubová plocha v Mongeově promı́táńı

• Rotačńı plochy

◦ Anuloid v Mongeově promı́táńı

◦ Rotačńı kvadriky

∗ Rotačńı paraboloid v kolmém promı́táńı na nárysnu, Rotačńı jednod́ılný (zbor-

cený) hyperboloid v Mongeově promı́táńı

• Pr̊uniky ploch a těles

◦ Rovinné řezy ploch a těles

∗ Řez kosého čtyřbokého hranolu, Řez pravidelného čtyřbokého jehlanu, Řez

rotačńıho válce (vše v pravoúhlé axonometrii)

∗ Řez zploštělého elipsoidu v Mongeově promı́táńı

◦ Pr̊unik př́ımky s plochou či tělesem

∗ Pr̊unik př́ımky s kosým kruhovým kuželem, Pr̊unik př́ımky s kosým kruhovým

válcem (vše v pravoúhlé axonometrii)

◦ Pr̊uniky rotačńıch ploch

∗ Pr̊unik vejčitého elipsoidu a kulové plochy v kolmém promı́táńı na nárysnu

(varianta s rovnoběžnými osami – metoda rovnoběžných rovin)

∗ Pr̊unik vejčitého elipsoidu a kulové plochy v kolmém promı́táńı na nárysnu

(varianta s r̊uznoběžnými osami – metoda soustředných kulových ploch)

• Úlohy k samostatnému řešeńı
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1. Šroubové plochy Geometrie

1. Šroubové plochy

Výklad

• šroubová plocha vznikne šroubovým pohybem nějaké tzv. tvořićı křivky (rovinné

nebo prostorové)

• šroubovým pohybem rozumı́me složeńı rotace kolem pevné osy o a posunu ve směru

této osy, přičemž oba pohyby jsou na sobě př́ımo úměrně (jinak řečeno lineárně) závislé;

tj. např. dvojnásobnému otočeńı odpov́ıdá dvojnásobné posunut́ı apod.

• šroubovým pohybem bodu vznikne šroubovice

• pro zadáńı šroubového pohybu budeme obvykle potřebovat tyto tři údaje: osu o šroubo-

vého pohybu, jeho orientaci (pravotočivou nebo levotočivou) a výšku v jednoho závitu,

př́ıpadně alternativně redukovanou výšku v0 závitu

• šroubováńım libovolného bodu dané tvořićı křivky vzniká tzv. rovnoběžková šroubo-

vice př́ıslušné šroubové plochy

• tečná rovina v obecném bodě M šroubové plochy je určena podle obecného principu

tečnami ke dvěma křivkám, které lež́ı na dané ploše a procházej́ı daným bodem M ;

u šroubové plochy je jednou z těchto křivek obvykle daná tvořićı křivka vyšroubovaná

tak, aby procházela bodem M , a druhou je př́ıslušná rovnoběžková šroubovice jdoućı

bodem M

• rovina kolmá k ose šroubového pohybu prot́ıná danou šroubovou plochu v tzv. normá-

lovém řezu

• prot́ıná-li šroubovaná křivka osu šroubového pohybu, pak se vzniklá plocha nazývá

uzavřená, v opačném př́ıpadě je otevřená

• v praxi se nejčastěji vyskytuj́ı př́ımkové šroubové plochy, které vznikaj́ı šroubováńım

př́ımky nebo jej́ı části, a cyklické šroubové plochy, u nichž je šroubovanou křivkou

kružnice nebo jej́ı část
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Geometrie 1. Šroubové plochy

1.1. Schodová plocha v Mongeově promı́táńı

Výklad

• schodová plocha vznikne šroubováńı př́ımky (nebo jej́ı části), která je kolmá k ose

šroubového pohybu a prot́ıná ji, proto ji lze nazvat také pravoúhlá uzavřená př́ım-

ková šroubová plocha

• tato plocha patř́ı také mezi tzv. zborcené plochy, a můžeme ji naj́ıt i pod názvem př́ımý

šroubový konoid nebo zkráceně helikoid

• r̊uzné varianty schodové plochy nacházej́ı uplatněńı předevš́ım ve stavebnictv́ı (spodńı

strana točitých schodǐst’), v architektuře i ve strojńı praxi (r̊uzné druhy šroub̊u apod.)

Řešené úlohy

Př́ıklad: V Mongeově promı́táńı zobrazte jeden závit schodové plochy, která vznikne

šroubováńım úsečky AB ve šroubovém pohybu, jenž má osu o ⊥ π, B ∈ o, redukova-

nou výšku v0 závitu a levotočivou orientaci; v bodě T plochy doplňte tečnou rovinu τ ;

A[−4; 5; 0], B[0; 5; 0], v0 = 1, T [3; 4; ?].
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• podle zadáńı sestrojme sdružené pr̊uměty A1, A2 a B1, B2 (kde B2 = O1,2) krajńıch

bod̊u úsečky AB, vytáhněme silněji jej́ı p̊udorys A1B1 i nárys A2B2; p̊udorysem osy

o ⊥ π, B ∈ o, je bod o1 = B1, pro jej́ı nárys o2 plat́ı o2 ⊥ x1,2 a B2 ∈ o2; dále

doplňme sdružené pr̊uměty V1, V2 vrcholu V ∈ o, |V π| = v0, kuželové plochy tečen

daného šroubového pohybu, pro jehož p̊udorys plat́ı V1 = B1 = o1 a pro nárys je

V2 ∈ o2, |V2x1,2| = v0 = 1; nakonec k zadáńı patř́ı ještě p̊udorys T1 bodu T

O1,2
x1,2

o1=B1

B2=

o2

A1

A2

T1

=V1

V2
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• nejprve sestrojme sdružené pr̊uměty h1, h2 levotočivé šroubovice h, která vznikne šrou-

bováńım bodu A v daném šroubovém pohybu; p̊udorysem této šroubovice h je kružnice

h1(B1, r = |B1A1|), nárys h2 sestroj́ıme pomoćı nárys̊u 12, 22, . . . , 122 dělićıch bod̊u

1, 2, . . . , 12 šroubovice h lež́ıćıch v př́ıslušných dvanáctinách výšky v závitu; tuto výšku

v urč́ıme pouze přibližně ze vztahu v = 2πv0 dosti hrubým zaokrouhleńım π
.
= 3, a

tedy v
.
= 6v0 = 6; dopust́ıme se t́ım jisté nepřesnosti, což se ale na výsledku znatelně

neprojev́ı; jinak bychom mohli výšku v závitu sestrojit z charakteristického trojúhelńıka

šroubovice h, analogicky, jako je to provedeno v př́ıkladě Šroubovice v Mongeově pro-

mı́táńı (viz na straně 260). . .
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• protože bod B lež́ı na ose o, redukuje se jeho šroubováńı pouze na posun ve svislém

směru; sestrojme tedy na př́ımce o2 nárysy 1′
2, 2

′
2, . . . , 12′

2 bod̊u 1′, 2′, . . . , 12′ ∈ o (jejich

p̊udorysy splývaj́ı s bodem o1 a v obrázku nejsou popsány), které lež́ı v odpov́ıdaj́ıćıch

výškách jako body 1, 2, . . . , 12 šroubovice h; t́ım dostáváme sdružené pr̊uměty daľśıch

dvanácti poloh 11′, 22′, . . . , 12 12′ vyšroubované dané úsečky AB; v p̊udoryse jsou to

jednotlivé poloměry kružnice h1, v náryse pak rovnoběžky s osou x1,2, ovšem s výjimkou

nárys̊u úseček 33′, 99′ – ty jsou kolmé k nárysně ν a zobraźı se jako body 32 = 3′
2, 92 = 9′

2;

světleǰśım odst́ınem výplně je naznačena viditelnost horńı strany plochy, tmavš́ı odst́ın

vyplňuje tu část nárysu, kde je vidět spodńı strana plochy
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• určeme bod T na ploše, tj. sestrojme jeho nárys T2: př́ımka p1 = B1T1 je p̊udorysem

tvořićı př́ımky p, která lež́ı na uvažované schodové ploše; polopř́ımka B1T1 prot́ıná

kružnici h1 v bodě H1, jenž je p̊udorysem bodu H lež́ıćıho na sestrojené šroubovici

h; př́ıslušný nárys H2 najdeme na ordinále a na zobecněné sinusoidě h2 (mezi 52 a 62,

což odečteme z p̊udorysu); nyńı již můžeme doplnit nárys p2 ‖ x1,2, H2 ∈ p2, př́ımky p

a na něm pomoćı př́ıslušné ordinály nárys T2 ∈ p2 bodu T ∈ p
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• tečná rovina τ v bodě T plochy muśı procházet př́ımkou p a dourč́ıme ji pomoćı tečny

t sestrojené v bodě T ke šroubovici h′, která vznikne šroubováńım bodu T v daném

šroubovém pohybu: p̊udorysem této šroubovice h′ je kružnice h′
1(B1, r

′ = |B1T1|),

p̊udorysem tečny t je tečna t1 ke kružnici h′
1 v bodě T1; otočme bod T1 po kružnici

h′
1 o 90◦ proti směru stoupáńı daného šroubového pohybu do bodu P ′

1 a sestrojme

p̊udorys t′1 = P ′
1V1 př́ımky t′ = P ′V , která lež́ı na př́ıslušné kuželové ploše tečen a je

tedy rovnoběžná s hledanou př́ımkou t; nárys P ′
2 najdeme na ordinále a na ose x1,2,

sestroj́ıme př́ımku t′2 = P ′
2V2 a následně nárys t2 tečny t, kde t2 ‖ t′2, T2 ∈ t2; takto je

tečná rovina τ = pt jednoznačně určena, jej́ı stopy nebudeme sestrojovat
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• na závěr můžeme doplnit nárys h′
2 šroubovice h′ (pro samotné řešeńı úlohy to ovšem neńı

nezbytně nutné): konstrukci provedeme snadno pomoćı ordinál vedených z pr̊useč́ık̊u

úseček A1B1, 11B1, 21B1, . . . , 121B1 s kružnićı h′
1 na př́ıslušné úsečky A2B2, 121

′
2, 222

′
2,

. . . , 12212′
2 v náryse – pro větš́ı přehlednost nejsou tyto ordinály v obrázku narýsovány,

čtenář si je může zkusit doplnit sám; poznamenejme ještě, že sestrojená tvořićı př́ımka

p = HT schodové plochy je současně hlavńı normálou šroubovice h′ v jej́ım bodě T a

tečná rovina τ = pt je tedy oskulačńı rovinou zmı́něné šroubovice h′ v tomto bodě
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1.2. Vývrtková plocha v Mongeově promı́táńı

Výklad

• vývrtková plocha vznikne šroubováńı př́ımky (nebo jej́ı části), která prot́ıná osu šroubo-

vého pohybu a neńı k ńı kolmá, proto ji lze nazvat také kosoúhlá uzavřená př́ımková

šroubová plocha

• r̊uzné varianty vývrtkové plochy nacházej́ı uplatněńı ve strojńı praxi (r̊uzné druhy

šroub̊u apod.), ve stavebnictv́ı i v architektuře

Řešené úlohy

Př́ıklad: V Mongeově promı́táńı zobrazte jeden závit vývrtkové plochy, která vznikne

šroubováńım úsečky AB ve šroubovém pohybu, jenž má osu o ⊥ π, B ∈ o, výšku v závitu a

pravotočivou orientaci; v bodě T plochy doplňte tečnou rovinu τ a sestrojte normálový řez

plochy rovinou ρ; A[4; 5; 0], B[0; 5; 3], v = 6, T [1,5; 6,5; ?], ρ(∞;∞; 5,5).

Řada konstrukčńıch krok̊u je v tomto př́ıkladě stejných nebo velmi podobných jako v před-

choźıch př́ıkladech Schodová plocha v Mongeově promı́táńı (viz stranu 275) a Šroubovice

v Mongeově promı́táńı (viz stranu 260), kde jsou tyto podrobně popsány; d́ıky tomu (a také

z d̊uvodu úspory mı́sta) jsou následuj́ıćı konstrukce vysvětleny poněkud stručněji. . .
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• podle zadáńı sestrojme sdružené pr̊uměty A1B1 a A2B2 úsečky AB; p̊udorysem osy

o ⊥ π, B ∈ o, je bod o1 = B1, pro jej́ı nárys o2 plat́ı o2 ⊥ x1,2 a B2 ∈ o2; dále doplňme

p̊udorys T1 bodu T a nárys ρ2 ‖ x1,2 roviny ρ normálového řezu sestrojované vývrtkové

plochy

O1,2
x1,2

o1=B1

B2

o2

A1

A2

T1

ρ2

- 283 -
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• nejprve sestrojme sdružené pr̊uměty h1, h2 pravotočivé šroubovice h, která vznikne šrou-

bováńım bodu A v daném šroubovém pohybu; p̊udorysem této šroubovice h je kružnice

h1(B1, r = |B1A1|), nárys h2 (vytažen jen slabě kv̊uli viditelnosti v daľśıch kroćıch)

sestroj́ıme pomoćı nárys̊u 12, 22, . . . , 122 dělićıch bod̊u 1, 2, . . . , 12 šroubovice h lež́ıćıch

v př́ıslušných dvanáctinách výšky v závitu
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• šroubováńı bodu B se redukuje pouze na posun ve svislém směru, sestrojme nárysy

1′
2, 2

′
2, . . . , 12′

2 bod̊u 1′, 2′, . . . , 12′ ∈ o, z nichž každý daľśı je o v
12

= 0,5 výše než-li

předchoźı; t́ım dostáváme sdružené pr̊uměty daľśıch dvanácti poloh 11′, 22′, . . . , 12 12′

vyšroubované dané úsečky AB; v náryse zkusme doplnit obrys: na pravé straně vycháźı

z bodu 3′
2, dotýká se úseček 222

′
2, 121

′
2 a hladce se napojuje na křivku h2 někde mezi body

12, A2, analogicky zleva; vzhledem k těmto křivkám je pak v náryse vytažena viditelnost

př́ıslušných tvořićıch úseček
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• př́ımka p1 = B1T1 je p̊udorysem tvořićı př́ımky p, na ńıž bod T lež́ı; polopř́ımka B1T1

prot́ıná kružnici h1 v bodě H1, př́ıslušný nárys H2 najdeme na ordinále a na křivce h2

(mezi body 102, 112); pro př́ımku p pak plat́ı H ∈ p a p ‖ p′, kde p′ = H ′B (H ′ = H1),

odtud v náryse H2 ∈ p2 a p2 ‖ p′
2, kde p′

2 = H ′
2B2; nárys T2 bodu T doplńıme na ordinále

a na sestrojené př́ımce p2
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• tečná rovina τ v bodě T plochy muśı procházet př́ımkou p a dourč́ıme ji pomoćı tečny

t sestrojené v bodě T šroubovice h′, která vznikne šroubováńım bodu T v daném

šroubovém pohybu; tečnu t sestroj́ıme standardně pomoćı př́ımky t′ = P ′V , kde bod V

lež́ı na ose o v redukované výšce v0 závitu nad p̊udorysnou (pro konstrukci použijeme

zaokrouhlenou hodnotu v0 = v
2π

.
= v

6
= 1) a bod P ′ dostaneme otočeńım bodu T1 po

kružnici h′
1 o 90◦ proti směru stoupáńı daného šroubového pohybu
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• na závěr sestrojme bodově křivku r normálového řezu plochy danou rovinou ρ; tvořićı

př́ımka p prot́ıná rovinu ρ v bodě R: v náryse je R2 = p2∩ρ2, p̊udorys R1 ∈ p1 doplńıme

na ordinále; analogicky sestroj́ıme sdružené pr̊uměty pr̊useč́ık̊u 6∗, 7∗, 8∗, 9∗, 10∗ daľśıch

tvořićıch úseček 66′, 77′, 88′, 99′, 10 10′ s rovinou ρ; dá se ukázat, že řezná křivka r, jej́ımž

jedńım krajńım bodem je pr̊useč́ık 5′ = o∩ρ a druhým bod 11 ∈ h, je tzv. Archimedova

spirála
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1.3. Rozvinutelná šroubová plocha v Mongeově promı́táńı

Výklad

• rozvinutelná šroubová plocha je tvořena tečnami nějaké dané šroubovice, odtud také

jej́ı alternativńı název – plocha tečen šroubovice

• daná šroubovice se pak nazývá hranou vratu rozvinutelné šroubové plochy

• jak už název napov́ıdá, dá se ukázat, že tuto plochu lze rozvinout do roviny, podobně

jako např. válcovou nebo kuželovou plochu

Řešené úlohy

Př́ıklad: V Mongeově promı́táńı zobrazte p̊ul závitu rozvinutelné šroubové plochy, jej́ıž hra-

nou vratu je pravotočivá šroubovice, která procháźı bodem A, má vrchol V kuželové plochy

tečen a osu o ⊥ π, V ∈ o; plochu omezte hranou vratu a p̊udorysnou a proved’te rozvinut́ı

této jej́ı části do roviny; A[0; 5; 0], V [0; 3; 2].
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• podle zadáńı sestrojme sdružené pr̊uměty A1, A2 (kde A2 = O1,2) a V1, V2 daných bod̊u

A, V ; p̊udorysem osy o ⊥ π, V ∈ o, je bod o1 = V1, jej́ım nárysem je př́ımka o2 = A2V2

O1,2
x1,2

V1=o1

V2

o2

A1

A2=

- 290 -



Geometrie 1. Šroubové plochy

• hranou vratu plochy je pravotočivá šroubovice h, která vznikne šroubováńım bodu A

kolem osy o při redukované výšce v0 = zV = 2 závitu; p̊udorysem šroubovice h je

kružnice h1(V1, r = |V1A1|), na ńıž můžeme sestrojit p̊udorysy 11, 21, . . . , 61 (od bodu

A1 po 30◦ proti směru hodinových ručiček) daľśıch šesti bod̊u 1, 2, . . . , 6, které lež́ı na

konstruované polovině závitu šroubovice h; abychom mohli v následuj́ıćım kroku zjistit

délku poloviny výšky v závitu, nachystejme si ještě v p̊udoryse délku poloviny kružnice

h1: podle Kochaňského rektifikace sestrojme na tečně kružnice h1 v bodě 61 pomocné

body I, II, kde |III| = 3r, a źıskáme tak, s malou chybou, hledanou délku πr
.
= |IIA1|
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• nejprve urč́ıme polovinu a následně dvanáctinu výšky v závitu, a to pomoćı charakte-

ristického trojúhelńıka KLM šroubovice h; na ose x1,2 nanesme délku r = |V1A1| = 2

doleva od bodu A2 a takto źıskaný koncový bod označme K2; od něj směrem doprava

(opět na ose x1,2) nanesme délku |IIA1|
.
= πr (zjǐstěnou v předchoźım kroku) a krajńı

bod označme L2; třet́ı vrchol M2 nárysu trojúhelńıka KLM pak muśı ležet na přeponě

K2V2 a na kolmici k ose x1,2 vedené bodem L2; délka odvěsny L2M2 udává polovinu

výšky v závitu, tj. v
2

= |L2M2|; tuto délku rozdělme na šest stejných d́ıl̊u a źıskáme tak

výšky bod̊u 1, 2, . . . , 6 šroubovice h, jejichž př́ıslušné nárysy doplńıme snadno pomoćı

ordinál (př́ıslušné konstrukce jsou zřejmé z obrázku); t́ım máme sestrojeny sdružené

pr̊uměty h1, h2 poloviny závitu šroubovice h – hrany vratu dané rozvinutelné šroubové

plochy
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• dále budeme v bodech 1, 2, . . . , 6 sestrojovat tečny ke šroubovici h, postup popǐsme

podrobněji pro konstrukci tečny t v bodě 6: p̊udorys t1 je tečna ke kružnici h1 v bodě

61; př́ımka t′1 = P ′
1V1, kde bod P ′

1 = 31 dostaneme otočeńım bodu 61 po kružnici h1

o 90◦ proti směru stoupáńı šroubovice h, je p̊udorysem př́ımky t′ = P ′V , která lež́ı na

př́ıslušné kuželové ploše tečen a je rovnoběžná s hledanou tečnou t; nárys P ′
2 lež́ı na

ordinále a na ose x1,2 a dále plat́ı t2 ‖ t′2, 62 ∈ t2, přičemž t′2 = P ′
2V2 (pro zaj́ımavost

poznamenejme, že v bĺızkosti pr̊useč́ıku př́ımky t2 s úsečkou L2M2 vzniká zaj́ımavý

optický klam
”
nalomeńı“ př́ımky t2, zp̊usobený pěti tečkovanými rovnoběžkami, které

sloužily k rozděleńı úsečky L2M2 na šest stejných d́ıl̊u); doplňme ještě p̊udorysný stopńık

P 6 = t∩ π sestrojené tečny t: v náryse je P 6
2 = t2 ∩ x1,2 a p̊udorys P 6

1 lež́ı na ordinále a

na př́ımce t1
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1. Šroubové plochy Geometrie

• stejným zp̊usobem jako v předchoźım kroku sestrojme sdružené pr̊uměty tečen šrou-

bovice h i v jej́ıch zbývaj́ıćıch bodech 1, 2, . . . , 5 a opět doplňme nárysy a následně

na ordinálách p̊udorysy př́ıslušných p̊udorysných stopńık̊u P 1, P 2, P 3, P 4, P 5; p̊udorys

P 3
1 stopńıku P 3 ovšem nenajdeme tak snadno, nebot’ body 32, P

3
2 , 31 lež́ı na stejné or-

dinále; ze zadáńı vyplývá, že šroubovice h má sklon ϕ = 45◦ (je totiž r = v0) a tentýž

sklon vzhledem k p̊udorysně má tedy také každá jej́ı tečna; odtud již snadno odvod́ıme

|P 3
1 31| = |P 3

2 32|; při jiném zadáńım bychom mohli využ́ıt např. sklopeńı p̊udorysně

promı́taćı roviny tečny v bodě 3 do p̊udorysny, nebo bychom vzdálenost |P 3
1 31| mohli

určit pomoćı nárysu K2L2M2 charakteristického trojúhelńıka šroubovice h (zkuste si to

promyslet jako cvičeńı. . . )
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Geometrie 1. Šroubové plochy

• dá se dokázat, že pro délky kruhových oblouk̊u na kružnici h1 plat́ı |

(
A111| = |11P

1
1 |,

|

(

A121| = |21P
2
1 |, . . . , |

(

A161| = |61P
6
1 |, z čehož vyplývá, že p̊udorysné stopńıky P 1, P 2, . . .

. . . , P 6 sestrojených tečen lež́ı na tzv. evolventě e kružnice h1; ta lež́ı v p̊udorysně, a

tud́ıž splývá se svým p̊udorysem e1, jej́ım nárysem je úsečka e2 = A2P
6
2 na ose x1,2; t́ım

je úloha v pr̊umětech vyřešena
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1. Šroubové plochy Geometrie

• pro rozvinut́ı sestrojené (a v předchoźıch kroćıch zobrazené) části plochy je užitečné

překreslit si nárys K2L2M2 charakteristického trojúhelńıka šroubovice h a označit v něm

několik užitečných údaj̊u: předevš́ım si uvědomme, že délka přepony K2M2 je současně

délkou poloviny závitu šroubovice h, a tud́ıž plat́ı u = 1
6
|K2M2| = |

(
A1| = |

(

12| = · · · =

= |

(

56|, kde

(

A1,

(

12, . . . ,

(

56 jsou jednotlivé oblouky šroubovice h mezi jej́ımi sousedńımi

dělićımi body; dále se dá ukázat, že šroubovice h má v každém bodě stejný tzv. poloměr

r0 křivosti, pro který plat́ı r0 =
r2+v2

0

r
, kde r = |K2o2| = 2 je poloměr šroubovice h

a v0 = zV = 2 je jej́ı redukovaná výška závitu; délku r0 lze také snadno sestrojit

v trojúhelńıku K2L2M2, stač́ı vést bodem V2 kolmici k přeponě K2M2, určit jej́ı pr̊useč́ık

s osou x1,2 a odměřit jeho vzdálenost od bodu K2 (z Pythagorovy věty je |K2V2| =

=
√

r2 + v2
0 a podle Eukleidovy věty o odvěsně má tedy vskutku sestrojená přepona

délku r0 =
r2+v2

0

r
, při našem zadáńı vycháźı r0 = 4, což je vidět z obrázku nebo to lze

snadno spoč́ıtat); nyńı již můžeme přistoupit k závěrečnému rozvinut́ı: v něm šroubovice

h přejde do kružnice h0(S, r0) (jej́ı střed S zvolme libovolně); na kružnici h0 zvolme bod

A0 a od něj na ni nanesme délku u – to provedeme pomoćı Sobotkovy rektifikačńı

metody: na polopř́ımce A0S sestrojme bod 1, kde |1A0| = 3r0 (nebo |1S| = 2r0), na

tečně ke kružnici h0 v bodě A0 sestrojme bod 2 tak, aby bylo |A02| = u; pak úsečka

12 protne kružnici h0 v bodě 10, pro který je |

(

A010|
.
= u; nyńı již snadno doplńıme

daľśı body 20, 30, . . . , 60 rozvinuté šroubovice h; na závěr stač́ı v každém z těchto bod̊u

sestrojit tečnu ke kružnici h0, nanést na ni (v př́ıslušném směru) odpov́ıdaj́ıćı násobek

délky u, tj. sestrojit body P 1
0 , P 2

0 , . . . , P 6
0 , kde |10P

1
0 | = u, |20P

2
0 | = 2u, . . . , |60P

6
0 | = 6u

(tyto délky můžeme odměřit na přeponě K2M2), a spojit tyto koncové body evolventou

e0 kružnice h0, do ńıž se rozvine evolventa e = e1 kružnice h1 z předchoźıho obrázku; t́ım

je rozvinut́ı plochy do roviny provedeno, určitě si zkuste výsledek vystřihnout z paṕıru

a
”
postavit“ nad sestrojený p̊udorys. . .

- 296 -



Geometrie 2. Rotačńı plochy

L2

M2

K2

V2

o2

v

12

v0

r0

u

A0

10

20

30

40

50

60

h0

e0

P 1

0

P 2

0

P 3

0

P 4

0

P 5

0

P 6

0

r0

u

1

2

S

2

2. Rotačńı plochy

Výklad

• rotačńı plocha vznikne rotaćı nějaké tzv. tvořićı křivky (rovinné nebo prostorové)

kolem dané osy o rotace; je to vlastně speciálńı př́ıpad šroubové plochy s nulovou

výškou závitu

• kružnice, kterou vytvoř́ı libovolný bod dané tvořićı křivky při rotaci kolem dané osy, se

nazývá rovnoběžka (nebo rovnoběžková kružnice) plochy
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2. Rotačńı plochy Geometrie

• každá rovina, která procháźı osou rotace, prot́ıná danou rotačńı plochu v tzv. meridiánu

(někdy se mu ř́ıká i poledńık); polovina meridiánu, lež́ıćı v jedné polorovině určené osou

rotace, se nazývá polomeridián

• rotaćı libovolného meridiánu nebo polomeridiánu dané rotačńı plochy vznikne táž plocha

• meridián, který lež́ı v rovině rovnoběžné s pr̊umětnou, se nazývá hlavńı meridián

• rotaćı krajńıch bod̊u dané tvoř́ıćı křivky, existuj́ı-li, dostaneme tzv. hraničńı rov-

noběžky; rotaćı bodu dané tvořićı křivky, který je ve svém okoĺı minimálně, resp.

maximálně, vzdálen od osy rotace, vznikne hrdelńı, resp. rovńıková, rovnoběžka plo-

chy, zkráceně hrdlo, resp. rovńık; a konečně bod, v němž je neasymptotická tečna

dané tvořićı křivky kolmá k ose rotace, vytvář́ı tzv. kráterovou rovnoběžku, zkráceně

kráter

• tečná rovina v bodě M rotačńı plochy je určena tečnami k rovnoběžce a k meridiánu,

které procházej́ı bodem M

2.1. Anuloid v Mongeově promı́táńı

Výklad

• rotačńı plocha zvaná anuloid (nebo také torus či kruhový prstenec) vznikne rotaćı

kružnice k(S, r), jej́ıž rovina procháźı osou o rotace a současně S 6∈ o; tvořićı kružnice

k je tedy polomeridiánem anuloidu
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Geometrie 2. Rotačńı plochy

Řešené úlohy

Př́ıklad: V Mongeově promı́táńı sestrojte tečnou rovinu τ v bodě T anuloidu, který má osu

o ⊥ π, R ∈ o, a jehož polomeridiánem je kružnice k(S; r); R[0; 5; 0], S[2,5; 5; 2], r = 1,5;

T [−3; 7; zT > zS].

• podle zadáńı sestrojme sdružené pr̊uměty S1, S2 a R1, R2 (kde R2 = O1,2) daných bod̊u

S, R; p̊udorysem osy o ⊥ π, R ∈ o, je bod o1 = R1, pro jej́ı nárys o2 plat́ı o2 ⊥ x1,2 a

R2 ∈ o2; př́ımka µ1 ‖ x1,2, R1 ∈ µ1, je p̊udorysem roviny µ = oS hlavńıho meridiánu,

v ńıž lež́ı zadaná kružnice k(S, r); p̊udorysem této kružnice je tedy úsečka k1, která

lež́ı na př́ımce µ1, má střed S1 a délku 2r = 3; nárysem je pak kružnice k2(S2, r = 3);

nakonec k zadáńı patř́ı ještě p̊udorys T1 bodu T

O1,2
x1,2

R1=o1

R2=

o2

S1

S2

µ1

k1

k2
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2. Rotačńı plochy Geometrie

• na kružnici k zvolme dva kolmé pr̊uměry AB, CD, kde AB ‖ π a CD ⊥ π; bod A,

resp. bod B, má ve svém okoĺı nejmenš́ı, resp. největš́ı, vzdálenost od osy o, a jeho

rotaćı tud́ıž vznikne hrdelńı rovnoběžka (hrdlo) a, resp. rovńıková rovnoběžka

(rovńık) b; v bodech C, D jsou tečny kružnice k kolmé k ose o, a rotaćı těchto bod̊u tedy

vznikaj́ı tzv. kráterové rovnoběžky c, d; v p̊udoryse se rovnoběžky a, b, c, d zobraźı

jako soustředné kružnice a1, b1, c1 = d1, jejich nárysy jsou úsečky a2, b2, c2, d2, které jsou

souměrné podle př́ımky o2; p̊udorysem plochy je mezikruž́ı ohraničené kružnicemi a1, b1,

nárys plochy ohraničuj́ı dvě souměrné p̊ulkružnice a úsečky c2, d2, které jsou společnými

tečnami těchto p̊ulkružnic
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Geometrie 2. Rotačńı plochy

• abychom našli bod T na ploše, použijeme typickou konstrukci – otočeńı kolem osy o do

roviny µ hlavńıho meridiánu: rotaćı bodu T vznikne rovnoběžková kružnice u plochy,

která se v p̊udoryse jev́ı jako kružnice u1(R1, |R1T1|); rovnoběžka u prot́ıná danou po-

lomeridiánovou kružnici k v bodě T 0, pro jehož p̊udorys je T 0
1 = u1 ∩ k1 a nárys T 0

2

najdeme na ordinále a na kružnici k2 (podle zadáńı voĺıme tu ze dvou možnost́ı, pro

kterou je zT 0 = zT > zS); můžeme tak doplnit úsečku u2, která je nárysem kružnice u,

a na př́ıslušné ordinále konečně také nárys T2 ∈ u2 bodu T
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2. Rotačńı plochy Geometrie

• tečnou rovinu τ v bodě T plochy urč́ıme podle obecného principu – pomoćı dvou tečen

vedených bodem T ke dvěma křivkám, které lež́ı na daném anuloidu; jako prvńı křivku

zvolme přirozeně rovnoběžkovou kružnici u a v bodě T k ńı sestrojme tečnu t: pro jej́ı

p̊udorys t1 zřejmě plat́ı t1 ⊥ T1R1, T1 ∈ t1, v náryse je t2 ‖ x1,2, T2 ∈ t2
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Geometrie 2. Rotačńı plochy

• polorovina určená osou o a bodem T prot́ıná plochu v polomeridiánové kružnici k′; se-

stroj́ıme sdružené pr̊uměty tečny t′ v bodě T uvažované kružnice k′: p̊udorysem kružnice

k′, resp. tečny t′, je úsečka k′
1, resp. př́ımka t′1 = T1R1; pro sestrojeńı nárysu t′2 využijeme

opět otočeńı kolem osy o do roviny µ hlavńıho meridiánu – kružnice k′ s bodem T se

otoč́ı do kružnice k s bodem T 0; v bodě T 0 sestrojme tečnu t0 ke kružnici k, v p̊udoryse

je t01 = µ1, v náryse se zachová t02 ⊥ S2T2, T2 ∈ t02; dále využijeme pr̊useč́ık V = t0 ∩ o,

v p̊udoryse neńı označen (plat́ı zde V1 = R1 = o1), v náryse je V2 = t02 ∩ o2; bod V

z̊ustává při rotaci na mı́stě a hledaná tečna je tedy př́ımka t′ = TV , tj. v náryse plat́ı

t′2 = T2V2
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2. Rotačńı plochy Geometrie

• sestrojenými tečnami t, t′ ke křivkám u, k′ je určena hledaná tečná rovina τ v bodě T

anuloidu; na závěr můžeme pro zaj́ımavost doplnit nárys kružnice k′(S ′, r), pro samotné

řešeńı úlohy to ovšem neńı nezbytně nutné; kružnice k′ se v náryse zobraźı jako elipsa

k′
2, která má střed v bodě S ′

2, hlavńı vrcholy lež́ı na ordinále bodu S ′ a na úsečkách c2

a d2, vedleǰśı vrcholy odvod́ıme z p̊udorysu pomoćı ordinál na úsečku b2 – konstrukce

je patrná z obrázku; elipsa k′
2 se nav́ıc muśı v bodě T2 dotknout př́ımky t′2
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2.2. Rotačńı kvadriky

Výklad

• rotačńı kvadrika vznikne rotaćı kuželosečky kolem jej́ı osy souměrnosti

• vezmeme-li v úvahu pouze regulárńı kuželosečky, źıskáme tak šest typ̊u ploch

◦ kulová plocha vznikne rotaćı kružnice kolem kterékoliv jej́ı osy souměrnosti

◦ vejčitý (protáhlý) rotačńı elipsoid vznikne rotaćı elipsy kolem jej́ı hlavńı osy

◦ zploštělý rotačńı elipsoid vznikne rotaćı elipsy kolem jej́ı vedleǰśı osy

◦ dvojd́ılný rotačńı hyperboloid vznikne rotaćı hyperboly kolem jej́ı hlavńı osy

◦ jednod́ılný (zborcený) rotačńı hyperboloid vznikne rotaćı hyperboly kolem

jej́ı vedleǰśı osy (může ovšem vzniknout i jinak – viz druhý př́ıklad v této části)

◦ rotačńı paraboloid vznikne rotaćı paraboly kolem jej́ı jediné osy souměrnosti

2.2.1. Rotačńı paraboloid v kolmém promı́táńı na nárysnu

Kolmé (pravoúhlé) promı́táńı na nárysnu je téměř totéž jako Mongeovo promı́táńı bez

p̊udorysu; pro každý bod X v prostoru je tedy sestrojen pouze jeho nárys X2 a pro jeho

jednoznačné určeńı je připojena do závorky tzv. kóta, což je orientovaná vzdálenost bodu

X od nárysny, nebo, jinak řečeno, je to jeho y-ová souřadnice; kótovaný nárys bodu X je

tedy označen X2(yX); body lež́ıćı v nárysně maj́ı nulovou kótu, a tu budeme při označeńı

v pr̊umětu vynechávat.
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2. Rotačńı plochy Geometrie

Řešené úlohy

Př́ıklad: V kolmém promı́táńı na nárysnu sestrojte tečnou rovinu τ v bodě A rotačńıho

paraboloidu, který má ohnisko F a svislou osu o, F ∈ o, rotace; F [0; 0; 6], A[2; 3; 2].

• podle zadáńı sestrojme nárysy F2, o2 ohniska F a osy o; ohnisko F lež́ı v nárysně, splývá

tedy se svým nárysem F2 = F a má nulovou kótu yF = 0; podle výše uvedené úmluvy

mu ponechme pouze označeńı F2; pro nárys svislé osy o rotace je o2 ⊥ x2, F2 ∈ o2; jako

posledńı zadaný objekt doplňme kótovaný nárys A2(3) (dle zadáńı je totiž yA = 3) bodu

A, j́ımž má konstruovaný rotačńı paraboloid procházet

O2
x2

F2

o2

A2(3)
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Geometrie 2. Rotačńı plochy

• rotaćı bodu A kolem osy o vznikne rovnoběžková kružnice a, která lež́ı v rovině α ⊥ o,

A ∈ α, má střed S = o ⊥ α a poloměr délky |SA|; nárysem roviny α je př́ımka

α2 ⊥ o2, A2 ∈ α2, která prot́ıná př́ımku o2 v bodě S2; poloměr kružnice a zjist́ıme ve

sklopeńı roviny α do nárysny: sestrojme sklopenou polohu (A) bodu A, kde (A)A2 ⊥ α2

a |(A)A2| = yA = 3, bod S ∈ o z̊ustává při sklápěńı na mı́stě, je tedy S = S2 = (S), a

ve sklopeńı můžeme sestrojit část sklopené polohy (a) kružnice a; rovnoběžka a prot́ıná

nárysnu ve dvou bodech, jeden z nich označme A0, v pr̊umětu je A0
2 = (a)∩α2; nárysem

kružnice a je tedy úsečka a2, která lež́ı na př́ımce α2, má střed S2 a jeden krajńı bod A0
2
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• nárysna protne daný paraboloid v parabole p, která je hlavńım meridiánem plochy, má

ohnisko F , osu o a procháźı bodem A0 (sestroj́ıme ji v daľśım kroku); prozat́ım pouze

dourč́ıme jej́ı ř́ıdićı př́ımku d = d2 a vrchol V = V2: podle ohniskové definice paraboly

(viz stranu 228) plat́ı |F2A
0
2| = |A0

2d2|, odtud sestroj́ıme na ose o2 pomocný bod D2,

kde |D2S2| = |F2A
0
2| (ze dvou možnost́ı vybereme tu, pro niž bude paraboloid otevřený

směrem dol̊u), a vedeme j́ım ř́ıdićı př́ımku d2 ⊥ o2, D2 ∈ d2; vrchol V2 paraboly p2 = p

je pak středem úsečky F2D2
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• opět podle ohniskové definice paraboly doplňme daľśıch šest bod̊u paraboly p2, vždy

po dvou souměrných podle osy o2, dva z nich na ose x2, daľśı čtyři libovolně, pokud

možno, rovnoměrně mezi úsečkou a2 a vrcholem V2; rotaćı těchto bod̊u vzniknou daľśı

tři rovnoběžkové kružnice plochy, které se v náryse zobraźı jako úsečky, které jsou kolmé

k př́ımce o2 a maj́ı na ńı své středy; pro vyrýsováńı paraboly p2 t́ım máme celkem devět

bod̊u, omeźıme ji osou x2 – plochu tak omeźıme zdola rovnoběžkovou kružnićı, která

má střed v počátku O (jinak řečeno, která lež́ı v p̊udorysně π), a př́ıslušným zp̊usobem

oprav́ıme viditelnost osy o
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• tečnou rovinu τ v bodě A plochy urč́ıme podle obecného principu – pomoćı dvou tečen

vedených bodem A ke dvěma křivkám, které lež́ı na daném paraboloidu; jako prvńı

křivku zvolme přirozeně rovnoběžkovou kružnici a a v bodě A k ńı sestrojme tečnu t:

v náryse je t2 = α2, ve sklopeńı doplňme (t) ⊥ (S)(A), (A) ∈ (t); d́ıky tomu můžeme

označit také nárysný stopńık N2 = (N) = t2 ∩ (t) tečny t, kterým bude procházet

nárysná stopa roviny τ
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• rovina určená osou o a bodem A prot́ıná plochu v meridiánové parabole m (konstrukci

jej́ıho nárysu naznač́ıme v následuj́ıćım závěrečném kroku postupu řešeńı); sestroj́ıme

nárys tečny t′ v bodě A uvažované paraboly m: při tom využijeme otočeńı kolem osy o

do roviny hlavńıho meridiánu – parabola m s bodem A se otoč́ı do paraboly p s bodem

A0; v bodě A0
2 tedy sestrojme tečnu t02 = A0

2W2 k parabole p2, kde bod W2 je souměrný

s bodem S2 podle vrcholu V2 (úsečka S2W2 je subtangentou bodu A0
2 a ta je podle Věty 4

z kapitoly o parabole p̊ulena vrcholem V2 – viz stranu 237); bod W ∈ o z̊ustává při rotaci

na mı́stě a hledaná tečna je tedy př́ımka t′ = AW , tj. v náryse plat́ı t′2 = A2W2; bod

W = W2 lež́ı v nárysně, a je to tud́ıž také nárysný stopńık př́ımky t′
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• na závěr doplňme nárysnou stopu nτ
2 = N2W2 tečná roviny τ sestrojeného rotačńıho

paraboloidu v jeho daném bodě A a pokusme se naznačit několik možných zp̊usob̊u

konstrukce nárysu m2 meridiánové paraboly m; předevš́ım je nárysem paraboly m opět

parabola m2, pro niž známe osu o2, vrchol V2 a tečnu t′2 s bodem A2 dotyku; 1. zkusme

naj́ıt ohnisko paraboly m2: to muśı ležet na ose o2 a na kolmici k tečně t′2 vedené jej́ı

patou na vrcholové tečně, nebo jinak p̊uĺı ohnisko součet subtangenty a subnormály

bodu A2 (Věta 5 z kapitoly o parabole, i Věta 6 by se dala použ́ıt – viz stranu 237); 2.

pro konstrukci bod̊u paraboly m2 můžeme použ́ıt opačný princip, než kterým jsme na

začátku sestrojili bod A0
2; 3. a konečně lze zužitkovat také vztah pravoúhlé osové afinity

mezi parabolami p2, m2, přičemž osou této afinity je př́ımka o2 a odpov́ıdaj́ı si v ńı body

A0
2 a A2 (př́ıslušné konstrukce jsou přenechány čtenáři jako cvičeńı)
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2.2.2. Jednod́ılný (zborcený) rotačńı hyperboloid v Mongeově promı́táńı

Výklad

• dá se ukázat, že tato plocha je př́ımková, tj. každým jej́ım bodem procháźı aspoň jedna

př́ımka

• může tedy vzniknout i jinak než rotaćı hyperboly kolem jej́ı vedleǰśı osy – a sice rotaćı

př́ımky, která je mimoběžná s osou rotace a neńı k ńı kolmá

• každým bodem zborceného rotačńıho hyperboloidu procháźı právě dvě tvořićı př́ımky

plochy; rotaćı každé z nich vznikne jeden tzv. regulus př́ımek plochy

• každé dvě př́ımky stejného regulu jsou navzájem mimoběžné

• každé dvě př́ımky r̊uzných regul̊u jsou navzájem r̊uznoběžné (poč́ıtáme sem i rovnoběžky,

které se prot́ınaj́ı v nekonečnu) a určuj́ı tečnou rovinu v bodě plochy, který je jejich

pr̊useč́ıkem

Řešené úlohy

Př́ıklad: V Mongeově promı́táńı sestrojte tečnou rovinu τ v bodě T jednod́ılného rotačńıho

hyperboloidu, který vznikne rotaćı úsečky PQ kolem osy o ⊥ π, R ∈ o; R[0; 4; 0], P [3; 6; 0],

Q[−3; 5; 5], T [−2; yT < yR; 1].
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• podle zadáńı sestrojme sdružené pr̊uměty P1, P2, Q1, Q2 a R1, R2 (kde R2 = O1,2) daných

bod̊u P, Q,R a zat́ım jen slabě vytáhněme p̊udorys P1Q1 a nárys P2Q2 úsečky PQ;

p̊udorysem osy o ⊥ π, R ∈ o, je bod o1 = R1, pro jej́ı nárys o2 plat́ı o2 ⊥ x1,2 a

R2 ∈ o2; daná úsečka PQ je s osou o mimoběžná a jej́ı rotaćı tedy vznikne část jed-

nod́ılného rotačńıho hyperboloidu, který patř́ı mezi zborcené (tj. do roviny nerozvinu-

telné) př́ımkové plochy a může být vytvořen také rotaćı hyperboly kolem jej́ı vedleǰśı

osy souměrnosti, k čemuž se dostaneme v závěrečném kroku řešeńı této úlohy; k zadáńı

doplňme ještě nárys T2 bodu T
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• rotaćı krajńıch bod̊u P, Q kolem osy o vzniknou hraničńı rovnoběžkové kružnice p, q,

kterými omeźıme plochu zdola a shora; v p̊udoryse se tyto rovnoběžky zobraźı jako

kružnice p1(R1, |R1P1|), q1(R1, |R1Q1|), jejich nárysy jsou úsečky p2, q2, které jsou sou-

měrné podle př́ımky o2, po řadě procházej́ı body P2, Q2 a maj́ı délku 2|R1P1|, 2|R1Q1|;

konstrukci provedeme nejrychleji t́ımto zp̊usobem: kolem bodu R1 oṕı̌seme bodem P1

kružnici p1 a jej́ı poloměr |R1P1| naneseme od bodu R2 = O1,2 na osu x1,2, č́ımž źıskáme

krajńı body úsečky p2; podobně postupujeme při konstrukci sdružených pr̊umět̊u kruž-

nice q, pouze si nejprve v náryse nachystáme rovnoběžku s osou x1,2 vedenou bodem

Q2, abychom na ńı mohli od př́ımky o2 nanést délku |R1Q1| a źıskat tak krajńı body

úsečky q2
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• hyperboloid omeźıme ještě zevnitř t́ım, že na př́ımce PQ najdeme bod H, který je

nejbĺıže k ose o a jehož rotaćı tedy vznikne hrdelńı rovnoběžková kružnice h plochy;

vlastně to znamená sestrojit osu (dř́ıve nazývanou nejkratš́ı př́ıčka) mimoběžek o a PQ;

d́ıky tomu, že plat́ı o ⊥ π a o1 = R1, je konstrukce v pr̊umětech jednoduchá: stač́ı

bodem R1 spustit kolmici na př́ımku P1Q1, a jej́ı pata je p̊udorysem H1 hledaného bodu

H; jeho nárys H2 najdeme na ordinále a na nárysu P2Q2 úsečky PQ; v p̊udoryse ještě

doplňme kružnici h1(R1, |R1H1|), která je p̊udorysem zmı́něné hrdelńı rovnoběžky h;

nárysem kružnice h je opět úsečka h2, která je rovnoběžná s osou x1,2, procháźı bodem

H2, má střed na př́ımce o2 a jej́ı délka je rovna pr̊uměru 2|R1H1| kružnice h1; na závěr

tohoto kroku poznamenejme, že střed S hrdla h je současně středem celého hyperboloidu

(v obrázku nejsou sdružené pr̊uměty bodu S označeny ani popsány)
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• mezikruž́ı ohraničené kružnicemi p1, q1 je p̊udorysem jakéhosi úpat́ı plochy, a při pohledu

shora vid́ıme vněǰśı stranu této části hyperboloidu; naopak mezikruž́ı mezi kružnicemi

q1, h1 je p̊udorysem j́ıcnu plochy, kde vid́ıme jej́ı vnitřńı stranu (neńı na škodu rozlǐsit

obě strany plochy barevně, což bude provedeno v závěrečném kroku konstrukce); odtud

vyplývá také vytažeńı viditelnosti p̊udorysu P1Q1 úsečky PQ; najděme bod T na ploše:

př́ımka α2 ‖ x1,2, T2 ∈ α2, je nárysem roviny α ⊥ o, která prot́ıná úsečku PQ v bodě T ′

(v náryse je T ′
2 = α2 ∩P2Q2, p̊udorys T ′

1 lež́ı na ordinále a na P1Q1), jehož rotaćı kolem

osy o vznikne rovnoběžková kružnice a (p̊udorysem je kružnice a1(R1, |R1T
′
1|), nárysem

úsečka a2 na α2), na ńıž muśı ležet také bod T ; ordinála vedená bodem T2 prot́ıná

kružnici a1 ve dvou bodech, z nichž podle zadáńı (yT < yR) vybereme a označ́ıme T1

ten, který lež́ı bĺıže k ose x1,2; viditelnost kružnice a v p̊udoryse je zřejmá z předchoźıho

výkladu
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• tečná rovina τ v bodě T zborceného hyperboloidu je určena dvěma př́ımka m,n r̊uzných

regul̊u plochy, přičemž př́ımka m vznikne rotaćı př́ımky PQ kolem osy o a př́ımka n je

s př́ımkou m souměrná podle meridiánové roviny určené osou o a bodem T ; p̊udorysem

rotačńıho pohybu kolem osy o je zřejmě otáčeńı kolem bodu o1 = R1 a úsečka P1Q1 je při

tomto otáčeńı stále tečnou kružnice h1; p̊udorys m1 př́ımky m je tedy tečnou ke kružnici

h1 vedenou bodem T1; podobně je p̊udorys n1 př́ımky n druhého regulu tečnou kružnice

h1 souměrnou s m1 podle př́ımky R1T1; př́ıslušné body dotyku označme Hm
1 , Hn

1 – jsou

to p̊udorysy pr̊useč́ık̊u Hm, Hn př́ımek m, n s hrdlem h, a jejich nárysy Hm
2 , Hn

2 najdeme

pomoćı ordinál na úsečce h2; nárysy m2 = T2H
m
2 , n2 = T2H

n
2 př́ımek m,n nebudeme

vytahovat př́ılǐs silně, jejich viditelnost v náryse stanov́ıme až v následuj́ıćım kroku;

čtenář si může pro zaj́ımavost zkusit naj́ıt sdružené pr̊uměty pr̊useč́ık̊u př́ımek m,n

s hraničńımi rovnoběžkami p, q
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• viditelnost př́ımek m,n v p̊udoryse byla stanovena již v předchoźım kroku podobně

jako viditelnost úsečky PQ; v náryse je vidět předńı polovina plochy, která lež́ı před

rovinou µ ‖ ν, o ∈ µ, hlavńıho meridiánu; t́ımto hlavńım meridiánem je část hyper-

boly c, jej́ım p̊udorysem c1 jsou dvě úsečky, které lež́ı na př́ımce µ1 a současně v me-

zikruž́ı ohraničeném kružnicemi h1, p1; nárys c2 hyperboly c procháźı krajńımi body

úseček p2, a2, h2, q2, přičemž krajńı body nárysu h2 hrdla h jsou vrcholy hyperboly c2;

z p̊udorysu je vidět, že úsečka PQ, resp. úsečka na př́ımce m, lež́ı před, resp. za, rovinou

µ, a tud́ıž bude v náryse vytažena plně, resp. čárkovaně; viditelnost př́ımky n v náryse

stanov́ıme pomoćı pr̊useč́ıku X = n ∩ µ, kde X1 = n1 ∩ µ1 a nárys X2 odvod́ıme po

ordinále na př́ımce n2, která se v bodě X2 dotýká hyperboly c2; t́ım je úloha vyřešena
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3. Pr̊uniky ploch a těles Geometrie

3. Pr̊uniky ploch a těles

• v následuj́ıćıch úlohách využijeme některé zkušenosti z předchoźıch kapitol, konkrétńı

odkazy jsou uvedeny př́ımo v textu

3.1. Rovinné řezy ploch a těles

• prvńı tři př́ıklady v této podkapitole slouž́ı současně k procvičeńı užit́ı pravoúhlé axo-

nometrie

3.1.1. Řez kosého čtyřbokého hranolu v pravoúhlé axonometrii

• při řešeńı úlohy lze použ́ıt vlastnosti prostorové osové afinity mezi dvěma rovinami,

př́ıslušný výklad je uveden ve sb́ırce Základy geometrie

Řešené úlohy

Př́ıklad: V pravoúhlé axonometrii ∆(11; 10; 12) sestrojte řez kosého čtyřbokého hranolu

ABCDA′B′C ′D′ rovinou ρ; daný hranol má jednu čtvercovou podstavu s úhlopř́ıčkou AC

v p̊udorysně π a druhá podstava má vrchol A′; A[0; 8; 0], C[8; 4; 0], A′[4; 8; 9], ρ(10;∞; 7).
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• zadáńı úlohy poṕı̌seme pouze stručně, jednotlivé d́ılč́ı úlohy byly bĺıže popsány v kapitole

Pravoúhlá axonometrie: v otočeńı p̊udorysny do axonometrické pr̊umětny sestrojme

čtverec (A)(B)(C)(D), který je dán úhlopř́ıčkou (A)(C), a vrat’me zpět do pr̊umětu,

přičemž lze využ́ıt pravoúhlou osovou afinitu; dále sestrojme axonometrický p̊udorys

A′a
1 a pr̊umět A′a vrcholu A′ a doplňme pr̊umět celého hranolu; k zadáńı patř́ı ještě

konstrukce stop řezné roviny ρ, která je rovnoběžná s osou y, což se zachová také pro

jej́ı p̊udorysnou a bokorysnou stopu, tj. pρ ‖ mρ ‖ y
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• najděme prvńı vrchol řezu (prováděné konstrukce budou popisovány v prostoru, jejich

realizace v axonometrickém pr̊umětu jsou zřejmé z obrázk̊u): bočńı hranou AA′ ved’me

rovinu α = AA′A′
1, která je kolmá k π (dokonce je α ‖ ν) a pro jej́ı stopy plat́ı pα = AA′

1,

mα ‖ z, A ∈ mα; sestrojme pr̊usečnici a = α∩ρ = PM , kde P = pα∩pρ a M = mα∩mρ,

a označme A∗ jej́ı pr̊useč́ık s hranou AA′; tento bod A∗ je prvńım vrcholem hledaného

řezu; zv́ıdavý čtenář si může jako cvičeńı promyslet konstrukci pr̊useč́ıku př́ımky a

s rovinou bočńı stěny BCC ′B′. . .
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Geometrie 3. Pr̊uniky ploch a těles

• pro daľśı vrchol B∗ řezu plat́ı B∗ = BB′ ∩ IA∗, přičemž I = AB ∩ pρ; jinak řečeno,

př́ımka AB je p̊udorysnou stopou roviny bočńı stěny ABB′A′ a př́ımka IA∗ je pak

pr̊usečnićı roviny ρ řezu s rovinou této stěny
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3. Pr̊uniky ploch a těles Geometrie

• podobně sestroj́ıme pr̊useč́ık II př́ımky AC se stopou pρ a následně pr̊usečnici IIA∗

roviny ρ s rovinou ACC ′; př́ımka IIA∗ pak prot́ıná hranu CC ′ v daľśım vrcholu C∗

hledaného řezu
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Geometrie 3. Pr̊uniky ploch a těles

• posledńı vrchol D∗ řezu na hraně DD′ můžeme doplnit už jen na základě rovnoběžnosti,

D∗C∗ ‖ A∗B∗, nebo použijeme analogický postup jako v předchoźıch kroćıch – př́ımka

CD prot́ıná p̊udorysnou stopu pρ v bodě III a bod D∗ je pr̊useč́ıkem př́ımky IIIC∗

s bočńı hranou DD′
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3. Pr̊uniky ploch a těles Geometrie

• na závěr doplňme zbývaj́ıćı strany A∗D∗, B∗C∗ řezu, kterým je rovnoběžńık A∗B∗C∗D∗;

mezi podstavným čtvercem ABCD a sestrojeným rovnoběžńıkem řezu je vztah pro-

storové osové afinity mezi rovinami π a ρ, jej́ı osou je p̊udorysná stopa pρ, na které

lež́ı samodružné body I, II, III, a směr udává některá bočńı hrana daného hranolu;

pravoúhlým pr̊umětem zmı́něné afinity do axonometrické pr̊umětny dostáváme osovou

afinitu v rovině, jej́ıž osou je pr̊umět stopy pρ a směr je dán př́ımkou AaA′a
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Geometrie 3. Pr̊uniky ploch a těles

3.1.2. Řez pravidelného čtyřbokého jehlanu v pravoúhlé axonometrii

• při řešeńı této úlohy lze použ́ıt vlastnosti prostorové středové kolineace mezi dvěma

rovinami, př́ıslušný výklad je uveden ve sb́ırce Základy geometrie

Řešené úlohy

Př́ıklad: V pravoúhlé izometrii ∆(11; 11; 11) sestrojte řez pravidelného čtyřbokého jehlanu

ABCDV rovinou ρ; daný jehlan má čtvercovou podstavu o středu S a vrcholu A v p̊udorysně

π a výšku v; A[3; 0; 0], S[5; 4; 0], v = 9, ρ(∞; 10; 6).
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3. Pr̊uniky ploch a těles Geometrie

• zadáńı úlohy poṕı̌seme pouze stručně, jednotlivé d́ılč́ı úlohy byly bĺıže popsány v kapitole

Pravoúhlá axonometrie: v otočeńı p̊udorysny do axonometrické pr̊umětny sestrojme

čtverec (A)(B)(C)(D), který je dán středem (S) a vrcholem (A), a vrat’me zpět do

pr̊umětu, přičemž lze využ́ıt pravoúhlou osovou afinitu; dále doplňme axonometrický

pr̊umět V a hlavńıho vrcholu V , který lež́ı ve výšce v = 9 nad středem S podstavy

(axonometrické zkráceńı ve směru pr̊umětu osy z můžeme v izometrii určovat např. jako

zkráceńı ve směru pr̊umětu osy x); k zadáńı patř́ı ještě konstrukce stop řezné roviny ρ,

která je rovnoběžná s osou x, což se zachová také pro jej́ı p̊udorysnou a nárysnou stopu,

tj. pρ ‖ nρ ‖ x
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Geometrie 3. Pr̊uniky ploch a těles

• najděme prvńı dva vrcholy řezu (prováděné konstrukce budou popisovány v prostoru,

jejich realizace v axonometrickém pr̊umětu jsou zřejmé z obrázk̊u): bočńımi hranami

AV, CV ved’me rovinu α = ACV , která je kolmá k π a pro jej́ıž stopy plat́ı pα = AC,

nα ‖ z, A ∈ nα; sestrojme pr̊usečnici r = α ∩ ρ = PN , kde P = pα ∩ pρ a N = nα ∩ nρ,

a označme jej́ı pr̊useč́ıky A′, C ′ s hranami AV, CV
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3. Pr̊uniky ploch a těles Geometrie

• pro daľśı vrchol B′ řezu plat́ı B′ = BV ∩IC ′, přičemž I = BC∩pρ; jinak řečeno, př́ımka

BC je p̊udorysnou stopou roviny bočńı stěny BCV , př́ımka IC ′ je pak pr̊usečnićı roviny

ρ řezu s rovinou této stěny, a tud́ıž prot́ıná hranu BV v daľśım vrcholu B′ hledaného

řezu
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Geometrie 3. Pr̊uniky ploch a těles

• posledńı vrchol D′ řezu na hraně DV můžeme doplnit analogicky – př́ımka CD prot́ıná

p̊udorysnou stopu pρ v bodě II a bod D′ je pr̊useč́ıkem př́ımky IIC ′ s bočńı hranou

DV ; nebo lze použ́ıt alternativńı postup: D′ = DV ∩ IIIA′, kde III = AD ∩ pρ (tato

konstrukce neńı v obrázku provedena, necht’ si ji čtenář laskavě doplńı jako cvičeńı. . . )
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3. Pr̊uniky ploch a těles Geometrie

• na závěr doplňme zbývaj́ıćı strany A′B′, A′D′ řezu, kterým je čtyřúhelńık A′B′C ′D′;

mezi podstavným čtvercem ABCD a sestrojeným čtyřúhelńıkem řezu je vztah prosto-

rové středové kolineace mezi rovinami π a ρ, jej́ı osou je p̊udorysná stopa pρ, na ńıž

lež́ı samodružné body I, II, a středem je hlavńı vrchol V daného jehlanu; pravoúhlým

pr̊umětem zmı́něné kolineace do axonometrické pr̊umětny dostáváme středovou koline-

aci v rovině, jej́ıž osou je pr̊umět stopy pρ a středem je bod V a
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Geometrie 3. Pr̊uniky ploch a těles

3.1.3. Řez rotačńıho válce v pravoúhlé axonometrii

Výklad

• plášt’ rotačńıho válce je část́ı rotačńı kvadriky a obecná rovina (která neńı kolmá k jeho

ose ani s ńı neńı rovnoběžná) jej ř́ızne v elipse (nebo jej́ı části)

• pro tuto řeznou elipsu lze pomoćı prostorové osové afinity mezi rovinou podstavy válce

a rovinou řezu naj́ıt dvojici sdružených pr̊uměr̊u, což použijeme v následuj́ıćım př́ıkladě

• jinak bychom mohli křivku řezu sestrojit také tzv. bodově, tj. mohli bychom sestrojit

dostatečný počet jej́ıch bod̊u, v tomto př́ıpadě nejlépe jako pr̊useč́ıky povrchových úseček

daného válce s danou řeznou rovinou

Řešené úlohy

Př́ıklad: V pravoúhlé dimetrii ∆(11; 12; 11) sestrojte řez rotačńıho válce rovinou ρ; daný

válec má jednu podstavnou kružnici k(S, r) v p̊udorysně π a výšku v; S[4; 6; 0], r=4, v=10,

ρ(10;∞; 7).

V následuj́ıćıch několika kroćıch budeme popisovat konstrukce předevš́ım z hlediska prosto-

rového postupu řešeńı, př́ıslušné konstrukce v axonometrickém pr̊umětu jsou zřejmé z obrázk̊u,

př́ıpadně k nim bude připojen stručný komentář.
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3. Pr̊uniky ploch a těles Geometrie

• zadáńı úlohy: podstavné kružnice k, k′ zobraźıme jako elipsy ka, k′a (podrobněǰśı popis

je uveden na straně 154 a následuj́ıćıch), obrys válce dokonč́ıme spojeńım př́ıslušných

hlavńıch vrchol̊u obou elips; k zadáńı patř́ı ještě konstrukce stop řezné roviny ρ, která

je rovnoběžná s osou y, což se zachová také pro jej́ı p̊udorysnou a bokorysnou stopu, tj.

pρ ‖ mρ ‖ y; pro vynášeńı z-ových souřadnic využijeme skutečnosti, že se d́ıky zadané

dimetrii zkrát́ı jednotka délky stejně ve směru pr̊umětu osy z i ve směru pr̊umětu osy y
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Geometrie 3. Pr̊uniky ploch a těles

• osou o = SS ′ válce ved’me rovinu α ‖ ν, jej́ı p̊udorysná stopa pα ‖ x, S ∈ pα, prot́ıná

podstavnou kružnici k v bodech K, L (v bodě K se kružnice k dotýká osy y) a boko-

rysná stopa mα procháźı bodem K rovnoběžně s osou z; rovina α prot́ıná daný válec

v obdélńıku KLL′K ′ a danou rovinu ρ řezu v př́ımce a = PK∗, kde P = pα ∩ pρ a

K∗ = mα ∩ mρ; pr̊useč́ıky K∗, L∗ př́ımky a se stranami KK ′, LL′ jsou pak prvńı dva

body hledaného eliptického řezu, bod S∗ = a ∩ o je jeho středem
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3. Pr̊uniky ploch a těles Geometrie

• podobně jako v předchoźım kroku proložme osou o rovinu β ‖ µ, jej́ıž p̊udorysná stopa

pβ ‖ y, S ∈ pβ, prot́ıná kružnici k v bodech M, N a nárysná stopa nβ ‖ z se s pβ prot́ıná

na ose x; rovina β prot́ıná válec v obdélńıku MNN ′M ′ a rovinu ρ v př́ımce b = S∗R

(b ‖ y), kde R = nβ ∩nρ; př́ımka b prot́ıná daný válec v bodech M∗, N∗ lež́ıćıch na jeho

površkách MM ′, NN ′
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Geometrie 3. Pr̊uniky ploch a těles

• ještě jednou proved’me analogickou konstrukci – osou o válce ved’me rovinu γ = ABB′,

která prot́ıná rovinu ρ řezu v př́ımce c = P ′S∗, kde P ′ = pγ ∩ pρ a pγ = AB; body

A∗ = c ∩ AA′, B∗ = c ∩ BB′ jsou pak daľśı body křivky řezu, které nav́ıc lež́ı na

obrysových stranách válce a bude se v nich tud́ıž měnit viditelnost řezné elipsy
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3. Pr̊uniky ploch a těles Geometrie

• zvolené pr̊uměry KL, MN podstavné kružnice k jsou navzájem kolmé, a v rovině ρ jim

tedy odpov́ıdaj́ı sdružené pr̊uměry K∗L∗, M∗N∗ elipsy řezu (v našem zadáńı jsou

dokonce body K∗, L∗ hlavńımi a body M∗, N∗ vedleǰśımi vrcholy sestrojované elipsy);

sdruženost pr̊uměr̊u se rovnoběžným promı́táńım zachová, a v axonometrickém pr̊umětu

tak máme dvojici sdružených pr̊uměr̊u K∗aL∗a a M∗aN∗a, k nimž sestroj́ıme hlavńı

a vedleǰśı vrcholy pr̊umětu řezné elipsy pomoćı Rytzovy konstrukce (viz strana 200);

v obrázku jsou př́ıslušné pomocné body označeny 1, 2, 3, 4 postupně podle pořad́ı jejich

vzniku. . .
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Geometrie 3. Pr̊uniky ploch a těles

• na závěr je vyrýsován (nejlépe za pomoci hyperoskulačńıch kružnic ve vrcholech) a i

s viditelnost́ı vytažen pr̊umět ea elipsy e, která je hledaným řezem daného rotačńıho

válce danou rovinou ρ a která odpov́ıdá podstavné kružnici k v prostorové osové afinitě

mezi p̊udorysnou π a rovinou ρ, přičemž osou této afinity je p̊udorysná stopa pρ a směr

udává př́ımka o = SS ′
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3. Pr̊uniky ploch a těles Geometrie

3.1.4. Řez rotačńıho zploštělého elipsoidu v Mongeově promı́táńı

Výklad

• rotačńı zploštělý elipsoid patř́ı mezi rotačńı kvadriky a jeho rovinným řezem je tedy

nějaká kuželosečka, v tomto př́ıpadě bud’ kružnice nebo elipsa

• v následuj́ıćım př́ıkladě naznač́ıme princip bodové konstrukce, pomoćı kterého najdeme

určuj́ıćı prvky hledané řezné kuželosečky

Řešené úlohy

Př́ıklad: V Mongeově promı́táńı sestrojte řez zploštělého rotačńıho elipsoidu rovinou ρ; daný

elipsoid má střed S, osu o ⊥ π, S ∈ o a délky a, b hlavńı a vedleǰśı poloosy; S[0; 5; 4], a = 4,5,

b = 3, ρ(−8;∞; 6).
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Geometrie 3. Pr̊uniky ploch a těles

• podle zadáńı sestrojme sdružené pr̊uměty S1, S2 středu S, p̊udorysem osy o ⊥ π, S ∈ o,

je bod o1 = S1, nárysem je př́ımka o2 ⊥ x1,2, S2 ∈ o2; rovina π′ ⊥ o, S ∈ π′, prot́ıná

daný elipsoid v rovńıkové kružnici r(S, a = 4,5), jej́ım p̊udorysem je kružnice r1(S1, a),

nárysem úsečka r2; podobně prot́ıná rovina µ ‖ ν, S ∈ µ, plochu v hlavńı meridiánové

elipse m, jej́ımž nárysem je elipsa m2 a p̊udorysem úsečka m1; k zadáńı patř́ı ještě stopy

pρ
1 ⊥ x1,2 a nρ

2 = ρ2 řezné roviny ρ
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3. Pr̊uniky ploch a těles Geometrie

• roviny ρ a µ se prot́ınaj́ı v př́ımce s = ρ ∩ µ, v p̊udoryse je s1 = µ1, v náryse plat́ı

s2 = nρ
2; př́ımka s pak prot́ıná meridiánovou elipsu m v bodech C, D, kterými tedy muśı

procházet hledaná křivka řezu; v náryse je C2, D2 = s2∩m2 a p̊udorysy C1, D1 odvod́ıme

po př́ıslušných ordinálách a na př́ımce s1; pro přesnou konstrukci pr̊useč́ık̊u C2, D2 lze

použ́ıt ohniskové vlastnosti elipsy nebo vhodné osové afinity, pro naše účely ovšem

postač́ı pokud možno co nejlepš́ı vyrýsováńı elipsy m2 pomoćı oblouk̊u hyperoskulačńıch

kružnic v jej́ıch vrcholech
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Geometrie 3. Pr̊uniky ploch a těles

• středem S ′ úsečky CD ved’me pomocnou rovinu α ⊥ o, která protne elipsoid v rov-

noběžkové kružnici a a rovinu ρ v př́ımce h; pr̊useč́ıky A, B = a ∩ h jsou pak daľśı

body hledaného řezu; v náryse se rovina α zobraźı jako př́ımka α2 ⊥ o2, S
′
2 ∈ α2 (S ′

2 je

středem úsečky C2D2), nárysem kružnice a je úsečka a2, jej́ıž krajńı body jsou pr̊useč́ıky

př́ımky α2 s elipsou m2, a konečně nárysem př́ımky h = α ∩ ρ a bod̊u A, B je bod

h2 = A2 = B2 = S ′
2; p̊udorys h1 př́ımky h splývá s ordinálou bodu S ′, p̊udorysem

kružnice a je kružnice a1(S1,
1
2
|a2|) a pro p̊udorysy bod̊u A, B plat́ı A1, B1 = a1 ∩ h1
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3. Pr̊uniky ploch a těles Geometrie

• stejným zp̊usobem jako v předchoźım kroku bychom mohli sestrojovat daľśı a daľśı body

křivky řezu; pro nás bude užitečné naj́ıt takto ještě body R,R′, které lež́ı v rovině ρ a

současně na rovńıku r plochy; v náryse je R2 = R′
2 = ρ2 ∩ π′

2, kde π′
2 je nárysem roviny

π′ rovńıku r, a p̊udorysy R1, R
′
1 najdeme na ordinále a na kružnici r1; právě body R1, R

′
1

budou užitečné v následuj́ıćım závěrečném kroku pro stanoveńı viditelnosti řezné křivky

v p̊udoryse
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Geometrie 3. Pr̊uniky ploch a těles

• dá se ukázat, že řezem daného rotačńıho zploštělého elipsoidu danou rovinou ρ je elipsa e,

která má hlavńı vrcholy A, B a vedleǰśı vrcholy C, D – proto jsme také vedli rovinu α

středem S ′ úsečky CD, abychom se co nejrychleji dostali k významným bod̊um řezné

křivky; nárysem elipsy e je úsečka e2 = C2D2, jej́ım p̊udorysem je elipsa e1, která

má střed S ′
1, hlavńı vrcholy A1, B1, vedleǰśı vrcholy C1, D1 a která se v bodech R1, R

′
1

dotýká kružnice r1, tj. v těchto bodech maj́ı křivky e1, r1 společné tečny a také se zde

měńı viditelnost. . .
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3. Pr̊uniky ploch a těles Geometrie

3.2. Pr̊unik př́ımky s plochou či tělesem

Výklad

• obecný princip konstrukce př́ımky s daným geometrickým objektem je vyložen ve sb́ırce

Základy geometrie

• jde o speciálńı př́ıpad užit́ı úloh z předchoźı podkapitoly, tj. využijeme zde zkušenosti

s konstrukćı řezu daného tělesa nebo plochy

• následuj́ıćı dva př́ıklady slouž́ı rovněž k procvičeńı užit́ı pravoúhlé axonometrie

3.2.1. Pr̊unik př́ımky s kosým kruhovým kuželem v pravoúhlé axonometrii

Výklad

• pouze tzv. vrcholová rovina, určená vrcholem daného kužele a danou př́ımkou, protne

těleso v jednoduchém trojúhelńıkovém řezu; ostatńı roviny, proložené danou př́ımkou,

prot́ınaj́ı daný kužel v nějakých kuželosečkách (nebo jejich částech)

Řešené úlohy

Př́ıklad: V pravoúhlé dimetrii ∆(9; 9; 8) sestrojte pr̊unik př́ımky p = PQ s kosým kruhovým

kuželem, který má podstavnou kružnici k(S, r) v p̊udorysně π a vrchol V ; S[4; 4; 0], r = 4,

V [1,5; 4; 7], P [4; 10; 0], Q[5;−1; 6].
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Geometrie 3. Pr̊uniky ploch a těles

• zadáńı úlohy: podstavnou kružnici k(S, r) zobraźıme jako elipsu ka (podrobněǰśı po-

pis je uveden na straně 154 a následuj́ıćıch), obrys kužele dokonč́ıme sestrojeńım tečen

z pr̊umětu V a vrcholu V k elipse ka – to lze provést přesně pomoćı ohniskových vlast-

nost́ı elipsy (podrobněji na straně 184) nebo přibližně pouhým přiložeńım prav́ıtka (tzv.

”
inženýrská“ konstrukce); pro př́ımku p = PQ sestroj́ıme jej́ı axonometrický p̊udorys

pa
1 = P aQa

1 a axonometrický pr̊umět pa = P aQa; při vynášeńı z-ových souřadnic

využijeme skutečnosti, že se d́ıky zadané dimetrii zkrát́ı jednotka délky stejně ve směru

pr̊umětu osy z jako ve směru pr̊umětu osy x, a vystač́ıme tedy pouze s otočeńım

p̊udorysny π do axonometrické pr̊umětny; v tomto př́ıkladě budeme považovat nárysnu

ν za pr̊uhlednou, což se projev́ı na viditelnosti př́ımky p
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3. Pr̊uniky ploch a těles Geometrie

• danou př́ımkou p = PQ proložme tzv. vrcholovou rovinu ρ = V p = V PQ a sestrojme

jej́ı p̊udorysnou stopu pρ: zadaný bod P je p̊udorysným stopńıkem př́ımky p a bude tedy

P ∈ pρ; pr̊umět p̊udorysného stopńıku př́ımky V Q by nám nevyšel na nákresnu, proto

zvolme na př́ımce p pomocný bod R a sestrojme p̊udorysný stopńık P ′ př́ımky r = RV :

v pr̊umětu je vhodně zvolen bod Ra ∈ pa, sestrojen př́ıslušný axonometrický p̊udorys

Ra
1 ∈ pa

1, R
a
1R

a ‖ za, a př́ımky ra = RaV a, ra
1 = Ra

1V
a
1 se pak prot́ınaj́ı v pr̊umětu

P ′a hledaného stopńıku P ′; nyńı již můžeme snadno sestrojit axonometrický pr̊umět

p̊udorysné stopy pρ = PP ′ proložené roviny ρ
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Geometrie 3. Pr̊uniky ploch a těles

• rovina ρ = V p prot́ıná daný kužel v trojúhelńıku IIIV , kde body I, II jsou pr̊useč́ıky

p̊udorysné stopy pρ s podstavnou kružnićı k; v pr̊umětu můžeme pr̊useč́ıky Ia, IIa

pr̊umětu stopy pρ s elipsou ka naj́ıt přibližně d́ıky pečlivému vyrýsováńı této elipsy

pomoćı hyperoskulačńıch kružnic v jej́ıch vrcholech, nebo přesně v otočeńı p̊udorysny

π, v ńıž oba útvary lež́ı, do axonometrické pr̊umětny kolem př́ımky XY (tato konstrukce

neńı v obrázku provedena a čtenář si ji může doplnit jako cvičeńı)
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3. Pr̊uniky ploch a těles Geometrie

• př́ımka p prot́ıná strany IV, IIV sestrojeného řezného trojúhelńıka v bodech K, L; ty jsou

současně krajńımi body úsečky KL, která je hledaným pr̊unikem dané př́ımky p s daným

kosým kruhovým kuželem; v pr̊umětu jsou již tedy jen označeny body Ka = pa ∩ IaV a,

La = pa ∩ IIaV a a opravena viditelnost pr̊umětu pa př́ımky p
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Geometrie 3. Pr̊uniky ploch a těles

3.2.2. Pr̊unik př́ımky s kosým kruhovým válcem v pravoúhlé axonometrii

Výklad

• pouze tzv. směrová rovina, která procháźı danou př́ımkou rovnoběžně se směrem površek

daného válce, protne těleso v jednoduchém rovnoběžńıkovém řezu; ostatńı roviny, prolo-

žené danou př́ımkou, prot́ınaj́ı daný válec v nějakých kuželosečkách (nebo jejich částech)

Řešené úlohy

Př́ıklad: V pravoúhlé dimetrii ∆(9; 10; 9) sestrojte pr̊unik př́ımky p = PQ s kosým kruhovým

válcem, který má jednu podstavnou kružnici k(S, r) v p̊udorysně π a střed druhé podstavy je

v bodě S ′; S[4; 4; 0], r = 4, S ′[7; 4; 8], P [11; 1; 0], Q[4; 10; 7].
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3. Pr̊uniky ploch a těles Geometrie

• zadáńı úlohy: podstavné kružnice k(S, r), k′(S ′, r) zobraźıme jako elipsy ka, k′a (po-

drobněǰśı popis je uveden na straně 154 a následuj́ıćıch), obrys válce dokonč́ıme se-

strojeńım společných tečen elips ka, k′a rovnoběžných s pr̊umětem sa = SaS ′a středné

s = SS ′ daného válce – to lze provést přesně pomoćı ohniskových vlastnost́ı elipsy (po-

drobněji na straně 189) nebo přibližně pouhým přiložeńım prav́ıtka (tzv.
”
inženýrská“

konstrukce); pro př́ımku p = PQ sestroj́ıme jej́ı axonometrický p̊udorys pa
1 = P aQa

1 a

axonometrický pr̊umět pa = P aQa; při vynášeńı z-ových souřadnic využijeme skuteč-

nosti, že se d́ıky zadané dimetrii zkrát́ı jednotka délky stejně ve směru pr̊umětu osy

z jako ve směru pr̊umětu osy y, a vystač́ıme tedy pouze s otočeńım p̊udorysny π do

axonometrické pr̊umětny
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Geometrie 3. Pr̊uniky ploch a těles

• danou př́ımkou p = PQ proložme tzv. směrovou rovinu ρ ‖ s a sestrojme jej́ı p̊udorysnou

stopu pρ: zadaný bod P je p̊udorysným stopńıkem př́ımky p a bude tedy P ∈ pρ; dále

sestrojme p̊udorysný stopńık P ′ př́ımky q ‖ s, Q ∈ q: v pr̊umětu je qa ‖ sa, Qa ∈ qa a

qa
1 ‖ sa

1, Q
a
1 ∈ qa

1 (kde sa
1 = SaS ′a

1 ), a bod P ′a = qa∩qa
1 je pak axonometrickým pr̊umětem

hledaného stopńıku P ′ = q∩π; nyńı již můžeme snadno sestrojit axonometrický pr̊umět

p̊udorysné stopy pρ = PP ′ proložené roviny ρ
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3. Pr̊uniky ploch a těles Geometrie

• směrová rovina ρ prot́ıná daný válec v rovnoběžńıku IIIII ′I ′, kde body I, II jsou

pr̊useč́ıky p̊udorysné stopy pρ s podstavnou kružnićı k a strany II ′, IIII ′ jsou rovnoběžné

s př́ımkou s; v pr̊umětu můžeme pr̊useč́ıky Ia, IIa pr̊umětu stopy pρ s elipsou ka naj́ıt

přibližně d́ıky pečlivému vyrýsováńı této elipsy pomoćı hyperoskulačńıch kružnic v jej́ıch

vrcholech, nebo přesně v otočeńı p̊udorysny π, v ńıž oba útvary lež́ı, do axonometrické

pr̊umětny kolem př́ımky XY (tato konstrukce neńı v obrázku provedena a čtenář si ji

může doplnit jako cvičeńı)
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Geometrie 3. Pr̊uniky ploch a těles

• př́ımka p prot́ıná strany II ′, IIII ′ sestrojeného řezného rovnoběžńıka v bodech K, L; ty

jsou současně krajńımi body úsečky KL, která je hledaným pr̊unikem dané př́ımky p

s daným kosým kruhovým válcem; v pr̊umětu jsou již tedy jen označeny body Ka =

= pa ∩ IaI ′a, La = pa ∩ IIaII ′a a opravena viditelnost pr̊umětu pa př́ımky p

X
Y

Z

(O)

(x)

(y)

P a

Qa

pa

Qa

1

pa

1

S′a

S′a

1

sa

sa

1

ka

Sa

k′a

xa

ya

za

Oa

qa

qa

1

P ′a

pρ

Ia IIa

I ′a

II ′a

Ka

La

2

- 355 -



3. Pr̊uniky ploch a těles Geometrie

3.3. Pr̊uniky rotačńıch ploch

• konstrukce pr̊unikové křivky se provád́ı bodově a jej́ı zp̊usob záviśı na vzájemné poloze

os rotace daných rotačńıch ploch

• následuj́ıćı dva př́ıklady ukazuj́ı dvě r̊uzné varianty řešeńı téže úlohy

3.3.1. Pr̊unik rotačńıho vejčitého elipsoidu a kulové plochy v kolmém promı́táńı

na nárysnu (varianta rovnoběžných os – metoda rovnoběžných rovin)

Výklad

• pro danou kulovou plochu zvolme jej́ı osu rotace rovnoběžně s osou rotace daného elip-

soidu

• ved’me pak soustavu několika vhodných rovin kolmých k oběma osám, tyto roviny pro-

tnou obě plochy v rovnoběžkových kružnićıch a jejich pr̊useč́ıky jsou body hledané

pr̊unikové křivky – odtud název metody použitý v nadpise

Řešené úlohy

Př́ıklad: V kolmém promı́táńı na nárysnu sestrojte pr̊unik rotačńıho vejčitého elipsoidu s ku-

lovou plochou; elipsoid má střed S, svislou osu o a délky a, b hlavńı a vedleǰśı poloosy; kulová

plocha je dána středem S ′ a poloměrem r; S[2; 0; 5], a = 5, b = 3, S ′[−2; 0; 6], r = 4.

- 356 -



Geometrie 3. Pr̊uniky ploch a těles

Kolmé promı́táńı na nárysnu je téměř totéž jako Mongeovo promı́táńı bez p̊udorysu, tj. jen

nárys, namı́sto p̊udorysu už́ıváme sklápěńı rovin rovnoběžných s p̊udorysnou do nárysny. . .

• podle zadáńı sestrojme nárysy S2, S
′
2 střed̊u S, S ′ daných ploch; osa o elipsoidu je svislá,

tj. o2 ⊥ x2 a S2 ∈ o2; elipsoid prot́ıná nárysnu v elipse m = m2 hlavńıho meridiánu,

která má hlavńı osu na př́ımce o = o2 a zadané délky a = 5, b = 3 hlavńı a vedleǰśı

poloosy; daná kulová plocha prot́ıná nárysnu v kružnici m′(S ′, r = 4), která splývá se

svým nárysem m′
2(S

′
2, r = 4); každou př́ımku o′ jdoućı bodem S ′ můžeme považovat za

osu dané kulové plochy, pro naše účely zvolme o′ ‖ o, tj. v náryse je o′
2 ‖ o2 a S ′

2 ∈ o′
2;

t́ım máme dány dvě rotačńı plochy, které maj́ı navzájem rovnoběžné osy rotace
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3. Pr̊uniky ploch a těles Geometrie

• nejprve sestrojme pr̊useč́ıky X,Y hlavńıch meridiánových křivek m a m′; k tomu účelu

je vhodné, abychom měli elipsu m2 vyrýsovánu pokud možno co nejpřesněji, minimálně

s využit́ım oblouk̊u hyperoskulačńıch kružnic v jej́ıch vrcholech, př́ıpadně můžeme použ́ıt

také zahradnickou konstrukci, která vycháźı z ohniskové definice elipsy (viz př́ıslušnou

pasáž o elipse na straně 174); jen tak se nám podař́ı dostatečně přesně určit pr̊useč́ıky

X2, Y2 elipsy m2 s kružnićı m′
2; bod X = X2, resp. bod Y = Y2, je nejvyšš́ım, resp.

nejnižš́ım, bodem hledané pr̊unikové křivky

O2
x2

S2

o2

S′

2

o′

2

m2

m′

2

X2

Y2

- 358 -



Geometrie 3. Pr̊uniky ploch a těles

• někde mezi sestrojenými body X, Y ved’me pomocnou rovinu α, která je kolmá k oběma

osám o, o′ daných ploch; rovina α pak prot́ıná elipsoid i kulovou plochu v rovnoběžkových

kružnićıch a a a′, jejichž pr̊useč́ıky A, A′ jsou daľśı dva body hledaného pr̊uniku; nárysem

roviny α je př́ımka α2 ⊥ o2, kružnice a, a′ se v náryse jev́ı jako úsečky a2, a
′
2, jejichž středy

lež́ı na př́ıslušných osách o2, o
′
2 a krajńı body na př́ıslušných meridiánových křivkách

m2, m
′
2; nárysy pr̊useč́ık̊u A, A′ kružnic a, a′ urč́ıme v pr̊umětu pomoćı sklopeńı roviny

α do nárysny: pro větš́ı přehlednost sestrojme pouze dolńı poloviny sklopených poloh

(a), (a′) kružnic a, a′, najděme jejich pr̊useč́ık (A) a odvod’me jej zpět do nárysu A2 ∈ α2;

dané plochy jsou podle zadáńı zřejmě souměrné podle nárysny, což plat́ı také pro jejich

rovnoběžkové kružnice a, a′ a pro jejich pr̊useč́ıky A, A′; odtud vyplývá, že pro nárys A′
2

bodu A′ plat́ı A′
2 = A2 (pro jejich y-ové souřadnice plat́ı yA = |A2(A)| = −yA′)
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• princip popsaný v předchoźım kroku nazvěme metodou rovnoběžných rovin a ana-

logicky ho použijme ke konstrukci daľśıch bod̊u hledaného pr̊uniku obou daných ploch;

takto je tedy sestrojen také splývaj́ıćı nárys B′
2 = B2 bod̊u B, B′, v nichž se prot́ınaj́ı

rovnoběžkové kružnice b, b′, které lež́ı v daľśı zvolené rovině β ‖ α; pro přehlednost

daľśıch konstrukćı bylo tentokrát sklopeńı provedeno směrem nahoru, výsledek na tom

zřejmě nezáviśı
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• vyplňme ještě mezeru mezi rovinami α, β a ved’me středem S ′ kulové plochy rovinu

γ ‖ α; ta prot́ıná daný vejčitý elipsoid v rovnoběžkové kružnici c a danou kulovou

plochu v rovńıku r′; sklopenou polohu (c) poloviny kružnice c sestroj́ıme obdobně jako

v předchoźıch kroćıch, sklopená poloha (r′) rovńıku r′ splývá s meridiánem m′
2 = (r′);

p̊ulkružnice (c), (r′) se prot́ınaj́ı v bodě (R), ten odvod́ıme zpět na nárys γ2 roviny γ do

splývaj́ıćıho nárysu R2 = R′
2 souměrných pr̊useč́ık̊u R,R′ kružnic c, r′; kdybychom chtěli

pro zaj́ımavost doplnit p̊udorys této úlohy, měnila by se právě v p̊udorysech R1, R
′
1 bod̊u

R,R′ viditelnost p̊udorysu pr̊unikové křivky – zv́ıdavý čtenář necht’ si to rozhodně zkuśı

načrtnout, či narýsovat, např. do volného mı́sta v následuj́ıćım závěrečném obrázku této

konstrukce. . .
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• obě dané plochy jsou kvadriky, tj. plochy druhého stupně, a odtud lze odvodit, že jejich

pr̊uniková křivka r je stupně čtvrtého, tzv. kvartika; podle předchoźıho je křivka r

souměrná podle nárysny, a každá z jej́ıch polovin lež́ıćıch v opačných poloprostorech

určených nárysnou se promı́tá do téže křivky r2, která má krajńı body X2, Y2 a mezi

nimi procháźı po dvou splývaj́ıćımi body B2 = B′
2, R2 = R′

2, A2 = A′
2; dá se dokázat,

že křivka r2 je část́ı jisté paraboly. . .
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3.3.2. Pr̊unik rotačńıho vejčitého elipsoidu a kulové plochy v kolmém promı́táńı

na nárysnu (varianta r̊uznoběžných os – metoda soustředných kulových

ploch)

Výklad

• pro danou kulovou plochu zvolme jej́ı osu rotace tak, aby byla r̊uznoběžná s osou rotace

daného elipsoidu

• ved’me pak soustavu několika soustředných kulových ploch, které maj́ı společný střed

v pr̊useč́ıku os rotace daných ploch, tyto pomocné sféry protnou obě plochy v rov-

noběžkových kružnićıch a jejich pr̊useč́ıky jsou body hledané pr̊unikové křivky – odtud

název metody použitý v nadpise
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Řešené úlohy

Př́ıklad: V kolmém promı́táńı na nárysnu sestrojte pr̊unik rotačńıho vejčitého elipsoidu s ku-

lovou plochou; elipsoid má střed S, svislou osu o a délky a, b hlavńı a vedleǰśı poloosy; kulová

plocha je dána středem S ′ a poloměrem r; S[2; 0; 5], a = 5, b = 3, S ′[−2; 0; 6], r = 4.

• podle zadáńı sestrojme nárysy S2, S
′
2 střed̊u S, S ′ daných ploch; osa o elipsoidu je svislá,

tj. o2 ⊥ x2 a S2 ∈ o2; elipsoid prot́ıná nárysnu v elipse m = m2 hlavńıho meridiánu,

která má hlavńı osu na př́ımce o = o2 a zadané délky a = 5, b = 3 hlavńı a vedleǰśı

poloosy; daná kulová plocha prot́ıná nárysnu v kružnici m′(S ′, r = 4), která splývá se

svým nárysem m′
2(S

′
2, r = 4)
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• nejprve sestrojme pr̊useč́ıky X, Y hlavńıch meridiánových křivek m a m′; k tomu účelu

je vhodné, abychom měli elipsu m2 vyrýsovánu pokud možno co nejpřesněji, minimálně

s využit́ım oblouk̊u hyperoskulačńıch kružnic v jej́ıch vrcholech, př́ıpadně můžeme použ́ıt

také zahradnickou konstrukci, která vycháźı z ohniskové definice elipsy (viz př́ıslušnou

pasáž o elipse na straně 174); jen tak se nám podař́ı dostatečně přesně určit pr̊useč́ıky

X2, Y2 elipsy m2 s kružnićı m′
2; bod X, resp. bod Y , je nejvyšš́ım, resp. nejnižš́ım, bodem

hledané pr̊unikové křivky; pro daľśı postup konstrukćı zvolenou metodou soustřed-

ných kulových ploch zvolme na ose o elipsoidu bod R (je celkem lhostejno, kde) a

př́ımku o′ = RS ′ považujme za osu rotace dané kulové plochy; máme tak sestrojit pr̊unik

dvou rotačńıch ploch s r̊uznoběžnými osami; bod R ∈ o i osa o′ = RS ′ lež́ı v nárysně a

splývaj́ı tedy se svými nárysy R2 ∈ o2 a o′
2 = R2S

′
2
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• libovolně vhodně zvolme pomocnou kulovou plochu α se středem v bodě R = o ∩ o′,

v náryse sestrojme část jej́ı hlavńı meridiánové kružnice a označme ji α2; zvolená po-

mocná kulová plocha α prot́ıná daný elipsoid i danou kulovou plochu v rovnoběžkových

kružnićıch a a a′, jejichž pr̊useč́ıky A, A′ jsou daľśı dva body hledaného pr̊uniku; kružnice

a, a′ se v náryse jev́ı jako úsečky a2 ⊥ o2, a
′
2 ⊥ o′

2, jejichž středy lež́ı na př́ıslušných osách

o2, o
′
2 a krajńı body jsou pr̊useč́ıky př́ıslušných meridiánových křivek m2, m

′
2 s kružnićı

α2; bod A2 = A′
2 = a2 ∩ a′

2 je pak nárysem hledaných pr̊useč́ık̊u A, A′ kružnic a, a′
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• princip popsaný v předchoźım kroku analogicky použijme ke konstrukci daľśıch bod̊u

hledaného pr̊uniku obou daných rotačńıch ploch; takto je tedy sestrojen také splývaj́ıćı

nárys B′
2 = B2 bod̊u B, B′, v nichž se prot́ınaj́ı rovnoběžkové kružnice b, b′, které lež́ı na

daľśı zvolené kulové ploše β, jej́ıž střed je opět v bodě R (proto metoda soustředných

kulových ploch); kružnice β2 je hlavńım meridiánem zvolené kulové plochy β, jej́ı pr̊u-

seč́ıky s meridiány m2, m
′
2 jsou krajńı body úseček b2 ⊥ o2, b

′
2 ⊥ o′

2, do nichž se v náryse

promı́tnou kružnice b, b′; bod B2 = B′
2 je pak pr̊useč́ıkem sestrojených úseček b2, b

′
2
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• stejným zp̊usobem popsaným v předchoźıch dvou kroćıch doplňme ještě splývaj́ıćı nárys

C2 = C ′
2 pr̊useč́ık̊u C, C ′ rovnoběžkových kružnic c, c′, v nichž prot́ıná dané rotačńı

plochy daľśı zvolená kulová plocha γ (která má opět střed v bodě R); obě dané rotačńı

plochy jsou kvadriky, tj. plochy druhého stupně, a odtud lze odvodit, že jejich pr̊uniková

křivka r je stupně čtvrtého, tzv. kvartika; podle zadáńı jsou dané plochy a tedy i jejich

pr̊uniková křivka r souměrné podle nárysny, a každá z jej́ıch polovin lež́ıćıch v opačných

poloprostorech určených nárysnou se promı́tá do téže křivky r2, která má krajńı body

X2, Y2 a mezi nimi procháźı po dvou splývaj́ıćımi body A2 = A′
2, B2 = B′

2 a C2 = C ′
2;

dá se dokázat, že křivka r2 je část́ı jisté paraboly. . .
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• na závěr ukažme, jak lze sestrojit nárys tečny v některém pr̊unikovém bodě, vyberme

např. bod C; nejprve prostorový princip konstrukce: tečna t v bodě C pr̊unikové křivky

r muśı být kolmá k tzv. normálové rovině λ křivky r v tomto bodě; dá se ukázat, že

rovina λ je určena normálami obou daných rotačńıch ploch, vztyčenými v uvažovaném

bodě C; v pr̊umětu postupujeme takto: v jednom z krajńıch bod̊u úsečky c2 sestrojme

normálu n2 meridiánové elipsy m2 (podle Věty 1 na straně 184 p̊uĺı normála vnitřńı

úhel pr̊uvodič̊u) a najděme jej́ı pr̊useč́ık N2 = n2 ∩ o2; při rotaci normály n = n2 kolem

osy o = o2 z̊ustává bod N = N2 na mı́stě, normálou daného elipsoidu v bodě C je

tedy př́ımka CN – pro naše účely ji neńı třeba v pr̊umětu sestrojovat, postač́ı znalost

jej́ıho nárysného stopńıku N = N2; normála v libovolném bodě dané kulové plochy

muśı procházet jej́ım středem S ′ = S ′
2, který je současně nárysným stopńıkem každé

z těchto normál; př́ımka nλ
2 = N2S

′
2 je tedy nárysnou stopou zmı́něné normálové roviny

λ a pro nárys t2 tečny t ⊥ λ, C ∈ t, plat́ı t2 ⊥ nλ
2 , C2 ∈ t2; ze souměrnosti podle nárysny

vyplývá, že tytéž konstrukce lze provést pro sestrojeńı nárysu t′2 tečny t′ v bodě C ′

pr̊unikové křivky r
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4. Úlohy k samostatnému řešeńı

Šroubové plochy

1. Je dána osa o ⊥ π, R ∈ o šroubového pohybu a př́ımka t = PQ. V Mongeově promı́táńı

zobrazte část rozvinutelné šroubové plochy vzniklé šroubováńım př́ımky t. Plochu omez-

te hranou vratu a p̊udorysnou π.

R[0; 5; 0], P [−2; 12; 0], Q[4; 5; 6]

2. V Mongeově promı́táńı zobrazte jeden závit schodové plochy, která vznikne šroubováńım

úsečky AB; pravotočivý šroubový pohyb je dán osou o ⊥ π, B ∈ o a výškou závitu v;

v bodě T plochy sestrojte tečnou rovinu τ .

A[4; 5; 0], B[0; 5; 0], v = 12, T [−3; 4; ?]

3. V Mongeově promı́táńı zobrazte jeden závit př́ımého šroubového konoidu, který vytvoř́ı

úsečka AB; pravotočivý šroubový pohyb je dán osou o ⊥ π, R ∈ o a výškou závitu v;

v bodě T sestrojte tečnou rovinu a normálu plochy.

R[0; 7; 0], v = 12, A[−2; 7; 0], B[−5; 7; 0], T [3; ?; 5]

4. Levotočivý šroubový pohyb je dán osou o ⊥ π, R ∈ o a redukovanou výškou závitu v0.

V Mongeově promı́táńı zobrazte jeden závit plochy, která vznikne šroubováńım úsečky

AB; v bodě T plochy sestrojte tečnou rovinu a doplňte celý název plochy.

R[0; 7; 0], A[0; 10; 0], B[5; 10; 0], v0 = 2, T [−4; 5; ?]

5. V Mongeově promı́táńı zobrazte jeden závit pravotočivé vývrtkové plochy, která vznikne

šroubováńım úsečky AB kolem osy o ⊥ π, B ∈ o, výška závitu je v; v bodě T plochy

sestrojte tečnou rovinu.

A[−5; 6; 0], B[0; 6; 2], T [1; 5; ?], v = 9, 6

Řezy těles a jejich pr̊uniky s př́ımkou

1. V pravoúhlé axonometrii ∆(6; 7, 5; 8) je dán pravidelný šestiboký hranol s podstavou

o středu S a vrcholu A v p̊udorysně a s výškou v; sestrojte jeho řez rovinou ρ.

S[0; 0; 0], A[0; 5; 0], v = 9, ρ(12; 6; 4)
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2. V dimetrii ∆(6; 10; 10) je dán kosý čtyřboký jehlan čtvercovou podstavou o středu S a

vrcholu A v p̊udorysně π; vrchol jehlanu je v bodě V . Sestrojte řez jehlanu rovinou ρ.

S[4; 5; 0], A[−1; 6; 0], V [0; 0; 12], ρ(7;∞; 7)

3. V izometrii sestrojte řez rotačńı válcové plochy s ř́ıdićı kružnićı k(S, r) v p̊udorysně π

rovinou α.

S[2; 1; 0], r = 4, α(∞, 5; 4)

4. V pravoúhlé axonometrii ∆(12; 11; 10) zobrazte řez rotačńı válcové plochy s ř́ıdićı kruž-

nićı k(S, r) v p̊udorysně π rovinou α.

S[4; 4; 0]; r = 3, 5; α(9;∞; 8)

5. V izometrii určete pr̊unik př́ımky a = KL s kosým kruhovým kuželem, který má pod-

stavu o středu S a poloměru r v p̊udorysně π a hlavńı vrchol V .

K[4, 5;−2; 1, 5], L[1; 4; 1], S[0; 2; 0], r = 5; V [4; 6; 10]

6. V izometrii je dán trojboký kosý hranol podstavou ABC a vrcholem A′. Sestrojte jeho

pr̊unik s př́ımkou r = MN .

A[6; 1; 0], B[5; 5; 0], C[1; 5; 0], A′[0; 3; 8], M [7; 0; 7], N [0; 7; 2]

Rotačńı plochy, jejich řezy a pr̊uniky

1. Protáhlý (vejčitý) elipsoid je určen ohnisky F, G (př́ımka o = FG je osou rotace) a

bodem M ; v Mongeově promı́táńı sestrojte rovnoběžku, meridián a tečnou rovinu v bodě

M .

F [0; 5; 4], G[0; 5; 9], M [−3; 7; 10]

2. V Mongeově promı́táńı zobrazte protáhlý (vejčitý) elipsoid, který je určen ohnisky F, G

(př́ımka o = FG je osou rotace) a tečnou rovinou τ .

F [0; 4; 9], G[0; 4; 4], τ(−3; 7; 3)

3. V Mongeově promı́táńı sestrojte řez jednod́ılného rotačńıho hyperboloidu, který má osu

o ⊥ π, střed S a délky poloos a, b, rovinou ρ.

S[0; 6; 5], a = b = 2,5, ρ(7;∞; 2,5)
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4. V Mongeově promı́táńı sestrojte řez rovinou ρ na jednod́ılném rotačńım hyperboloidu,

který má osu o ⊥ π, střed S a délky poloos a, b.

S[0; 7; 6], a = 2,5, b = 3, ρ(1;∞;−3)

5. Sestrojte řez rotačńıho kuželu, který má vrchol V a podstavu o poloměru r v π, rovinou

ρ. Proved’te v Mongeově promı́táńı.

V [0; 4; 6], r = 4, ρ(−6;∞; 2)

6. V Mongeově promı́táńı sestrojte řez rovinou ρ na rotačńı kuželové ploše, která má vrchol

V a ř́ıdićı kružnici o poloměru r v π.

V [0; 4; 3], r = 4, ρ(1;∞;−4)

7. V Mongeově promı́táńı sestrojte pr̊unik př́ımky p = PN s rotačńım paraboloidem, který

má vrchol V , svislou osu o a p̊udorysnu prot́ıná v rovnoběžkové kružnici o poloměru r.

V [0; 4, 5; 9, 5], r = 4,5, P [8; 12; 0], N [−3; 0; 7]

8. V pravoúhlém promı́táńı na nárysnu zobrazte množinu všech bod̊u v prostoru, které

maj́ı od daného bodu S vzdálenost r a od dané př́ımky o = MN vzdálenost r′.

S[0; 0; 2], r = 4, M [−2; 0; 0], N [−2; 0; 7]; r′ = 3

9. V pravoúhlém promı́táńı na nárysnu zobrazte množinu všech bod̊u v prostoru, které

maj́ı od dané př́ımky o = AB vzdálenost r a od dané př́ımky o′ = CD vzdálenost r′.

A[0; 0; 0], B[0; 0; 6], r = 3, C[4; 0; 0], D[−5; 0; 4], r′ = 2

10. V pravoúhlém promı́táńı na nárysnu sestrojte pr̊unik rotačńıho paraboloidu, který má

vrchol V a ohnisko F , s kulovou plochou κ(S, r); v libovolném bodě pr̊unikové křivky

doplňte jej́ı tečnu.

V [0; 0; 9], F [0; 0; 7], S[3; 0; 5], r = 4

11. V Mongeově promı́táńı sestrojte pr̊unik rotačńıho kužele, který má podstavnou kružnici

k(S, r) v π a výšku v, s kulovou plochou κ(S ′, r′).

S[0; 5; 0], r = 4, v = 9, S ′[−3; 5; 4], r′ = 4
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