VYSOKA SKOLA BANSKA — TECHNICKA UNIVERZITA OSTRAVA

R
- i
evropsky “.7
socialni D &y
AT

fond v CR

5

&
¢

(B

ZAKLADY MATEMATIKY

Marie Dostalova
EliSka Gardavska
Radka Hamrikova
Véra Janku
Miloslava Tannenbergova

Vytvofeno v ramci projektu Operacniho programu Rozvoje lidskych zdroju
CZ.04.1.03/3.2.15.1/0016
Studijni opory s pfevazujicimi distanCnimi prvky pro pfedméty teoretického
zakladu studia.

Tento projekt je spolufinancovan Evropskym socialnim fondem
a statnim rozpoctem Ceské republiky

ESF — ROVNE PRILEZITOSTI PRO VSECHNY



ISBN 978 — 80 — 248 — 1295 -3



Zaklady matematiky

OBSAH

TITULNi STRANKA

UvoD

1. CISELNE OBORY (ELISKA GARDAVSKA)

FUNKCE (RADKA HAMRIKOVA)

ROVNICE A NEROVNICE (VERA JANKU)

.

KOMPLEXNI CISLA (MILOSLAVA TANNENBERGOVA)

o

POSLOUPNOSTI (MARIE DOSTALOVA)

o

KOMBINATORIKA (VERA JANKU)

7. ANALYTICKA GEOMETRIE V ROVINE (RADKA HAMRIKOVA)

LITERATURA

29

84
115
151
180
196
253



Zaklady matematiky Uvod

STUDIJNi OPORY S PREVAZUJiCiMI DISTANCNIiMI PRVKY PRO PREDMETY
TEORETICKEHO ZAKLADU STUDIA

je nazev projektu, ktery uspél v rdmci prvni vyzvy Operac¢niho programu Rozvoj lidskych
zdrojii. Projekt je spolufinancovan statnim rozpoétem CR a Evropskym socidlnim fondem.
Partnery projektu jsou Regionalni stiedisko vychovy a vzdélavani, s.r.o. v Mosté, Univerzita
obrany v Brn¢ a Technicka univerzita v Liberci. Projekt byl zahajen 5.1.2006 a bude ukoncen

4.1.2008.

Cilem projektu je zpracovani studijnich materialii z matematiky, deskriptivni geometrie,
fyziky a chemie tak, aby umoznily pfedev§im samostatné studium a tim minimalizovaly pocet
kontaktnich hodin s ucitelem. Je ziejmé, ze vytvorené texty jsou uréeny studentim vsech
forem studia. Studenti kombinované a distan¢ni formy studia je vyuziji k samostudiu, studenti
v prezen¢ni formé si z nich mohou doplnit ziskané védomosti z vyuky. VSem studentim texty
pomohou pfi procviceni a ovéfeni ziskanych védomosti. Nezanedbatelnym cilem projektu je
umoznit zvySeni kvalifikace Sirokému spektru osob, které nemohly ve studiu na vysoké skole

z raznych divodi (socidlnich, rodinnych, politickych) pokracovat bezprostiedné po maturite.

V ramci projektu jsou vytvoreny jednak standardni ucebni texty v tiSténé podobg,
koncipované pro samostatné studium, jednak e-learningové studijni materidly, ptistupné
prostiednictvim internetu. Soucasti vystupll je rovnéZ banka testovych uloh pro jednotlivé
pfedméty, na niz si studenti ovéfi, do jaké miry zvladli prostudované ucivo.

Cvwr

Ptejeme vam mnoho Uspéchtl pii studiu a budeme mit radost, pokud vam predloZzeny text
pomuze pfi studiu a bude se vam libit. ProtoZze nikdo neni neomylny, mohou se i v tomto
textu objevit nejasnosti a chyby. Pfedem se za né omlouvame a budeme vam vdécni, pokud

nas na n¢ upozornite.

ESF — ROVNE PRILEZITOSTI PRO VSECHNY
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Zaklady matematiky Pokyny ke studiu

o

POKYNY KE STUDIU

V vodu si vysvétlime jednotnou pevnou strukturu kazdé kapitoly textu, kterd by vam
méla pomoci k rychlejsi orientaci pfi studiu. Pro zvyraznéni jednotlivych ¢asti textu jsou

pouzivany ikony a barevné odliSeni, jejichz vyznam nyni objasnime.

Privodce studiem

vas strucné seznadmi s obsahem dané kapitoly a jejim clenénim.

Cile

vas seznami s ucivem, které v dané kapitole poznate a které byste po jejim prostudovani

méli umét.

Predpokladané znalosti

shrnuji struné ucivo, které byste méli znat jesté diive nez kapitolu zacnete studovat. Jsou

nezbytnym piedpokladem pro tspésné zvladnuti dané kapitoly.

Vyklad

oznacuje samotny vyklad uciva dané kapitoly, ktery je ¢lenén zplsobem obvyklym

v matematice na definice, véty, ptipadné dikazy.

o

Definice

Zavadi zakladni pojmy v dané kapitole.

Véta

Uvadi zékladni vlastnosti pojmti zavedenych v dané kapitole.

Diikaz: Vychazi z predpokladd véty a dokazuje tvrzeni uvedené ve veéte.
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Zaklady matematiky Pokyny ke studiu

Poznamka

doplnuje nebo komentuje vykladanou latku.

Resené ulohy
oznacuji vzorové piiklady, které ilustruji probrané ucivo.

Priklad Uvadi zadani prikladu.

ReSeni: Uvadi podrobné feseni zadaného ptikladu.

Ulohy k samostatnému feseni

obsahuji zadani ptikladi k procvi€eni probrané¢ho uciva. Ulohy oznaené

vvvvvv

Vysledky uloh k samostatnému resSeni

obsahuji spravné vysledky piedchozich ptikladi, slouzi ke kontrole spravnosti feseni.

Kli¢ k FeSeni uloh

obsahuje postup pfii feseni pikladi k samostatnému fesent.

Kontrolni otazky

obsahuji soubor otdzek k probranému ucivu.

Kontrolni test

obsahuje soubor ptikladl k probranému ucivu.

Vysledky testu

uvadéji spravné odpovédi na piiklady kontrolniho testu.
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Zaklady matematiky Pokyny ke studiu

Shrnuti lekce

obsahuje stru¢ny piehled probraného uciva.

Literatura

obsahuje seznam knih, které byly pouzity pii tvorbé ptfislusného textu a na které byly

piipadné uvedeny odkazy k hlubSimu prostudovani tématu.

Piktogram, ktery upozornuje na dulezité vztahy nebo vlastnosti, které je nezbytné si

zapamatovat.

Predkladand skripta pro predmét Zaklady matematiky (dale jen ZM) jsou uréena pro
studenty denniho i kombinovaného studia VS technického a ekonomického zaméfeni. Maji
jim slouzit jako ucebni pomiicka pro zopakovani pro né déale dalezitych partii sttedoSkolské
matematiky, jejichz znalost je nutnym pfedpokladem pro zvladnuti navazujicich pfedmétt

vysokoskolského studia.

Latka ZM je rozdélena do sedmi kapitol. Podrobny obsah, umistény pted kazdou
kapitolou, poskytuje studentovi piehled o naplni jednotlivych kapitol a umozni mu zvolit si ty

partie, které potiebuje zopakovat.

V textu je zachovano znaceni obvyklé na stfednich Skolach, s vyjimkou 6. kapitoly. Tato
Cast, tykajici se poCtu variaci a kombinaci, uvaddi misto V(k,n) a K(k,n) oznaceni
Vi.(n)a C,(n). Zvolené oznaceni se pouziva v textech pfedmétu Pocet pravdépodobnosti a

statistika, se kterym se posluchaéi setkaji v priibéhu studia na VSB-TUO.
Mnoho uspéchti ve studiu matematiky pieje za cely kolektiv autorek

Eliska Gardavska.

V Ostravé, zafi 2006
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Zaklady matematiky Ciselné obory

1. CISELNE OBORY

Privodce studiem

-

Tato kapitola Zakladi matematiky je rozd€lena do tii menSich celkl a ty jsou jesté dale
roz¢lenény na mens$i oddily, v nichZ je podan stru¢ny pichled téch partii ze stiedoskolské
matematiky, které¢ potiebujete k pochopeni dal§iho uciva. Jejim prostudovanim si zopakujete
a doplnite pfipadné mezery ve svych matematickych znalostech. Do tfeti podkapitoly jsou
zatazeny fesené piiklady a po nich Ulohy k samostatnému feseni s vysledky. Jak dalece jste

zvladli u¢ivo 1.kapitoly si ovéfite na kontrolnim testu.

Predpokladané znalosti
Znat zékladni vlastnosti poc¢etnich operaci (komutativnost, asociativnost,distributivnost),

umét mnohoc€leny scitat, odecitat, nasobit, znat vypocet kotentd kvadratické rovnice.

1.1. Nékteré pojmy z matematické logiky

Cile

Cilem této kapitoly je struéné se seznamit se zdkladnimi pojmy z matematické logiky a

teorie mnozin.
Vyklad

1.1.1. Vyrokova logika

-

VYROK je vyslovené nebo napsané tvrzeni, o némz ma smysl rozhodnout, zda je pravdivé

nebo nepravdivé, pricemz musi nastat pravé jedna z téchto dvou moznosti.

Tvrzeni, o nichZ v daném okamziku nejsme schopni fict, zda jsou pravdivé ¢i nepravdivé,

nazyvame HYPOTEZY (domnénky).

Je-li vyrok pravdivy, pak miizeme také fict, ze vyrok plati.
Je-li vyrok nepravdivy, pak mizeme také fict, Ze vyrok neplati.
Vyroky oznacujeme velkymi pismeny latinské abecedy (A, B, C,...).

Proménna je symbol, ktery oznacuje kterykoli objekt z dané mnoziny objektt.

i




Zaklady matematiky

Ciselné obory

Logicka spojka ma symbolické oznaceni : —, A, v, =, <.

Pomoci logickych spojek vytvotime z danych vyrokii vyroky nové.

Zakladni sloZzené vyroky vidime v nasledujici tabulce. Zdkladni se jim ftika proto, Ze

vzniknou pouzitim pouze jediné logické spojky.

Symbol Symbolické
logické | Nazev slozeného vyroku oznaceni Vyjadreni v jazyce
spojky vyroku
- negace vyroku A —A neni pravda, Zze A
A konjunkce vyrokt A, B AAB A a B, A a zaroven B,(A i B)
v disjunkce vyroku A, B AvB A nebo B, (nebo neni vylucovaci!)
= implikace vyroku A A=B jestlize A, pak B
vyrokem B A je postacujici podminkou pro B
B je nutnou podminkou pro A
= ekvivalence vyrokli A, B A< B | Aprave tehdy kdyz B
A tehdy a jen tehdy, kdyz B
A je nutnou a postacujici podminkou
pro B

Vyrokiim se pfifazuji tzv. pravdivestni hodnoty. Pravdivému vyroku se pfifazuje

pravdivostni hodnota 1 a nepravdivému vyroku se pfifazuje pravdivostni hodnota 0.

Tabulka pravdivostnich hodnot zakladnich sloZenych vyrokii:

A B —A AAB | AvB |A=>B| A< B

0 0 1 0 1 1

0 1 1 0 1 0

1 0 0 0 0 0

1 1 0 1 1 1
Zakladni kvantifikatory
Nazev kvantifikatoru Ozna&eni | Cteni — jazykovy vyznam
Obecny kvantifikator \4 pro kazdé, pro vSechna
Existencni kvantifikator 3 existuje (alespoil jedno)
Kvantifikator jednoznacné existence 3! existuje prave jedno

Vyrazy vytvorené zkone¢ného poctu vyrokovych proménnych, logickych spojek a
piipadnych zavorek se nazyvaji vyrokové formule. Vyrokové formule, které jsou vzdy
pravdivé, se nazyvaji tautologie, Vyrokové formule, které jsou vzdy nepravdivé, se nazyvaji
kontradikce. Vyroky vzniklé kvantifikaci vSech proménnych ve vyrokové formuli se

nazyvaji vyroky s kvantifikatory. Uvedeme si je na ptikladech vyroki s jednou proménnou:

i

-11 -



Zaklady matematiky Ciselné obory

a) Obecny vyrok Vx e R:x* >0...pravdivy vyrok
b) Existenéni vyrok: Ix € R:x* =2...pravdivy vyrok

¢) Vyrok o existenci a unicité: Ix € R: x> =2 ...nepravdivy

1.1.2. Mnoziny a vztahy mezi nimi

MNOZINA je soubor libovolnych navzajem rozlisitelnych objekti, které maji stejnou
vlastnost, vzhledem ke které jsou chapany jako jeden celek. MnozZinu poklddame za urcenou,

je-li mozno o kazdém objektu jednoznacné rozhodnout, zda do ni patii, ¢i nikoliv.

Kazdy z objekta, ktery patii do mnoziny, se nazyva prvek mnoziny.

K oznacovani mnozin se vétSinou pouzivaji velka pismena latinské abecedy A4,B,M.,...,
k oznacovanti jejich prvkl malé pismena a, b, x,... Vyjimkou je napf. znaceni v geometrii.
Znaceni: acAd...... objekt a je prvkem (elementem) mnoziny A4,
bgAd.... objekt b neni prvkem (elementem) mnoziny A4 .
MnozZina obsahujici alespon jeden prvek se nazyva neprazdna.
Mnozina, ktera neobsahuje zadny prvek se nazyva prazdna a znaci se &.
Z hlediska poctu prvki miizeme mnoZziny rozdélit na
konecné — maji konec¢ny pocet prvkl (prazdnd mnozina nebo mnozina, jejiz pocet prvkl je

ptirozené ¢islo). Pocet prvkli kone¢né mnoziny A oznacujeme |A| .

nekoneéné — ty, které nejsou konecné.

Zpusoby zadani mnoziny:

a) vyétem prvki, tj. vyjmenovanim vSech prvkll mnoziny, napi.M = {xl 3 Xy pees X, }
Pozor! mnozina ptirozenych ¢isel N = {1,2,3,4,5,...} neni dana vyctem prvkda.

Timto zptsobem lze zadat pouze mnozinu konecnou.

Mnozina vSech jednocifernych ptirozenych cisel M = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

b) charakteristickou vlastnosti, tj. vlastnosti, kterou maji pravé jen prvky zadavané

mnoziny

i




Zaklady matematiky Ciselné obory

Prvky mnozin mohou byt opét mnoziny. Mnozinu, jejimiz prvky jsou jisté mnoziny,
nazyvame systém mnoZzin. Vylucuje se pfipad mnoziny, kterd by obsahovala jako prvek samu

sebe a ptipad mnoziny v§ech mnozin.

Vztahy mezi mnozinami 4, B

vztah symbol ¢teni symbolu definice
Inkluze AcC B | mnoZina 4 je A je podmnozinou B, pravé kdyz kazdy
mnozin 4 a B podmnozinou prvek mnoziny A je zaroven prvkem
(Casti) mnoziny B | mnoZiny B
Rovnost A=B | mnoZina A4 se A a B jsousirovny, pravé kdyz A B a
mnozinA4aB rovnd mnozin€ B | zaroven B c A
Ostra inkluze | 4 B | mnozina 4 je A je vlastni podmnozinou B, pravé kdyz
mnozin 4aB vlastni Ac B azaroven A# B,
podmnozinou B AcB < AcBAA#B

1.1.3. Mnozinové operace

Zakladni operace s mnozinami 4 a B

operace symbol definice

Sjednoceni mnozin 4 a B | 4AuUB | Sjednoceni mnozin 4 a B je mnozina vSech prvk,
které patii alespoil do jedné z mnozin 4, B.
Pranik mnozin 4 a B AN B | Prinik mnozin 4 a B je mnoZina vSech prvkai,
které patii do mnoziny A4 a zaroven

do mnoziny B.

Rozdil mnozin 4 a B A-B Rozdil mnozin 4 a B je mnozina vSech prvki,
které patii do mnoziny A4 a zaroven nepatii do
mnoZiny B.

Doplnék mnoziny 4 Ay, Doplnék mnoziny 4 je mnozina vSech prvkl

z mnoziny U , které nepatii do mnoziny 4.
Pro 4 c B nazveme rozdil B— A4 doplitkem mnoziny 4 v mnoziné B . Znaéime Aj.

Rikame, ze mnozina A4 je disjunktni s mnoZinou B, pravé kdyz maji mnoziny 4 a B

prazdny prinik (AN B =), tj. nemaji Zadny spole¢ny prvek.

17
: ; E Resena uloha

Priklad 1.1.1. Jsou déany intervaly 4=<1; 4> a B=(-2; 3). Urcete sjednoceni, prunik a rozdil

téchto intervalu.

Reseni: AUB=(-2;4> ANnB=<1,3); A—-B=<3;4>, B—A=(-2;1).

i




Zaklady matematiky Ciselné obory

Vyklad

Kartézské nasobeni mnozin

to je vytvareni kartézskych soucinti, predstavuje dalsi operaci s mnozinami, avSak podstatné

odlis$nou od zdkladnich mnozinovych operaci.

Kartézskym souc¢inem mnoZiny A a mnozZiny B, ktery znacime Ax B, nazveme mnoZinu
vSech uspofadanych dvojic, jejichz prvni ¢len je libovolny prvek z mnoziny A a druhy Clen je

libovolny prvek z mnoziny B .
AxB =[x, y,l,x, € A y; € B

Pro pocet prvkil kartézského soucinu dvou konecnych mnoZin A4 s poctem prvkii n a B

s poctem prvka m plati: |A><B| = |A||B| =n-m.

Resena tloha

Piiklad 1.1.2. Jsou dany mnoziny 4={1,2, 3}, B={a, b}.
Vytvotte kartézsky souin Ax BaBx A.
ReSeni: Ax B ={l,a] 1,6}, [2,4] [2.5] [3,4] [3.5]},
Bx A={a,1}[a, 2] [a, 3] [b, 1], [p, 2] [, 3]}

1.1.4. Grafické znazornéni mnozin
a) Ciselnych

Ciselné mnoziny nejéastéji zndzoriiujeme na &iselné ose, a to bud p¥imo na ni nebo
pomoci vodorovnych car rovnobéznych s ¢iselnou osou. Pokud c¢iselnd mnozina obsahuje
nekoneéné mnoho redlnych cisel (viz dale), potom jedna z moznosti, jak zapsat mnozinu nebo
jeji cast, je interval, ktery mize, ale nemusi obsahovat krajni hodnoty. Pokud krajni hodnota
intervalu do mnoZziny patfi, vyznacime tuto hodnotu plnym koleC¢kem. Pokud do mnoZiny
nepatfi, vyznacime ji koleckem prazdnym. To, zda krajni hodnota do intervalu patfi, ¢i ne,
pozname podle uzavorkovani intervalu. Spi¢ata zavorka oznaGuje hodnotu, ktera jesté do

intervalu patii a kulatd zavorka hodnotu, ktera jiz do intervalu nepatfi.

i




Zaklady matematiky Ciselné obory

Resena uloha

Priklad 1.1.3. Je ddna mnozina 4 = { xeR:xe(-5;4) }, znazornéte ji na ¢iselné ose.

Vyklad
b) nediselnych
Neciselné mnoziny a mnoziny c¢iselné, které z n¢jakého divodu nelze nebo neni

vhodné znézornit na ¢iselné ose, zndzoritujeme pomoci tzv. mnozinovych diagrami. Jedna

se o grafické zndzornéni mnoziny v roviné.

Mnozinové diagramy znézorfiujici vztahy mezi mnoZzinami a operace s mnozinami se

nazyvaji Vennovy diagramy.

1.2. Ciselné obory

Cile

Po prostudovani této kapitoly by mél student umét bezpecné zaradit dané ¢islo do
piislusného cCiselného oboru a ovladat vSechny zplsoby jeho zapisu, obnovit si znalosti
zékladnich vlastnosti pocetnich operaci a umét jich vyuzivat, umét zobrazit realnd cisla na

éiselné ose.

Vyklad

1.2.1. Cisla — nazvy a jejich charakteristiky

vvvvvv

rozsifoval a prohluboval v souladu s potfebami vyvoje lidské spolecnosti. Vztahy mezi

jednotlivymi druhy ¢isel vyjadiuje nasledujici schéma:

i




Zaklady matematiky Ciselné obory

pFirozlené Cisla nulla zaporna Cisla
celé; Cisla necela racionalni gisla
[
raciolnélnl’ Cisla iracionalni gisla
[
reéllné Cisla imlaginérni Cisla
I

komplexni Cisla

Mnozina vSech ¢isel urcitého druhu, ve které jsou definovany bez omezeni operace s¢itani

a ndsobeni, se nazyva obor Cisel.

N obor ptirozenych ¢isel {1, 2, 3, 4,...},

N, obor nezapornych celych ¢isel {0, 1,2, 3, ...},

Z obor celych ¢isel {...,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4, ...},

Q obor racionalnich ¢isel {..._—1, 0, E 12 2= E, ',

9

5 ﬁ, l “ee

R obor realnych cisel {...—\/5, -1, —%, 0, g, ...},

C obor komplexnich ¢isel ( viz kap.4.).

Plati tyto inkluze: Nc NycZcQcRcC

Prirozena cisla vyjadiuji pocet prvkll kone¢nych neprazdnych mnozin a potradi prvki
v uspotadanych n-ticich.

Cela ¢isla umoziuji vyjadrfit nejen pocty prvka kone¢nych mnozin, ale i zmény téchto

poctu (pfirtstky a ubytky).

Racionalni ¢isla v porovnani s celymi €isly, jeZ jsou jejich specialnim ptipadem, dovoluji
navic vyjadfit udaje o poctech dilt urcitého celku. Raciondlni ¢islo je kazdé realné Cislo, které

1ze psat ve tvaru zlomku p/q, kde p je celé Cislo a q je pfirozené ¢islo.

Iraciondlni ¢isla  jsou charakterizovana nekoneénym neperiodickym desetinnym

rozvojem.
Realna ¢isla jsou sjednocenim vSech racionalnich a iracionalnich ¢isel.

Komplexnimi ¢isly se podrobné zabyva 4 kapitola Zakladti matematiky.

i
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1.2.2. Charakteristiky ¢iselnych obort

a) Obor pfirozenych cisel N je uzavien vzhledem k operacim scitdni a nasobeni, tzn.
vysledkem téchto operaci je opét ptirozené Cislo.

v v

b) Uzavienosti vzhledem k operaci od¢itani Ize docilit rozSitenim oboru N na obor Z
celych cisel, ktery obsahuje ptirozena ¢isla, nulu a cela zdporna ¢isla.

¢) Abychom docilili uzavienosti oboru ¢isel vzhledem k operaci déleni (¢islem rtiznym
od nuly), rozsifuje se obor Z na obor raciondlnich cisel Q. Obor Q je uzavieny vzhledem
k operaci s¢itani, od¢itani, nasobeni a déleni.

d) Sjednocenim raciondlnich a iracionalnich ¢isel vytvofime obor realnych cCisel R, ktery

je uzavieny vzhledem k operacim s¢itani, od¢itani, nasobeni a déleni.

1.2.3. Zakladni pocetni operace

Pouziti Cisel si vyzadalo zavedeni pocetnich operaci, jimiz ke dvéma ¢i vice cCislim

24

piifazujeme piedepsanym zptisobem jisté Cislo.

Scitani a + b scitanec + s¢itanec = soucet
Od¢itani a —b menSenec — mensitel = rozdil
Nasobeni a - b Cinitel - ¢initel = soudin
D¢leni a : b délenec : délitel = podil
a éitatel ,
— —————=podil
b jmenovatel
Umocnovani a” n-td mocnina ¢isla a, n exponent, a zéklad
Odmocnovani Ya  n-td odmocnina &isla a

1.2.4. Intervaly

Interval je kazdd mnozina redlnych cisel, jejichz obrazy na cCiselné ose vypliuji jeji

souvislou podmnozinu.

Riizné druhy intervalil jsou popsany v nasledujici tabulce:

i
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Mnozina vSech realnych
¢isel x, pro ktera plati:

Oznaceni

QGrafické znazornéni na
¢iselné ose

a<x<b (a,b) . .
a<x<b (a,b) _;_E_
a<x<b (a,b) S ;
a<x<b (a,b) ; i
X>a (a+0) :
X>a (a+0) I —
x<a (—0,a) .
X<a (—0.a) -
xeR (o0 4e0) R

Cisltim a, b fikame krajni body intervalu nebo také meze intervalu (dolni a horni mez).

Libovolny bod intervalu, ktery neni jeho krajnim bodem, se nazyva vnitini bod intervalu.

Vnitinich bodi intervalu je nekone¢né mnoho.

Patti-li k intervalu ob¢ jeho meze, nazyva se uzavireny interval.

Patti-li k intervalu jedina z jeho mezi, nazyva se polouzavieny nebo polootevieny interval.

Nepatfi-li k intervalu z4dna z jeho mezi, nazyva se otevieny interval.

Resena uloha

Priklad 1.2.1. Jinak zapiste : a) (2, 6) "< 4,©), b) <2,6)uU(4,10), c)(—x,3)uU (0, ).

ReSeni:

a) <4, 0),

i

b) <2, 10),

-18 -

c) (—o,0)=R.

%
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1.3. Algebraické vyrazy

Cile

Umét pouzivat pii Upravach algebraickych vyrazii vzorce uvadéné v jednotlivych

podkapitolach.

Vyklad

Algebraicky vyraz je vyraz (zapis) skladajici se z Cisel a z pismen oznacujicich proménné,
jez jsou spojeny znaky operaci s¢itani, od¢itani, ndsobeni, déleni, umocnovani a

odmocnovani. Je-li tieba, obsahuje také zavorky, které urcuji potadi provadéni operaci.

K vyraziim obsahujicim proménné se pifipojuje obor proménnych. Neni-li uveden, rozumi se

jim obvykle ¢iselny obor R.

Defini¢énim oborem D algebraického vyrazu jsou podmnoziny oborii proménnych, pro

jejichz hodnoty ma dany vyraz smysl.

Pravidla pro stanovovani defini¢niho oboru algebraického vyrazu jsou:
a) jmenovatel musi byt rizny od nuly,

b) pod sudou odmocninou nesmi byt zaporné Cislo.

1.3.1. Polynomy (mnohoé¢leny)
Jednoclen je vyraz, ktery vznikne sou€inem konstanty a mocniny proménné.

Polynom je souc¢tem né€kolika jednoclenti. Clen s nejvyssi mocninou udava stupen polynomu.

Polynom n-tého stupn€ proménné x mize mit zapis
n n—1
a,x" +a, ;x" +..+ax+a,, kde a, #0.
Jednoclen a;, # 0 je polynom nultého stupné,je-li roven nule,nazyva se nulovym polynomem.

Kofenem polynomu nazveme kazdé redlné cislo, které, po dosazeni za proménnou, dany

polynom pievede na polynom nulovy.

Mgjme kvadraticky trojélen ax® +bx+c spodminkou, e b? —4ac>0 a oznaéme jeho

kofeny x;, x, . Pak jeho rozklad v oboru R bude mit tento zapis:

ax? +bx+c=a(x—x)(x—x,).

i
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Je-li absolutni ¢len ¢ =0, pak pro rozklad kvadratického dvoj¢lenu plati: ax? +bx = x(ax+b).

Je-1i b=0, a>0, ¢>0, pak kvadraticky dvoj¢len se da rozlozit takto:

ax? —c:a(x—\/g)(x+\/z).
a a

Pti tpravach algebraickych vyrazli pouzivame tyto vzorce:
(a£b) =a’ +2ab+b*
(a+ b)3 =a’ +3a’bh+3ab* +b°
(a —b)3 =a’ —3a’bh+3ab®> - b’
a*—b* =(a+b)(a-b)
a’+b’ :(a+b)(a2 —ab+b2)
a’—b = (a—b)(a2 +ab+b2)
V oboru realnych &isel R jsou kvadraticky dvojélen a” +b? a kvadratické trojéleny

a® + ab+b* nerozlozitelné na sou¢in linearnich dvojé&lend.

1.3.2. Uprava racionalnich lomenych vyrazii (vzorce a pravidla pro umociiovani).

Pti upravach racionélnich lomenych vyrazi se pouZzivaji vySe uvedené vzorce o rozkladu
mnohoclent a dale vzorce pro pocitani se zlomky. V tlohéach o Gpravach lomenych vyrazi je
nutné klast podminky, ze jmenovatel kazdého zlomku v piivodnich vyrazech i v upravenych

tvarech musi byt rizny od nuly.

Pti tipravach vyrazt budeme pouzivat tato pravidla pro pocetni operace se zlomky:

rozsifen zlomku &islem k#0: “=% b 10 k20
b bk

, , . ak «a

kraceni zlomku ¢islem k =0 : b—:;, b#0,d#0

stitani zlomka: a,c_ad+be a c_arc 0 dz0
b d bd b b b

od&itani zlomki: a_c_ad=bc a_c_a=c 440
b d bd b b b

Ef i o
* *
" ‘*

- =
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nasobeni zlomki: a.c_ E, b#0,d #0

b d
s o d d

dé¢leni zlomk: g:2:3-—:61—,b;tO,a’;«tO,c;atO
b d b ¢ bc
a

, . b a c¢ ad

uprava slozeného zlomku: “—=—1—=—_,b#0,d#0,c#0
¢ b d bc
d

umocnovani: pro pfirozena ¢isla r,s a pro redlna ¢isla a,b plati:
al" _aS :ai"+S
a a®=a""°%, a#0

Resené ulohy

)
Priklad 1.3.1 Zjednoduste algebraicky vyraz (a + %) (

1

3 1 2
b——j (ab——j |
a ab

-2 -3 2 -2
ReSeni: [a+lj b—l (ab—L :(ab+1)
b a ab b

[

ab—lj3 a’h® -1
a ab

() (&
ab+1 ab—1

(ab—l)2 (ab+1)2 B

2 3
b a

T((ab—liéabH)J

a

(abJrl)2 (ab—l)3

2,2
ab

_(ab—l)'

2

I:

Podminky feSitelnosti vyrazu vychézeji z toho, ze vSechny vyrazy ve jmenovatelich musi

byt nenulové, takze postupné dostavame: b#0, a#0,

-21 -

ab# -1,

ab #1.
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2
. . -2
Priklad 1.3.2. Zjednoduste algebraicky vyraz a *a

4 3
a’ —3a

{(a+2)2 ~a> 3

4a* -4 az—a}.

ReSeni:
a’+a-2 (a+2)2—a2_ 3 :a2+a—2 a2+4a+4—a2_ 3 _
a*-3d’ 4a* -4 a’—a a*(a-3) Ha-1)a+1) ala—1)

:a2+a—2[4(4(a+1) 3 }_a2+a—2[(1 3 }

a3(a —3)

(a+2)(a—1) a-3 _a+2

a*(a-3) ala-1) q*

a—l)(a+1) a(a—l)

a3(a—3)

a—l) a(a—l)

Podminky feSitelnosti vyrazu neboli spole¢ny defini¢ni obor:

vSechny vyrazy ve jmenovatelich musi byt nenulové, takze postupné dostdvame:

az0, a#3, a#l, a=#-1.

Vyklad

1.3.3. Uprava iracionalnich algebraickych vyraza (pravidla pro odmociiovani)

Pti Gipravach iracionalnich algebraickych vyrazi vyuzivame poznatkli o odmocninach

a mocninach s racionalnimi mocniteli a pravidel pro pocetni operace se zlomky. Podminky, za

nichz provadéné Upravy maji smysl, predevsim vyjadiuji, Ze zaklady vSech sudych odmocnin

musi byt nezaporné a jmenovatelé zlomkt se nesméji rovnat nule.

Pravidla pro pocitani s odmocninami ( @ > 0,5 > 0):
% : % = nV ab s

@
(1/3

a
=n— rob#0,
3 p

n. g
(\”/a) =Va™ =a" ,meZ,neN,

Poznamka

Odmocnina ze souctu Se Nerovna souctu odmocnin!!

i

’Q/_znp\/ap ,peN.

N s W 3
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Resena uloha

Priklad 1.3.3.: Upravte vyraz V(x) = pirevodem odmocnin na mocniny

3] 4/
X x2 x3
12/ 11
X

s racionalnimi exponenty.

3 4 2
VxAlx?Ax? o x2x
11 n 11
[ u u

za predpokladu, ze x>0.

1+2+3
PR 23 11 12
__x2 3 4 =~ it

ReSeni: V(x)= —xl2 12 =12 —

Vyklad

1.3.4. Absolutni hodnota realného cisla

Kazdému realnému ¢islu a je ptifazeno praveé jedno realné ¢islo |a| takto:

|a|:a pro a >0, a|:—a pro a<O.

Toto ¢islo |a| se nazyva absolutni hodnota realné¢ho Cisla a.

Nékteré vlastnosti absolutni hodnoty realného cisla.

1) Pro VaeR:|a|20, —a|:a, a|2a, a|2—a.
a| _ld
2) Pro Va,beR:|ab|=|a|.|b, szprobio.

3) Pro Va,beR: |a+b|£|a|+|b|.
4) Pro Va,ke R, k>0: |a <k < —k<a<k, neboli ae(-k,k).

, Va* =a pro a>0, Va* =—a proa<O0.

Geometricky vyznam absolutni hodnoty redlnych ¢isel: na Ciselné ose predstavuje |a|

5) Pro VaeR: Va’ =a

vzdalenost obrazu ¢isla a od pocatku, |a —b| vzdalenost obrazu Cisel a, b.

i
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1.3.5. Rozklad kvadratického trojélenu

Kvadratickym trojélenem s nenulovymi koeficienty a, b, ¢ nazveme vyraz ax” +bx +c.

Je-1i diskriminant pfislusné kvadratické rovnice D>0 a jeji kofeny oznalimex,, x, pak

muzeme provést rozklad kvadratického troj¢lenu na soucin kofenovych ¢initeli v oboru R :
ax? +bx+c=a(x—x)(x—x,).
Je-1i koeficient a = 1, pak kvadraticky troj¢len se nazyva normovany s koeficienty p, ¢,
Xk pxtg=(x-x)(x-x,),

pficemz plati x; +x, =—p, x;x, =q.

17 17
:GE Resena uloha : ; :

x> -8 _2x2+4x+8

Priklad 1.3.4. Upravte a :
2 ) x2 +5x—14 x> —49

9

2x* -2x+2 x> +1
x2=25 x*-4x-5

b)

3 2 2
v — 2 4 — _ _
Reeni: 2) 2x 8 2% 2+ x+8_ (x=2)(x" +2x+4) (ng7)(x 7) _x 7,
x“+5x-14  x°-49 (x+7)(x-2) 2(x? +2x+4) 2

za podminky, ze x # 2, x # 7.

22 =2x+2 X412 —x+D) x-S+ 2

b : - ,
) x2 =25  x?—4x-5 (x=5)(x+5 (x+Dx*-x+1) x+5

za podminky, ze x # £5, x = —1.

I Poznamka I

Rozkladem kvadratického trojclenu se také zabyva kapitola 3.2. a priklady na procviceni jsou

uvedeny pod cislem 2. a 4. téze kapitoly.

- Kontrolni otazky -

1. Umite precist symbolickd oznaceni A, v, =, <, V,3 ?

2. Ceho se tykaji symboly U, N, <, €, & ?

3. Kolik jste si zapamatovali vzorcii z kap. 1.3.1.?

i
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N

7|.|\ Ulohy k samostatnému feseni

1. Upravte a stanovte podminky:

2_
2) a—-b _g+ 1 ’ b) ( X _ljx 1’
a2+ab a a+b X 1

- X
0 1 N 1 ._4a ’ d) 2 N 2y ’
a+2 a-2) a+2 x+y x*-y?
x+2 x-2
=2 x+42 2x% =2x+2 x® +1
e) —=—=, f) 5 P .
8 x- =25 x°—4x-5
4—x?

2. Zjednoduste v R dany vyraz s mocninami:

a) i—;f(z—i)z, b) (3x2y73275 )_3 :(27x3y722)_2,

_ 1 1 >
s

&) alb VbVa . f [s\/”f :J’“Sfll\/xw.

Vysledky uloh k samostatnému feseni

,az0,a#-b, b) x+1,x¢0,x¢1, C) ,a#z0,a#1%2,
a(a+Db) X a-2
2x

d) , X#=1y, e) —x, x#12, f) x#-1, x#x5.

x? —y? x+5
2. a)@,a;so,x;to, b) 273°27,x#0, 20,220, ¢)vb,a.>0,b>0,

a

d) Ja,a>0,b>0, e) vb,a>0,b>0, f) x>, x>0.

Ef o
* *
'I’ ‘*

- *
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Kli¢ k feSeni uloh

Ve vsech ptikladech je uveden jen postup upravy algebraickych vyrazi bez podminek.

1.
2) a—>b —3+ 1 a-b-2(a+b)+a a—b—2a—2b+a_ -3b
a(a+b) a a+b a(a+b) a(a+b) a(a+b)’
py 27D GDGAD _ oxaDa+D) x4l
x—1 X X X >
o) a-2+a+?2 a+2 2a .l_ 2
(a+2)a- 2) a a-2a a-2’
2x=y)+2y 2x-2y+2y 2x
d) N N
G- Py Py
e) (x+2)2—(x—2)2. 8 _x2+4x+4—x2+4x—4.4—x2_ 8x .4—x2__x
G+2)(x-2) 4-x’ 4 8 _(4-x?) 8 !
N 2P —x+1)  (x=5)(x+D) 2
(x+5)(x=5) (x+1)(x>—x+1) x+5
2,
a) 23X33_3a_334a22 -2 _2—2~3.x.a_1=g’
a

b) 3_3X_6y9215 (33x3y Z) _3 X y 1536x6y—422 =33x0y5217 27y5 17

1 111 11 1

) (@’h)¢ (@b ¢ =a2bba 2b3 =b2 =+/b,

5 5 1 3 12 5+9-8 5-3-2 6

1
d) a2h%h 2a*b 3a 3_gq 12 p 6 :aIZZaE:\/Z,

I 1 31 1 1 31 111 1 1+2

1
e) (ab3)2:(b"'a2)3 =a2bS(b'a?) 3 =a2h®h3a 2 =a’ ¢ =b2 =+b,

-1
1 1 1 2 2+1+4 —6+1-4 —18+3-4
A 22 352 3573 _ |3 6
) [ Voax2x” :Vx"x%x x7x?x 3 ={\Vx 2 \x ? X =

1

1 1
I\ 30 9\ 2 _19)2 7919 ~14-27-19 —60
x2 x2 x 6 —x 6412 —y 12 =x12 =75,
* *
w *
o * ok
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Kontrolni test ‘@

1. Rozhodnéte o pravdivosti vyroku : {Vx e R : x% = |x| }.

a) vyrok je pravdivy, b) vyrok je nepravdivy, ¢) neni to vyrok.

2. Vy¢tem prvki zapiste mnozinu C= {x € Z : -1 < x <2}.

a)C={-1,0,1}, b)C=1{-1,0,1,2}, )C={11,2}.

3. Doplnék mnoziny {x eR:-3<x< 5} v R zapiste jako sjednoceni dvou intervalti.
a) (—o;—-3>uU<5; +m), b) (—0;—-3)U < 6;40),

) (—o0; —3) U (6;+ ), d) (—0;=3>uU (5;+ ).

4. Proved'te rozklad kvadratického polynomu 2x* —5x +2.

a) (x-2)(x-1), b) (2x-1)(x-2), ¢) (2x+1)(x-2), d) 2x-1)(x+2).

5. Proved'te uplny rozklad polynomu 4x> —64x .
a) x(x-4)(x-4), b) 4(x+4)(4-x), c) 4x(x-4)(x+4), d) 4(x+4)(x+4).

6. Sestavte normovany kvadraticky troj¢len, jestlize zname kotfeny: x; =8, x, =-3.

a) x> —5x—24, b) x* +5x—24, ) x2 —5x+24, d) x* —11x—24.

7. Pouzitim pravidel pro poc€itani s mocninami a odmocninami vypoctéte:

=4T{6)

4 9
a) —, b) 12, c) 36, d)=.
)35 ) ) )2

2

8. Zjednoduste a uved’te podminky, za jakych mé dany vyraz smysl. Vysledek zapiste

=5

ve tvaru odmocniny.

x_lx/;

i
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1
a)\/x7,x¢0,x>0, b)3\/x2,x>0, c) ,x#=0,x>0.

\/x—3

9. Zjednoduste algebraicky vyraz a uved’te podminky fesitelnosti:

2
LI P Gk ) FY (P )
1-3x 3x+1

a) (3x+1)_1,x¢—l, b) -1 ,xil, c) -1 ,X#EE—.
3 3x+1 3 3x+1 3
10. Zjednoduste algebraicky vyraz a uved’te podminky feSitelnosti:
a+b a->b
- 2
a-b _a+b. (1 - b) _
_a+b’ 207 -b’—b
a’* —b*

a)2a,,az*th,b#0,b+#1, b) -2a, a # b, c)2a, a#+th,b#0.

Vysledky testu

la); 2a); 3d); 4b); 5c); 6a); 7a); 8a); 9c); 10a).

Shrnuti lekce

Na testu jste si ovéfili, zda vaSe znalosti jsou vyborné (100%), dostate¢né (80%) nebo si
potiebujete jeSt€¢ vSe znovu zopakovat a odstranit nedostatky pfi zvladnuti uvadénych
prikladl. Znovu si projdéte fesené priklady a podle nich si propocitejte ulohy k samostatnému
feSeni. Zakladni znalosti a pocetni dovednosti, které vychazeji z vyfeseni co nejvétsiho poctu
tiloh, jsou zarukou Gsp&$ného studia na VS technického sméru. Dalsi ptiklady k procvicovani

najdete v kterékoliv sbirce matematiky pro stiedni Skoly.

Podrobnéjsi vyklad pojmili z matematické logiky a teorie mnoZin najdete v 1.kapitole

predmétu Matematika I nebo v nékteré z ucebnic matematiky pro gymnazia.

i
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2. FUNKCE

Privodce studiem

Kapitola Funkce je rozdélena do deviti menSich celkd a ty jsou jesté¢ dale rozdéleny na
mens$i oddily. V kazdém oddile je nejdiive vysvétlena teorie, jsou zavedeny nové pojmy a
vzorce. Pak nasleduji Resené uilohy. V Ulohdch k samostatnému esSeni si provéfite ziskané
védomosti. K témto ulohdm jsou na konci kapitoly uvedeny vysledky a pro ty, ktefi by si
s tlohami nevédéli rady, také ndpovéda. Na samy zavér se otestujete, jak jste zvladli tuto

kapitolu.Grafy v textu byly vytvofeny pomoci programu Matematika. Hodn¢ zdaru pfi studiu.

Cile

Seznamite se s elementarnimi funkcemi, poznate jejich defini¢ni obory a obory hodnot,
budete umét nakreslit jejich grafy. Budete umét urcit vlastnosti funkci. Grafy

elementarnich funkci, s nimiz budete pracovat, jsou vykresleny na ivodnim obrazku.

Predpokladané znalosti

Umite feSit nerovnice metodou nulovych bodt, kterou si miiZzete zopakovat v 3. kapitole,

a také umite pracovat s kartézskou soustavou soufadnic Oxy v roving.

y=e”
y:

2 y=Inx

y=CcosXx

i
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2.1. Funkce

Vyklad

Funkce f/ namnoziné¢ 4 c R je ptedpis, ktery kazdému ¢islu z mnoziny A4 pftiradi pravé

jedno realné Cislo. Mnozina 4 se nazyva defini¢ni obor funkce.

Oznaceni D(f), D,.

Obor hodnot funkce f je mnozina vSech y € R, ke kterym existuje aspoil jedno x

z defini¢niho oboru funkce f tak, ze y = f'(x).

Oznaceni H(f),Hf.

y = f(x) je funkéni pFedpis vyjadfujici zavislost y na x.

x je nezavisle proménnd, nebo také pouzivame oznaceni argument, vybirame ji z D( f ) .
y je zavisle proménnd, y € H(f).

Hodnotu funkce f v bod¢ x, oznacime f (xo) =y, anazyva se funk¢éni hodnota funkce f

v oX,.

Resené ulohy
Priklad 2.1.1. Zapiste funkci, kterd vyjadiuje zavislost
a) obvodu rovnoramenného pravouhlého trojuhelniku na délce a jeho odvésny,
b) obvodu rovnoramenného pravothlého trojahelniku na délce ¢ jeho ptepony.
ReSeni:
a) prepona ¢ = a2 ,
obvod trojihelniku 0=2a+c=2a+a2 = a2+ \/5) ,
0:(2+\/5)a, ae(0,0).

b) c:czx/§:>a:L 0:2a+c:2i+c=c(\6+l),

V2' V2
0:(\/5+l)c, ce(0,0).

i
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Vyklad

Graf funkce f've zvolené soustavé soufadnic Oxy je mnoZina vSech bodii X[x, f(x)], kde x

patii do defini¢niho oboru funkce /. Ve skute¢nosti nakreslime (nacrtneme) jen ¢ast grafu na

zvoleném intervalu I < D(f).

Resené ulohy
Priklad 2.1.2. Rozhodnéte, kterd z mnozin bodii na uvedeném obrdzku je grafem funkce.

Sva tvrzeni zdivodnéte

a) y

ResSeni: Toto je graf funkce, kazdému x pfiislusi jediné y . Kazd4 ptimka rovnobézna

s osou y danou mnozinu bodd protne nejvyse v jednom bode¢.

b)

Reseni: V tomto piipadé se o graf funkce nejedna, pro x = 1,5 nachazime dv¢ hodnoty.
Tato situace je stejnd pro vSechna x e (— 3, 3), kazda ptimka rovnobézna s osou y

protne danou mnozinu bodl ve dvou riiznych bodech.

i
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2.2. Zakladni vlastnosti

2.2.1. Ohranic¢ena a neohrani¢ena funkce

Vyklad

Funkce f'se nazyva ohrani¢ena shora na mnoziné¢ M, existuje-li takové ¢islo 4, ze pro

vSechna xe M je f(x)<h.

Funkce f'se nazyva ohranifena zdola na mnoziné M, existuje-li takové ¢islo d, ze pro

vSechna xe M je f(x)>d.
Funkce fje ohrani¢ena na mnozin€ M, je-li v ni ohranicené shora i zdola.

V opacném piipadé se funkce f nazyva neohranifena na mnoziné M.

Geometricky vyznam ohranicenosti funkce.

Je-li funkce y = f(x) na mnozin¢ M < D(f)ohrani¢end shora, lezi jeji graf pro kazdé
¢islo x e M stéle pod pifimkou y = /4 nebo na ni.

Je-li funkce y = f(x) na mnozin¢ M < D(f)ohrani¢ena zdola, leZi jeji graf pro kazdé
¢islo x € M stale nad ptimkou y =d nebo na ni.

Je-li funkce y = f(x) na mnozin¢ M < D(f)ohraniCend, lezi jeji graf pro kazdé Cislo

x € M stile mezi ptimkami y =/ a y =d nebo na nich.

Véta 2.2.1. Funkce fje na mnozin€¢ M < R ohranicena, praveé kdyz existuje takova konstanta

K >0, ze pro Vx € M plati |f(x)|£K.

Resena uloha

Priklad 2.2.1. Dokazte, ze funkce y = (1 al je pro vSechna x € R ohranicena.

x?)

ReSeni: ProtoZe pro Vx € R plati nerovnost (x £1)> >0 neboli x> +1> 2|x

5

2
dostavame odtud x_+1 >0 = |x|
|x| x*+1

X

x2+1

<

1
SE.Plati tedy pro Vx e R : %

. , o 1
Podle véty 2.2.1. je dana funkce ohrani¢ena, K = 5

i
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2.2.2. Monoténnost funkce, funkce rostouci a klesajici

Vyklad

Je déna funkce f ainterval 7, ktery je ¢asti jejiho defini¢niho oboru (] c D( f ))
Funkce f'se nazyva rostouci na intervalu / , pravé kdyz pro vSechna x,,x, € I plati:
Je-lix, <x,, pak f(x)< f(x,).

Funkce f'se nazyva klesajici na intervalu 7, pravé kdyZz pro vSechna x,,x, € I plati:
Je-li x, <x,, pak f(x,)> f(x,).

Funkce f'se nazyva neklesajici na intervalu | , pravé kdyZ pro vSechna x,,x, € I plati:
Je-lix, <x,, pak f(x,)< f(x,).

Funkce f'se nazyva nerostouci na intervalu | , pravé kdyz pro vSechna x,,x, €I plati:

Je-lix, <x,, pak f(x,)=> f(x,).

Tyto funkce na [ se souhrnné nazyvaji monoténni funkce na / — D(f), rostouci a klesajici
funkce na / se souhrnné nazyvaji ryze monoténni funkce na 7/ < D(f).

Z definice je ziejmé, Zze kazda rostouci funkce je zaroven neklesajici na / a kazda klesajici
funkce je zaroven nerostouci na /.

Resené ulohy

Priklad 2.2.1. Z grafu rozhodnéte, kde je funkce rostouci a kde klesajici.

ReSeni: Funkce je rostouci na intervalech (—oo, —2) a (—2,0) , ha intervalech (0,2) a (2,00)

klesa.

i
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Priklad 2.2.2. Ktera z funkci f, f, je rostouci a ktera klesajici na D(f)?

2
y:x3 -

ReSeni:

Defini¢ni obor obou funkei D(f)=R.
Z grafii téchto funkeci 1ze vycist, Ze rostou-1i hodnoty proménné x , rostou hodnoty

funkce f, aklesaji hodnoty funkce f, . Pro libovolna x,, x, € R, pro ktera plati
x; < x, dostaneme:
x13—2<x23—2, —x13—2>—x23—2,
S1(x) < f1(x7), Fr(x) > fr(x;).

Pro ilustraci zvolime ¢isla x; =—1, x, =1 a dosadime do nerovnic funk¢énich hodnot
-3<-1 1>-3

Funkce f, je pfikladem rostouci funkce a f, je piikladem klesajici funkce na R.

-35-
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2.2.3. Prosta funkce

Vyklad %ﬂ

Funkce se nazyva prosta, pravé kdyz pro vSechna x,,x, € D( f ) plati:

Je-li x, # x,, pak f(x,)= f(x,).

17
Resené ulohy *

Priklad 2.2.3. Z grafu rozhodnéte, zda je funkce prosta.

Y=XSINX+X

-12 -9 -6 -3 3 6 9 X

ReSeni: Funkce neni prosté, pro riznd x existuji stejné funkéni hodnoty.

Priklad 2.2.4. Z grafu rozhodnéte, zda je funkce prosta.

Yy
y=arctgx
1
3 2 1 1 2 3 X
-1
ReSeni: Funkce je prosta, plati podle definice, ze pro x; # x, je f(x;)# f(x,).
Funkce rostouci nebo klesajici na celém definicnim oboru je prosta. é

i
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Funkce

2.2.4. Suda a licha funkce

Vyklad

Funkce f'se nazyva suda, pravé kdyz zaroven plati:

1. Pro kazdé x € D(f) je také —x e D(f).

2. Prokazdé x € D(f) je f(—x)zf(x).

Graf sudé funkce je soumérny podle osy y .

Funkce f'se nazyva licha, pravé kdyz zaroven plati:

1. Pro kazdé x € D(f) je také —x e D(f).

2. Prokazdé x € D(f) je f(—x):—f(x).

Graf liché funkce je soumérny podle pocatku soustavy soutfadnic Oxy .

Neni-li splnéna ani jedna z uvedenych podminek, neni funkce ani sudé ani licha.

Resené ulohy

Priklad 2.2.5. Z grafu urcete, zda je funkce licha nebo suda na intervalu (-5, 5).

)
y=sin X+Cosx

Reseni: Funkce je suda, jeji graf je soumérny podle osy y .

i
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Funkce

Priklad 2.2.6. Z casti grafu uréete, zda je funkce licha nebo suda na D(f) = R —{0}.

y
4
3
2
_sin®*x+cosx
1 Y= X
-4 3 1 2 3 4 x
Reseni: Funkce je na D( f') lich4, jeji graf je soumérny podle pocatku.

Priklad 2.2.7. Z grafu urcete, zda je v intervalu (-6, 6) funkce lich4 nebo suda.

y=sSinXx+Ccos2x

1 2 3 4 5 6 X

Reseni: Funkce neni ani suda ani licha.

4 —
Piiklad 2.2.8. Rozhodnéte, zda je funkce suda & lich4: y = 3x> — > - >

X
Re3eni: 1. D(f) = R—1{0}, Vx € D(f) = (=x) € D(f) .

4 4
2. f(=x)=3(-x)" - (’6)—25 —3x2 - x—25 = f(%)
(—x) X

4

Funkce y =3x? -2 —

2
X

je suda.

Ef o e
* *
..’ *i

- *
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2.2.5. Periodicka funkce

%ﬂ Vyklad %ﬂ

Funkce se nazyva periodicka, pravé kdyz existuje takové ¢islo p >0, ze pro kazdé k € Z

plati nésledujici podminky:
Je-li x e D(f), pak x+kpeD(f) a plati f(x+kp)=f(x).

Cislo p se nazyva perioda funkce f .

Pokud v mnozinég ¢isel p existuje nejmensi kladné cislo, pak tuto periodu p >0 nazyvame
zéakladni (primitivni) periodou funkce f.

Graf periodické funkce se pravidelné (periodicky) opakuje po intervalech, jejichz délka je

rovna zékladni period¢ p.

Nejvyznamnéjsi periodické funkce jsou goniometrické funkce (kap. 2.11.)

17 17
‘v Resené ulohy *

Priklad 2.2.9. Z grafu periodické funkce odhadnéte jeji primitivni periodu.

1 y=Ccosx+sin2x /\
\ \ \

5 -4 3 2 1 0 1 2 3 a2 Na__/6 7 9 X
1

ResSeni: Primitivni perioda je ziejmé p =2x.

i
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2.2.6. Inverzni funkce

Vyklad

Inverzni funkce k prosté funkci f(x) je /' , kterd kazdému y € H(f) ptifadi pravé to

x € D(f), pro které je f(x):y.

Oznaceni proménnych muzeme volit libovolng, a protoze je obvyklé znalit zavisle

proménnou x a nezavisle proménnou y, zaménujeme oznaceni promeénnych. Diisledkem toho
je,ze D(f ") =H(f)(a H(f™")=D(f)). Proto grafy obou funkci jsou soumérné podle osy

I. a III. kvadrantu y = x.

Plati také, Ze inverzni funkce k rostouci funkci je také rostouci a inverzni funkce ke klesajici

funkci je klesajici.

Resené ulohy
Priklad 2.2.10. Dokazte, ze funkce f:y=2x+1, x € R, je rostouci ( a tedy prosta).

Uréete funkci k ni inverzni .

ReSeni: Je zfejmé, ze oborem hodnot H(f) =R
Funkce fje rostouci, nebot’ pro Vx,,x, € R plati:
je-li x; <x,,pakje 2x, +1<2x, +1, takze f(x;)< f(x,).
Funkce je rostouci, tedy prosta, a proto k ni existuje funkce inverzni f~', ktera je

také rostouct. Jeji funkéni predpis uréime tak, ze z rovnice y = 2x+1 vyjadiime x :

x:ly—l,yeR

2 2 v
a po zamé&né proménnych mame y=2x+ 12
funkéni predpis pro funkci inverzni / y=X
32 1 1 2 3 x
[y = sa DU = HOD = R. Ty=txt

i
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Funkce

Priklad 2.2.11. DokaZte, Ze funkce f:y = Vx+2,xe<0, ), je rostouci ( a tedy prosta).

ReSeni:

Uréete funkci k ni inverzni .

Je ziejmé, Ze oborem hodnot H( f) =< 2, )

Funkce fje rostouci, nebot’ pro Vx,;,x, € R plati:

je-li x; <x,, pak je \/x71+2<\/g+2,tak2e f(x) < f(x,).

Funkce je rostouci, tedy prosta, a proto k ni existuje funkce inverzni f~', ktera je

také rostouct. Jeji funkéni predpis uréime tak, ze z rovnice y =+/x +2 vyjadiime x :

x:(y_z)za ye<2a°°)-

Po zdméné proménnych mame funkéni predpis pro inverzni funkci

fry=(x=2)°, D(f")=<2,0), H(f ) =<0, ).

4 Y= /x+2
3
2 2
. y=(x-2)
y=X
-2 1 1 2 3 4 5 6 7 x

Ulohy k samostatnému feseni

1. Rozhodnéte, zda je funkce suda ¢i licha:

a) y=3x" -

x—2

d) y=xIn2",

g) y=x"+2x-5.

x'+2x-5

, b) y=

3
x—5x

2
X

-41 -

b

¢) y=x(cosx—xsinx),

f) y:x(x3 -x° sinx),

N
PALN
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2.3. Defini€ni obory

Vyklad

Funkci f povazujeme za definovanou, je-li zndmo pravidlo, kterym je kazdému cislu
x € D pftitfazena pfislusnd jedind hodnota f(x)e H, tj. je-li dan ptedpis, kterym je toto
piifazeni jednoznacné urceno. Tento pifedpis muze byt vyjadien tabelarné (ptislusnou
tabulkou), graficky nebo analyticky..

Tabelarni zplsob definovani funkce se vyskytuje v technickych védach velmi casto,
zvlasté hledame-li experimentalné funkéni zavislost mezi dvéma uvazovanymi veli¢inami.
Vyhodou tohoto vyjadieni je to, Ze znc¢ho mizeme vycist hodnoty funkce v tabelovanych
hodnotach argumentu. Jeho velkou nevyhodou vsak je , Ze obvykle neobsahuje hodnoty
funkce ve vSech potfebnych hodnotach argumentu. Dal§im nedostatkem tabelarniho vyjadieni
je 1 to, ze si pfi ném nemizeme ucinit blizsi predstavu o povaze funk¢ni zavislosti mezi
argumentem a zavisle proménnou. Proto se obvykle snazime vyjadfit tuto zavislost graficky
nebo (pfibliznym) analytickym vzorcem.

Vyhodou grafického zpiisobu zadani funkce je nazornost, nebot’ podle grafu funkce si
obvykle udélame jasnou piedstavu o povaze funkcéni zévislosti. Jeho nevyhodou je, ze
vyjadiuje funkéni hodnoty jen pfiblizné a nedovoluje vySetfovat vlastnosti funkci metodami
matematické analyzy.

Analyticky zpisob definovani funkce (funkénim pfedpisem) je nejvyznamnéj$im
zpisobem vyjadreni funkce. Jeho pfednosti je, Ze pouZitim metod matematické analyzy
muzeme zkoumat vlastnosti uvazované funkce. UrCitym nedostatkem analytického vyjadieni
je, ze postradd ndzornost grafického vyjadieni. Proto casto pouzivame k snadnéjSimu a
nazornéjSimu vykladu vlastnosti uvazované funkce i1 jejiho grafického, popft. tabelarniho
vyjadreni.

Je-1i funkce zadand funkénim piedpisem y = f(x) a neni-li zaroven uveden defini¢ni

vvvvv

Ve funkénim ptfedpisu nds budou zajimat nasledujici moznosti:

e Je-li ve funkénim predpisu zlomek, jmenovatel musi byt rizny od nuly.

e Je-li ve funkénim pfedpisu odmocnina se sudym odmocnitelem, vyraz pod odmocninou

musi byt vétsi nebo roven nule (nezaporny).

e Je-li ve funkénim predpisu logaritmus, jeho argument musi byt vétsi nez nula (kladny).

i
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: e sin x S
e Je-li ve funkénim predpisu tangens, [tgx = j, musi byt jmenovatel, tedy cosx,

COS X

nenulovy.

: oy g COS X i
e Je-li ve funkénim predpisu kotangens, (cotgx: : j, musi byt jmenovatel, tedy
sin x

sin x , nenulovy.

17 17
‘v Resené ulohy *

x—1
x> -4

Priklad 2.3.1. Urcete defini¢ni obor funkce y =

ReSeni:
=420 = (x-2)x+2)#20 > x#2x#-2.

D(f) = (~0,-2)U(~2,2)U(2,) nebo zapis D(f) =R —{-2,2}.

. +1
Priklad 2.3.2. Urcete defini¢ni obor funkce y = x2 (2)
X
ReSeni:
X105 oA druh4 podminka plati vzdy a také x° dy plati
x2+2_0/\x + 2 # 0 druha podminka plati vzdy a take x° + 2 > 0 vzdy plati.

Staci tedy vyftesit nerovnici x +10>0 = x> -10.

D(f)=(-10,).
Priklad 2.3.3. Urcete defini¢ni obor funkce y =log(3x —5).

ResSeni:

3x-5>0 :x>§ = D(f):(g,ooj.

i
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Priklad 2.3.4. Urcete defini¢ni obor funkce y =tg(2x —%).
Redeni: cos(2x—2)#0 = 2x-2 2% 1jr |+Z
3 3 2 3
Sx . Sr V4
2x#—+kr |:2, takze x¢1—+k5,ke Z
D(f):R—{S—”+k£} proVke Z.
12 2
Priklad 2.3.5. Urcete defini¢ni obor funkce y = cotg(g—%) .
Refeni: sin(>-2)20 = ~—Zzhr |+2
2 4 2 4 4
Ry -2, takze x# o okr.
2 4 2
zxf)=R—4%+2km}mn VkeZ.
Ulohy k samostatnému feseni
2. Urcete defini¢ni obor funkce:
2—x 9—x’
a) y=In ,b) y=Inlnx, c) y=4% ,
2+x 2+Xx
2+x
d) y=cotg3x, e) y=2%", ) y=In(x*-2x).

2.4. Konstantni funkce

Vyklad

1%
PN

Konstantni funkce je kazda funkce na mnoziné R, ktera je dana predpisem y =c.

Defini¢nim oborem jsou vSechna realna ¢isla, obor hodnot je roven konstant¢ c.

Grafem je piimka rovnobézna s osou x prochazejici bodem [0, c¢], funkce neni prosta.

i
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2.5. Linearni funkce

E:H Vyklad %T—I

Linearni funkce je kazda funkce na mnoziné R, ktera je dana predpisem y=ax+b, a#0,
a,b e R, a,b konstanty.

Defini¢nim oborem a oborem hodnot jsou v§echna realna ¢isla.

Grafem linearni funkce je pfimka riznobézna s osou y . Kazda ptimka, kterd neni rovnob&zna
s osami x, y je grafem néjaké linearni funkce. K sestrojeni grafu nadm tedy staci 2 rizné body.

e a>0 funkce je rostouci na R, je prosta
o a<0 funkce je klesajici na R, je prosta

e b=0, y=ax piimad amérnost — graf funkce prochazi pocatkem soustavy soutadnic

Priklad uziti linearni funkce ve fyzice:
Piimé timérnost mezi zrychlenim @ hmotného bodu o konstantni hmotnosti m a velikosti

pusobici sily F, F =ma.

17 17
'v Resena uloha *

Priklad 2.5.1. Nakreslete graf funkce y = :x -1.

ReSeni: Nejprve najdeme dva riizné body grafu funkce: y

Vsimnéte si, v zadani funkce je b=—1,

tzn. graf protina osu y v bod¢[0,—1].

Dalsi bod grafu zjistime dosazenim x =3, t y:%x_
pak y=3.
1 0 1 2 3 X
Body [0,—1] a [3, 3] spojime
a vyslednd pfimka je grafem dané funkce. /
N \.ll
AR Ulohy k samostatnému feseni AR

3. Nakreslete graf linearni funkce: a) y=ax+2 pro a = 1,—1,2,—2,%,—%,

b) y=2x+b pro b= 1,—3,4,—2,%,—1 .

i
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2.6. Kvadratické funkce

Vyklad

Kvadratickou funkci rozumime kazdou funkci na mnoziné R , kterd je dana

piedpisem y = ax® +bx+c, kde a e R —{0};b,c e R..

Defini¢nim oborem jsou vSechna realna ¢isla. Obor hodnot se li$i podle zadéni.

Grafem kvadratické funkce je parabola, jejiZ osa je rovnobéZzna s osou y.

Resené ulohy

Piiklad 2.6.1. Nakreslete graf funkce y = x?.

ReSeni: Vrchol paraboly je bod V[0,0], osa paraboly je v ose y a vrcholova te¢na

paraboly je osa x. Dalsi body si mizeme urcit tabulkou.

10

—2
6 y=X

Vyklad
Vsechny paraboly, které maji a =1, maji stejny tvar, 1iSi se pouze umisténim vzhledem
k soufadnicovym osam.

Grafy funkci a) y=x”+c¢, b) y=(x—k)* se nakresli na zakladé posunuti grafu funkce
y = x* (vychozi parabola) ve sméru

a) osy y tak, ze vrchol V[0, 0] ptejde do vrcholu V[0, c],

b) osy x tak, ze vrchol V][0, 0] ptejde do vrcholu V'[k, 0].

i
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Podivejme se nyni na grafy funkci, které¢ maji rizné hodnoty a.

2 y=x, b y=-3x, 0o y=-x°, d) yz—ixz,

1 1
e) y=2x7, e) y=>5x2, =—x%, h) y=—x2.
)y )y gy 5 )y 0
Pokud je a>0, je parabola ,,oteviena” ve sméru kladné poloosy y, pokud je a<0, je

parabola ,,oteviena* ve sméru zdporné poloosy y. Je-li |a|>1, pak se parabola ,,z0zi*

vzhledem k parabole y =x>. Je-li |a| <1, pak se parabola ,,rozsifi“. Tyto skute¢nosti miizeme

pozorovat na nasledujicim ilustracnim obrazku

Funkce y =ax? +bx +cneni prosta na svém definiénim oboru D(f)=R. Je-li a>0, pak
funkce na intervalu (—oo,x, ) klesd a na (x,,0) roste. Ve vrcholu V[x,,y,] ma funkce
minimum. Je-li @ <0, pak funkce na intervalu (—oo,x, ) roste a na (x,,o0) klesa. Ve vrcholu

V[x,,y,] ma funkce maximum.

Pfi kresleni grafi kvadratickych funkci miZeme nejprve upravit vyraz ax’ +bx+c
doplnénim na druhou mocninu dvojélenu a ptepsat funkéni piedpis do tvaru
y= a(x_xo)2 + V-

Z tohoto zapisu kvadratické funkce ur¢ime snadno soutadnice vrcholu V[x,, y,].

Ef o o
* *
..’ ‘*
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17 17
‘v Resené ulohy *

P¥iklad 2.6.2. Nakreslete graf funkce y=x° —1.

ReSeni:
Ze zapisu funkce vycteme soutradnice vrcholu V[O,—l]. Protoze je a =1,
posuneme graf funkce y=x> o 1 jednotku ve sméru zaporné poloosy y .

o v ~ror : 2
Priseciky grafu s osou x vypocitdme z rovnice x° —1=0=>x=1,x=-1.

10

6 y=x*-1

-6 -4 -2 0 / 2 4 X

Priklad 2.6.3. Nakreslete graf funkce y = x° +4x.

ReSeni:

Pomoci prusecikt s osou x

Vyfesime tedy rovnici 0 = x* + 4x. Kofeny jsou x, =0,x, =—4.

Protoze parabola je soumérnd podle své osy, kterd je kolma k ose x, jsou body
x, =0,x, =—4 také podle této osy soumérné a osa paraboly je osa Usecky x,x,. Jeji
rovnice je x =—2. Vrchol paraboly na této ose lezi a jeho prvni soufadnice je tedy
X, ==2. Druhou soufadnici vypolteme dosazenim x, =—2 do rovnice

paraboly y = x* +4x, y, =—4. Vrchol méa soufadnice V[— 2,—4]. Protoze a=1,

posuneme graf paraboly y=x’ tak, aby na ose x prochazel body x, =0,x, =—4 a

mél vrchol v bods V[-2,-4].

i
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Doplnénim na druhou mocninu dvojélenu ziskame soufadnice vrcholu paraboly.

Funkéni predpis pfevedeme natvary = x> +4x+4—-4= y=(x+2)’ -4,
soutfadnice vrcholu jsou V[— 2,—4] . Protoze je a =1, posuneme graf funkce y = x’
0 4 jednotky ve sméru zaporné poloosy y a o 2 jednotky ve sméru zaporné

poloosy x .

6 y=x?+4x

P¥iklad 2.6.4. Nakreslete graf funkce y =2x" —4x—6.

Reseni:
Zapis funkce upravime na tvar y=2(x* =2x+1-1)-6 = y=2(x-1)>-2-6,
ze zéapisu kvadratické funkce  y = 2(x—1)* —8 uréime soufadnice vrcholu, V[l,—8].
Priise¢iky s osou x zjistime vyfeSenim rovnice0 = 2x”> —4x—6, jeji kofeny jsou
x, =3,x, =—1. Prisecik s osou y je [0, —6].
Protoze je a =2, posuneme graf funkce y =2x" o 8 jednotek ve sméru zaporné

poloosy y ao 1 jednotku ve sméru kladné poloosy x .

® <

[

y=2x2—4x—6

N

N

12 456 7 8 910 x

Ef o "
* *
..’ *i
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Funkce

P¥iklad 2.6.5. Nakreslete graf funkce y =—x" +3x.

ResSeni:

Zapis kvadratické funkce upravime na tvar

9 9 3 9
=—(x*-3x+—-)=>y=—(x-2) +=,
y==( 2 4) y=—( 2) 2

vrchol V[E, 2].
2 4

ProtoZe je a = —1, posuneme graf funkce y = —x> o 2,25 jednotek ve sméru kladné

poloosy y ao L5 jednotky ve sméru kladné poloosy x .

Vyiesenim rovnice 0 = —x”* + 3x zjistime priseciky s osou x, kofeny jsou

x, =3,x,=0.

4 5 6 7 8 x

y=—x2+3x
-6
-8
-10
Ulohy k samostatnému feseni
4. Nakreslete graf funkce.
a) y=x"—4x+3, b) y=x"-2x+2,
5. Nakreslete graf funkce.
a) y=%x2+2x, b) y=3x>-6x-4.
6. Nakreslete graf funkce.
a) y=—x"—x+2, b) y=-2x>+8x-9.

-850 -
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Funkce

2.7. Linearni lomena funkce

Vyklad

Diive, nez se zacneme zabyvat linearni lomenou funkci v obecném tvaru, zminime se

kratce o funkci, ktera je jejim specialnim pfipadem — nepiimou imérnosti.
2.7.1. Nepiima iumérnost

Vyklad

G s L oy . k
Nepriima umérnost je kazda funkce na mnoziné¢ R — {O} dana ve tvaru y =—,
X

kde k € R —{0}.

Podivame se podrobn¢ na graf neptimé imérnosti pro k= 1.

X 1 2 0,5 4 0,1 -1 -2 -0,5 -4 -0,1
1
y== 1 0,5 2 0,25 10 -1 -0,5 -2 |-025| —10
X

Grafem je rovnoosa hyperbola o stiedu S[0, 0], osy soufadnicového systému jsou jeji

asymptoty (hyperbola se k témto pfimkam ptiblizuje, ale neprotne je ani se jich nedotkne).

Graf nepfimé umeérnosti je soumérny podle pocatku souradnicového systému a funkce je tedy

licha.

i
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Jak se méni prabeh grafu funkce v zavislosti na konstanté 4, je zachycen na nasledujicim
obrazku. Zvolime pro k postupné hodnoty: -1, -2, 3, % a odpovidajici grafy nakreslime do

jednoho soufadnicového systému.

Je-li k>0, pak funkce na intervalu (—o0,0) klesa a klesa také na intervalu (0,00). Vétve

hyperboly se nachéazeji v I. a I1I. kvadrantu.

Je-li k<0, pak funkce na intervalu (—o0,0) roste a roste také na intervalu (0,00). Vétve
hyperboly se nachéazeji v II. a IV. kvadrantu.

Nemuzeme vSak fici, ze funkce je rostouci nebo klesajici na celém definicnim oboru!

Funkce je prosta. Existuje k ni funkce inverzni, kterd ma stejny zapis.

Ik y=§, D(f™) = (=0, 0) U (0, ) = H(f)

Priklad uziti neprimé umeérnosti v matematice a ve fyzice:

1. Délka y je nepfimo imérna Sifce x obdélnika pfi konstantnim obsahu S.

S
y=—.
x

2. Zakon Boyliv-Marriottlv pro izometricky déj s idedlnim plynem
p= %, kde c je konstanta,

tlak p idedlniho plynu je nepiimo umérny jeho objemu V" pfi konstantni teploté 7.

Ef o o
* *
..’ *i
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Funkce

2.7.2. Linearni lomena funkce

Vyklad

e . R e d w1
Linearni lomena funkce je kazd4 funkce na mnozin¢ R — {— — ¢, dand predpisem
c

_ax+b

, kde a,b,deR;ceR—{O}a ad —bc#0.
cx+d

N
LN

Grafem kazd¢ linearni lomené funkce je rovnoosa hyperbola, kterou ziskdme z grafu funkce

k . . . e . y
y =— pomoci posunuti tak, Ze nejprve funkcni predpis linedrni lomené funkce f prevedeme
X

natvar f: y=

. +y,, bod [0, 0] se posune do bodu[x,, y,],
0

asymptoty prochéazeji sttedem S[x,, y,] rovnobézné se soufadnicovymi osami.

Resena uloha

Priklad 2.7.1. Nakreslete graf funkce y = 2x +11 .
X+
ReSeni: D(f) = R —{-1}. y
7
Zadanou funkci upravime 6
na pozadovany tvar vydélenim 5
2x+
Citatele jmenovatelem, Y="r 4
-1 3
dostaneme y = +2. . y=2

Stfed ma soufadnice S [— 1, 2] , /

. . -5 -4 -3 -2 -1/ 0 1 2 3 4 5
rovnice asymptot jsou x = -1, y =2 1
ak=-1I. X

Ulohy k samostatnému feseni

7. Nakreslete graf funkce:

i

%

N
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2.8. Mocninné funkce

Vyklad

Mocninné funkce jsou definovany piedpisem y=x",neN a y = Ln, n € N . Jiny zapis pro
X

druhou variantu y = x",n € Z~ . (Z~ znaci cela zaporna Cisla).

y=x",neN, n sudé n liché
y
6
5
4 y:)(
3
2 y:X‘
1 y:x3
3 2 0| 1 2 3x
-1
1- 2
Defini¢ni obor: R R
Obor hodnot: <O, ) R
Funkce suda licha
Klesajici na (— 00, O> -----
Rostouci na <O, oo) R
Minimum: [0,0] nema
Maximum: nema nema

Uvedené grafy vyuzijte k naértku grafii: a) y=x" -1, b) y=x*+3, ¢) y=(x-1)".
V uloze a) se graf funkce y = x’ posune o 1 jednotku ve sméru zaporné poloosy ,
b) graf funkce y = x* se posune o 3 jednotky ve sméru kladné poloosy y,

¢) graf funkce y = x° se posune o 1 jednotku ve sméru kladné poloosy x.

Ef o o
* *
" ‘*
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1 .
y=—,neN, nsudé n liché
X

Defini¢ni obor: R- {O} R- {O}

Obor hodnot: (0,0) R- {0}
Funkce suda licha

Klesajici na (0, oo) (— o0, O) , (O, oo)
Rostouci na (— 00, O) —-
Minimum: nema nema
Maximum: nema nema

Uvedené grafy vyuZijte k nacrtku grafii téchto funkei:

a) y=xL3—1, b) y=(x—2)’2, c) y=(x+1)’3.

V uloze a) graf funkce y = % se posune o 1 jednotku ve sméru zaporné poloosy y.
X

b) graf funkce y = Lz se posune o 2 jednotky ve sméru kladné poloosy x.
X

c) graf funkce y = % se posune o 1 jednotku ve sméru zaporné poloosy x.

X

Poznamka

Obecne se definuji mocninné funkce predpisem y = x" pro re R —{0}.

i3]
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2.9. Exponencialni funkce

Vyklad

Exponencialni funkce o zakladu a je funkce na mnozin¢ R dana ptredpisem y =a", kde

a>0,a=1.

Exponencialni funkce o zékladu a = e je velmi dilezitou funkci matematické analyzy.
Grafem exponencialni funkce je tzv. exponencialni kfivka ( kratce exponencidla).

Kazdy graf exponencialni funkce o libovolném zékladé prochazi bodem [0, 1], protoze plati

pro viechna a#0: a” =1, osa x je asymptotou.

et . 1 v . ., :
Exponencialni kfivky y=a”, y =— pro totéz a jsou soumérné sdruzen¢ podle osy y, viz
P

nasledujici obrazky.

a>1 O<axl

— X
3 y=2
2
3 2 a1 o 1 2 X 5

D(f)=R,H(f)=R"
Je zdola ohrani¢ena, shora neni ohrani¢ena.
Nema v zadném bod¢ ani maximum ani minimum.
Funkéni hodnota v bodé 0 je rovna 1.

Funkce je rostouci, tedy prosta. Funkece je klesajici, tedy prosta.

i
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Funkce

Je-li zakladem exponencidlni funkce Eulerovo ¢islo e = 2,718281828 ..., mluvime o

prirozené exponencialni funkci, y =e”.

Reseni: a)

Y-
4
y=e”
3
2
-3 - -1 0 2 X
Resené tlohy
Priklad 2.9.1. Nakreslete graf exponencialni funkce:
a) y=e, b) y=e", c) y=3e",
d) y=e", e) y=e'-1, f) y=e -1
b)
Y-
4 4
y=e*
3 3
2 2
-3 -2 -1 o] 1 2 3 2 1 0 1 2 X
-1
c) d)
: y
4 4
o y=3e* 3
2 2
— A X2
1 e 1
-3 2 a1 o 1 > 4 3 2 a1 0 1 x
-1

-57 -
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e) f)

<

-3 -2 -1 0 1 2 X

oy=e”-1

Na ilustratnim obrazku mate pro srovnani priabeh vSech funkci z ulohy.VSimnéte si

X

posunuti zakladnich graft funkci y =e*, y=¢~

N

7|.|\ Ulohy k samostatnému feseni

8. Nakreslete graf funkce:

a) y=10", b) y=5", C) yz(lJ.

Ef o o
* *
..’ ‘*
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2.10.Logaritmicka funkce

Vyklad

Logaritmicka funkce o zakladu a je funkce inverzni k exponencialni funkci y=a", kde a je

libovolné kladné &islo riizné od jedné, a e R —{l} a x € R resp. D(f)=R.
Logaritmus ¢isla X pFi zakladu a je takové Cislo y , pro které plati a” = x, tedy

y=log, x& x=a".

Nejcastéji pouzivame funkce:
o zékladu a =10, pak se logaritmus nazyva dekadicky a znaci se y =logx,

o zakladu a =e, pak se logaritmus nazyva prirozeny a zna¢ise y=Inx.

Pravidla pro pocitani s logaritmy:

loga(xy): loga x+10ga y b
X

log, — =log, x—log, y,
y

log, x" =n.log, x,

log,a=1, logl0=1, Ine=1,

log,1=0, logl =0, In1=0.

Resené ulohy

Priklad 2.10.1. Nakreslete graf funkce:
a) y=log,x, b) y=logx, c) y=Inx,
d) y=log,,x, e) y=log,, x.

Reseni: Graf sestrojime soumérné podle osy 1. a III. kvadrantu ke grafu funkce y =a*.

i




Zaklady matematiky

Funkce

a)
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Funkce

Vyklad

Srovname prabéhy funkci y =log, x, proriznd aeR"™ — {1}, xeR".

O<ax<l

Yy

D(f)=(0,0), H(f)=R

Je zdola 1 shora neohrani¢ena.

Nema v zadném bodé ani maximum ani minimum.

Funk¢éni hodnota v bodé€ 1 je rovna 0.

Funkce je rostouct, tedy prosta.

Resené ulohy

Priklad 2.10.2. Nakreslete graf funkce:

a) y=In(x+1),

b) y=log2x,

c) y=3log, x,

Funkce je klesajici, tedy prosta.

2

d) y=log, x—-2.

ReSeni:  a) Argument logaritmické funkce musi byt kladny, protox > —1 a D(f) = (-1, »0).

Posuneme graf funkce y =1Inx o 1 jednotku ve sméru zaporné poloosy x.

i

Y,

2

1

y=In(x+1)
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V ostatnich ptikladech budeme postupovat obdobn¢:
b) dvojnasobny argument ,,zrychli* pritbéh funkce

x 0,5 1 2 4
log x -0,301 0 0,301 0,602
log2x 0 0,301 0,602 0,903
y
2
1 y=10g2x
y=logx

c¢) funk¢ni hodnota se ztrojnasobi

d) graf funkce y =log,, x se posune 0 2 jednotky ve sméru zaporne poloosy y.

-62 -
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2.11. Goniometrické funkce

Vyklad

Goniometrické funkce ostrého thlu jste poznali jiz na zakladni Skole, zavedli jste je jako
poméry stran v pravouhlém trojuhelniku. Nésledujici definice jsou specidlnimi piipady

obecné definice téchto funkei.

M¢jme tedy pravouhly trojihelnik s odvésnami a,b a pteponou c. Pak definujeme:

Sinus o je pomér délky odvésny protilehlé k tthlu « a délky piepony pravothlého

trojthelniku.

. a
Smo =—.
C

Kosinus o je pomér délky odvésny prilehlé k uhlu o a délky pfepony pravouhlého

trojahelniku.
b
cosa =—.
c

Tangens « je pomér délek odvésny protilehlé k thlu & a odvésny pftilehlé k uhlu o

pravouhlého trojiihelniku.
tea=2
o

Kotangens o je pomér délek odvésny piilehlé k thlu & a odvésny protilehlé k tthlu

pravouhlého trojuhelniku

b
cotgar =—.
a
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2.11.1. Velikost uhlu — obloukova a stupnova mira

Stredoskolska definice goniometrickych funkci se opira predevsim o pojem velikost
uhlu, kterou uddvame bud’ v mite obloukové, nebo v mife stupiiové.
M¢jme libovolny orientovany uhel AVB , ktery umistime do kartézské soustavy souradnic tak,
ze vrchol V umistime do jejiho pocatku O, pocatecni rameno 4V do osy x.
Sestrojme jednotkovou kruznici k& se sttedem V, tj. kruznici o poloméru 1. Délka této
kruznice je 2z . Obloukovou miru thlu AVB definujeme jako délku oblouku jednotkové
kruznice mezi priseciky ramen VA, VB a jednotkové kruznice. Pokud délka tohoto oblouku
ma velikost 1, je velikost thlu AVB rovna 1 rad (radian).

Na stfedni skole se vétSinou davala piednost vyjadieni velikosti thlu ve stupniové mifte.

., o 1 o y
Jednotka stupfiové miry zvana thlovy stupenl je uhel rovnajici se % pravého uhlu. Kromé

jednotky 1 stupen, zna¢ime 1°, pouzivame i mens$i jednotky: 1 minuta (zna¢ime 1') pro
Sedesatinu stupné a 1 vtefina ( zna¢ime 1'") pro jednu Sedesatinu minuty. Protoze celé

kruznici odpovida thel 360°, ptislusi oblouku délky 27 uhel velikosti 360°, takze jednomu

0

=57°17'45" .

radianu prislusi thel 5
T

Ptevodni vztah mezi stupni a radidny dostaneme z pfimé umérnosti

27 rad....oooiiii 360 stupiti
xrad........ooooeenennn a stupit
_an 180 x
180° T

2.11.2. Funkce sinus, kosinus, tangens a kotangens

Goniometrické funkce redlné proménné x definujeme pomoci jednotkové kruznice.
V kartézské soustavé souradnic sestrojime kruznici se stfedem v pocatku a o poloméru jedna.
Kazdému realnému c¢islu mizeme prifadit orientovany uhel velikosti x ( v obloukové mife),
jehoz pocatecni rameno je kladna poloosa x a vrchol je v pocatku soustavy soufadnic.
Priise¢ik koncového ramene s kruznici oznaéme M|x,,,y,, |.
Neptehlédnéme podstatny fakt, Zze definiénim oborem kazdé z goniometrickych funkci je

podmnozina realnych ¢isel; ani jednou nebude fe¢ o stupnich!!

i
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Funkce

Funkce sinus, kosinus, tangens a kotangens definujeme takto:

<

M[XMryM]
. X
sinx=y,,, tg :Cosx,cosx;tO
Yu
x .
& 1 COSX =X/, cotgx=——, sinx #0
M X S x
y =sinx y =cosx

Defini¢ni obor R R

Obor hodnot <_ 1,1> <_ 1,1>

Funkce licha suda

Zakladni perioda | 27 2r

Rostouci v kazdém intervalu v kazdém intervalu
<— % + 2k7z,§ + 2k7z> (m+2km,27 + 2kr)

Klesajici v kazdém intervalu v kazdém intervalu
<% + 21{72,377z + 2k7z> <O +2kr, 7w+ 2k7r>
shora i zdola ohrani¢ena shora i zdola ohrani¢ena

Maximum v kazdém bodé v kazdém bodé
xX= %+ 2k x=2kr

Minimum v kazdém bodé v kazdém bodé

x=—£+2k7z
2

x=x+2krx

Pismeno £ v tabulce oznacuje libovolné celé Cislo.
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Funkce

y=COSX
/\_?’n /} /F\
: 2 o n ;
5S¢ T2n ° b 3n 2n g
2 2 2
-1
2
y=1tgx y =cotgx

¥i

6

5

4

3

2

1

5 5
-7 _n T X /1 X

1

2

3

-4

Defini¢ni obor

mnozina vSech

xeR—{(2k+1)§}proVkeZ

mnozina vSech

xeR—-{kr}proVkeZ

Obor hodnot R R
Funkce licha licha
Zakladni perioda | 7 3
Rostouci v kazdém intervalu
(_f + kﬂ,z + kﬁj
2 2
Klesajici v kazdém intervalu
(0+kz, 7w +kx)
shora i zdola neohrani¢ena shora i zdola neohrani¢ena
Maximum neexistuje neexistuje
Minimum neexistuje neexistuje
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Zaklady matematiky

Funkce

y=tgx

_On T
2 2
= _‘SJ T T T
2 2
-1
2
3
-4
5
Y]
5
4
. y=cotgx
2
\_ﬁ _3n T 3n
2 2 -1 2 2
_2 T
Znaménko funkce I. kvadrant II. kvadrant II1. kvadrant IV. kvadrant
sinx + + - -
COSx + - - +
tgx + - + -
cotg x + - + -
Monotoénnost I. kvadrant II. kvadrant II1. kvadrant IV. kvadrant
sinx roste klesa klesa roste
COSX klesa klesa roste roste
tgx roste roste roste roste
cotg x klesa klesa klesa klesa
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Zaklady matematiky Funkce
Goniometrické funkce jsou periodické.
Plati:  Prokazdé k € Z apro kazdé x € R je cos(x + k2x) =cosx
sin(x+ k2x) =sinx.
Pro kazdé k € Z a pro kazdé x e R — {(21( + 1)%} je tg(x+kr)=tgx.
Pro kazdé k € Z a pro kazdé x e R— {kﬂ'} je cotg(x+km)=cotgx.
Funkce sinus je lichd, plati tedy pro Vx € R sin(—x) =—sinx.
Funkce kosinus je suda, plati tedy pro Vx € R cos(—x) =cosx.
Funkce tangens je lich4, plati tedy pro Vx € R tg(—x)=—tgx.
Funkce kotangens je lichd, plati tedy proVx e R cotg(—x) =—cotgx.
rad 0 z z z z V2 2” 2r

¥ 6 4 3 2 2

1
sinx 0 - Q ﬁ 1 0 -1 0

2 2 2

1

coSx 1 ﬁ Q — 0 -1 0 1

2 2 2
tgx 0 ? 1 J3 nedef. 0 nedef. 0
cotgx nedef. 3 1 ? 0 nedef. 0 nedef.

nedef. v tabulce znaci, Ze hodnota neni definovana, bod nepatii definicnimu oboru.

Pro kteroukoliv goniometrickou funkci f* plati rovnost:

[f @) =[f(x=x)|=|f(z+x)|=|f@r-x).
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Zaklady matematiky

Funkce

Resené tlohy

Piklad 2.11.1. Urcete hodnoty goniometrickych funkei f(x) pro x = %z :

ResSeni:

5
6

x:—ﬁe(%,ﬁj tj. II. kvadrant. Vyjadiime si tedy x:%ﬂ ve tvaru 7 —x,, kde

x,=2e 0,Z . Znaménka hodnot goniometrickych funkei ur¢ime podle tabulky.
6 2

Znaménko funkce

II. kvadrant

sinx

+

COSX

tgx

cotg x

.5 . ( 7[) . 1

Sm—7=sm| 7—— |=SIN—=—
6 6

COSgﬂ'=COS ﬂ—g =—COS—=——

t éﬁ—t (ﬂ—zj_—t z___S
g6 g 6 g

Priklad 2.11.2. Nakreslete graf funkce y =cos (% + xj .

ReSeni:

poloosy x.

. v olx , T v . .
Graf funkce y = cos x, jehoz prubéh zname, posuneme o o ve smeru zaporné

*ﬂ“i‘ - 69 -

y=cos (% + X)
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Zaklady matematiky

Funkce
Priklad 2.11.3. Nakreslete graf funkce y =sin2x.

ReSeni:

Budeme postupovat od jednodussiho grafu. Tim je graf funkce y =sinx.

Nyni sestrojime graf funkce y =sin2x.

i i r
X 0 6 3 5 T
V3 V3
y 0 5 5 0 0

Pribéh grafu se dvakrat ,,zrychli, perioda se zkrati na polovinu.

Priklad 2.11.4. Nakreslete graf funkce y =sinx—1.
Reseni:

Graf funkce y =sinx se posune o 1 jednotku ve sméru zaporné poloosy y.

Ef ... o
* *
..’ ‘*
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Zaklady matematiky

Funkce

Priklad 2.11.5. Nakreslete graf funkce y =2cosx.

Reseni: Graf funkce y =cosx je vychozim grafem pro sestrojeni grafu funkce y =2cosx .

Funk¢ni hodnoty se zvétsi dvakrat.

z z 7
X 0 6 3 2 T
y 0 V3 1 0 2
y=2Ccosx

Pii sestrojovani grafi goniometrickych funkci vzdy vychazime ze zakladniho grafu.

Jestlize se jedna o nasobek funkce, tj. y = kf(x), funkéni hodnoty se nasobi. Je-li

k >1 grafse ,,zvétsuje”, je-li k € (0,1) graf se ,,smrstuje* vzhledem k ose x.

Priklad 2.11.6. Nakreslete graf funkce y = cos (%+ x} +1.

SR ¥ sz T ¥ , ;
ReSeni: Opét zaCiname od grafu funkce y = cos x, ten posuneme o i ve sméeru zaporné

poloosy x a sestrojime tak graf funkce y = cos(% + xj , ten pak posuneme o

1 jednotku ve sméru kladné poloosy .

yzcos(%+x)+l

y=cos (% +X)
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Zaklady matematiky Funkce

Priklad 2.11.7. Nakreslete graf funkce y =3 sin(x —%j .

2 v, . , T v
ReSeni: Budeme postupovat od grafu funkce y =sin x, ktery posuneme o " ve sméru

kladné poloosy x, mame graf funkce y=sin(x—%j a nyni funkéni hodnoty

vynasobime 3.

Priklad 2.11.8. Nakreslete graf funkce y =tg(x +%) .

< .. e « o V2 V4
ReSeni: Nejdiive ur¢ime defini¢ni obor funkce: cos(x + Z) # 0, odtud x # n +kr.
T x , B
Graf funkce y =tgx posuneme o n ve sméru zaporné poloosy x,

pfimky x = % + kz jsou asymptoty grafu funkce.

y=tgx 3 y=tg (X+%

-b‘l;?o
o
NS
S
\ N
a
INKS
x

Ef o o
* *
'l’ ‘*

- £
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Zaklady matematiky

Ulohy k samostatnému feseni

9. Postupné zakreslete do téze soustavy soufadnic grafy téchto funkci

a) y=sinx, y:sin(x—%zj, y:0,7sin(x—37ﬁj, y:0,7sin(x—37ﬂj+l,

b) y=cosx, y=cos0,5x, y:cos(0,5x+%} y:2cos(0,5x+%)

10. Nakreslete graf funkce y =-0,5tg(x+ %) .

2.11.3. Goniometrické vzorce

Vyklad

N
AN

Pro kazdé x € D(f) plati:  sin® x+cos’ x =1,
Souctové vzorce:

sin(x + y) = sin x cos y + cos xsin y

cos(x + y) =COSXCOS )y —sinxsin y

tgx+tgy
tg(x+y)=—2-2L
g( y) I-tgxtgy
cotg(x+y) _ cotg xcotg y—1

cotg y +cotg x

Vzorce pro dvojnasobny argument:

sin 2x = 2sin xcos x

cos2x = cos’ x —sin? x

Vzorce pro polovi¢ni argument:

tgx-cotgx =1.

sin(x — ) = sin x cos y — cos xsin y

cos(x - y) =CO0SXCOS Y +sinxsin y

tgx—t
tg(x— ): g gy
I+tgxtgy
cotg(x—y) _ cotgxcotg y+1
cotg y —cotgx
tg2x = Ztgf
I-tg”x
2
-1
cotg2x = cotg x
2cotgx
X I+ cosx
COS— =1/—
2 2

,x l+cosx
cos” —=
2 2

Goniometrické vzorce pouzivdme k upravam vyrazii, k dikaziim platnosti rovnic a

k feseni goniometrickych rovnic (viz kap. 3.7.).

i




Zaklady matematiky Funkce

Priklad 2.11.9. Urcete pro kterd x € R maji dané vyrazy smysl a pak vyrazy zjednoduste:

a)  (sinx+cosx)® —sin2x,

2
b) tgx-cos” x

1—cos® x
¢) 1-sin’x+cotg’ x-sin’ x.
ResSeni:
a) Pii tpravé pouzijeme dva vzorce: sin® x+cos” x =1, sin2x =2sinxcosx.

) . 2 .
sin“ x+2sinxcosx+cos” x—sin2x=1, xeR.

v y " sinx .
b) PiiGpravé pouZijeme vztahy: tgx = , sin’ x=1-cos’ x.

COS X
sin x 2
$e0s X SINXCOSX COSX s
cos X > =—— =——=cotgx, xzk—, keZ.
s’ x sin” x sin x 2

. y L. CoS X ) . 2
c) Pfi Gpravé pouzijeme vztahy: cotgx = ,c08" x=1-sin" x.

sin x

x .
: sinx=2cos’x, x#km, ke Z.
sin” x

) cos
cos” x +

Priklad 2.11.10. Dokazte: a) cos(x+ %7[) + cos(x + %7[) =0,

b) sin(x+ %) —sin(x — %) =2c0SX.

ReSeni: a) K dikazu potiebujeme souctové vzorce,

2 o 5 .. 5
L= COSXCOS§7Z'—Sll’lxsu'l—ﬂ'+COSXCOS—7Z'—SII’1XS1H—7Z' =

3. 1 3.
=——CcoSxX——sinx+ —cosx+—sinx=0=P.
2 2 2 2

b) L=smxcos;+cosxsmz—smxcosg+cosxsm—=

=0+cosx—0+cosx=2cosx=P.

Ef o o
* *
..’ *i
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Zaklady matematiky Funkce

AN

Ulohy k samostatnému feseni

11. Dokazte: a) cosx+ cos(x+ %ﬂ') + cos(x + ;72’) =0,
b) sin(x+7)+sin(x —z) =—-2sinx,

c) 2c032§—1 =CoSX,

X X
d) 1+sinx = (sin=+ cos=)>.
) ( 5 2)

Vysledky uloh k samostatnému feseni

1. a) ani suda, ani licha; b) licha; c) licha; d) suda; e) licha; f) suda; g) ani suda, ani licha.
2. a) xe(-22), b) xe(l,®), ¢) xe(-w,-3)U(-2,3),d) x ¢%”,k €7, e) x#£3;

f) x € (—0, 0)U (2, ).

N

AN

Kli¢ k feSeni uloh

1.a) D(f)=R-{2},¢islo —2 patii D(f), neni splnéna 1.podminka , proto funkce

neni ANI SUDA, ANI LICHA.

b) D(f)=R—{0}, pro Vx € D(f) je (=x) € D(f),

—x=5(-x)° —Xx+5x x-5x° ,
(_ng ) =- = = 2 =—f(x) LICHA

f=x) =~

¢) D(f)= R, pro Vx e D(f) je (=x) € D(f),
£(=x)=—x(cos(~ x) - (— x)sin(- x)) = —x(cos x + x(—sin x)) =

= —x(cosx — xsinx)=—£(x) LICHA.

i




Zaklady matematiky Funkce

d) D(f)=R,pro Vx e D(f) je(-x) e D(f),

f(—x)=—xln2‘x =xIn2" =f(x) SUDA

e) D(f)=R,pro Vxe D(f) je (-x) € D(f),

f) D(f) =R, pro Vx € D(f) je (=x) € D(f),

f(=x)= —x((—x)3 —(=x) sin(—x)): —x(— x’ +x’sin x): x(x3 —x’sin x): f(x) SUDA

g) D(f) =R, pro Vx € D(f) je (=x) € D(f),

f(=x)=(-x)" +2(=x)-5=x>—2x—5  ANISUDA ANI LICHA

27X 0 A 24+4x20, xe(-2.2) | ‘

2. 2)
2+x -2 2

b) nx>0Ax>0, Inx>0=>x>1= xe(l,oo).

2
c) o-x 20 A 24+4x#0, + L M y
2+x -3 2 3
xe(—oo,—3>u(—2,3>
cos3x . km
d) cotg3x=— ,sin3x#0=3x#kr = x+—,keZ.
sin 3x 3

e) 3—-x#0 = x#3, D(f)=R-{3}.

) ¥ -2x>0=>x(x-2)>0

D(f) = (=, 0) W (2, )
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Zaklady matematiky Funkce

3. a) Jedna se o riznobézky prochazejici bodem 2 na ose y.

b) Jedna se o rovnob&zky, které vytinaji na ose y sek b.

y=2>77

-5 -4 3 2 -1 0 4 X
/2x+4//7
4. a) y=(x-2)"-1, V[2,-1], b) y=(x-1)°>+1, V[1,1]
pruseciky s osami jsou [0, 3], [1, 0], [3, 0] prasecik s osou y [0, 2]

5 y:x2—4x+3

y:x2—2x+2

4 -3 -2-10 1 2 3 45 6 7 x

Ef ... o
* *
..’ ‘*
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Zaklady matematiky Funkce

c) y=(x+ 3)2 , V[-3,0], prisecik s osou y [0, 9]

<

y:x2+6x+9

o

»

w

N

[

5. 9) y=2(v+2) -2, V[-2-2), b) »=3Cr—1) =7, V7],
praseciky [0, 0], [—4, 0] prasecik s osou y [0,—4]
3 N
l 2 6 -:1\0 1 2 3 4 5 6 X
y:ix +2X 5 1
4
3
y:3x2—6x—4
2 -4
' -5
7 6 -5 -3 2 1 1 x &
At
-7
6. a) y= —(x+lj2 +2 V[—l 2] b) y=-2(x-2)" -1, V[2,-1]
° y 2 4 9 2 B 4 9 y ) ) )
pruseciky [0, 2],[1, 0], [-2, 0] prusecik s osou y [0,-9]
Y|
3 Y|
y:—Xz—X+2 a0 12 3 4 s 6 «x
' -1 y:—2x2+8x—9
3 2 -1 O 2 3 4 5x -2

Ef o o
* *
..’ *i

- *



Zaklady matematiky Funkce

7.
a)
Y 2x  2x-242 2x-2 2 2
. x—1 x—1 x-1 x-1 x—1
2
y=2 . Yot
1
4 3 2 1 O L 2 3 4 5 x
-1
, S[1,2], k=2, prisecik [0, 0]
x=1
3
b)
Y X x+1-1 x+1 1 1
5 y: = = —_ :1_
A x+1  x+1  x+1 x+1 x+1
: y:_—1+1
2 x+1
S y:l
4 3 2 L 1 2 3 4 X
(1
x=-1/, S[-11],k=-1, prasetik [0, 0]
-3

c)
1
X
=1
4 3 2 0 1 2 3 4 X
-1
S[O,l], k =1, prisecik s osou x [—1, 0]
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Zaklady matematiky Funkce

d)

S[Z, 0], k =3, prusecik s osou y [0, —%]

8.
a) b) C)
Yy y y
’ 10*% ’
y= - 1
2 | y=5" y=(;)"
2 2
J / 1¥
2 1 (0] 1 2 X -2 -1 0 1 X 2 1 o] 1 2 X
1 -1
-1
9.
a)

y=0, 7sin(x——)+1

y=sinx
y—sm(x—— y=0, 7S|n(x——

Ef o o
* *
..’ Q*
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Zaklady matematiky Funkce

b)

y=cos(0, 5X+Z)

y=2cos(0, 5x+%)

10. Uré¢ime defini¢ni obor: cos(x +%) #0 odtud x=# %-‘r kr. Pak x= % + k7 jsou rovnice

asymptot grafu (Vk e Z). Budeme postupovat opét od nejjednodussiho grafu, jako

v predchozich ptikladech s funkcemi sinus a kosinus.

y=tgx

Vs 7 . .
y = tg(x +€) Graf y =tgx posuneme o o ve sméru zaporné poloosy x.
y=-0,5tg(x+ %) Funk¢ni hodnoty vyndsobime — 0,5 .

<

=tg(xf¢)

ol
|

y=1tgx 6

NE

x

wla
Nja

Ef o o
* *
..’ ‘*
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Zaklady matematiky Funkce

2 . .2 4 . . 4
11. a) L:cosx+cosxcos§7z—smxsm§7z+cosxcos§7z—smxsmgﬂ:

=COSX+COSX —l —sinx£+cosx —l —sinx —ﬁ =0=P,
2 2 2 2

b) L =sinxcosz+cosxsinz+sinxcosz —cosxsinz =
=—sinx+0-sinx—0=-2sinx=P,

1+cosx

c) L=2 —1l=cosx=P,

d) P=sin®>+2sin>cos> +cos’ > =1+sinx=L.
2 2 2 2

Kontrolni otazky

1. Jak je definovana funkce?

Jak poznate, Ze je funkce suda nebo lichd, znate-li jeji funkéni predpis?
Jak poznate, zZe je funkce suda nebo licha, znate-li jeji graf?

Kdy je funkce rostouci nebo klesajici na definicnim oboru funkce?
Jakou funkci nazyvame prostou?

Jak poznate periodickou funkeci, znate-li jeji funkéni predpis?

N kR WD

Na co vSechno musite brat ohled, urcujete-li defini¢ni obor funkce?

8. Jak poznate linearni funkci? Jaky je jeji defini¢ni obor, obor hodnot, vlastnosti a graf?

9. Jak poznate kvadratickou funkci, jaky je jeji definicni obor, obor hodnot,vlastnosti a graf?

10. Jak poznate linearni lomenou funkeci, jaky je jeji defini¢ni obor, obor hodnot a vlastnosti ?
Nacrtnéte graf.

11. Jak poznate mocninnou funkci, jaky je jeji defini¢ni obor, obor hodnot a vlastnosti?
Nacrtnéte graf.

12. Jak poznate exponencialni funkci, jaky je jeji defini¢ni obor, obor hodnot a vlastnosti?
Nacrtnéte graf.

13. Jak poznate logaritmickou funkci, jaky je jeji defini€ni obor, obor hodnot a vlastnosti?
Nacrtnéte graf.

14. Jaké goniometrické funkce znate? Jaky je jejich defini¢ni obor, obor hodnot a jaké maji

vlastnosti ? Nacrtnéte jejich grafy.

Odpovédi najdete v textu.
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Zaklady matematiky Funkce

Kontrolni test
1. Najdéte defini¢ni obor funkce y = ln(x + 4) :

a) (0,:), b) (—4,), ) (—4,0), d) (—o,—4).

2. Najdéte defini¢ni obor funkce y =~/16—4x" :

a) (-2,2), b) (-4,4), ) (-2,2), d) (—4.4).
3. Najdéte defini¢ni obor funkce y = al +: :
—
a) (5,%), b) (—0,5)u(50), ¢ (—0,-5)u(5»),d) (-55).

4. Najdéte definicni obor funkce y =tg3x:

a) x¢%+k§, b) R, c) x¢%+kﬂ', d (-3.3).

5. Najdéte definiéni obor funkce y =<3/x” —4x+3:

a) (—o,1)U(3,0), b) (1,3), c) R, d) (1,3).
6. Najdéte defini¢ni obor funkce y = cotg [2x —%j :
a) x#kr, b) x¢%+k§, c) R, d) x¢%+k7z.

7. Poznejte, kterd funkce je suda.

a) y=x"+3x-7, b) y=x’-cosx, c¢) y=x——, d) y=x-—sin3x.

8. Poznejte, kterd funkce je licha.:

a) y=x"—-cosx, b) y=x’+3x-7, ¢) y=x-sindx, d) y=x——.

Vysledky testu

1.b),2.¢),3.b),4.2),5.¢), 6. b), 7.b), 8.¢)id).

i
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Zaklady matematiky Rovnice a nerovnice

3. ROVNICE A NEROVNICE

Privodce studiem

V kapitolach 3.1.-3.7. se naucite poznavat jednotlivé typy rovnic a na feSenych piikladech
se seznamite s vypoctem jejich kofent. Ziskané védomosti pak pouzijete pfi feSeni nerovnic
v kapitole 3.8., kterd se zcela opird o ziskané znalosti z pfedchozich kapitol. Na zavér jsou
zatazeny ulohy k procviceni a k upevnéni ziskanych védomosti, které si ovétite na kontrolnim
testu.

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete schopni teSit linedrni, kvadratické rovnice, rovnice
s absolutni hodnotou, iraciondlni, exponencialni, logaritmické a goniometrické rovnice a

na zaver se seznamite s feSenim nerovnic.

Ulohy budete fesit v oboru piirozenych, celych, racionalnich a realnych &isel.

Predpokladané znalosti

Predpokladem pro studium této kapitoly je alespon zvladnuti pocitani se zlomky a uprav

algebraickych vyraza.

3.1. Linearni rovnice

Vyklad

o

Linearni rovnice jsou rovnice, jez je mozné upravit na tvar ax +b =0,kde a,be R, a#0.

Jejich feSenim je jediné ¢islo X =

vvvvvv

upravami o nichZ vime, Ze nezméni feSeni rovnice. Patii k nim:
e pricitani (odc¢itani) téhoz vyrazu k obéma stranam rovnice

e nasobeni (déleni) obou stran rovnice tymz vyrazem (;t O)

i
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Rovnice a nerovnice

Resena uloha

Piklad 3.1.1. Reste rovnici -5 2% _2+x 4
2 10 4 5

ReSeni: Obg strany vynasobime spoleénym jmenovatelem (20) a dostaneme:

30x—4+2x=25+5x+16 /k obéma strandm pficteme (4 —5x)

27x =45 / vydé€lime 27
5
X==
3

Zkouska:

3

Ls_s 1 _75-1_74 37
2 30 30 30 15°

3

(5) 20 4 100+48 148 37
Pl ="+ - = = =
ClSlO g Je resenim rovnice.

3.2. Kvadratické rovnice

Vyklad

12 5 60 60 15

5

Kvadraticka rovnice je rovnice, kterou je mozno upravit na tvar ax’ +bx + ¢ = 0, kde

a,b,ce R, a#0.Jejim feSenim je dvojice Cisel, kterou miizeme ziskat napt. ze vzorce:

_ —b++b* —4ac

X, =
1,2
2a

Vyraz D =b* —4ac nazyvame diskriminantem kvadratické rovnice. Je-li D >0,

pak ma rovnice dva rizné realné kotfeny, je-li D =0, pak ma jeden dvojnasobny realny

koten, je-li D <0, pak rovnice nema feSeni v oboru redlnych cisel, ale ma dva komplexné

sdruzené koteny.

Je-li b=0 neboc=0, jedna se o neuplnou kvadratickou rovnici, kterou fesime

nasledovné:
a) ax’ +c¢=0 b) ax* +bx =0
x=+|-¢ x(ax+b)=0 =>x=0vx=—o
a a

i
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Je-li x; koten kvadratické rovnice, pak vyraz (x—xl) se nazyva korenovy Cinitel a
ax® +bx+c= a(x—x )(x—x,) je rozklad kvadratického troj¢lenu na soudin kofenovych

Cinitelud.

17 1
'v Resené ulohy %

Priklad 3.2.1. Urcete koteny kvadratické rovnice:
a) x> +2x-3=0, d) 9x* -4=0,
b) x> -2x+1=0, e) x> +5x=0.
c) x?—4x+13=0,

—2£4-4-1-(-3) _-24.16 _-2+4 _<—3

ReSeni: a)x,, = = = kofeny realné, rizné,
’ 2 2 2 1

b) (x - 1)2 = 0= rovnice ma jeden dvojnasobny koten x, =x, =1,

4%16-4-13 4%/-36  4+6i _<2+3i
2

2 2 2.3

x:\/g,x:i
9

e) x(x+5)=0,x=0v x=-5.

koteny komplexni,

c) X, =

d) 9x% =4, x? =f,
9

2

w | N

E:H Vyklad %——“

Jsou-li x,,x, koteny kvadratické rovnice ax* +bx+c =0, resp. x* + px+¢q =0 (rovnice

v normovaném tvaru), pak pro koteny plati Viétovy vzorce:

c
X *X,=— a X +Xx, =——,
a a

resp. X,*X,=q a X, +x,=—p.

17 17
‘v Resené ulohy *

Priklad 3.2.2. Urcete kofeny kvadratické rovnice x*> + 4x — 45 = 0 pomoci vyse uvedenych

vztahu.

Refeni: x,-x, =—45= —45=(=1)45 v —45 =1-(—45) v —45 = (=5)9 v — 45 = 5(-9),

X, +x, =4,

i
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zvolené dvojice dosadime do 2. rovnice:
-1+45=44

1-45=-44 nevyhovuji
-5+9=4

5-9=-4, proto vyhovuje dvojice x, =5, x, =-9.

Priklad 3.2.3.Pomoci vztahli mezi kofeny a koeficienty sestavte kvadratickou rovnici, jejiz

kofeny jsou: a) x, = —343 , X, = 243 ,

ReSeni:

1
b) X, :E, X, =3.

a)xl'xzz—3\/§~2\/_=—18:q, x1+x2=—3\/§+2\/_:—\/_:—p.

Hledana rovnice ma tvar x> +/3x —18=0.

1
3===q, x1+x2:E+3:%=—p.

Hledana rovnice ma tvar x> —%x +% =0 nebo 2x*—-7x+3=0.

3.3. Rovnice s absolutni hodnotou

Vyklad

Rovnice s absolutni hodnotou jsou rovnice, v nichz se vyskytuje nezndma alesponi jednou v

absolutni hodnot€. Resit je, znamena upravit je na rovnice, v nichz absolutni hodnota neni.

|a| _ <_c; pro a=0

pro a<0

Resené ulohy

Piiklad 3.3.1.Reste rovnici |x+3|—|x -2/ =-5.

i
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ReSeni:

|x+3|=< x+3 pro x+320,t].pro x e<—3,0)

—x—3 pro x+3<0,tj.pro x € (—0,-3)

|x—2|= x—=2 prox—220,t]. pro x €< 2,0)

—x+2 pro x—2<0,t.j.pro x € (—0,2)

(—0,-3) <-3,2) < 2,0)
h+ﬂ -x-3 x+3 x+3
h—ﬂ —x+2 —x+2 x—2

-x-3+x-2=-5 |x+3-(-x+2)=-5 |x+3-(x-2)=-5

—5=-5 2x+1=-5 Xx+3-x+2=-5
pravdivy vyrok x=-3 5—_5

vyhovuji viechna €isla | ;. = _3 yyhovuje, patti | nepravdivy vyrok
intervalu (—,-3), do intervalu < - 3,2), nevyhovuje zadné
xe (—OO,—3) X = —3 x e< 2,00)

Resenim rovnice jsou viechna x e (—0,-3 >.
Piiklad 3.3.2. Reste rovnici |2y + 1| — |3 - y| =y.
Reseni:

|2y+1|: Y2y+1 pro 2y +12>0,tj. pro y6<%,°0)7

-2y-1pro 2y +1<0,tj. pro ye(—oo,—%)

|3—y|=< 3-ypro3-y=>0, tj.proye(—oo,3> 7

-3+ypro3—-y<0, t.pro ye(3,0)

1 1
—0,—— < __93 < 3’ OO)
( 2) 5 )
|2y+1| -2y-1 2y +1 2y +1
3] 3-y 3~y =3+

Ef t‘!“ -89-
* *
* *
* ok
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-2y-1-(3-y)=»
-2y-1-3+y=y
—-2y=4

y=-2

y =-2 patiido (—oo,—%)

2y+1-3-y)=y
2y+1-34+y=y
2y=2

y=1

y =lpatiido < —%,3)

2y+1—(—3+y)=y
2y +1+3-y=y

4=0
nepravdivy vyrok
nevyhovuje Zadné

X €< 3,00)

Resenim rovnice jsou Cisla y=-2 a y=1.

3.4. Iracionalni rovnice

Vyklad

Iracionalni rovnice jsou rovnice, v nichZ se vyskytuje neznama alespon jednou pod

odmocninou.

Resit iracionalni rovnici znamend, upravit ji na rovnici, v niz odmocniny nejsou. Toho

dosdhneme umocnovanim.

ProtoZze umociiovani neni ekvivalentni Uprava, muZeme zajistit platnost kofenti dvojim

zpusobem:

a) feSime rovnici a platnost kotfentii ovéiime zkouskou,

b) pfi kazdém umociiovani stanovime podminky pro to, aby rovnice dand a umocnéna byly

ekvivalentni. Tento zptsob uzivame jen u jednoduchych iracionélnich rovnic.

Poznamka

Rychlejsi je zpuisob reseni a).

Resené ulohy

Piiklad 3.4.1. Reste rovnici 3++/x—1 = x ob&ma zptisoby.

ReSeni: 1.zpiisob: 3++x—1=x —3  osamostatnime odmocninu

i

-90 -
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umocnime

x—-1=x-3 | 2

x—1=x*>=-6x+9

7+/49-40 743 5

x*=7x+10=0 = X|, = (
’ 2 2 2
Zkouska: L(5)=3+/5-1=5 }
P(5)=5 L(5)=P(5) -kotfen 5 vyhovuje
L2)=3+2-1=4
P(2)=2 } L(2)# P(2) -kotfen 2 nevyhovuje
2. zpisob: 3+ Jx-1=x
m:x—3 | ’ podminka: x—120 A x-320
x—1=x>—6x+9 x>1 A x>3
x*=7x+10=0 rovnici dale feSime pro x >3

5 vyhovuje podmince.
X =
b2 2 nevyhovuje podmince.

Zavér: Resenim zadané rovnice je x = 5.

Vyklad

Je-1i v rovnici vice odmocnin, opét jednu osamostatnime a ostatni ¢leny rovnice pfevedeme
(pted umocnovanim) na druhou stranu. Je ziejmé, ze bude tifeba postup a umocnovani

opakovat.

Piiklad 3.4.2. Reste rovnici Vx+5++Jx—-2=7

ReSeni: Jx+5=7—-+/x-2 /2
X+5=49-14Jx-2+x-2

14Vx-2=42 /:14
Jx—-2=3 /?

x—2=9 = x=11

Zkouska: LA =A11+5+/11-2 =16 +/9=4+3=7=P.

Zavér: Resenim dané rovnice je x = 11.

Ef i e
* *
" ‘*

- =
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3.5. Exponencialni rovnice

Vyklad

Exponencialni rovnice jsou rovnice, které maji nezndmou v exponentu mocniny.

Jejich feSeni probihd ve dvou krocich:

1) rovnici pievedeme na zakladni tvar a* =b,kde a >0, a#1

2) zakladni tvar feSime.

V ptevodu na zakladni tvar uzivame piedevsim znalosti o pocitani s mocninami, ojedinéle
pak substituce a* =y
Pfi feSeni zakladniho tvaru a* =b, a>0, a #1 plati:

pro b <0 nema rovnice feseni

b >0 feSeni ma a rozliSujeme dvé moznosti:

l. a ab z rovnice a* =b lze pfevést na mocniny o stejném zikladu. Pak
pouzijeme vlastnost ') = a8 & (x)=g(x).

2. a a b nelze pfevést na mocniny o stejném zakladu. Pak pouzijeme definice

logaritmu nebo ob¢ strany rovnice zlogaritmujeme.

Poznamka

Obecné Ize exponencialni rovnice resit graficky nebo pribliznymi numerickymi metodami.

Resené ulohy
Piiklad 3.5.1. Reste rovnici 2° —3-2*" +5.2%2 =240
Reseni:
a) prevod na zakladni tvar (uzijeme znalosti o pocitani s mocninami):
2% -3.2%.2"+5.27.2% =240
2*[1-6+20]=240
2% -15=240 /15

2% =16,
i
4
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b) feseni zakladniho tvaru  2* =16
2* =2*, protoze plati: /™ = a*") = f(x)=g(x),
x=4.

Priklad 3.5.2. Reste rovnici 3% +3-3 -4 =0.

Reseni: a) prevod na zékladni tvar substituci

(3x)2 +3(3x)—4 =0 3" = a je vhodna substituce
a’+3a-4=0
-3+49+16 -3+%5 1
a12 = = =<<
’ 2 2 -4

b) feSeni zdkladniho tvaru: po dosazeni do substitucni rovnice dostaneme
3*=1 = 3*=3" = x=0 je feSenim dané rovnice.

Rovnice 3" = -4 nemad feSeni, nebot’ vzdy plati 3* > 0.

Priklad 3.5.3. Reste rovnici 4% + 3543 —4¥+3 _3x+2

ReSeni: a) prevod na zdkladni tvar:

393 e | g _ g

3.3 +37.3° =474 4"

37.(27+9)=4"-(64-1)
3" 63

6 _7
4

4* 3

B
4 4°

b) zékladni tvar feSime zlogaritmovanim obou stran rovnice:
3Y 7
log| —| =log—
3] -toe]

xlo i—10Z = X =
g4 g4

4 .
= —1,94526.
3 9

Ef o e
* *
..’ *i

- *
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3.6. Logaritmické rovnice

Vyklad

Logaritmické rovnice jsou rovnice, které maji nezndmou v argumentu logaritmu.

Pti feSeni logaritmickych rovnic pouzivame nejcastéji:
a) definici logaritmu: log, x=y&a’ =x

b) vlastnosti logaritm@i: log, (x . y) =log, x+log, y

loga(iJ =log, x—log, y

log, x" =k-log, x

log,a=1, log,1=0.

Pti FeSeni logaritmickych rovnic se ¢asto setkame s témito typickymi situacemi:

a) obdrzime logaritmickou rovnici v zékladnim tvaru log, x=b, (a>0,a#1) a pro

libovolné b ma tato rovnice jediné feSeni x = a” (ptiklad 3.6.1.)

vvvvvv

1. zékladni tvar log, x = b, (ptiklad 3.6.2.)
2. zékladni tvar log, f (x) =log, g(x), coz plati tehdy a jen tehdy, kdyz f (x) = g(x),

(ptiklad 3.6.3.)
log x

c¢) zadani naznacuje, Ze by zjednoduseni pomoci substituce log, x = y nebo a *** =y

ptevedlo rovnici logaritmickou na rovnici algebraickou, jez by byla snaze fesitelna,

(ptiklad 3.6.4. a 3.6.5).

Poznamka

Obecne se logaritmické rovnice resi graficky nebo pribliznymi numerickymi metodami.

i
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Resené ulohy

Priklad 3.6.1. Reste rovnici log, x =4.

ReSeni:

Rovnice je definovana pro x > 0. Pak podle definice logaritmu plati:

coz vyhovuje podmince.

Piiklad 3.6.2. Reste logaritmickou rovnici logx +3logx® +5logx® =11.

ReSeni:

Rovnice je definovana pro x > 0.

logx+3-2logx+5-3logx =11
(1+6+15)logx =11

logx:£:

1
2 2

1
x=102=4/10 , coz vyhovuje podmince.

Piklad 3.6.3. Reste logaritmickou rovnici log(x +3)° — 10g[4(x +1) ] =0.

ReSeni:

Podminka: (x+3)° >0 A 4(x+1)* >0,

x#-3Ax#-1.

Levou stranu rovnice upravime pomoci vlastnosti logaritmii a pravou stranu

vyjadiime jako logaritmus:

(x+3)° _
4x+1)

| -4(x+1)

x2+6x+9=4x> +8x+4

3x24+2x-5=0

_ 24444435 _—2x464 _-238 L

X1,

Zaver:

i

2-3

= = :<__
6 6 3

. 5 .y . o . .
x=1l1x= 3 vyhovuji podmince a jsou feSenim dané rovnice.

-05 -
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Priklad 3.6.4. Reste logaritmickou rovnici log? x +2log, x—3=0.

Refeni: Zvolime substituci logx = y a dostaneme kvadratickou rovnici
¥ 42y-3=0 = (y+3)(y-D)=0 = y =-3, y, =1.

Dosadime zpét do substitucni rovnice:

log,x=-3 = x=2" :%,

log,x=1= x=2.
. 1 . , o, . :
Zavér: x = 3’ x =2 vyhovuji podmince x >0 a jsou feSenim dané rovnice.
Poznamka

Pozor na psani mocniny: log? x # log x*.

Priklad 3.6.5. Urdete viechna piirozena &isla x spliiujici rovnici 4% —7.21°¢* —8=0.

Refeni: Nejprve si pievedeme zapis 4°8% = (22)gx = p2lex — (2l¢¥)2 3 pHomoci
substituce 2'%¢* = y danou rovnici pfevedeme na rovnici kvadratickou
' -7y-8=0 = (y+1)(y-8)=0=>y=-1,y=8.
Vratime se k substituci a dosadime za y jen hodnotu 8, protoze -1 nevyhovuje

podmince x>0, takze 2'°¢* =8 =2° = logx =3 = x =10’

Piiklad 3.6.6. Reste rovnici: 2'08% 4 3logx-1 — plogx+l _ glogx=2

ReSeni: Nejprve upravime rovnici tak, abychom méli na levé strané rovnice mocniny o

zakladu 2, na pravé strané mocniny o zdkladu 3 a zaroven vyuzijeme znalosti o

pocitani s mocninami. plogx _plog2 5 _ _glogx 372 glogx 3~
vytkneme mocninu 2loex (1 —2) = 3lex (—é - %) :

210gx 4 ) log x ) 2
Upravime na tvar == = | = == .

310gx 9 3 3

Ziskali jsme exponencialni rovnici o stejném zakladu, takze plati

logx=2 = x=10%=100.

i
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Piiklad 3.6.7. Reste logaritmickou rovnici log(x + 1)2 logx+1=2+ logL1 .
X+

ReSeni: Podminka: x+1>0= x> -1

Pomoci vlastnosti logaritmti upravime rovnici na tvar:

210g(x+1)-%10g(x+1):2+10g1—10g(x+1) | logl=0
[log(x + 1)]2 + log(x + 1)— 2=0 | 10g(x + l) = y (substituce)
Y +y-2=0
-1+41+4-2 143 -2
e N T

Vratime se k substituéni rovnici:

log(x+1)= -2 a log(x+1)=l,
zédkladni tvar logaritmické rovnice je pak
log(x+1) =1log1072, log(x +1) = log10,
x+1=1072 x+1=10"
X= L -1 x=9
100
X = _ -0,99
100

Zaveér: x=-0.99 a x =9 vyhovuji podmince a jsou feSenim dané rovnice.

log(x? +9)

log+v/x+3

Priklad 3.6.8. Vyfeste rovnici =4 a stanovte podminky fesitelnosti.

ReSeni: ProtoZe existuji jen logaritmy kladnych &isel, musi byt x+3 >0 = x > -3,

déale musi platit: log\/m 20> Jx+3 2l = x# -2,

takZe rovnice je feSitelna pro x € (-3;-2) U (-2;0).

Po vynésobeni jmenovatelem méame log(x2 +9) = 4log\/m ,
pfevedeme Upravou na zékladni tvar log(x* +9) = log(x +3)?,

odtud po odlogaritmovani dostaneme X2 +9=x>+6x+9= x=0.

Zavér: x = 0 vyhovuje podmince a je feSenim dané rovnice.

Ef o o
* *
..’ *i

- *
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3.7. Goniometrické rovnice

Vyklad

Goniometrické rovnice jsou rovnice, které maji nezndmou v argumentu goniometrické

funkce.

Zakladni typy goniometrickych rovnic a jejich FeSeni

a) Typ sinx=a, cosx=a,kde ae<-1,1>, tgx=b, cotgx=h.

Tyto rovnice maji nekone¢né¢ mnoho feSeni, a proto ur¢ime nejdiive kotfeny lezici v
zakladnim intervalu. Ten je u sinu a kosinu <O, 27z> a pak vsechna feSeni zapiSeme

pfidanim celého nasobku periody T = 27, u tangens a kotangens ur¢ime koteny lezici
. po T X, % R ry T
v zakladnim 1nterva1u(—5,5) nebo (0, 7) a opét vSechna feSeni zapiSeme prictenim

celého nasobku periody 7" = 7 ,(viz feSené piiklady 3.7.1.).

b) Typ sinA(x)=a, cosA(x)=a, ae<—-1,1>, tgA(x)=b, cotg A(x)=b,

kde A(x) je algebraicky vyraz v proménné x, feSime substituci 4(x) = « ,(ptiklad 3.7.2.).

¢) Typ obsahujici rizné mocniny goniometrické funkce stejného argumentu prevedeme na

algebraickou rovnici,(ptiklad 3.7.3.).

d) Typ obsahujici vice goniometrickych funkci stejného argumentu, feSime pievedenim

vSech funkci na jedinou funkci téhoz argumentu, (ptiklad 3.7.4.).

e) Typ rovnice anulované, jejiz levou stranu Ize rozlozit na soucin, feSime tak, Ze jednotlivé

Cinitele polozime rovny nule a feSime,(piiklad 3.7.5.).

i
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17 17
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P¥iklad 3.7.1. Reste rovnice: a) sinx =0,5,
b) tgx=-1.

ReSeni: a) sinx=0,5
Kladnych hodnot v zdkladnim intervalu nabyva sinus v 1. a II. kvadrantu.

T oo
Proto: x, = i je feSeni v L. kvadrantu,

Xy =7 —% = 5?7[ je teSeni v II. kvadrantu.

VSechna feSeni dané rovnice jsou: x, = % +2km, x,= 5?7[ +2kr,kde keZ.

b) tgx=-1
tgx =1 pro x = % , zapornych hodnot nabyva funkce tangens ve II. kvadrantu, tedy

" T 3r
kofen x=7——="-.
4 4

Vsechna feSeni dané rovnice jsou x = T +kr , kde k je celé ¢islo.

Piiklad 3.7.2. Reste rovnici cos(2x + %) =-1.

S ’ ’ . . T .
ReSeni: Zvolime substituci 2x + i = a , pak rovnice bude ve tvaru cosa =-1,

a = je pak feSeni v zékladnim intervalu <0, 27 >.

2x+%:7r+2k7r

b4 . . v
X = g +krm, k € Z,jsou vSechna feseni.

i
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Piiklad 3.7.3. Reste goniometrickou rovnici 2 sin x —sinx—1=0.

ReSeni: Substituci sinx = y se zméni dand rovnice na 2y° —y-1=0,

1+£V1+8 _( 11
0

Y2 =

: . T Qo
Pro sinx =1 je x, =5 feSeni v zakladnim intervalu,

. L. . " AT :
pro sinx = - je teSeni ve III. a IV. kvadrantu. Opét je vhodné vyjit z feSeni rovnice

sin x’ :% v intervalu (O,%) ,pak x'= % a pro llL.kvadrant je x, =7 +% = %7[ ,

pro IV kvadrant dostaneme x; =27 — Z = E?I

6 6

o R , .. Ve 7
Zavér: vSechna feSeni dané rovnice jsou x, = 5 + 2k, x, = gﬂ + 2k,

X3 =£7z+2k7z, keZ.
Piiklad 3.7.4. Reste rovnici tgx =3 cotg x .

s . 1 o
ReSeni: Protoze cotgx = ——, rovnici napiSeme ve tvaru
tgx

3 : .
tgx =— | tgx, podminky feSitelnosti: x # kz, x # Ly
tgx 2
tg2 x=3

tgx =13,

pro tgx:«/g je x :§+k7r

pro tgx=—/3 je X, =7r—§+k7r=§7z+lm, keZ.

Priklad 3.7.5. ReSte rovnici cos2x +cosx+1=0.

ReSeni: Pomoci vztahu cos2x = cos’ x —sin’ x odstranime v rovnici riizné argumenty

cos’x—sin>x+cosx+1=0, dosadime za sin”* x =1—cos’ x,

L]
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cos’x—1+cos’ x+cosx+1=0= 2cos”x+cosx =0, vytkneme cosx,

cosx(2cosx+1)=0.

Pro cosx =0 je x, =%+k7r,

pro (2 COS X + 1) =0 je cosx= —% (II. a II.kvadrant).

. C e . 1 z
Nejprve si opét uvédomime feSeni rovnice cosx = 5 =>Xx= 3 pak
R T 2
pro II. kvadrant dostaneme feSeni  x, =7 — 3° Ezz,
. RPN T
pro III. kvadrant mame feSeni Xy =7+ 3 §7z .

VSechna feSeni dané rovnice jsoux, = %+ kr, x, = %ﬂ +2km, xy = 4?7[ +2krm,kdek e Z.

3.8. Nerovnice

Vyklad

Jsou-li f(x) a g(x) funkce definované¢ v R s oborem hodnot v R nazyvame nerovnici vztah

f(x)>g(x) [resp.f(x)= g(x)] a f(x)<g(x)[resp. f(x) < g(x)].

Uloha nalézt vSechna x, kterd vyhovuji dané nerovnici, se opird o znalosti a dovednosti
ziskané v kapitolach o feSeni rovnic.
I zde uzivame ekvivalentnich uprav, jak byly zavedeny u linedrnich rovnic s tim, Ze pfi

nasobeni nebo déleni zapornym c¢islem se mé€ni znaménko nerovnice.

Resené ulohy

Priklad 3.8.1. Reste nerovnici 2(2x + 3) -10< 6(x - 2).

ReSeni:  Zjednodusime vynasobenim 4x+6-10<6x—12 |(— 6x+4),
¢leny s nezndmou budou na jedné strané  —2x <8 | :(-2),
vydélime koeficientem u x x>4,
feSenim nerovnice jsou vSechna x € (4,0).

Efm -101-
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Priklad 3.8.2. Reste nerovnici

Refeni:  Nerovnice ma smysl pro x #6 a nelze ji vynasobit vyrazem (6-x), protoZe
nevime, je-li vyraz kladny nebo zaporny. Podil porovnavame vzdy s nulou, proto

volime nésledujici postup:

4—7x_2£0 ~ 4—7x—12+2xSO ~ —8—5x£0.
6—x 6—x 6—x
Nulové body, v nichZ se méni znaménko Ccitatele a jmenovatele jsou x = —% ax=6.

Rozdé&li ndm ¢iselnou osu na tii disjunktni intervaly. Do zlomku dosadime libovolné
Cislo, napt. -3, které se nachéazi v levém intervalu a zjistime, ze zlomek je kladné
hodnoty. V dalSich intervalech zlomek stiid4 své znaménkové hodnoty a to vyznacime

pod ¢iselnou osou jako +, —, +. Nulovy bod jmenovatele nesmime do intervalu zaradit.

— o — § 6 00
5
| |
+ ' - ' +
X . . 8
ReSenim nerovnice jsou x e< —g; 6).
Piiklad 3.8.3. Reste nerovnici 3 +2x —8x% <0.
Refeni:  Kvadratické nerovnice fe§ime opét pomoci nulovych bodi, takze je nejprve

anulujeme a pak vzdy rozlozime levou stranu na souéin kotfenovych Ciniteld

(viz.kap.3.2.). Danou nerovnici vynasobime (— 1), tim se zméni znak nerovnice a

levou stranu pak upravime na soudin, takze 8x°> -2x-3>0 = S(x — %)(x + %) >0,

nulové body: x = L ax= i

2 4
Na c¢iselné ose, rozdélené nulovymi body na 3 disjunktni intervaly, vyznacime
kladnost nebo zapornost kvadratického trojclenu v jednotlivych intervalech. Nulové

body do intervalu patfi.

()
T &lw

- - ¥

y . 1
ReSenim nerovnice jsou x € (—OO,—E >U< Za ).
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Piiklad 3.8.4. Reste nerovnici |2 y+ 1| — |3 — y| <y.

ReSeni: Prfi feSeni nerovnic s absolutnimi hodnotami postupujeme podobné jako pii
feSeni rovnic s absolutnimi hodnotami (viz kap.3.3.). Zde vSak zjiStujeme prinik
feSeni s jednotlivymi intervaly. ReSeni nerovnice se opét opird o metodu nulovych

bodd, které rozdéli ¢iselnou osu na intervaly, v naSem ptikladé¢ na tfi intervaly.

V dané nerovnici jsou nulové body _71 a 3. V nasledujici tabulce je nejprve

uvedeno, jaky je dvojClen v absolutni hodnot¢ v jednotlivych intervalech, zda je

hodnoty kladné ¢i zaporné, a pak néasleduje feSeni nerovnice.

1 1
(—oo,—E) < —5,3) < 3,0)
py+” -2y-1 2y +1 2y +1
|3_y| 3-y 3—y -3+y
feseni nerovnice ~2y-1-(B-y)<y | +1-0B-p)<y | 2y+1-(=3+y)<y
-2y <4 2y <2 2y +1+3-y<y
y>-2 y<l1 4<0
1 1 s ..
o - y e(-2,—— e<——,1 prazdnd mnozina
prunik s predpokladem ye( 2) Y > )

ReSenim nerovnice jsou y € (-2,1).

Piiklad 3.8.5. Reste nerovnici sin(x) > % .

ReSeni:
. 1 V4 T 5 , L.
sinx = — pro x==— nebo x=7—-—==x v zékladnim intervalu
2 6 6 6
. V4 5
sinx>1/2 pro x€<g+2kﬂ',gﬂ'+2kﬂ'>
A i
y4+ sinx 1
0.5] 2

L]
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Ulohy k samostatnému feseni

1. Reste linearni rovnice:

a) x—3[x—5(x—4)]=10(x-3), py Xl Tx=3_ 3x-l
6 8 4
c) x—4[x—2(x+6)]:5x+3, d) 6+25x—(x—1)=§+1,
15 3 5
3-7v v+3 2v-1
e) v+ = - .
5 5 3
2. Rozlozte na soucin kofenovych Ciniteld
a) x? +5x, b) x?+2x-3, c) 2x? +4x+2,
42
d) —7+1, e) 3x? +2x—1.
3. Reste kvadratické rovnice:
a) 3x?+6x-9=0, b) 5x* -20x=5, ¢) x> —08x=15384;

d) 4x*+x-3=0, e) x> +x+1=0.

4. Normovany kvadraticky troj¢len rozlozte na soucin kofenovych Cinitelt:
a) x?—4x+3, b) x?-2x-35,

c) x> —10x+9, d) x*—4x—-60.

5. Sestavte kvadratickou rovnici jejiz kofeny jsou :

a) 2a3, b) -5a?2.

6. Reste rovnice ( pomoci Vi¢tovych vzorch x, -x, =q, x, +x, =—p)

a) x> -7x+6=0, b) x*+4x-12=0, ¢) x2—19x-20=0.

Ef o
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Rovnice a nerovnice

7. Reste rovnice:
a) |x—7|+4x=[2x-5,

d) 1=x]+[x|=-1,

8. Reste rovnice:

a) 21++/2x-7 =x,
d) VI+x —Ax-7=2,

g) V2x+7 —/x—5=+3x+2.

b) |x—2|=§,

e)x+1|+3x—1| =2x|+x,

b) Vx+2=-3,
o) W +2)Vx —1)=x+1,

9. Reste exponencialni rovnice v zakladnim tvaru:

a) 105 =0,01,

1 2x
d) o,zs(-) -1,
4

b 2% =

b

1
8

e)  2%=100,

10. Reste v oboru redlnych Cisel rovnice:

©)  [x+1+[2-x=3,

0 [7-x=[-x+3].

c) Jx +Vx+9 =9,
f) Vx+7—-+x-5=3,

a) 2%71 42772 123 — 448, b) 34322 4324 2333,
3x+2 1 64
o) 3x+3x+1+3x+2 :5x+5x+1+5x+2 d) _ log
’ 32x=4  log4 ’

e) 52—x _ 62x—4’

g) 2.5 12.55-12=0.

f) 9 +2.3*-3=0,

11. UzZijte definice logaritmu k feSeni jednoduchych rovnic:

a) logy;x=2,

d) log,4=2,
1

g) logyo=x,

i3]

1
b) log, x=5,
e) log,01=-1,

h) logzi/Z:x,

- 105 -

c) logsx=-1,

f) log,100=2,

1) log33=x.
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12. Urcete vSechna feseni danych rovnic v oboru realnych cisel:

a) 10g(x+2)—10g(x—1)=2—10g4, b) 3log; x —2logs x> +log; x? =2,
o o2y _, d) 3.16"87 _5.4%8% _3 0
10g(4x—15)
logz(x_l)
e) log,(x—1)-2log,(x-3)=0, f) ————=<=log, 4.
10g2(3—x)

13. Reste goniometrické rovnice:

a) sinx=-0,5, b) cosdx = 72,

C) cotgle, d) 4sinx-cosx-cos2x =1,
e) sin2x=sinx, f) sin2x+i=sinx,

g) 3cos® 2x =sin? 2x, h) sin? x —+/3sinx-cosx =0,
1) tgx=cotgx, 1) sin§+cosx=l.

14. Reste v oboru realnych ¢isel nerovnice:

24+27x 5 12x+1 4x 2
a) <—+ , b) —<—+ux,
6 2 3 3 3
2 2 2 3-2x
c) (Bx-5"+MAlx-3)">0Bx-4)", d) <0,
2x-5
e) 3"_722, ) 3x?-3x+4>2x*+2x-2,
3-2x
g) 3x?-19x+6<0, h) 1+2x-3x%<0.
15. Reste nerovnice s absolutni hodnotou:
a) |x|+|x—1|>2, b) |2x—3|2|3x—2, c)
|3—5x|
|7 = x| > [1— x|+ 3], d ——>5.
x_

Ef o
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16. Reste goniometrické nerovnice:

a) sinx<-0,5; b) cotg§<1, c) tg2x>-1.

Vysledky uloh k samostatnému feseni

1. a) x=10, b) x=1, ¢) rovnice nema fesent,
d) rovnice ma nekone¢né mnoho feseni, e) v=>3.
2. a) x” +5x=x(x+5), b) x* +2x -3 =(x—1)x+3),

2

0 262 +4x+2=2(x2 + 20 +1)=2(x +1)°, d) —%+1=—%(x—\/5Xx+\/§)

e) 3x> +2x—l:3(x+1)(x—§j:(3x—l)(x+l).

3.2 x,=-3,x,=1, b) x, =2++/5, x, =2-+/5,
c) x, =-3,6; x, =44, d) xlz—l,xzzi,
) rovnice nema feSeni v oboru realnych cisel.

4. a) (x-1)x-3), b) (x—7)x+5),
¢) (x—1)x-9), d) (x—10)x +6).

5. a) (x—2)x-3)=x? -5x+6, x*—5x+6=0,
b)(x+5)x—-2)=x? +3x-10, x> +3x-10=0.

6. a) x, =1, x, =6, b) x, =2, x, =6,

c) x, =20, x, =-1.

7. a)x=_%, b)x:iax:4’
5 3
2 oy
c) x=—§ ax=0, d) nema feseni,
4 8
e)x=—,x=2, xX=-2,x=—.
) 5 f 5
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Rovnice a nerovnice

8. a) x=28, b) nema feSeni, c) x=16, d) x=16,
e) x=9, f) nema fesenti, g) x=5.
1
9. a) x=-2, b) x=3, c) x=—4, d)x:—E,
. logl,8 .
e) x =log, 100 nebo x = =6,644, f) x=——""=-0,845.
log?2 log2
10.2) x =9, b) x=3, o)x = og3l-logl3 . 45,
log3—1log5
d)x=35, e)x=2, f) x=0,
log2 .
g) x =log, 2 nebo x = —— =-0.431.
log5
11.2) x=9, b) x=+2, c)xzi,
d)x=2, e) x=10, f)x =10,
2 .
g) x=-3, h)sz, i) x=1.
9 1 9
12.a = b =—, C ==,
) X g ) X 9 ) X 5
d) x:\/m, e) x=5, f) nema feseni.

T krx

13.a)x1:7%+2k7z,x2:%+2k7r,k62, b) x :iE+7,keZ,

C) x:%+2k7z, keZ,

d) x:£+k—ﬂ, keZ,
8 2

¢) x, =k, X, =J_r%+2k7r, keZ, f x, =%+2k,,, X =5?”+2k,,,

T krx
X ,=—+—, keZ,
g) 1,2 6 2

h)x, =kx,x, :%+k7z, keZ,

) X, =i%+kﬂ, keZ,

i) x =2kr, x, =§+4/m, x5 =5?ﬂ+4k7r, keZ

L
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14.a) x € (—2,5),b) x € (—0,2 >, ¢) xe(—oo,%), d) xe(—oo,%)u(%,oo),

e) x € (%,g>,f) x€(—0,2>U<3,0),8) xe (%,6),h) X € (—oo,—%)u(l,oo).

15.a) x e (—oo,—%)u(%,oo),b) xe<-1L1>,¢) xe(—2,§),d) x € (1,00).

16.a)xe(7?ﬂ+2k %+2kﬂ) b)xe(—+2k7z2ﬁ+2k7r) c)xe<—%+%”% k—”)

Shrnuti lekce

Prvni informace o uspésSném zvladnuti této kapitoly Vam daji ptiklady k procviceni.
Pokud nevychézeji uvedené vysledky, vratte se kteorii a feSenym piikladim. Divodem
neuspéchu by mohly byt i numerické chyby. Pokud mate pocit, ze vétSinu ptikladt
k procviceni zvladate, pristupte k nasledujicimu testu. Pokud se vam vSak zdaji nckteré

priklady tézké, nahlédnéte do klice na konci kapitoly, kde najdete postup nebo navod k feseni.

Kontrolni test

1. Pro kterd x je troj¢len 4x% +4x +1 roven nule?

1 1
a) x=0, b) x=%+—, c) x=——.
) ) 5 ) 5

2. Pro ktera x je trojclen 4x? +4x +1 roven Ctyfem?

a) x, =2,x, =-3, b)xlzl,xzz—i, c) x;,=0,x, =4.
2 2
3. Reste rovnici x—\/x2 -12=2.
a) x,, =2, b) x=4 c) x=0.

4. Urcete feSeni rovnice s absolutnimi hodnotami: |x — 2| =3 |x - 4| .
a) x, =3,5;x, =5, b) x<(0,1) ¢)x =—4.

Vit

5. V oboru realnych ¢isel feste rovnici log+/3x—5 +logv7x-3 =1+ logW .

a) x =-—1, b) x=2, c)x=—o01.

Efm -109-
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6. Redte v R rovnici 52572 —6.3%+2 —3¥+3 g px+1

a) x=0, b) x,, =+2, c) x=—4.

7. Najdéte vSechna feSeni rovnice 2 sin?x+7cosx—5=0.

a) x,, = T+ 2knx, b) x,, =t +kn, o) xe = v 2km F v 2k ).
’ 3 ’ 3 3 3
x? —5x+4
8. V oboru realnych cisel feste nerovnici —— < 0.
x° +2x
a) x, =3,x, =4, b)xe<0;l>, c)xe(—2;0)u(l;4).

9. V oboru realnych ¢isel feSte nerovnici |1 - 2x| + |2 + 3x| <11.

a) xe(—%; 2), b) x e< 2; ), c) xe (—oo;—%)u(l; 3).

Vysledky testu -‘g'n

l.c); 2.b); 3.b); 4.a); 5.b); 6.c); 7.a); 8.c); 9.a).

Kli¢ k FeSeni uloh

1. a) Nejprve roznasobime vyraz v kulaté zavorce, pak v hranaté a po Gpravé dostaneme

3x=30=x=10.

b) Vynasobenim spole¢nym jmenovatelem (24) odstranime zlomky, upravime na tvar

17x=17T=x=1.
c) stejny postup jako v tloze a), po Uprave se x vyrusi a zlstane, ze 45 = 0, a proto

rovnice nema reseni.
2. viz zapis feSeni ve vysledku.

3. Vsechny kvadratické rovnice musi byt v zakladnim tvaru, tzn. na pravé strané je 0. Je
vhodné pted pouzitim vzorce pro kofeny kvadratické rovnice (kap.3.2.) vytknout

spolecny nasobek koeficientt.

4. Hledame takovou dvojici ¢isel, Ze jejich soucin je 3 a soucet -4, soucin je -35 a soucet -2,

soucin je 9 a soucet -10, soucin je -60 a soucet -4. Ktera to jsou?(viz ptiklad 3.2.2.).
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5. viz priklad 3.2.3.
6. viz priklad 3.2.2.
7. Volte stejny postup jako v piikladu 3.3.1. nebo 3.3.2.

a) nulové body x=7a x = % rozdéli ¢iselnou osu na 3 intervaly. Pro kazdy interval

zjistime jakych hodnot nabyva v absolutni hodnot€ a rovnici prepiSeme bez
absolutnich hodnot, vyfesime ji a vysledek porovname s piedpokladem.
b) nulovy bod je x =2 . Nejprve rovnici feSime pro x € (—oo; 2) a pak pro x €< 2; + ).

¢) nulové body x = —% a x = 2 rozdéli ¢iselnou osu na 3 intervaly.

d) nulové body x = 0 a x =1rozdé€li ¢iselnou osu na 3 intervaly.
e) nulové body x = -1, x =0, x =1 rozd¢li ¢iselnou osu na 4 intervaly.

f) nulové body jsou x=0,x=1,x=7.

8. a) navod na feSeni najdete v feseném piikladu 3.4.1. Umocnénim a Gipravou dostaneme
kvadratickou rovnici x? —44x + 448 = 0 = (x — 28)(x —16) = 0. Zkouskou si
ovéfite,ze rovnici vyhovuje pouze koien x = 28.

b) stejny postup jako za a).

¢) rovnici si upravime takto: Vx+9 =9 - Jx adale postupujeme stejné jako u pt. 3.4.2.
d) obdobné jako v tloze 3.4.2.
€) po roznasobeni zavorek a Upravé dostaneme Jx =3.

f) rovnice nema feSeni, protoze plati podminka x > 5.

g) rovnici umocnime, upravime a dostaneme 4(2x+ 7)(x —5) = 0. Zkouskou zjistime,ze
vyhovuje pouze x =5.

9. Vsechny rovnice a) az c¢) se fesi podle piikladu 3.5.1. krok b).Staci si uvédomit, ze

potiebujeme na pravé strané mocninu o stejném zakladu:

2x -8
a) 10 =107, b) 27 =273, c) @j =@j .

2x
d) Uvédomime si, ze 0,25 = % a rovnici prepiSeme do tvaru %(Zj =1=
2x+1 0
1 = 1 :>2x+1:0:>x:-l.
4 4 2
e), f) feSime zlogaritmovanim.

10. a), b) viz feseni piikladu 3.5.1
¢) viz priklad 3.5.3.
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d) staci si uvédomit, ze mocninu ze jmenovatele mizeme napsat do Citatele s opacnym

352,372 =3 protoze log64 =log4® =3log4.

exponentem takto:
f) substituce 3" = y, pak mame rovnici y* +2y-3=0= (y+3)(y-1)=0 a
pokracujeme jako v ptikladu 3.5.2.
g) substituce 5 = y, pak dostaneme rovnici 2y* +2y—12=0= y> +y-6=0,

tu vyfeSime a dale jako v pfedchozim ptikladu.

11. Vsechny rovnice se fesi stejnym postupem jako v ptikladu 3.6.1.
1

a) x=32, b) x=22, ¢) x=4"
d) 4=x7, e) 01=x", f) 100 = x?,
g) é=2x, hy /4 =2", i) 3=3".

12. Pti feseni rovnic a), b), ¢) vyuzijeme vlastnosti logaritma (kap.3.6.).

a) log §+f = log 130 , typ rovnice b)2. kap.3.6.

b) Zlogaritmujeme mocniny a secteme: 3log; x —6log; x +2log; x =2 = log, x = -2.

¢) Upravime na log2x =2log(4x—15) = 2x=(4x—15)".

Po umocnéni a Gpravé dostaneme kvadratickou rovnici 16x* —122x+225=0,

9 :
ktera ma kofeny x, = 5 ax,= % = 3,125 . Druhy kofen nevyhovuje podmince

resitelnosti rovnice: x € (3,75; 4} U (4, ).

d) Uvédomime si, ze 168" = 421°¢* = (4°¢7)2 yolime substituci 4'%¢* = y, dostaneme
: . C1 1 Cy

kvadratickou rovnici 3y? —5y—2=0.Tamékofeny y, =2, y, = 3 Druhy koten

nevyhovuje, protoze substitucni rovnice je exponencialni. Vratime se k substituci, pak
1

4 =2 = Jogx-log4 =log2 = logx = log2 _ 1 = x=102=4/10.
2log2 2

e) Rovnici prepiseme do tvaru log,(x —1) =log,(x — 3 = x—1=x"-6x+9=

potpravé x> —7x+10=0 = (x-5)(x—2)=0 = x =5, x =2 nevyhovuje, protoze
podminka feSitelnosti rovnice je x > 3.

f) Nejprve stanovime podminky fesSitelnosti rovnice (viz pt. 3.6.8.) a uvédomime si,
Ze na prave strané rovnice mame log, 4 =2, pak po vynasobeni dostaneme rovnici
log,(x—1)=2log,(3-x) =>x-1=B-x)>=9-6x+x"> = x> -7x+10=0.
Kofteny kvadratické rovnice x =2 a x =5 nevyhovuji podmince fesitelnosti:
xe(1,2)u(2,3), proto dana rovnice nema fesen.

13. a) viz piiklad 3.7.3., druhy kofen dosazeny do substitu¢ni rovnice.

b) cos4x=g(l.a IV .kvadrant), 4x=i%+k7r:>x=i%+k—ﬂ,k62.

2
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c) cotg£=1:>£=£+k7z:>x=£+2k7r,keZ.
2 2 4 2

d) pouzijeme vzorec sin2a =2sina cosa,

25in2xcos2x=1:>sin4x=l:>4x=£+2k7r:>x=£+k—ﬂ,keZ.

e) sin2x =sinx = 2sinxcosx —sinx =0 =sinx(2cosx—1)=0=
sinx =0vcosx = % , dale viz tab. v kapitole 2.10.2.
f) nejprve rovnici upravime na tvar 4sin’ x —4sinx +1= 0, substituce sinx = y,
4y —4y+1=0=Q2y-1)?=0=y= %, takze sinx = %, viz priklad 3.7.1.a).
g) Plati sin®2x+cos®2x =1=>sin” 2x = 1—cos* 2x a toto dosadime do rovnice a

po tpravé dostaneme 4cos” 2x —1=0= cos’2x = i = cos2x = ié ,
cos2x=l:>2x=ir£+2k7z :>x=ir£+k7r,
2 3
cos2x = —% (II. a Il.kvadrant) , pro Il.kvadrant: 2x = g/[ ‘2= x= T tkn ,
4 2
pro Ill.Lkvadrant 2x = gﬁ +2kn = x = §7z + k.

i V4 V4 2 C g, ,
Vysledky x = ig+k7r, X :?-'_kﬂ’ X =§7r+k7r 1ze zapsat jedinym zapisem
x=i£+k£,keZ.

6 2

h) po vytknuti: sin x(sin x — V3 cos x)=0,bud sinx =0= x =kx, nebo
sin x

sinx =+/3cosx = =3 = tgxzx/g = x=§+kﬂ,keZ.

CoS X
. 1 2 T
1) tgx=— = 1g°x=1 = tgx=21 = x=t—+krn,keZ.
tgx 3
j) Pouzijeme vzorec cos2a = cos” @ —sin® & a nahradime v dané rovnici
X X . .XxX . X L2 X,
cosx = cos(2=) = cos’ = —sin* =, dale plati,ze cos®* = =1-sin® =, timto
2 2 2 2
postupnym nahrazovanim a naslednou Gpravou se dostaneme k rovnici

2sin? %—sing =0 = sin%(Zsin%—l) =0=> sin% = Ovsinzzé(l. allL.kv.)

sin£=0 = £=k7r =>x=2kr,keZ.
2 2
sinle = £:£+2k7z = x:£+4k7z,keZ,platipro I. kvadrant,
2 2 6 3
x 5 5 .
E=g7r+2k7z = x=§7r+4k7r,keZ,plat1 pro IL.kvadrant.

L]
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14. a) po vynasobeni ¢islem 6 a Gipraveé ziskdme nerovnici 3x <15 = x<5 = x e (-, 5).

b) 4x<2+3x = x<2 = xe(-o,2>.

¢) umocnime a upravime na tvar —14x > -18 = x< % = 2 = x € (—o, %).

d) nulové body x = % , X = % rozd¢li ¢iselnou osu na 3 intervaly a dale podle pt.3.8.2.

Tx—13 50

e) zvolte stejny postup jako u piikladu 3.8.2. Upravou dostaneme 3 0.
—2x

9

| .
nulové body x = 73 a x= % rozdéli ¢iselnou osu na 3 intervaly.

f) po upravé dostaneme kvadratickou nerovnici x? +5x+6>0 = (x—2)(x—3)>0,

nulové body x =2, x =3 rozd¢li ¢iselnou osu na 3 intervaly a dale podle pi.3.8.3.

g) rozklad 3(x— %)(x —6) <0, viz uloha 14.1).

h) 1+2x-3x*<0 = 3x*-2x-1>0 = 3(x—1)(x+%)>0,

dale metodou nulovych bodu.

15. Nerovnice s absolutni hodnotou a),b) feSime metodou nulovych bodd, viz piiklad 3.8.4.

16.

¢) nulové body x =7, x =1, x = 0rozdéli ¢iselnou osu na disjunktni intervaly
(—(XD’ 0)9 < Oa 1)3 < 13 7)9 < 73 OO) .

3-5x VR
> 5 nema feSeni,

d) za predpokladu, ze x € (—o, %) nerovnice
x J—

>5 upravimenaL>O:>x—l>0:>xe(l,oo).
x—1 x—1

3 "
pro x e< —, o0) nerovnici
5 5

a) vychazime z grafu funkce y =sin x, ten protneme piimkou y = -0,5, praseciky vymezi

intervaly, viz ptiklad 3.8.5.

b) z grafu funkce y =cotgx (kap.2.10.2.) vy€teme, ze pro x € (%, ) je cotgx <1,
v rx X T T
takZe nas argument 5 € (Z +kr,r+kr)=>x¢€ (E +2km, 27 +2krm) ke Z .
c) z grafu funkce y = #gx vyCteme, Ze pro x €< —%, %) je tgx > —1, takZe argument

dxe< T hkn, Lvkny=>xe<- 24k Z, 2k D) kez.
4 2 8§ 274 2
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Zaklady matematiky Komplexni Cisla

4. KOMPLEXNI CiSLA

Privodce studiem

Kapitola Komplexni &isla navazuje na kapitolu 1.Ciselné obory, kde byl obor p¥irozenych
¢isel postupné rozsSifovan az na obor redlnych cisel.

Kapitola je rozdélena do péti podkapitol, z nichz nékteré jsou jesté dale rozclenény na
mensi oddily. V kazdém oddile jsou nejprve zavedeny nové pojmy a vzorce. Pak vétSinou
nasleduji Resené ulohy, slouzici jako ukazka praktického pouziti pravé zvladnuté latky a
napomahajici jejimu osvojeni. Mezi nimi je zafazeno i nckolik zajimavych uloh k ovéteni
platnych vztahl, které jsou pifinosem k vykladu. Na zavér je umisténo piehledné Shrnuti
kapitoly a Kontrolni otdzky. Dale jsou zadany Ulohy k samostatnému ieseni, k nimz jsou
dodany Vysledky uloh k samostatnému reseni a pro ty, ktefi by si s nékterou ulohou neuméli
poradit, je Upln¢ na konci dodano i Kompletni reseni uloh k samostatnému reseni. Kontrolni

test vam poslouzi k tomu, abyste si ovéfili, jak jste tuto kapitolu zvladli.

Cile

Cilem této kapitoly je vysvétlit pojem komplexni ¢islo, sezndmit s moZnymi zplsoby
zapisu komplexnich ¢isel a provadénim operaci s nimi. Po zvladnuti této kapitoly byste
méli byt schopni bez problému pracovat s komplexnimi Cisly, tj provadét s nimi bézné

pocetni operace, stejn¢ zbchle jako dosud s readlnymi Cisly.

Predpokladané znalosti

Predpoklada se, ze ovladate upravu algebraickych vyrazii, pocetni operace s dvojcleny,
binomickou vétu, goniometrické funkce, zékladni trigonometrické vzorce, Ze umite fesit
linedrni a kvadratické rovnice, soustavy dvou linedrnich rovnic dosazovaci nebo scitaci

metodou.

Vyklad

Zavedeni komplexnich ¢isel v matematice ndm umoziuje fesit problémy, které jsou v
oboru redlnych Cisel nefesitelné. Napt. odmocnina ze zaporného c¢isla v oboru redlnych Cisel
neni definovana. V dasledku toho napt. v oboru realnych ¢isel nelze urcit koteny kvadratické
rovnice se zapornym diskriminantem, ani kofeny nékterych algebraickych rovnic vysSich

stupitl.
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Obor komplexnich ¢isel C je rozsifeni oboru realnych ¢isel R — to znamend, ze obor

realnych Cisel je soucasti oboru komplexnich ¢isel C (R < C).

V oboru komplexnich ¢isel je definovana odmocnina kazdého komplexniho Cisla (jak

uvidime dale), tedy i odmocnina redlného zédporného cisla.

Komplexni ¢isla maji své praktické uplatnéni i v jinych védnich oborech opirajicich se o

matematiku, hlavné ve fyzice a elektrotechnice.

4.1. Definice komplexnich ¢isel

Komplexnimi ¢isly (prvky oboru C) nazyvame uspotadané dvojice redlnych Cisel, pro néz je

definovana rovnost, operace s¢itani a nasobeni.
Znalime z = [x,y], x,yeR.
Cislu x € R se tika redlnd ¢ast (redlna slozka) komplexniho ¢isla z,

¢islu y € R se fikd imaginarni ¢ast (imagindrni slozka) komplexniho ¢isla z .

Symbolicky se pise:
Rez =x,
Imz=y.

Pro dvé komplexni ¢isla z, =[x, ], z, =[x,,¥,] definujeme:

Rovnost: z, =z, & (x; =x,)A (), =y,).

Dvé komplexni ¢isla z,, z, jsou si rovna pravé tehdy, kdyz jsou si rovny jejich redlné casti
(x, =x,) ajejich imaginarni ¢asti (y, = ,).

Soucet: z, +z, = [x1 +X,, ¥, +y2].

Soucet dvou komplexnich ¢isel je komplexni Cislo, jehoZ realna ¢ast je rovna souctu redlnych
slozek téchto dvou komplexnich ¢isel a imaginarni ¢ast je rovna souctu imaginarnich slozek

téchto dvou komplexnich cisel.
Souctin: z, -z, = [xlayl]'[xzayz]z [x1x2 EPAPLIRIRS +x2y1].

Pozn.: Vhodnost této definice souc¢inu dvou komplexnich ¢isel pozname po jeho vyjadieni

v algebraickém tvaru.
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Poznamka

Ndzev komplexni je z latiny a znamena souborny, uplny, slozeny. Podle definice (viz vyse) je

komplexni cislo tvoreno dvema slozkami (realnou a imaginarni), je to tedy cislo slozenée.
Ndzev imagindrni (neskutecny, pomysiny) se uziva z ditvodii tradicnich. Piivodné se jako
imaginarni (neskutecna) cisla nazyvaly ciselné vyrazy, k nimz se nékdy pri formalné spravném

pocitani doslo a v nichz se vyskytovaly druhé odmocniny ze zapornych cisel.

4.2. Geometrické znazornéni komplexnich ¢isel

Zopakujeme: kazdé realné Cislo x z oboru redlnych ¢isel R lze zobrazit jako bod na
pfimce (realné ¢iselné ose). Zobrazeni mnoziny realnych ¢isel na mnoZzinu boda reélné ¢iselné

osy je vzajemn¢ jednoznacéné.

¥eR

Kazdé komplexni ¢islo z = [x, y] z oboru komplexnich ¢isel C lze zobrazit jako bod Z

roviny komplexnich ¢isel, nazyvané téz Gaussova rovina. Je to bod, jehoz x-ova soufadnice
je rovna x, tj. redlné slozce komplexniho ¢isla z, a y-ovd soufadnice je rovnay, tj.
imaginarni slozce komplexniho ¢isla z. Zobrazeni mnoziny komplexnich ¢isel na mnozinu
bodi Gaussovy roviny je vzajemné jednoznacné.

Gaussova rovina je rovina, ve které je zavedena kartézskd soustava soufadnic (tj.
soufadnicové osy na sebe kolmé, jejich prisecik je pocatek [0;0], pfi¢emz jednotky na obou
osach jsou shodné). Vodorovna osa x se nazyva redlna osa, svisld osa y se nazyva

imaginarni osa.
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Na obrazku ndzorné vidime, Ze obor komplexnich ¢isel C je rozSifenim oboru redlnych

¢isel R (redlnd osa x je soucasti roviny komplexnich ¢isel).
Pro z =[x, ] je:

a - argument nebo také amplituda komplexniho ¢isla z. PiSeme argz=a (a je

orientovany uthel, ktery svira spojnice obrazu komplexniho ¢isla z a pocatku s kladnym

smerem osy X ).

iz =+/x® +y? - absolutni hodnota nebo také velikost ¢i modul komplexniho &isla z

(vzdalenost obrazu komplexniho ¢isla z v Gaussove roving od pocatku).

| Poznamka

Tyto dva pojmy (argument a absolutni hodnota komplexniho cisla) najdou své uplatnéni pri

vyjadreni komplexniho cCisla v goniometrickém tvaru. S tim se seznamite v podkapitole 4.5.

17
'v Resena uloha

Piiklad 4.2.1. Zobrazte komplexni &isla z, =[2;4], z, =[-3;-2,5] jako body Gaussovy

roviny, vypoctéte jejich absolutni hodnoty, oznacte jejich absolutni hodnoty a argumenty.

ReSeni:

|z, =22 +4% =20 24,47,

2] =(=3) +(-2,5) =0+ 6,25 = 15,25 =3,90.
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4.3. Klasifikace komplexnich €isel

Vyklad

RozliSujeme tyto dva druhy komplexnich ¢isel z = [x, y]:

Je-li y=0, pak z = [x,O] = x je realné Cislo - usporadana dvojice [x,O] je tedy jen formou
vyjadieni realného ¢isla x v oboru komplexnich ¢isel C. V Gaussové roviné leZi obrazy
realnych &isel na realné ose. Napk. [3;0] =3, [0;0]=0, [-5,3;0] = -5,3.

Je-li y#0, pak z = [x, y] se nazyva imaginarni ¢islo, jeho obraz v Gaussové roviné lezi
mimo redlnou osu. Napf. [3; 4], [2,5;-3,2]. Je-li specialn¢ x =0, pak z = [O, y] se nazyva
ryze imaginarni ¢islo, jeho obraz v Gaussové roviné lezi na imaginarni ose. Obecné ma
tvar [O;c] ,kde c € R. Napr. [0;3], [O;—5,27].

Dalsi pojmy

Komplexni ¢islo i:[O;l] se nazyvd imaginarni jednotka. Pro imaginarni jednotku i plati
dilezity vztah: i*=-1 (Ize odvodit zdefinice nasobeni komplexnich &isel:
i? =i-i=[0;1]-[0;1]=[0-1;0+0]=[-1;0]=-1).

Poznamka

Nekdy, zejména v elektrotechnice, se imaginarni jednotka oznacuje pismenem j .

Komplexni ¢islo —z = [— x,—y] se nazyva opaéné k Cislu z = [x, y], jeho obraz v Gaussové
roviné je sttedoveé soumérny s obrazem ¢isla z podle pocatku soustavy soutadnic.

Komplexni ¢islo Z =[x,—y]se nazyva komplexné sdruZené k ¢islu z =[x, y], jeho obraz
v Gaussove roving je osoveé soumerny s obrazem c¢isla z podle osy x.

(Pro jednoduchost se obraz komplexniho ¢isla v Gaussové roviné oznacuje stejn¢ jako dané

komplexni ¢islo.)
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I Poznamka

Je zjevné, Ze plati: |z| = |E| = |—z|.

Komplexni ¢isla z, pro ktera plati ‘z‘ =1, se nazyvaji komplexni jednotky. Komplexni

jednotky jsou vSechna komplexni ¢isla, jejichz obrazy v Gaussové roving lezi na kruznici

se sttedem v pocatku a polomérem jedna. Patii k nim napt. ¢isla

{l. V3 }’[l;_ﬁng;%l} , &isla [1;0], [-1;0] - tj. red1na ¢isla 1, —1 a &isla [0;1],

;——1
22 22
[O;—l] - tj. imaginarni jednotka i a —i.

| g . 1 s
Komplexni ¢islo — se nazyva prevracené (reciproké) k ¢islu z (z#0).
zZ

17
'v Resené ulohy

Priklad 4.3.1. Urcete, je-li dané komplexni ¢islo imaginarni, ryze imagindrni nebo redlné:

a=[0;-2], b=[-3,25,0], ¢ =[-3,72;-11,23], d =5.
ReSeni: a — ryze imaginarni &islo, b — realné &islo, ¢ — imaginarni &islo, d — realné &islo.
Priklad 4.3.2. Jsou déna komplexni ¢isla a = [—3,5;4] , b= [O; —21'] , C= [1, 25;—4] ,

d= [2,5; 0] . Ke kazdému z nich urcete ¢islo komplexné sdruzené a ¢islo opacné a

znazornéte je geometricky v Gaussove roving.

ReSeni: pro a=[-3,54] je a =[-3,5;-4], —a=[3,5;-4],
pro b=[0;-2i] je b =[0;2i], —b=[0;2i].

Y

ro
&
™
I
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Pro c:[l,25;—4] je 52[1,25;4], —c:[—1,25;4],
pro d =[2,5;0] je d =[2,5;0], —d =[-2,5;0].

1
31
3|

e

S

f+ R~
w1l
_h__
ey

41

Piiklad 4.3.3. Urcete absolutni hodnoty komplexnich &isel a =[0,9;-0,25], b=[-0,6;0,8],
c=[0,3;0,7], d =[0;—1], e=[-5,2;0]. Je-li n€které z nich komplexni jednotka, uved'te

to.

ReSeni: |a|= \/0,92 +(-0,25)" =4/0,81+0,0625 =/0,8725 = 0,934,
|b|= W =0,36+0,64 =/1 =1 (b je komplexni jednotka),
| =/0.37 +0,7% = /0,095 0,49 = /0,58 = 0,76,
|d| = \/m =1 (d je komplexni jednotka; d = —i),
le| = m =5,2.

4.4. Algebraicky tvar komplexniho €isla

Vyklad

Algebraickym tvarem komplexniho ¢isla z = [x, y] nazyvame zapis z = x + yi , kde ¢islo

i =[0;1] je imaginarni jednotka.
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Obdrzime ho postupnou upravou zapisu komplexniho ¢isla z :
z= [x,y] = [x,0]+ [O,y] = [x,0]+y . [O;l] =x+yi.
Algebraicky tvar ¢isla opaéného k ¢islu z: —z=-x—yi.

Algebraicky tvar ¢isla komplexné sdruzeného k ¢islu z: zZ=x—yi .

* 4 w7 A r r wr b A A r 1 w7
Algebraicky tvar Cisla prevraceného k Cislu z dostaneme rozsifenim zlomku — Ccislem
z

Z=x—Ji:

[S—

1 z _ xX—yi X—yi x Yy

z Z-E_(x+yi)(x—yi)_x2+y2 _x2+y2 szry2

i.

Resena uloha

Priklad 4.4.1. Pfeved’te na algebraicky tvar a urcete ¢islo opacné, komplexné¢ sdruzené a

pievracené ke komplexnimu &islu z =[-1;4].

Reseni:
z=-1+4i,
—z=1-4i,
z=—1-4i,
1 (-1-4i) -1-4 -1-4 1 4.
—= = = =———-—1.
z (-1+4i)(-1-4i) 1-16° 17 17 17

4.4.1. Scitani a nasobeni komplexnich €isel v algebraickém tvaru

Vyklad

Déna dvé komplexni ¢isla z, = x, + y,i, z, =x, + y,i:
21tz = (xl +y1i)+(x2 +y2i)= (xl +x2)+(yl +y2)i

212, = (% + i) (% + 2of) = (%%, + 5250+ yi+ mani® ) = = (6%, = 313) + (03, + 5,3, )

Komplexni ¢isla v algebraickém tvaru s¢itdme a nasobime podobné jako redlné

dvojéleny, slou¢ime ¢leny bez ,,i“ a's ,,i “, vyuzijeme vztahu i* = —1 .
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4.4.2 Odcitani a déleni komplexnich ¢isel v algebraickém tvaru

Stejn¢ jako v oboru redlnych ¢isel R, i v oboru komplexnich ¢isel C jsou operace

odc¢itani a d€leni inverzni operace k operacim s¢itani a ndsobeni, tedy:

z,—z,=2z,+(-z,) prokazdéz, z, €C,

1 .
=z,-— prokazdé z, z, €C, z, #0.
Z Z

Pro dvé komplexni ¢isla z, = x, + y,i, z, = x, + y,i plati:
Z Ty = (xl + Y1i)_ (xz + Y2i) = (xl —x2)+ (yl _yz)i

4 _Z4% (3 +31) (x5 = 25) _ 0K YNy BN XD
z, 2,5, (G+yi)(n-»i) x*+3,°  +y,°

Pii déleni komplexniho ¢isla z, komplexnim Ccislem =z, #0 v algebraickém tvaru

iy s 21 - « v . . , -
rozsifujeme zlomek —1 &islem Z, komplexné& sdruzenym ke jmenovateli z, (tim zajistime,
z
2

ze jmenovatel je realné Cislo).

Resené ulohy
Priklad 4.4.2. Preved’te na algebraicky tvar a uréete soucet, rozdil, soucin a podil

komplexnich &isel [;-2], [2;3].

Refeni:
[,-2]=1-2i, [2:3]=2+3i,
(1-2i)+(2+3i)=3+1,
(1-2i)—(2+3i)=-1-5i,
(1-20)(2+3i)=2+3i—4i—6i* =8—1i,

1-2i _1-2i 2-3i  2-3i—4i+6i’ _ ;
2+3i 2+43i 2-3i 4+9 13 13 13

Efm -124-
4




Zaklady matematiky Komplexni Cisla

Priklad 4.4.3. Preved’te komplexni Cislo a = [al, az] na algebraicky tvar a vypocitejte
a) a+a, b) a-a.
Reseni:
a=a,+a,l
a) a+a=(a +ayi)+(a;—ayi)=2a, (tj. soutet dvou komplexn& sdruzenych &isel je
realné Cislo, rovné dvojnasobku jejich shodné realné slozky).
b) a—a=(a,+ayi)—(a,—ayi)=2a,i (4. rozdil dvou komplexné& sdruzenych &isel je

ryze imaginarni ¢islo, rovné dvojndsobku imaginarni slozky prvniho z nich).

Priklad 4.4.4. Dokazte, Ze pro komplexni ¢islo z =[x, ] plati: z-Z=x"+ ) € R, tedy

absolutni hodnotu komplexniho ¢isla z je mozno vyjadtit rovnéz jako |z| =z-Z.

ReSeni:

(x+ yi)(x— yi) = x> —xyi+xyi — y*i* =x* =y (=) = x* + 2.

3-2i

Priklad 4.4.5. Najdéte redlna Cisla x, y, kterd jsou feSenim rovnice o =2x+yi.
+1
Reseni:
3-2i  (3-2i)(1-i) 3-2i-3i-2 1-5i —l—éi
1+i  (A+i)1-0) 2 2 2 ’
2x+yi=———1;

komplexni ¢isla jsou si rovna, rovnaji-li se jejich realné a imaginarni slozky, proto

2x:l,odtud x:l a y:—é.
2 4 2

o t’*‘i
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4.5. Goniometricky tvar komplexniho €isla

Vyklad

Je dano komplexni cislo z=[x, y], z#0, jehoZ obraz v Gaussové roviné je bod Z

o soufadnicich [x, y].

R . I
Z obrazku plyne: cosa = 2% sinag=-"2 =2 kde iz =/x*+y? - odtud

4 z

jednoznaéné ur¢ime thel o €< 0,27 > .

Redélnou slozku komplexniho €isla z, x = Rez mizeme tedy vyjadfit jako x = ‘z‘ cosa,
analogicky jeho imaginérni slozku y = Im z mozno vyjadfit jako y = ‘Z‘ sino .
Dosazenim do algebraického tvaru komplexniho ¢isla z za slozky x, y a po vytknuti |Z|

dostaneme: z = \z‘(cosa +isina) - tzv. goniometricky tvar komplexniho ¢isla z = [x, y].

Pfipomenime si:
o je argument nebo také amplituda komplexniho €isla z, (a €< 0;27)), piSeme argz=«,
je mozno uvadét v radianech nebo ve stupnich;
‘z\ je absolutni hodnota nebo také velikost ¢i modul komplexniho ¢isla z .

Kazdé komplexni ¢islo je témito dvéma idaji jednoznaéné urceno.
Protoze funkce sinus a kosinus jsou periodické speriodou 27, lze vzit za argument

komplexniho ¢isla z # 0 také kazdé realné Cislo tvaru a'=a +2kx , kde k je libovolné celé

gislo. Cislu a €< 0;27) se fika hlavni (zdkladni) hodnota argumentu komplexniho &isla z .

m -126-




Zaklady matematiky Komplexni Cisla

12 . 1y
_v Resené ulohy *

Priklad 4.5.1. Pfeved’te na goniometricky tvar komplexni ¢isla a = 3+ i, b=-8.

3+ =a=2,

cosa=—, sinazl,odtud a:ﬁ ,resp. a=30°,
2 2 6

Reseni: Rea=«/§, Ima=1, |a

a= 2(cos%+isin%), resp. a =2(cos30° +isin30°).

Reb =

cosff=—1,sinf=0,odtud f=r,resp. f=180°,

b=8(cosz+isinrx), resp. b=8(cos180" +isin180°).

Priklad 4.5.2. Pfeved’te na algebraicky tvar komplexni ¢isla ¢ = 2(cos135°+isin135°),

d= 6(cosi7z+isini7r).
3 3

Reseni: c-2(—£+ £)_ 2 +/2i, d:6(—%—i§):—3—3\/§i.

4.5.1. Soucin a podil komplexnich €isel v goniometrickém tvaru

E‘W Vyklad %T—I

Necht jsou dana dvé libovolna nenulovéa komplexni ¢isla v goniometrickém tvaru:
z, :\zl\(cosal +ising,), z, = ‘zz\(cosa2 +isina,),
pak jejich soucin

By = |zl||22|(cos(051 +a,)+isin(a, +a,))

a jejich podil
z
A u (cos(a, —a,) +isin(a, —a,)).
z, |z
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Pti nasobeni komplexnich ¢isel v goniometrickém tvaru se jejich absolutni hodnoty nasobi a

argumenty scitaji.

Pti déleni komplexnich ¢isel v goniometrickém tvaru se jejich absolutni hodnoty déli a

argumenty odc¢itaji.
Tyto vzorce lze snadno odvodit uzitim souctovych vzorcti pro funkce sinus a kosinus.
Odvozeni:
2y 2y = |zl||z2 | (cosa; +ising,)(cosa, +isina,) =
|z1 | |zz| (cosa, cosa, +icosq, sina, +ising, cosa, —sing, sina, ) =
|Z1 | |22 | (cosq, cosa, —sing; sina, +i(sina; cosa, +cosa; sina, ) =

|z1 | |Zz| (cos(a + ) +isin(a, +a,)).

Z 2% _ |zl|(cosal+isinal)|zz|(cosa2—isinaz) B

z, 2%, |z,|(cosa, +isina,)|z,|(cosa, —isina,)

|z1 | (cosq; cosa, —icosq sina, +ising, cosa, +sing,sina,)

|z2|(cos2 a +sin’ )

|—1 (cosa, cosar, +sina, sina, +i(sing, cosa, —cosa, sina,)) =
2|

z .

||—1| (cos(a, —a,) +isin(a, — ).

Resené ulohy

Priklad 4.5.3. Urcete soucin a podil komplexnich ¢isel ¢ = 3(cos§ +isin %) ,
7 = 2(cosz +isin z).
6 6
Reseni:
T T . T T RY/2 . 37
c-d=3-2(cos(—+—)+isin(—+—))=3-2(cos—+isin—) =
(cos( 3 6) (3 6)) ( P P )
= 6(cos£+isin£),
2 2

c 3 T 7. .. T T 3 T .. T
—==—(cos(———=)+isin(———))=—(cos—+isin—).
p 2( (3 6) (3 6)) 2( c )
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Vyklad

Vypocet soucinu a podilu dvou komplexnich ¢isel tedy zvladneme jak v algebraickém

tvaru, tak i v goniometrickém tvaru.

Goniometricky tvar komplexniho ¢isla se uplatni hlavné pii vypoctu 7 -té mocniny a n-té

odmocniny komplexniho ¢isla.

4.5.2 Definice a vypocet n-té mocniny komplexniho Cisla

n-ta mocnina komplexniho ¢isla z pro n € N se definuje stejné jako 7 -t4 mocnina redlného

¢isla v oboruR :

z" =z-z-...-z, pro kazdé komplexni ¢islo z a n e N
%,_/

n—krat
z° =1, pro kazdé komplexni ¢islo z # 0

—n

1
z " =—, pro kazdé komplexni Cislo z#0 a neN
z

V oboru C tudiz plati pro vypocet mocnin s celo¢iselnymi mocniteli stejna pravidla jako

v oboru R.
Vypocet mocniny komplexniho ¢isla je mozny i v algebraickém tvaru:
(a+bi)" pocitdime jako mocninu dvojélenu pomoci binomické véty, vysledkem je
komplexni Cislo, jehoz redlna ¢ast je tvoiena souctem ¢lend bez ,,i“, imaginarni ¢ast je

tvofena souctem Clenud s ,,i .
Napt.: (2+3i)° =8+36i +54i° +27i° =8—54+36i —27i = —46+9i.

Pro vypocet vysSich mocnin uz se nam vyplati prevést komplexni ¢islo z tvaru
algebraického na goniometricky a vypocitat mocninu komplexniho ¢isla v goniometrickém

tvaru, coz je jednodussi.

Vypocet mocniny komplexniho ¢isla z v goniometrickém tvaru odvodime ze vzorce pro

soucin komplexnich ¢isel v goniometrickém tvaru:

ZyZy = |z1 | : |zz| (cos(ay +a,) +isin(e, +,)).
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Pro z = \z‘(cosa +isin) je

z? =z z=|z]-|Z(cos(a + @) +isin(a + a)) = \z\z(cos 20 +isin2a) .

Vysledek 1ze zobecnit:

z" = (‘z\(cosa +isin@))" = ‘Z‘H(COS na+isinna)

nebo z" = |z|" (cosn(a +2kr)+isinn(a+2krx)), ke Z.

n-ta mocnina komplexniho ¢isla z je komplexni ¢islo, jehoz absolutni hodnota je rovna 7 -
té mocniné absolutni hodnoty Cisla z a argument je roven (popiipad¢ az na cely nasobek

¢isla27) n-nasobku argumentu cCisla z .

Poznamka

. 7 . n . e o Ve, 7
Je-li z komplexni jednotka, dostaneme ze vzorce: z" = |z| (cosna +isinna) duleZity vztah,

tzv. Moivreovu vétu: (cosa +isina)" = cosna +isinna.

Moivreovu vetu miizeme pouzit, chceme-li vyjadrit cosna, sinna, kde ne N, pomoci cosa

asingo.

Resené ulohy
P¥iklad 4.5.4. Urdete (1+i)’ a) v algebraickém tvaru,
b) v goniometrickém tvaru.
Reseni:
a) (1+i)° =1+3-1-i+3-1-i> +i° =1+3i -3+’ =-2+3i—i=-2+2i,

b) ¢islo(1+17) nejprve prevedeme na goniometricky tvar:

(1+i)=ﬁ([+ T) (([ () ((cos—ﬂsm )

pak urc¢ime jeho tfeti mocninu (v goniometrickém tvaru, tu pak pfevedeme na

algebraicky tvar):

)2(((

(1+i)’ =(«/§)3(cos3:+ism 2(—+i—)=-2+2i.

Vysledky feseni a), b) jsou shodné.

Efm -130-
4




Zaklady matematiky Komplexni Cisla

Priklad 4.5.5. Odvod'te pravidlo pro vypocéet mocniny ", kde i je imaginarni jednotka,

neN.

ReSeni: > =—1, odtud plyne:

P=iti=—i, i*=0)=(1)=1, P=i"i=1i=i, i*=i*-i"=1-(-1)=—1,

i'=it =1 ==, *=i"=1"=1, " =" =i, atd.

Obecné: n-tou mocninu ¢isla i vypocitdme, kdyz mocnitele n délime ¢tyimi a Cislo
4442

i umocnime na zbytek. Napt. i'"* =i**"? =i* = 1.

Priklad 4.5.6. Vyjadiete sin4a , cos4a pomoci sina a cosa .

< . . y . \4 ..
ReSeni: Podle Moivreovy véty: (cos a +isin a) =cos4a +isinda .

(cosa +isina)* =cos* a+4cos’ a-isina+6cos’ @-i* -sin* a +4cosa i’ -sin’ o +sin o =

=cos* @ —6cos” asin® a +sin @ +i(4cos’ asina —4cosasin’® ), odtud
cosda =cos* @ —6cos? asin® a +sint a,

sinda =4cos’ asina —4cosasin’ a .

4.5.3 Definice a vypocet n-té odmocniny komplexniho €isla

Vyklad

n-ta odmocnina komplexniho éisla z (z#0, z = \z‘(cosa +isina), n e N) je kazdé

komplexni ¢islo s, pro které plati: s” =z.

o S a .. a. .
Ze vzorce z" :|z|" (cosna +isinna) plyne, ze Cislo z, =,"/|z|(cos—+zs1n—) je n-tou
n n

odmocninou ¢isla z, nebot’ umocnime-li ho na »n-tou, dostaneme prave ¢islo z .

. s a+2r .. a+2rx L . . ,
Avsak také Cislo z, = 4"/|z| (cos +isin j resp. (uvadime-li velikost thlu ve
n

n
stupnich) z, = (l/ﬁ[cos o + 3607

n

a+360°) . . "
n j je n-tou odmocninou ¢isla z, nebot’
n

7" =|z|(cos(a +27x)+isin(a +27)) = || (cos @ + isina) = z.

Ziejmé tedy kazdé Cislo

a+2kr .. a+2kr . s s . . Y
z, = 4”/|z| cos +isin , kde k je celé ¢islo, je n-tou odmocninou Cisla z .
n n
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, . . a+2knr . . a+2kr .
Zvolime-li ve vzorci z, = ,"/|z| cos———+isin——— | postupné k£ =0,1,....n—1,
n n
dostaneme n odmocnin z, z,...,z,_;, které jsou navzajem rtizné, nebot’ tthly

a a 2n a 4z a (n-1)2n
—_t .., —+—

jsou navzajem rizné a zadné dva z nich se nelisi o

’ ’ 00 9

n n n n n n n

cely nésobek ¢isla 27 .

a+2kr . . a+2kn e . . o
Ze vzorce z, =4/|| | cos +isin snadno vidime, Ze zvolime-li za k jiné celé
n n

¢islo, nez n€které z ¢isel k£ =0,1,...,n —1, nedostaneme (az na celé nasobky ¢isla2x) jiz Zadné

jiné Ghly.
Pro k=n+1:
@ Ao e @ Gt @, g @ 2T i ot i 1),
n n n n no o n non
pro k =-1:
2(-1 — —
2 ( )ﬂ—g+ 27T:g—2—7[+27r:g+M (stejny uhel jako pro k =n—1).
n n n n n n n

Kazdé komplexni ¢islo ze C ma v C pravé n riznych n-tych odmocnin z,,z,,...,z

<yl
jejichZ vypocet je dan vzorcem z, =1/|z| (costknﬂ'sinLan), k=01,..,n—1.
n n

Tedy vSechny n-t¢ odmocniny komplexniho ¢isla z maji tutéz absolutni hodnotu rovnou

. : 2 -
z| a jejich argumenty jsou rovny £+£, kde £k =0,1,..,n—1, tj. 1i8i se o celocCiselné
n n

n

2
nasobky cisla .
n

Pro obrazy Yz v Gaussové roviné plati:
Je-li n =2, pak odmocninami komplexniho ¢isla z jsou dvé opacna komplexni &isla, jejichz

obrazy v Gaussove roving jsou body soumérné sdruzené podle pocatku, lezici na kruznici

se sttedem v pocatku a polomérem rovnym ¢islu /|z| .
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Je-li n>2, pak obrazy n-tych odmocnin komplexniho ¢isla z, tj. ¢isel zj,z,...,z,
v Gaussové roving tvoii vrcholy pravidelného 7 -uhelnika vepsaného kruZznici se sttedem
v pocatku a polomé&rem rovnym &islu %/ |z| .

Graficky sestrojime v Gaussové roviné obrazy vSech n n-tych odmocnin ¢isla z tak, Ze na

kruznici se sttedem v pocatku a polomérem r =2/ Z| sestrojime nejprve vrchol, odpovidajici

sy . . v f s , « , o vr
odmocniné z, (jeho spojnice se stfedem svird s kladnym smérem osy x uhel —), dalsi
n

360°

e O Cixrn N g 2
vrcholy dostaneme tak, ze k uhlu — postupné pricitime (pfidavame) uhel il (resp.
n n

).

Poznamka

Tedy i kazdé realné cislo r (jako specialni pripad komplexniho cisla r = [r;O] )mav C n

n-tych odmocnin, zatimco v R je jen pro r 20 definovano jediné cislo s = Yy, 520,

Resena uloha
Priklad 4.5.7. Reste rovnici z* +1=0.
ReSeni: Madame najit vSechna komplexni ¢isla z, jejichZz ¢tvrtd mocnina je rovna —1,
coz znamena najit v§echny ¢tvrté odmocniny cisla — 1.
Vime, Ze budou Ctyfi: z,z,,2z,,z;.

Cislo — 1 ma absolutni hodnotu 1 a argument 7 (resp. 180°).
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a+2kr
in

a
Podle vzorce z, = 1/|z| (cos ) dostaneme:

a8

n

zo—\/_(cos +zs1n—)—

2 b
y “r " 2r & o

z, dostaneme tak, Ze k argumentu ¢isla z, pficteme 7 5 (resp.90°):

3z 3z f J_
zy = 1(cos—+151 —)=——

4 4 2 2
obdobné

51 st. N2 A2 T 7. 2 \F
2y =1(cos - tisin o) =~ 2 i 52 2 —l(cos—+zs1n—)——— B

4 4 2 2 4 4 2 2

Obrazy ctvrtych odmocnin ¢&isla —1 tvofi vrcholy pravidelného ctyfuhelnika

(Ctverce).

4.5.4. Reseni kvadratickych rovnic v oboru komplexnich éisel

Vyklad

V podkapitole 3.2. Kvadratické rovnice bylo konstatovano, ze je-li diskriminant D <0,
pak kvadratickd rovnice nema v oboru redlnych Ccisel feSeni. Ukdzeme, Ze v oboru

komplexnich ¢isel ma kvadratické rovnice vzdy feSeni.

V oboru C si mizeme zaporné &islo, napi. —25 vyjadiit jako 25i°, tedy

J=25 =~/25i% =25 =5i .
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Vzorec pro urCeni kofent kvadratické rovnice

b+
Xip = b;—c;/ﬁ tedy pro D <0 vypada néasledovné¢:
~b+i\|D| o < drand k¥
Xip = 2, (dostaneme dva imaginarni komplexné¢ sdruZené koteny).

Resené ulohy

Piiklad 4.5.8. Reste v oboru C kvadratickou rovnici 9x> —6x+10=0.

ReSeni: D=b—4ac=36-4-9-10=36-360=-324,
D<0, D =i/|D| =iv324 =18,

618 143
Ma= e Ty

Kvadraticka rovnice ma dva imaginarni komplexné¢ sdruzené koteny:

1 1
X =—+i, x,=——1i.

3
Priklad 4.5.9. Urcete, pro které hodnoty realného parametru m bude mit kvadratické rovnice

(m+5)x* —=2mx+(m—1)=0 imaginarni kofeny.

Refeni: D =4m’ —4(m +5)(m—1) = 4(m2 -m? +m—5m+5) = 4(5—4m) .
Kvadraticka rovnice ma imaginarni (komplexné¢ sdruzené) koteny, pravé kdyz D <0,

tedy 4(5—4m)<0. Odtud 5-4m<0 = m>%.

5 . , s S TR
Pro m e (Z’ +o0 | ma dana kvadraticka rovnice imaginarni kofeny.

Poznamka

Podobné Ize zobecnit rozklad kvadratického trojclenu v R na rozklad kvadratického

trojclenu v C.

Piiklad 4.5.10. Rozlozte v C kvadraticky trojélen ¥ = x> —10x + 26 ..

ReSeni: VyfeSime nejdiive kvadratickou rovnici

104v—4 1042
2 2
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Ptiklad 4.5.11. Rozlozte v C kvadraticky dvojélen ¥ = x* +1.

ReSeni: x”+1=x—(-1)=x"—i*, V =(x+i)(x—i).

Poznamka

Exponencialni tvar komplexniho Cisla

V aplikacich se zpravidla pracuje s tzv. exponencidlnim tvarem komplexniho cisla: z =re'?,

, a

ktery dostaneme z goniometrického tvaru z:‘z‘(cosgp+isin(p), polozime-li r:‘z

cosp+ising=e'?, kde e je Eulerovo cislo. Vyhoda exponencidlniho tvaru komplexnich
cisel spociva v tom, Ze jejich nasobeni, déleni a umocnéni prirozenym cislem se provadi podle

analogickych pravidel jako pro mocniny v oboru R :
pro komplexni cisla z| = rlei A, 2y = rzei(/’2 je

212y =7 1?2 = 1y P12,

i
2 _ne? _n itg-g)
23 pe?? n

pro komplexni ¢islo z=re'? je 7 = (rew’) =r"e"?.

Shrnuti kapitoly

Obor komplexnich ¢isel C je rozsifenim oboru realnych ¢isel R (R < C).

Komplexni ¢islo z je definované jako uspotadana dvojice redlnych Cisel (z = [x, y], X je
redlnd slozka, y je imaginarni slozka komplexniho ¢isla z) a lze ho zobrazit jako bod
Gaussovy roviny.

Nejcastéji je pouzivan algebraicky tvar komplexniho Cisla (z = x + yi), ktery umoziuje
pocitat s komplexnimi &isly jako s realnymi dvojéleny, pfiem? je vyuZivan vztah i* =—1.

rowr

Komplexni ¢isla v algebraickém tvaru lze s¢itat, odcCitat, nasobit, délit i umocnit.
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Zaklady matematiky Komplexni Cisla

Goniometricky tvar komplexniho ¢isla z :|z|(cosa+isin o) umoznuje jeho vyjadieni
pomoci absolutni hodnoty \z\ a argumentu «. V tomto tvaru lze komplexni ¢isla pohodIng
nasobit, délit, umocnit.

Vypocet n n-tych odmocnin komplexniho ¢isla z je mozny jen v goniometrickém tvaru.

Podle potieby lze komplexni Cislo z = [x, y] zapsat v algebraickém nebo goniometrickém
tvaru, ¢i prevést ho z jednoho tvaru do druhého.

Pozn.: V aplikacich se zpravidla pracuje s tzv. exponencidlnim tvarem komplexniho ¢isla:

z=re'?, ktery dostaneme z goniometrického tvaru z =|z|(cos¢ + isin @), polozime-li r =]

b

cosp+ising =e?, kde e je Eulerovo &islo.

Kontrolni otazky

1. Je-li R obor redlnych ¢isel, C obor komplexnich ¢isel, ktery z nasledujicich vztaha je
spravny: C < R nebo Rc C?

Jak mizeme geometricky znazornit kazdé komplexni ¢islo?

Jaké druhy komplexnich ¢isel rozliSujeme?

Co je imaginarni jednotka, co je komplexni jednotka?

Které tvary zapisu komplexniho ¢isla pouzivame?

Kterou operaci nelze provést s komplexnimi ¢isly zapsanymi v algebraickém tvaru?

NS kR

Které dvé operace nelze provést s komplexnimi ¢isly zapsanymi v goniometrickém
tvaru?

8. K ¢emu lze pouZzit Moivreovu vétu?

9. Kolik n-tych odmocnin mé kazdé komplexni ¢islo z v oboru komplexnich ¢isel C ?

10. Kolik je druhych odmocnin ze zaporného realného ¢isla v oboru komplexnich ¢isel C?

Odpovédi najdete v textu.

Ulohy k samostatnému feseni
1. Pievedte komplexni Cisla ¢ = [2;4], d= [3;—2,5] , €= [0,5;0], f= [O;—3,5], g= [— 1,5;3]

do algebraického tvaru a znazornéte je v Gaussove roving.
2. Urcete, je-li dané komplexni ¢islo imaginarni, ryze imaginarni nebo realné: a =3-4,5i,

b=-3i,c=-15+2i,d=5.
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Zaklady matematiky Komplexni Cisla

3.

10.
11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.
18.

19.

20.

21.

Ke komplexnimu ¢islu a =2+ 1,5/, b=3i, ¢ =-2,5-3i, d = 4,2 urcete ¢islo
komplexné sdruzené a ¢islo opacné a znazornéte je v Gaussove roving.

Pro ktera komplexni Cisla plati vztah a =ia, jsou-li Cislaa, a komplexné sdruzena?
Urcete absolutni hodnoty (velikosti) komplexnich ¢isel a =3+4i, b=-2+i, c=—4i,

d=-5, e=0,6-0,8i. Je-li nekteré z nich komplexni jednotka, uved’te to.
Pro ktera realna ¢isla x jsou Cisla a) i— xi, b) 3x+4xi komplexnimi jednotkami?
Urcete a) soucet, b) rozdil, c¢) soucin, d) podil komplexnich ¢isel x =1+2i a y=3-5i.

Vypoctéte L .
3-i

Urcete absolutni hodnotu ¢isla——~

1--3i

Urcete kvadratickou rovnici s realnymi koeficienty, jejiz jeden koten je 2 +3i.

1+ﬁi

Pro ktera realna Cisla x, y plati: (2+3i)x+(4—-3i)y =33i—8?

V oboru komplexnich ¢isel C feste rovnici (5— 1')2 =z(1-i)+12.
1

RY .
a stanovte, pro které

Urcete redlnou a imaginarni ¢ast komplexniho Cisla a =1L
+ix

hodnoty ¢isla x by komplexni ¢islo a bylo redlné a pro které ryze imaginarni.
Urcete goniometricky tvar komplexnich ¢isel a =1+, b=—-1+ J3i,e==3,d=5i.

Urcete algebraicky tvar téchto komplexnich ¢isel:

a =5(cos315°+isin315°), b=cos§+isin§,
¢ =7(cos180°+isin180°), d =3(c055+zsmz).

Urcete soucin a podil komplexnich ¢isel ¢ = 3(cos§+ isin %) , d= 8(cos§7z +i sin%ﬂ) .

Vyjadiete cos3a a sin3a pomoci cosa a sina.
Vypoététe (1—i)® a) jako mocninu komplexniho &isla v algebraickém tvaru,

b) jako mocninu komplexniho ¢isla v goniometrickém tvaru.
12
Urcete (1—\/31') .
Urcete a) i, b) I-1a vysledky znazornéte graficky.

Vypodtéte Y5+ 543i .
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Vysledky uloh k samostatnému feseni
1. ¢=2+4i,d=3-25i,¢=0,5+0i=0,5, f=0-3,51=-35i, g=-1,5+3i.

Jejich obrazy v Gaussove roving:

[l

2. a je imaginarni Cislo, b je ryze imaginarni ¢islo, ¢ je imaginarni Cislo, d je realné Cislo.

3. a=2-15i,-a=-2-15i; b =—b=-3i. Jejich obrazy v Gaussove roving:
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4,

Vztah plati pro vSechna komplexni ¢isla a, jejichz redlnd a imaginarni slozka jsou cisla

opatnd, tj. a =q, —aq,i , kde q, je libovolné realné ¢islo.

5.

b =-I5,

‘a‘zS,

c‘=4,

d=5,

e‘ =1 (e je komplexni jednotka).

7 1
a) pro x=t—:; b) pro x=1+—.
) P 2 ) P s

7. a) 4-3i; b) —2+7i; ¢) 13+i; d) —l+£i.
34 34
8. —i+ii.
10 10
9. ‘z‘ =1, jde o komplexni jednotku.
10. x*—4x+13=0. 11. pro x=6, y=-5. 12. z=3+i.
13. Rea= 5, Ima=— 51, a bude realn¢ prox =0, ryze imaginarni prox = 1.
1+x I+x
T .. T 2r . . 2rm ..
14. a=\/§(0052+lsmz), b=2(cos?+zsm?), ¢=3(coszw+isinx),
d=5(cos§+isin£).
2 2
15. a :Sf—Sfi, b:;+f ', ¢ =—7 (realné ¢islo), d =3i (ryze imaginarni ¢islo).
16. cd=24(coszzr +isin17z), £=§(cos§7z+isin§7r).
4 4 d 8 4 4
17. cos3a = 4cos’ a—3cosa, sin3a=3sina—4sin’ a. 18. 16. 19. 2'%.
. r .7 N2 2. 5 .. 5 V2 V2,
20. a) /i zy =cos—+isin— =+ "} 7 =cos=m+isin =z = —~—— .
4 4 2 2 4 4 2 2
i
F
1
Ay
xl'
Z1
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b) Y-1: zozcos£+isin£:l+£i,
3 32 2

zy =cosr+isinzr=-1,

3

. 1 :
Z, =COS—rm+isin=zr=———:Ii.
3 2 2

by

21, Y-5+53i: ZO—\/—(COS%+ZSIH—) \/—(£ l :@(ﬁﬂ'),
zZ = r(cos%ﬂﬂsmzﬂ) \/7( 1+£)—£

zZ, = (‘/ﬁ(cos%nﬂ'sin%ﬁ) = i‘/ﬁ(—g—l

2

Zy = «/_(cos—ﬂﬂsm—/r) «/_(l—iz)—£

' ..**‘*

(—1++3),
(f—)

(1-~/3).
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Kontrolni test

1. Zobrazte komplexni ¢islo z=[2;-4,5] jako bod Gaussovy roviny.

a) b) c
J $ Y 4 J 4
2l . 2l 2l
1 ] 14 14
—t+— T — ] - —t -~
3212 % 54324, 12 % 2, 1237
L2t 2+ 2+
ot sl
P44 44 :
Zé____j_ 1 5 _:"_"éZ
2. Které z nésledujicich komplexnich c¢isel je ryze imaginarni?
3. Je-li komplexni ¢islo z; =3+4i, pak z, =3-4i jek z
a) opacné, b) prevracené, ¢) komplexn¢ sdruzené.
4. Absolutni hodnotu komplexniho ¢isla z = [x, y] je mozno vyjadfit jako
a)Jz-z, b) %+ 2, o) ¥+ 7, d) (z-2).
5. Uved'te, které¢ komplexni Cislo je komplexni jednotkou:
Q) (2, b 21 0| 2ix]. @22,
5 4 2 2 2 4 5 5
6. Vypocitejte soucin komplexnich ¢isel u = 6(c0s% +isin %) , V= %(cos% +isin %) .
Vysledek vyjadrete v algebraickém tvaru.
a) —1++/3i, b) —3+i, C) 2 +2i.
7. Vyjadrete v goniometrickém tvaru komplexni ¢islo 12_—3 :
+1
a) V2 cos§ﬂ+isin§7z , b) 1,5 cos = +isin > , c) 2 cosZ—isinZ |
4 4 3 3 4 4
8. Vypoctéte (1—1’)6.
a) 8—8i, b) 0+8i, c) 3-4i.

9. Vypoditejte 3/—2+2i .
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a) z, :ﬁ(coslﬁﬂ'sinlnj, b) z, :2(coslﬂ+isin17r],
4 4 3 3
7, =2 Co8 1 7 + isin Lz , z =2(cosz+isinrx),
12 12
z, =\/§(cosgﬂ+isin£ﬂj, z, =2(cos§7z+isin§7z],
12 12 3 3

c) -2+ 32 .
10. Reste v oboru C kvadratickou rovnici x> —6x+25=0.

Vysledky testu
l.c); 2.b); 3.c); 4.a),c); 5.b),d); 6.a); 7.a); 8.b); 9.a); 10.c).

Kompletni feSeni uloh k samostatnému reseni

1. Algebraicky tvar komplexniho ¢isla z = [x, y] je z=x+yi. Komplexni ¢islo z = [x, y]
se zobrazi v Gaussov¢ roviné jako bod o soufadnicich [x,y]. Tedy c=2+4i,

d=3-25,e=05+0i=0,5, f=0-3,5/=-3,5, g =-15+3i.

[
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2. Komplexni cislo z= [x,y] =x+yi je imaginarni Cislo, je-li x#0 a y#0, ryze
imaginarni Cislo, je-li x=0 a y # 0, realné Cislo, je-li y =0. TakZe: a je imaginarni
Cislo, b ryze imaginérni ¢islo, ¢ imaginarni ¢islo; d realné ¢islo.

3. Ke komplexnimu ¢islu z = [x, y] =x+yi je z =x— yi Cislo komplexné sdruzené,

—z =—x—yi Cislo opacné; tedy pro a =2+1,5/ je a =2-1,5{, —a=-2-1,5; pro

b=3i je b =-3i, —b=-3i. Jejich obrazy v Gaussové roviné:

pro ¢ =-2,5-3i je c=-2,543i, —c=2,5+3i;prod =42 je d =4,2, —d =—4,2.

Jejich obrazy v Gaussové roving:

i
Y
—_— 4--
Co——-3p - ¢
.
| 1 |
d 1 | d=d
+—f H — o
54 312-1,0 12345 x
|
2
ct——-3
44
4. Necht a=a,+ay)i ,a=a —a,i.
Polozimea =ia, tj. a,—a,i = i(a,+ayi) =—a, +a;i.
Z rovnosti komplexnich ¢isel plyne: @, = —a,. To znamena4, ze vztah plati pro vSechna
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komplexni ¢isla a, jejichZ redlna a imagindrni slozka jsou ¢isla opacna, tj. a =a, —ayi,
kde q, je libovolné realné ¢islo.
Ovéfeni: napt. pro a=3-3i je ia=i(3—3i)=3i—3i* =3+3i =a.

5. Absolutni hodnota (velikost) komplexniho ¢isla a=a, +a,i je «/alz + az2 , tedy:
N T R N BN GRYSTIE)
ld|=(=5)* +0% =5, le| =+/0,6> +0,82 =./0,36+0,64 =1 =1,

e je komplexni jednotka.

2
6. a) Necht a =2—xi; a| = (%] +x* ; ma-li &islo a byt komplexni jednotka, musi

platit: ‘a‘ =1. Dostaneme tedy rovnici:

i+x2 =1, odtud
\16
J7

9+16x2 =16 = 16x°=7 = xziT.

Pro x = J_rT7 je Cislo a = i— xi komplexni jednotkou.

b) Necht b =3x+4xi, b| =/9x? +16x* ; ma-li &islo b byt komplexni jednotka, musi

platit: ‘b\ =1. Dostaneme tedy rovnici:

V9x% +16x% =1, odtud

25x° =1 = xz:L = x:+l.

25 5
Pro x:i% je ¢islo b =3x+4xi komplexni jednotkou.
7. x+y=1+2i+3-5i=4-3i,
x—y=1+2i—-3-5)=1+2i-3+5=-2+7i,

x-y=(1+2i)(3-5))=3-5i+6i—10i* =13+i,

x _xy _ (1+2)(3+50) _ 3+5i+6i+10i° _—7+11i__l+£i
y yy (3-50)3+5i) 9+25 34 34 34
i i+ —1+3i 1 3.

10 10

' ..**‘*

3—i 3-i)@+i) 9+l
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9. Nejprve uréime vysledek podilu:

Z_1+\/§i_ (V31 ++3) _ (1++30)° 14243437 _ —2+23i 1 3

1=Bi A=BiA+B) 1-32 4 T4 2 2
Y (BY T3

|z|: — | +| — | =,/—+—=1, jde o komplexni jednotku.
2 2 4 4

10. Ma-li kvadraticka rovnice s realnymi koeficienty imaginarni kofen, pak je i druhy kotfen
imaginarni, komplexné sdruzeny. Nase rovnice ma tedy kofeny 2+3i, 2-3i. Upravou
soucinu kofenovych ¢initelii obdrzime:

(x—(2+3))(x—(2-3i) = (x=2-3i)(x = 2+3i) = (x—2)° = (3i)* =x" —4x+4+9,
hledana kvadratick4 rovnice: x* —4x+13=0.

11. Rovnici (2 + 3i)x + (4 —3i)y =33i —8 upravime:
2x+3xi+4y—3yi =-8+33i - komplexni Cisla vlevo a vpravo od rovnitka jsou si rovna,
rovnaji-li se jejich redlné 1 imaginarni slozky:

2x+4y=-8
3x-3y=33

prvni rovnici vydélime dvéma, druhou rovnici vydélime tfemi, dostaneme:
x+2y=-4

x—y=11

z druhé rovnice vyjadiime x: x = y+ 1/ a dosadime do prvni rovnice:
y+1142y=—-4,o0dtud, 3y=-15 = y=-5, x=y+11=6.
Resenim rovnice je x=6, y=-5.

12. Neznamé z = x + yi, pak z = x— yi ; komplexni ¢islo —l_:—l-lz_—l:i,

i i i (-1
feSime tedy rovnici:
S+i)(x—yi)=(x+yi))(1-i)+12
Sx—=Syi+xi+y=x—xi+yi+y+12
Sx+y+(x=5y)i=x+y+12+(y—x)i
4x-12+(x=5y)i=(y—x)i
rovnost komplexnich ¢isel na levé a pravé stran€ rovnice vyjadiime soustavou rovnic:

4x-12=0 , 5 " 4x-12=0
po upravé obdrzime:
X=Sy=y-x 2x-6y=0

o t’*‘i
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13. a=

14.

z prvni rovnice vyjadiime x: x = % =3 adosadime do druh¢ rovnice:2-3-6y =0,

tedy y=1. ReSenim dané rovnice je komplexni &islo z=3+i.

1-ix (1—ix)? _1—2ix+i2x2_1—x2—2ix_1—x2_ 2x ;
l+ix  (+ix)-(1—ix)  1-ix 14 x2 1+x° 1+x%

2x
1+x

Cislo a bude realné, pokud jeho imaginarni slozka ( ] =0 = x=0.

2

y 1= x2
Cislo a bude ryze imaginarni, pokud jeho realna slozka ( al J= 0 = x==I1.

1+x2

a=1+i: Rea=a, =1, Ima=a, =1, tedy

|a|:\/a12+a22=\/12+12=x/5, cosa:ﬁ=i=£ sing = -2 L=£,

d 2 27 T o 2 2

odtud o = % . Goniometricky tvar komplexniho &isla a = /2 (cosﬁ +isin %) .

b=—1+-/3i: Reb=b =—1, Imb=b, =-/3, tedy

|b|=«/b12+b22 =\/(—1)2+x/§2 =J4=2, cosa=ﬁ:_71, sina=%=£,

i

2 . . 2 . 2
odtud a = 77[ . Goniometricky tvar komplexniho ¢isla b = 2(c057ﬂ+ isin —”) .

c=-3:Rec=¢ =-3, Imc=c, =0, tedy |c|=\/012+c22 =\/(—3)2+02 =3,

jde o realné Cislo, jehoz obraz v Gaussove roving je bod na realné ose x se soufadnici -3,

odtud a =z . (Potvrdilo by se 1 vypoctem: cosa = 3 =—1, sina = 2 =0).

Goniometricky tvar komplexniho ¢isla ¢ = 3(cos 7 +isin ).

d=5i:Red=d, =0, Imd =d, =5, tedy |d|=\/d> +d,’ =\/(0)* +5° =5,

jde o ryze imagindrni Cislo, jehoz obraz v Gaussove roviné je bod na imaginarni ose y

' ..**‘*
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w1 . T
se soufadnici 5, tedy jeho argument o = 5

Goniometricky tvar komplexniho ¢isla d = 5(cos —+isin~-).

15 77Iﬁﬁﬁ

. a=>5(cos315°+isin315°) = S(COSZﬂ'+lSH’147Z') 5(— i—)=5—-5—:1,

2 2
By _1 B

b= cos§+isin§ =1(cos60° +isin 60°) = 1(; —) =—

2

¢ =7(cos180° +isin180°) = 7(cos 7z +isinx) = 7(—1+i-0) = -7 (redlné ¢islo),

b

d = 3(cos% +isin %) = 3(c0s90° +isin90°) = 3(0+i-1) = 3i (ryze imaginarni &slo)

16. c¢-d =3-8| cos Z+§7r +isin E+§7z =24 COSZ7Z'+iSinZ7Z' ,
2 4 2 4 4 4
T .. T
3| cos—+isin—
c ( 2 2) 3 T 5 .. (7T 5
— = =—| COS| ———m |+i1Sm| ———7x =
d 5 .5 j 8 2 4 2 4
8| cos—m+isin—rx
4 4
3 . 3 3 3 L 3
cos| ——m |+isin| ——x | |==| coS| —— 7w+ 27 |+isin| ——x+27x | |=
4 4 8 4 4

5 ..°5
cos—m+isin—r |.
4 4

17. Podle Moivreovy véty:
(cosa +isina)’ = cos3a +isin3a,
rovnéz plati (uzitim binomické véty):
.. 3 3 . 2 . ) . .3
(cosa +isina)” =cos” @ +3icos” asina—3cosasin” a—isin” « .
Z rovnosti pravych stran obou vztahtl plyne:
cos3a =cos’ a —3cosasin® a = cos® @ —3cosa(l—cos® @) = 4cos’ @ —3cosa,
a dale (pro Cleny s ,,i “):
. . 2 . 3 .2 . <3 . .3
sin3a =3cos” asina —sin” @ =3(1—-sin” a¢)sina —sin” ¢ =3sina —4sin” « .

18. a) Uzitim binomické véty:

_-8_8 8,_n0 8 ! 8 6, 2 8 5. 3 8 4, 4

(1-19) _(Ojl( i) +(1]1 (—1) +(2]1 (—1) +(3]1 (—1) +(4]1 (i) +
+@13(—i)5 +@12(—i)6 +(§jll(—i)7 + @ 1°(-i)* =

% [
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=1+8(—i)+ 28(—i)* +56(—i)* + 70(=i)* +56(—i)° +28(=i)° + 8(—i)” +(—i)* =
=1-8i—28+56i+70—56i—28+8i+1=16.

Upravou vyrazu lze vypocet zjednodusit:
1= =((1-))* =(1-2i+)* =(1-2i-1)* =(=2i)* =16i* =16-1=16.

b) urc¢ime goniometricky tvar komplexniho ¢isla z =(1-17):

z|:\/12+(—1 2 =2, cosa:%, sina:%,tedy a:Zﬂ,

Rez=1Imz=-1,

(1-i= x/E(cosZﬂwLisinZ;z) ,

(1-i)® = ﬁg(cos(8%ﬂ)+isin(8%7z)) =2%(cosl4z +isinl4z)=16(cos0+isin0)=16.

19. Komplexni &islo z =1-+/3i prevedeme na goniometricky tvar: |z =/1+3=+/4=2,

Rez 1 Imz ﬁ

cosa=——=—_,sina = =—— :azéﬂ, tedy z:2(cos§7z+isin§7z).
E E 2 3 3 3

Z12 =212 [cos(u-%{jﬂ'sin(u %ZD =212 (0056077[+isin6077[) =

=2 (cos207z +isin207) = 212 (cos0+isin0)= 212,

20. Odmocnovana komplexni ¢isla vyjadiime v goniometrickém tvaru a vypocet odmocnin

2 . 2
provedeme podle vzorce z, = /|z| (cos o+ 2kz +isinZ hl kn)’ k=0,..,n-1:
n n

i T n 2krx w2k
a) i=1(cos—+isin—),Vi =2z, =cos(—+——)+isin(—+——), kde £k =0,1
) i =1(cos” +isin )i =z = cos(+ ) +isin(+ =)

. .7 N2 2. S5 .S V2 V2
neboli z, =cos—+isin—=——+——i, z =cos—rm+isin—7=————1I:
4 4 2 2 4 4 2 2
A
F
i
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Zaklady matematiky Komplexni Cisla

b) —1=cosxz+isinr,

%/jlzzk =cos(§+2kTﬂ)+isin(§+2kTﬂ), kde £=0,1,2,

7r1\/§

neboli z, =cos—+isin—=—+—1i,
3 3 2 2

V3.

. 5 . ..5 1
zy=cosr+isinr=-1, z,=cos—m+isin—7m=————:i:
3 3 2 2

¥

21. Odmocnované komplexni ¢islo vyjadiime v goniometrickém tvaru a vypocet odmocnin

provedeme podle vzorce z, = 1/|z| (cos a+ 2kn +isin axt 2k7r) ,k=0]1,..,n-1:
n n

Oznatimez =—-5+5/3i, |4=-/25+75=10,
-5 1 . 553 3 27

cosg=—-=——,sina=——=—=>a=—:3; tedy z:lO(cosz—ﬁﬂ'sinz—ﬁ).
10 2 10 2 3 3 3

x/;—zk—\/—(cos(—+T)+ (—2+—)) \/_(cos(—+k—)+zs1n(—+k ))

kde £ =0,1,2,3,

neboli ZO—\/_(COS—+lSln ) \/—(\/7 l Z@(\E"‘l),

z, = \/7(C0527Z'+ZSII’127Z') \/7(—l £z)—£( 1+\/7)
22=i‘/ﬁ(cos%ﬂﬂ'sin%ﬁ)=%(—§—%i)=@(—x/§—i),

23—\/—(c0s—7r+zsm—7r) \/—(1—£ \/_(1 \/_)
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Zaklady matematiky Posloupnosti

5. POSLOUPNOSTI A RADY

Pravodce studiem

Seznamili jste se uz s pojmem reélné funkce jedné redlné proménné. Nyni tento pojem
rozSitime a sezndmime se s funkcemi, jejichZ defini¢énim oborem jsou jen pfirozena cisla.
UkaZzeme si, jak je uZite¢né se témito specialnimi funkcemi zabyvat. Nové védomosti

pomohou vyreSit mnoho praktickych uloh .
Cile

Objasnit pojem posloupnosti obecné, dale pojem posloupnosti aritmetické a geometricke,

limity posloupnosti a nekone¢né geometricke fady a na piikladech ukazat moznosti vyuZiti.

Predpokladané znalosti

Pojem realné funkce jedné realné proménné, ktery jste si zopakovali v kapitole 2.

5.1. Pojem posloupnosti €isel

Vyklad

M¢jme za Ukol sledovat u nemocného pacienta teplotu. DuleZita je nejen naméiena
hodnota ale i denni doba a potadi, ve kterém byla namétena. Méfeni budeme provadét

v kaZzdou celou hodinu a vysledek naSi péce o pacienta zapiSeme do tabulky.

Potadi méfeni: 1. 2. 3. 4, 5. 6. 7.
denni doba: 7°° 8e° gee 10°° 11°° 12°° 13°°
teplota: 36,6°C 36,5°C 37°C 37°C 37,2°C 37,9°C 38°C

Sledujeme-li v tomto piehledu pouze usporédané dvojice [1;36,6], [2;36,5], [3;37].... atd.,
vidime v nich, Ze ptirozenym ¢islam 1, 2, 3, 4, ... jsou prifazovana realna ¢isla 36,6; 36,5; 37;
37, 37,2; ...atd.

Toto piitazeni je funkci, jejiz argument je vZdy piirozené ¢islo, a je tedy posloupnosti.

O nameienych hodnotach mluvime jako o ¢lenech posloupnosti. Jiny, neZ tabulka ¢i

usporadané dvojice, je pouzivany zapis: a, =36,6; a, =365;a, =37, ...

Funkce, jejimz defini¢nim oborem je mnoZina N vSech ptirozenych ¢isel, se nazyva

posloupnost (nekoneénd ¢iselné posloupnost).

Efm -152-
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Zaklady matematiky Posloupnosti

U funkci tohoto druhu zapisujeme argument jako index hodnoty funkce. Tedy:
f=a,f(2=a,,f(3)=a,,..,f(n)=a,,..
Posloupnost, kterd kazdému n e N pritazuje ¢islo a, € R, se zapisuje nékterym

z nasledujicich zpasobi: a3,8y,8g,...,8p,-er

(),

{an }:zl’
nebo struéné {a,, }.

Priklady posloupnosti:
1. Cisla2,4,86,8,10, 12, ... jsou prvnimi ¢leny posloupnosti sudych kladnych ¢&isel. Tato
posloupnost vznikne tak, Ze kazdému prirozenému ¢islu n piiradime jeho dvojnasobek

2n. Libovolny ¢len a, = 2n. Zapisujeme ji {2n}.

“0 1 . o o o .
2. Cisla 1, > , ..._jsou prvnimi ¢leny posloupnosti prevracenych cisel k prirozenym

N

1

3 1

e le VR 1 s . L

¢islam. Dostaneme ji ptifazovanim prevracené hodnoty — ke kazdému prirozenému ¢islu,
n

tak?e jeji libovolny &len a_ = —.
n

3. Cisla4,7,10,13, 16, ... jsou prvnimi ¢leny posloupnosti, ve které je kazdému

prirozenému Gislu n prifazeno ¢islo 1+ 3n a zapisujeme ji {1+ 3n}.

Resena tloha
Priklad 5.1.1 Jaky je rozdil mezi symboly
a) {a, },
b) {a,, neN},
c) a,.
Redeni:
a) Tento symbol oznacuje posloupnost.
b) Takto oznagujeme mnoZinu viech ¢lent posloupnosti {a,, }.

c) Toto je n-ty ¢len posloupnosti {a, }.

= ol




Zaklady matematiky Posloupnosti

5.1.1. Grafické znazornéni posloupnosti

Vyklad

Posloupnosti znazoriiujeme v pravouhlé soustave soufadnic v roviné. Grafem posloupnosti

je vZdy mnoZzina izolovanych bodua {[n an] e N x R} .Clen a, posloupnosti realnych ¢isel

znézoriiujeme v pravodhlé soustavé soufadnic bodem A, =[n, a, ].

s/
Pan

Resené tlohy

Priklad 5.1.2. Graficky zn&zornéte prvnich pét ¢lent posloupnosti {nz}.

Resent: a, a,=n?
25 fs
20+
T Ay
15F !
T i
0} s
£ I
5+ Ay | :
T L | 1
P o
0 1 2 3 4 5 #

Reseni:

0,8

0,6

[

0,4

[

=
L

02

e
]

) B
T
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Priklad 5.1.4. Graficky znazornéte prvnich pét ¢lent posloupnosti {5}

Reseni:

5.1.2. Neékteré vlastnosti posloupnosti

Vyklad

Posloupnost s redlnymi ¢leny je zvlastnim pripadem realné funkce redlné proménné, proto

muzZeme také u ni zkoumat obdobné vlastnosti, napi. ohrani¢enost a monotonnost.

Posloupnost {a, |”, se nazyva
shora ohraniéena, existuje-li takové ¢islo he R, Ze a, <h,VneN,
zdola ohranié¢ena, existuje-li takové ¢islo d e R, Ze a, >d,VneN,

ohraniéend, je-li ohrani¢ena shora i zdola.

Posloupnost {a, | se nazyva
rostouci< Vvn e N plati, ze a,,, > a,,
klesaji < vn e N plati, ze a,,;, <a,,

neklesajici < vn e N plati, ze a,,, > a,,

n+1

nerostouci < Vn e N plati, ze a,; <a,.

Ma-li posloupnost nékterou ze ¢tyt vysSe uvedenych vlastnosti, nazyva se monoténni, pricemz

posloupnosti rostouci a klesajici se nazyvaji ryze monotonni.
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Posloupnosti

ReSené tlohy

Priklad 5.1.5. Zjistéte, zda posloupnost, ve které pro libovolny ¢len plati a, =

ryze monotonni.

n(n-1) je
n+1

Reseni: Predpokladejme, Ze tato posloupnost je rostouci a je tedy a, < a,,,. Clen

4 - n(n-1)
" n+1

aclen a

n+l —

_(+D(+)-1) (n+Dn

(n+1)+1

a, <a,,; adostaneme nerovnici

plati pro vSechna ptirozena cisla. Po jejim vynasobeni kladnym c¢islem

n+2

n(n-1) < (n+)n

n+1

n+2

dosadime do piedpokladu

, U které potrebujeme zjistit, zda

(n+)(n+2)
n

dostaneme n? +n—2<n?+2n+1. Odtud pak po Gpravé n > -3, coz plati Vne N.

Na&S predpoklad byl spravny a zjistili jsme, Ze posloupnost je rostouci a tedy ryze

monotdnni.

Priklad 5.1.6. Zjistéte, zda je posloupnost {

Redeni: Prvni ¢leny posloupnosti jsou: 1,

Lze usuzovat, Ze je rostouci, coz oveéiime platnosti vztahu a

dosazeni dostavame

2(n+1) . 2n

4

n+2

n+

2n
n+1

6
3!45

8
5 H

} ohranigena.

10 200

FONETYON

n+1

>a,,vVneN.Po

L PO dpravé 2(n” +2n+1) > 2(n* +2n) , tedy

2> 0. Vime nyni, Ze posloupnost roste, a chceme zjistit, zda je ohrani¢ena. Clen

a, =1 této rostouci posloupnosti ma nejmensi hodnotu. Zadani pro n-ty ¢len

upravime takto:z—n =2n:(n+)=2—-——
n+1

2
n+1

Z toho vyplyva, Ze viechny ¢leny posloupnosti jsou mensi nez 2. Zjevné pro vechna

prirozena ¢isla n je 1<a, <2, tedy d <|a,|<h, kde d =1,h = 2. Posloupnost je

tedy ohrani¢ena.

* %y

* *

* *

* *

* ok
-
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Zaklady matematiky Posloupnosti

Poznamka

Na predchozich prikladech vidime, Ze je mozné nekteré posloupnosti urcit vzorcem pro n-ty
clen. Jsou vSak i jiné velmi duleZité posloupnosti, u kterych takovy vzorec udat neumime.
(Napriklad u rostouci posloupnosti viech prvocisel: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, ...) Velmi
casty a duleZity je pripad, kdy je dan prvni ¢len nebo néekolik prvnich ¢lenz posloupnosti a pro

nasledujici ¢leny je dan predpis, jak se ma urcit ¢len a_, na zaklade znalosti predchozich

n+1
cleni ay,a,,..,a,.V takovém piipade rikame, Ze posloupnost {a, } je definovana rekurentné

(latinsky recurrere = bezeti zpet).

Resené ulohy
Priklad 5.1.7. NapiSte prvnich pét ¢lena posloupnosti, které je dana rekurentné:

a =1, a, = 2, Apngg =ap —Qpy -

Priklad 5.1.8. NapiSte prvnich deset ¢lent posloupnosti dané rekurentné:

a; =0, a, =1, Apnp =ap T a;,.

Reseni: 0,1,1,2,3,5,8,13, 21, 34. Tato posloupnost se nazyvéa Fibonacciova.

Kontrolni otazky

1. Tvoii mnozina N vSech ptirozenych cisel usporadanych podle velikosti posloupnost?

n+1 Lo
2. Je posloupnost{;} monoténni?
n

3. MiZe byt grafem posloupnosti ptimka nebo poloptimka?

m -157-
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5.2. Aritmeticka posloupnost

Vyklad

Aritmetické posloupnosti jsou specidlni typy posloupnosti, které maji velky teoreticky i

prakticky vyznam.

Aritmeticka posloupnost je kazda posloupnost uréena rekurentné vztahy:
a=a,a,,=a,+d,vneN,
kde a, d jsou dana reélna cisla.

Cislo d nazyvame diference (diference = rozdil), protoZe se rovna rozdilu a,,, —a,

kterychkoliv dvou sousednich ¢lent posloupnosti, tj. d =a,; —a, .

A\ ¥
Paxy

Uvedeme si nyni jednu vlastnost kazdé aritmetické posloupnosti, ktera je pro ni
charakteristicka. Podle definice je rozdil kazdych dvou jejich sousednich ¢lena konstantni.

Plati tedy : a,,,—a,=4a,—a,
pro kazde n e N,n > 2. Odtud dostadvame rovnici, z niz plyne pro ¢len a, :

_ anfl + an+1

" 2
Tento vztah vyjadiuje, Ze poc¢inaje druhym ¢lenem, je kazdy ¢len aritmetické posloupnosti
aritmetickym pramérem ¢lena sousednich. Obraceng, je-li v posloupnosti kazdy ¢len

a,,n>2 aritmetickym pramérem ¢lent sousednich, jedna se o aritmetickou posloupnost.
Resena uloha
Priklad 5.2.1. Urcete prvnich pét ¢lend aritmetické posloupnosti, je-li dan sedmy ¢len

a, =10 a Sesty ¢len a5 =8.

Reseni:
a;,=a,+d =>10=8+d =d=2
ag=a;+d = 8=a;+2=>a;=6
a=a,+d = 6=a,+2=>a,=4
a,=a;+d = 4=a;+2=a;=2
ay=a,+d = 2=a,+2=a,=0
L=a4+d = 0=a,+2=4a, =-2.

Efm -158-
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Vyklad

Snadno vidime, Ze n-ty ¢len aritmetické posloupnosti Ize vyjadrit pomoci prvniho ¢lenu a

potiebného nasobku diference:

a,=a,+(n-1d.

Pro libovolné dva ¢leny a,, a, aritmetické posloupnosti plati vztah:

ag=a, +(s—r)d.

Resené ulohy

Priklad 5.2.2. V aritmetické posloupnosti je dano a, =18, a, =16, urcete a,,d,ay,.

Redeni: Podle a; =a, +(s-r)d je a,=a,+3d=3d=a,-a, =d :—%.

Podle a, =a, +(n—1)d pak je a,=a,+3d=>a =a,-3d =>a, =20.

Podle a, =a, +(n—-1)d jetake  a,=2a +9d= 20+9(—§) =14.

5.2.1. Soucet prvnich n €lena aritmetické posloupnosti

Vyklad

M¢jme za ukol secist vSechna prirozena ¢isla od jedné do padesati. MiZeme si pocinat tak, Ze
napiSeme sc¢itance vzestupné a sestupné a pak je seéteme :
1+2+3+---+49+50=s

50+49+---+3+2+1=5s
Soudtem téchto rovnic dostavame :

(1+50)+(2+49)+---+(50+1)=2s =50-51=25= s=¥=1275.

Z takto reSené ulohy vidime, Ze Ize odvodit pro soucet s, prvnich n ¢lend aritmetické

posloupnosti {a, } vzorec:

A1/
an

n(al +an)
Sn =T.
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ReSené tlohy

Priklad 5.2.3. Vypoctéte soucet prvnich n piirozenych lichych ¢isel.

Reseni: Licha ptirozena &isla tvoii aritmetickou posloupnost, ve které je a, =1,d =2
Podle a, =a, +(n-1)d je a,=1+(n-1)2=2n-1;

n(a, +a,) n(l+2n-1) 2

proto podle s, = 5

jes,=1+3+5+---+(2n-1) =

Souget prvnich n lichych prirozenych ¢isel ma hodnotu n?.
Priklad 5.2.4. Trubky jsou srovnany v osmi fad&ch nad sebou tak, Ze vrchni ma 13 trubek a

kazda dalsi fada o jednu vice. Kolik je vSech trubek dohromady?

Reseni: Pocty trubek v fadach jsou prvnimi osmi ¢leny aritmetické posloupnosti, ve
které je a, =13,d =lapodle a, =a, +(n—-1)d je ag =13+7-1=20. Mame-li urcit
pocet viech trubek, urc¢ime soucet prvnich osmi ¢lend této posloupnosti.

n(a, +a,) = s _8-(13+20)
2

, : =4.33=132.

Dosadime do vzorce s, =

Trubek je tedy celkem 132.
Priklad 5.2.5. Délky stran pravouhlého trojuhelniku jsou prvnimi tiemi ¢leny aritmetické

posloupnosti.Ur¢ete délky odvésen vite-li, Ze prepona méii 30 cm.

Reseni: Ozna¢me odvésny v trojahelniku a=a,, b=a,, c=a, = 30.
a=a,—-2d=30-2d
a,=a,— d=30-d
Z Pythagorovy véty pro délky stran pravouhlého trojahelniku dostavame
(30—-2d)* +(30-d)? =307
900-120d +4d?* +900-60d +d* =900

5d* -180d +900 =0
d®-36d +180=0

 36++/36°-4-180 36+ 24
2 2

d,, = —d, =30,d,=6

Koten d; =30 pro nas tkol nema smysl.
Druhy koten d, =6=d = a, =30-2-6=18, a, =30-1-6=24.

Strany pravouhlého trojuhelniku méti 18, 24 a 30 cm.
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Priklad 5.2.6. Mezi ¢isla a = 2,6; b = 4,7 vloZte 9 cisel tak, aby s danymi dvéma ¢isly

tvorila prvnich 11 ¢lent aritmetické posloupnosti.

Reseni: V uvazované posloupnosti je zadan jeji prvni a jedenécty clen.

a=a=206
a,=b=47=47=26+10d
d :ﬂ =0,21

10

Prvnich jedenéct ¢lend posloupnosti jsou tedy cisla:
2,6, 281, 3,02; 3,23; 3,44, 3,65; 386; 407; 4.228; 449; 47.

Priklad 5.2.7. Aritmeticka posloupnost ma diferenci d =—-12 a¢len a, =15. Kolik prvnich

¢lent této posloupnosti mé soucet s, = 4567

Redeni: a, =a, —(n-1)d =15—(n-1)(-12) =15+12n-12 = 3+12n.
Pro soucet dostaneme rovnici s nezndmou n e N:

_ n(3+12n+15)

456 /-2

912=18n+12n% /:6
152 =3n+2n°> = 2n®> +3n-152=0

~3+,/9-4.2.(-152) 3435
2-2 4

n, =8, nzz—%eN.

N, =

Hledané n je n, =8.

V dané posloupnosti m& prvnich osm ¢lenu predpokladany soucet.

Priklad 5.2.8. Za dobry prospéch dal otec synovi poc¢atkem skolniho roku prvni kapesné
100 K¢ s tim, Ze mu bude v prabéhu péti mésicu toto kapesné zvysSovat bud’ po mésici
vzdy 0 4 K¢, nebo po pal mésicich vzdy o 1 K¢. Zkuste nejprve odhadnout, kterd nabidka

je pro syna vyhodnéjsi, a pak se o tom vypoctem presvédcte.

Redeni: Odhadli jste, Ze je vyhodngjsi pro syna, kdyZ mu bude otec zvySovat kapesné o
1 K¢ za pul mésice nez 0 4 K¢ za mésic? Piesvédcime se 0 tom porovnanim soucta

dvou aritmetickych posloupnosti.
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Posloupnost pfi mésiénim navySovani md a, =100,d =4,n =5.
5(100+100 + (5-1)d)
2
Pti palmési¢nim navySovani kapesného jde o jinou posloupnost, kterd méa

a, =50,d =1,n=10.

Jeji soucet je s, = =5.108 =540 .

Jeji soucet je s, = 10(50+ 502+ 10-1d) _¢ 109 _545.

Porovnanim ziskanych souctua vidime, Ze je druha varianta pro syna o pét korun

vyhodnéjsi.

Priklad 5.2.9. Urcete aritmetickou posloupnost, u které plati:

Reseni: Ur¢it mame hodnotu prvniho ¢lenu a diference. Pouzitim a, = a, + (n—1)d
dostaneme soustavu dvou linearnich rovnic o dvou neznamych a,,d , kterou

vyieSime dosazovaci metodou.

a,+d+a +2d+a, +4d =64
a,+6d —(a, +d)—(a +2d)=16

3a, +7d =64
-a,+3d =16 = a, =3d -16

3(3d ~16)+7d =64=9d -48+7d =64=16d =112 =>d =7
a,=37-16=21-16=5

Posloupnost je uréena svym prvnim ¢lenem a, =5 adiferenci d =7.

Priklad 5.2.10. Jak je hluboka studna, vime-li, Ze vykop kazdého nasledujiciho metru byl o
500 K¢ drazsi nez vykop metru piedeSlého. Za vykop posledniho metru a tretiho metru od
konce bylo zaplaceno dohromady tolik, kolik by stal vykop celé studny, pokud by kazdy

metr vykopu stél stejné jako vykop prvniho metru. Praimérna cena jednoho metru vykopu
byla 2500 Kc¢.

Reseni: Ceny za vykopy po sobé jdoucich metra studny jsou prvnimi &leny aritmetické

. . e S
posloupnosti, o které ze zadani vime, Zze d =500, —~=2500 a a, , +a, =Nna, .

n
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Hledana hloubka studny je rovna poétu n ¢lend nasi posloupnosti a zjevné je mozné
piedpokladat, Ze n > 3. UzZitim vztahu platnych v aritmetické posloupnosti
ziskdvame ze zadani:
n(a +a,)
a +a

2500=0— 2 _&F& 5 45 5000
n n 2

~ 5000—dn+d

= 2a, +(n-1)d =5000 = &, >

Pro d =500 je a =w: a, = 2750 — 250n

a,,+a,=na =>a +(n-3)d+a, +(n-1)d =2a, +2nd -4d =na, =
na, —2a, = 2nd —4d = a,(n - 2)=1000(n - 2)

Pron>3 je a, =1000.

Dosazenim dostavame: 1000 = 2750 — 250n = 250n =1750 =>n=7.

Studna je hluboka sedm metru.

Kontrolni otazky

1. Je aritmeticka posloupnost rostouci, je-li jeji diference d <0?
2. Jak ur¢ime soucet prvnich n ¢lent aritmetické posloupnosti?

3. Co je to diference aritmetické posloupnosti?

5.3. Geometrick& posloupnost

Vyklad

Aritmetické posloupnosti vystihovaly zménu, kterou bychom mohli charakterizovat jako
rovnomeérnou, nebot’ prirastky od jednoho ¢lenu k nasledujicimu byly konstantni. Nyni

sledujme micek voln¢ spustény z vysky jednoho metru, ktery se po dopadu na vodorovnou
rovinu odrazi vZdy do vySe rovné % vy3ky, ze které dopadl. Cisla 1%;2—17 ... jsou vysky,

kterych mi¢ek po odrazech dosahuje. Tvoii posloupnost, kterou nazyvame geometrickou.
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Geometricka posloupnost je kazda posloupnost urcena rekurentné vztahy
a =a, a,,,=a,0, Vne N, kde a,q jsou dana ¢isla.
Cislo q se nazyva kvocient geometrické posloupnosti. Budeme predpokladat, Ze je

a#0naq=0.V takovém ptipade je kazdé a, = 0 a z rekurentniho vztahu plyne pro

. . .. N a
kvocient (latinsky nazev pro podil), Ze q = —L
a

n

Uved’'me si na ukazku prvnich pét ¢lent geometrické posloupnosti, je-li dan jeji prvni ¢len a

kvocient .
a) a,=1q9=3 1; 3, 9; 27, 81;...
b) a =2,4q=15 2; 3; 4,5; 6,75; 10,125; ...
¢c) a =10,q :% 10; 5; 2,5; 1,25; 0,625; ...
d a=2q=-3 2,—6;18; —54;162; ...
Poznédmka

Je-li kvocient zaporny (q < 0), pak ¢leny geometrické posloupnosti realnych cisel jsou

stridave kladné a zaporné a takova posloupnost neni ani rostouci, ani klesajici; to vidime na
prikladu d).

Je-li kvocient kladny (g > 0), pak ma geometricka posloupnost realnych cisel bud’ vsechny

cleny kladné, nebo viechny cleny zaporné.

Je-li g =1, neni posloupnost ani klesajici ani rostouci, je konstantni.

Posloupnosti s kladnymi cleny, jsou pro q > 1 rostouci a pro 0 < g <1 klesajici.

Vyklad

Také pro geometrické posloupnosti realnych ¢isel je mozné odvodit charakteristickou
vlastnost, kterd plati jen pro posloupnosti geometrické.

Z definice plyne, Ze podil kazdych dvou sousednich ¢lend je konstantni. Znamena to, Ze plati:

a,

a . ox a a
q=—"1 ataké q= . Mazeme tedy porovnat % = " —a . -a, , =a’.
an apg a, an1

Sougin a,,; -a,_, je kladné ¢islo a tedy |a, | =+/a,,; @, -
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Je-li {an} geometricka posloupnost realnych ¢isel, pak absolutni hodnota kazdého jejiho
¢lenu (kromé¢ prvniho) je rovna geometrickému prameéru ¢lend sousednich, tj.
la,| = v, @, _
Obraceng, je-li v posloupnosti realnych ¢isel {an} absolutni hodnota kazdého ¢lenu

(kromé prvniho) geometrickym pramérem ¢lena sousednich, je to posloupnost
geometricka.

Z definice geometrické posloupnosti vime, Ze je uréena prvnim ¢lenem a kvocientem a plati:
a,, =a,q,

tj. a, =a,0,a; =a,q = alqz’ a =a;q= alqs,

Na zékladé toho vidime, Ze pro vypocet n-tého ¢lenu geometrické posloupnosti dané prvnim

¢lenem a, = 0 a kvocientem q = 0 plati vztah:

n-1
a, =a,q"".

Pro libovolné dva ¢leny a,, a, geometrické posloupnosti, v niz je a, # 0,q # 0, plati rovnost

S—r

a, =a,q

5.3.1. Soucet prvnich n €élenti geometrické posloupnosti

Vyklad

Pro soucet prvnich n ¢lent geometrické posloupnosti {an} plati vztahy:

q" -1

snza1q 7 prog=1, nebo s,=na proq=1.

Resené ulohy
Priklad 5.3.1. NapiSte prvnich pét ¢lena geometrické posloupnosti, je-li dano:

a)a, =4, a, =§,

b) a; = 24/3, a, = /3.
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Reseni: a) Nejprve uréime podil dvou sousednich &leni neboli kvocient nasi

geometrické posloupnosti

4
a_3 1,1
a 4 3
Z definice je pak
41 4 s 1\* 4
8 =2,0=22=7 (nebo podle a, =a,q"" je a, =a,q9° :4(§j :5),
41 4 1Y 4
a,=a0=—-=— nebo a,=aq’=4>| =—),
s =0 = o= ( s =80 [3) 57 )
4 1 4 1\* 4
a, =a,0=——=— nebo a.=a,q*=4=| =—).
s A= 57 3 T 8 ( 5 =l (3] 81)

b) Jsou dany dva libovolné ¢leny geometrické posloupnosti. Kvocient ur¢ime podle
a,=a,q°"".

35 =2,0°° =>2V3=430" >’ =2= ¢ =2.

Tato rovnice dava dvé mozné reSeni. Nejprve uréime zbyvajici ¢leny posloupnosti

proq =~/2:

a4=a3q:\/§\/§=\/€’ a2 :%

Nyni druhé tedeni pro q = —/2:

_ _ B _ 6 T3 B
a, =\3(-2)= -6, == ==

Priklad 5.3.2. Urcete pocet prvnich n ¢lena geometrické posloupnosti, znate-li

a, =—27,a, =-3 asoucet s, = —(12«/5 + 39).

Reseni: Uzitim a, = a,q"" dostaneme: —3=-27-q"" = q"* =é =q" =%.
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q" -1
q-1-

Toto vyjadieni spolu se zadanim dosadime do vztahu s, = a,

q
41
—(12\/§+39)=—27% /-(—%)(q—l) pro q#1

430 +13q - 44/3-13=q -9,

1+43  1+43 1
3443 3(3+D) V3

odkud je po Upravé q =

n-1
] a1, o (1
Dosazenim do vztahu q"* =9 ziskame exponencialni rovnici (— ==,

J3 9

1\ 1Y . .
kterou prevedeme na tvar (— =|—=| ,odtud je n—-1=4,tj. n=5.

Priklad 5.3.3. Piedstavme si, Ze dva pratelé zpozorovali dne 1.ledna v 0.00 hodin pristani
vesmirné lodi s mimozemstany. Béhem ¢tvrt hodiny védély o pristani i jejich manzelky.
Béhem dalsi ¢tvrt hodiny sdélil kazdy z nich tuto udalost svému znamému, takze o
udalosti veédelo pal hodiny po pulnoci jiZ 8 lidi Piedpokladejme, Ze by se takto mohla
zprava Sifit po ¢tvrthodinach i na dalSi obyvatele Zemé. Zjistite, kdy by se o pristani

vesmirné lodi dozvedélo lidstvo celého svéta? Zkuste nejprve odhad.

Reseni: Pocty informovanych lidi po étvrthodinéch jsou &leny geometrické posloupnosti
2,4,8,16,32, ..., kde a, =2, q=2.
Musime zjistit, ktery jeji ¢len a, presahne svou hodnotou pocet obyvatel Zemé.
Vime, Ze je tento pocet priblizné Sest miliard a to zapisujeme jako ¢&islo 6-10°.
Chceme, aby a,, > 6-10°
a, =a,q""=2.2""=2"
Resime tedy nerovnici 2" >6-10°, pro n € N.. Po zlogaritmovani obou stran je

nlog2 > log6+9log10
nlog2>1log6+9-1
o5 log6+9 [I096+9:O,7782+9;32}

log2 log2 _ 0,3010

TakZe téhoz dne 1.ledna v 7hodin a 45 minut by o udalosti védélo
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2% =4 294 967 296 obyvatel a za dal3i &tvrt hodiny uZ by pocet piesahl pocet
obyvatel nasi planety, nebot’ dal$i ¢len posloupnosti je 2** = 8 589 934 592 . Odhadli

jste, Ze by k tomu stacilo pfiblizné osm hodin?

Priklad 5.3.4. MozZna jste uz nékdy dostali nebo dostanete dopis, v némz jsou uvedena ¢tyfi
vam zndma i neznama jmeéna s adresami a vyzva ke hte, jejiz pravidla jsou stru¢né
takovato — posli pohlednici hréci, jehoz adresa je z uvedenych ¢tyt adres prvni v poradi.
Pokyny k této hie ¢tyrikrat opi$ s tim rozdilem, Ze prvniho hréce vynechas a napises sebe
na étvrté misto a dopisy posli étyrem novym spoluhracam. Pak se maZze$ té&Sit, Ze v kratké
dob¢ dostane$ 256 pohlednic. Neni to lakavé? Jisté ano, zvIlasté kdyz se v jiné varianté

této hry nabizi misto pohlednic penize! Muzeme ale téch 256 pohlednic skute¢né dostat?

Redeni: Rozeslete-li dopis se svou adresou na &tvrtém miste étyiem znamym, kazdy
Z nich opét ¢tyrem znamym s vasi adresou na tretim misté atd., az se vaSe adresa
objevi na prvnim misté a vSech 256 Uc¢astnikt vam zaSle pohlednici, zdé se, Ze je vse
v poradku. Ale pozor, zatim jsme neuvazovali o tom, kolikéati v poradi jste se do hry
dostali. Predstavte si, Ze jste jednim z hraca, ktery vstoupil do hry napiiklad v osmeém

kole hry. Pocty hraca v jednotlivych kolech vytvaieji geometrickou posloupnost
4,16,64,256,...,4",..., ze které vidime, Ze v osmém kole by se muselo hry zt¢astnit
4% = 65536 hracu, abyste byli jisté Gspésni. Je ale docela mozné, Ze se do hry
dostanete aZ v kole dvanactém. Aby se v tomto piipadé dostala vaSe adresa na prvni
misto, muselo by se uz hry zGgastnit dokonce 42 =16777216 hracd, tedy vic hraca,

nez méa CR obyvatel.
Odpoved’ na nasi otazku tedy zni, Ze nejspise ne.

Kontrolni otazky

1. Jaky je geometricky prameér ¢isel 2a 8 ?
2. Co je to kvocient geometrické posloupnosti?
3. Jak ur¢ime soucet prvnich n ¢leni geometrické posloupnosti?
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5.4. UZiti geometrické posloupnosti

Vyklad

Ul
~

\:ll
/TN

Casto se setkavame s ristem nebo poklesem giselnych udaji, které jsou ¢leny geometrické
posloupnosti, a zména jednotlivych ¢leni je zadana v procentech. Vzrust kazdého ¢lenu o p

procent znamena vzrust ¢lenu ze 100% jeho hodnoty na (100+p)% této hodnoty, takze ¢leny

se stale zvétSuji v poméru 100+p _ 14-FP

100 100

Takovymi (daji jsou naptiklad pocty obyvatel v ur¢itém casovém obdobi, rozpad radia,

vypocet Uroka od banky zuloZenych vkladti a podobné. V nasledujicich piikladech se
podivame na mozna vyuZziti.

Resené ulohy
Priklad 5.4.1. Za kolik let vzroste vklad a K¢ pii stalém rocnim piiriastku o p% na k-

nésobek (k > 0) své paivodni hodnoty?

Reseni: Ozna¢me velikost vkladu po n letech a,. Stav po (n +1) letech pak je

a1 = &, +ﬁ= an(l_"ij-
100 100

Jedna se zde o geometrickou posloupnost s kvocientem q =1+ % a prvnim ¢lenem

a, =aq. Toznamena, ze a, =a,q" " =aq".

Podle zadani plati a, =ka, takze aq" =ka, odkud q" =k.

Logaritmovanim ziskame rovnici nlogq = logk , ze ktere n = _:zgz ,
tj. n= Lkp
log| 1+ ——
g[ 100j
. . - . log k
Dany vklad vzroste na k-nésobek sve pavodni hodnoty za ———— let.
Iog[1+ p)
100

Priklad 5.4.2. Ve mésté dnes Zije 85 600 obyvatel. Jaky pocet obyvatel tam mazeme
ocekavat za 6 let, predpokladame-li kazdoro¢ni prirastek 1,7% ?
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Reseni: Po roce se zvétsi pocet obyvatel na 101,7% stavu, ktery byl pocatkem roku.
Pocty obyvatel po uplynuti jednotlivych rokut tvoii geometrickou posloupnost

s kvocientem q = 1047 _ 1,017.
100

Oznacme si tedy pocatecni stav a, = 85600 . Pocet po prvnim roce bude a, =a,q a
nas zajima ¢len a, = a,q° =85600-1,017° = 94710.

Za Sest let miZzeme ve mésté ocekavat asi 94 710 obyvatel.

5.5. Limita posloupnosti

Vyklad

Tento novy pojem budeme potiebovat v dalSich Gvahach a ptitom se zamérime jen na nékolik
malo uZiti. Napiiklad pro odpovéd’ na otdzku, zda muze existovat kone¢ny soucet nekone¢né
mnoha ¢isel. Po vysvétleni tohoto nového pojmu si ukdzeme, Ze takovy soucet existovat
maZze, byt secist nekone¢né mnoho ¢isel nelze. Mozna jste sly3eli o feckém filozofovi
Zenonovi z Eleje (asi 490 — 430 pi.n.l.), ktery potrapil starovéké matematiky Skodolibym
tvrzenim, Ze rychlonohy Achilles nemutze nikdy dohonit Zelvu, méa-li Zelva ur¢ity naskok. Je
to nesmysl, ale ukazat to neni jednoduché. Limita posloupnosti nam k odpoveédi pomiZze.

Slovo limita je latinského pavodu a znamena mez nebo hranici.

e C(n+1)" y ]
VSimnéme si posloupnosti {—} .Jejicleny 2,—,—,—,—,—, ... klesaji s rostoucim n,
n=1
nikdy v3ak nebudou mensi nez 1, nebot’ a, = 1+1. Cleny této posloupnosti se zjevné blizi,
n

neboli konverguiji, k jedné. Cislo 1 je limitou této posloupnosti. To znamena, Ze od uréité

hodnoty n plati < ¢ , kde ¢ je libovolné zvolené kladné ¢islo.

pn+d
n

Rekneme, Ze posloupnost {an }‘:zl ma limitu a € R, jestlize ke kazdemu ¢ > 0 existuje

takové &islo n, € N, Ze je [a—a,| < & pro viechna n>ny,n e N. Pideme lima, =a.

n—o0
Posloupnost ma nejvyse jednu limitu.
Ma-1i posloupnost kone¢nou limitu, fikame, Ze je konvergentni (sbihava).

V opa¢ném piipadé mluvime o divergentni (rozbihave) posloupnosti.
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Posloupnosti

t+E

- &

T

1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 n

Na obrézku je vidét, Ze pro vSechna n > 3 patii obrazy ¢lena posloupnosti {an }jf:lv soustave

soufadnic v roving do vnittku pasu s ,,hranicemi“ a—¢, a+¢.

Resena Gloha

Priklad 5.5.1. Zjistéte, zda je posloupnost {Bn
+

3n—-7

Redeni: Dana posloupnost méa n-ty ¢len a, = Sl ; (1)
3n+7
po pravé a, _sner-dd g 1 1-a, = 14 (2)
3n+7 3n+7 3n+7

Sledujme nyni posloupnost {

zjistit jeji limitu. Snadno vidime, Ze je |

3n+7

14 (3)

14 |
13n+7| 3n+7’

nebot’ Vne Nje 3n+ 7 > 0. Proto miZzeme predpokladat, Ze

14
< 4
e R
a odtud po Gpravé 14 <3ns+7s = n> 143_ e _ ny. (5)
&

7} konvergentni nebo divergentni.

} a snazme se podle definice limity posloupnosti

Obréaceng, je-li n>n,, tj. plati-li (5), plati i (4). Ke kazdému & > 0 existuje tedy

takové &islo n, , Ze plati (4) pro véechna n>n, .

k%
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Posloupnosti

Ze vztahi (2), (3), (4) plyne, Ze lima, =1.
n

Protoze ke kazdému & >0 existuje n, takové, Ze [l-a | <&, Vn>ny.
Podle (1) maZeme tedy psét  lim

Dana posloupnost je konvergentni, konverguje k a =1.

Kontrolni otazky

—>0

3n-7
n—wo 3N+ 7

=1.

1. Ma kazda posloupnost svou limitu?

2. Je konstantni posloupnost konvergentni?

5.6. Nekoneéna geometricka rada

Vyklad

Vlozime-li mezi kazdé dva &leny posloupnosti {a, }, znaménko +, dostaneme schéma

o0
které zapisujeme znakem Zan (¢teme suma a,0d n =1 do nekonecna).

n=1

a +a,+a;+..+a, +...,

0
Zan nazyvame nekonecna fada. Cisla a,,a,,a,,... nazyvame ¢leny této rady.

n=1

Omezime se jen na nekonec¢né geometrické fady a ukazeme si, jak v nékterych pripadech

dospéjeme k pojmu soucet nekoneéné iady.

Vytvoiime posloupnost:

S, =a,+a,+a, +...+a

n?

kterou nazveme posloupnosti ¢asteénych souctia dané nekone¢né fady. Pro tuto posloupnost

pak mohou nastat pouze tyto dva piipady: - ma limitu s;

k%

- nema limitu.
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V prvnim pripadé fikdme, Ze dana nekone¢na rada je konvergentni, a ¢islo s nazyvame jejim

sou¢tem. V druhém pripadé¢ rikame, Ze nekoneéna fada je divergentni, tj. nema soucet.

o0
Je-li nekone¢na tada konvergentni se souétem s, pak symbolem Zan oznacujeme zapis
n=1

nejen této fady, ale takeé jeji soucet. PiSeme s = Zan .
n=1

0
Lze dokazat, Ze nekone¢na geometricka fada Zal -q" je konvergentni jenom v tom piipadg,
n=1

kdy?Z je |o| <1; jeji soucet potom je s = 1&.
—(

Pro |g|>1 je tada divergentni.

Resené ulohy

Priklad 5.6.1. Urcete soucet nekoneéné geometrické rady Z i
n=1

Reseni: Radu si nejprve vyjadiime pomoci nékolika prvnich &lend:

= 1 1 1 1
Y=l —+
iy 4" 16 64

Jeziejmé, ze a, =laq= Qq| < 1). Rada je konvergentni a pro jeji soucet plati:

N

4
S = =_,
3

Priklad 5.6.2. Najdéte feSeni dané rovnice: +
x+10 X X° X

Reseni: Na pravé strang je v rovnici nekone¢na geometrické fada s prvnim ¢lenem

a, =1 akvocientem q = _3 , kterou je nutno secist. To lze v ptipad¢, Ze je spInéno:
X

< 1. Tato nerovnice je spInéna pro véechna x e (—o0;—3) U (3;0).

Efm -173-
4

lq] <1, tedy ‘— 3
X

A1/
an




Zaklady matematiky Posloupnosti

Pro tato x fada konverguje a je tedy podle s = 1a1 :
—q

= 3\ aq 1 1 X 8 X
e e 3) .. 3 x+3 x+10 x+3
o\ X —q 1_(_) 1.3 X+3 7 x+10 x+

X X

Regeni takto upravené rovnice hledame na mnozing

M = (~ o0, —=10)U(-10, - 3)U (3, ).

8 X
10" %13 I-(x+10)-(x+3)

8x + 24 = x% +10x

-2+ . 2+
X2 +2X-24=0= %, = 2+ ‘;4 24 _ 2510

X =—6, X, =4.

Oba koteny lezi v mnoziné M a jsou tedy hledanym feSenim dané rovnice.

Piiklad 5.6.3. Urcete dané racionalni periodickeé &islo a = 0,2348 ve tvaru zlomku, jeho?

Citatel i jmenovatel jsou cela ¢isla.

Redeni: Dané &islo (neryze periodické) je
a =0,23484848...= 0,23 +48-10" +48-107° +48-10° +....
Za cislem 0,23 vidime konvergentni nekone¢nou geometrickou fadu o prvnim ¢lenu
a, =48-10™* akvocientu q =107. Je tedy a = 0,23+ s, kde s je soucet té ady.

a, 48-10" 48 48

1-q 1-102 10*-10®> 9900

23 N 48  23-99+48 2325
100 9900 9900 9900

Proto je a=

Poznamka

Vzpominate si na tvrzeni filozofa Zenona, Ze Achilles nikdy nedohoni pomalou Zelvu?

Priblizme si vysvetleni tohoto paradoxu na jednodusSim tvrzeni Zenona, Ze Zadny bezec

nemuize probehnout Usek z mista A do mista B. Zenonova Uvaha byla dlouho matematicky
nevyvratitelna. Posudte sami. Ma-li bézec probehnout vzdalenost AB=1, musi probehnout
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nejdrive polovinu této vzdalenosti, potom polovinu zbyvajici vzdalenosti, potom opét polovinu

zbyvajici vzdalenosti atd. Musi tedy probehnout vzdalenost, ktera se rovné souctu

nekonechého poctu Usekiz o délkach % - % - % + % +---. A ted poloZil Zenon otézku.

Jak je moZné, Ze miize béZec piekonat nekoneény pocet Usekii za koneény ¢as?
Vysveétleni jiste uz sami vidite. Je to mozné, protoZe Useky tvori nekonecnou geometrickou

radu s kvocientem q = > tedy konvergentni nekonecnou 7adu , ktera ma konecny soucet

1
a 2

S =1. A tak je dokazano, Ze tuto vzdalenost muize bezec probehnout

2
v konechém case. Podobne bychom dokézali, Ze Achilles dohoni Zelvu.

NI RN P

Ulohy k samostatnému feseni

1. Urcete aritmetickou posloupnost, u které plati a, +a, +a, =71,a, —a, —a, = 2.

2. Sectéte prvnich dvacet ¢lent aritmetické posloupnosti, ve které je: a, =—-2,a,, =0.

3. V aritmetické posloupnosti uréené ¢lenem a, = 7 adiferenci d = -2 je soucet prvnich n
¢lent s, = —20. Urcete ¢islo n.

4. Prvni ¢len geometrické posloupnosti je zaporny. Ktera podminka musi byt spInéna, aby
posloupnost byla: a) rostouci, b) klesajici.

5. Urcete kvocient geometrické posloupnosti, je-li;a, = -3,a, = —192.

6. Urcete a,, n a q geometrické posloupnosti, u niz plati:
a, —a; =48, a; +a;, =48, s, =1023.

7. Teploty Zemé pribyva do hloubky pfiblizn¢ 0 1°C na 30 metra. Jaka je teplota na dné
dolu 1015 metra hlubokého, je-li v hloubce 25 metra teplota 9°C?

. .. b5
8. Reste rovmcug =Xx+3x2+x*+3x* +---.

9. Mezi koteny kvadratické rovnice x* — 26x + 25 = 0 vloZte ¢isla tak, aby spolu s koieny
tvorila aritmetickou posloupnost se souc¢tem 117 . Urcete tato ¢isla a diferenci.
a, —a, =15,

10.Urcete s,v geometricke posloupnosti, kde plati:
a, —a, =60.

= ol

%
FALN




Zaklady matematiky Posloupnosti

Vysledky tloh k samostatnému rfeSeni
1. a,=5d=7;2 5,=10;3. n=10; 4. a) qe(01) ; b) ge(Lo); 5. q=4;
6. a,=1q=2n=10: 7. 42°C ; 8. %;_; £ 9. 471013161922 d =3 :

10. a, =5,q =4,s, = 425.

Klié k FeSeni tloh

1. Uzitimvztaht a, =a, + (n—-1)d a a, =a, +(s—r)d ziskate soustavu dvou rovnic o

oy a,+a +3d+a, +5d =71 ... 33 +8d="71
dvou nezndmych , upravime ji
a+4d—-(a, +d)—-(a,+2d)=2 —3a,+3d =6
adostaneme feeni @, =5ad =7.
n(a, +a,)

2. Uzijeme postupné vztahy a, =a, +(n-1)d, a, =a, +(s—-r)d as, = 5

a, +7d=-2 /(-1
a,+9d =0

Dostaneme soustavu apo vyieSenid =1, a, = -9,

a, =a,+19d =-9+19=10

3 20-(a, +a,)

Sy ; =10- (-9 +10) =10.

3. Uzitimvztahti a, =a, +(n—-1d a s, = ziskate kvadratickou rovnici o

n(al + an)
2

neznameé n.

n-(7+a,)

Ze vztahu — 20 = ;n e N dosazenim a Upravou dostaneme n®> —8n—20 =0,

koteny jsou n, =10,n, = -2. Ale — 2 neni pfirozené &islo, feSeni je tedy jediné n =10.

4. Posloupnosti rostouci stejné jako posloupnosti klesajici jsou monoténni. K tomu je treba,
aby jejich ¢leny nemély znaménka stridave kladna a zaporna, coz by nastalo pti nasobeni
zapornym ¢islem. Budeme tedy v obou piipadech poZadovat, aby kvocient bylo ¢islo
Kladné.

Vyjdéme z podminky pro rostouci posloupnost, ta je a,,, > a,.Kdyz zde oba ¢leny
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nahradime podle vztahu a, = a,q"" dostaneme k vyieseni
nerovnice: a, -q" > a,q"" Aa, <0, které postupné upravujeme:

a,q"-a,q"" >0

a,(q" —q”‘1)>0/-ai/\al <0

1

n

q"-q"* <0,

q""(q-1)<0.

Tojesplnénopro "' <0Aq-1>0 nebopro g"*>0Aq-1<0.

Z téchto podminek je <0 A q>1 nebo qgq>0Aq<l.

Na zavér dostavame q e & nebo  qe(0,1).

Geometrické posloupnost se zdpornym prvnim ¢lenem je tedy rostouci, je-li jeji kvocient
¢islo z otevieneho intervalu (0, 1).

Nyni vyjdeme z podminky a, ., <a,.V predchozim postupu zménime znaménko

n+1

nerovnosti, geometricka posloupnost se zapornym prvnim ¢lenem je klesajici, ma-li jeji
kvocient hodnotu vétsi neZ jedna, tzn. feSenim bude interval q e (1, ).

s—r

5. Pouzijeme vztahy a, =a,q"" a a, =a,q

6. PouzZijemevztahy a, =a,q"", a,=a,q" " as, =g

n

7. Pouzijeme platné vztahy aritmetické posloupnosti.

8. Na pravé stran¢ zadané rovnice jsou dvé nekone¢né geometrickeé fady, u kterych je tieba

a .

podle s = . L urgit soucty.

9. Koteny rovnice oznacit jako prvni a n-ty ¢len aritmetické posloupnosti a uzit vztah
n(al + an)

10. Nejprve urgit prvni ¢len a kvocient uZitim vztaht a, =a,q"*", a, =a,q°" a pak pouzit

q"-1

q-1-

vztah s, =a;
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Kontrolni test

1.V aritmetické posloupnosti znate a,, = 25,a,, = —15. Urcete ¢len a,,.
a)l, b) -135, )0, d) -25.
2. Mezi koteny kvadratické rovnice x* + x —12 = 0 vloZte 6 ¢isel tak, aby spolu s kofeny

tvorila ¢leny aritmetické posloupnosti. Jaky je soucet vloZenych ¢isel?

a)soucet s=6, Db)soucet s=0, c)soucet s=4, d)soucet s=-3.

3. Obvod pravouhlého trojahelniku meéii 24 cm. Velikosti jeho stran tvoii téi po sobé jdouci
¢leny aritmetické posloupnosti. Urcete délku piepony.
a) 12, b) 10, c) 8, d) 6.

4. Aritmeticka posloupnost ma diferenci d =4 a sedmy ¢len a, = 27. Vypocitejte kolik
¢lent této posloupnosti ma soucet s, = 2107

a) -8, b) 8, c)7, d) 10.

5. Vypoctéte osmy ¢len aritmeticke posloupnosti, ve které plati a, —a, = 20,
ag+a,+a;, =57.

a) ag =31, b) a, =30, C) a; =28, d) a, =37.

6. Kolik ¢isel je tieba vlozit mezi ¢isla 5 a 640 tak, aby soucet vloZzenych ¢isel byl 630 a aby
vlozZen4 ¢isla tvorila s danymi ¢isly po sobé jdouci ¢leny geometrické posloupnosti?
a) 10, b) 6, c) 8, d) 9.

7. Kvadr, jehoz velikosti hran tvoii geometrickou posloupnost, ma povrch S = 78m?.
Soucet délek hran prochazejicich jednim jeho vrcholem je 13m. Vypoététe hodnotu

objemu takového kvadru v cm?.
a) 27, b) 24, c) 30, d) 21.

8. Soucet ¢tyt po sobé jdoucich ¢lenti geometrické posloupnosti je 80. Urcete jeji kvocient a

prvni ¢len, vite-li, Ze druhy ¢len je devétkrat mensi nez ctvrty clen.

a)lg/=2,a=5,b)q=52a=1,¢c)g=5a=7,d) =3, a=2va =—4.
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9. Urcete soucet s, geometrické posloupnosti, ve které je a, —a, =18 a a, —a, =882.

a) 200, b) 123, ¢) 410, d) 171.

10. Urcete prvni ¢len a soucet s, geometricke posloupnosti, ve které je a, =1280 a a, = 20.
a) a, =4,s, =58, b) a, =5,s; =105,
c) a, =-1,s, =100, d) a, =6,s, =110.

Vysledky testu

1.b); 2.d); 3.b); 4.d); 5.a); 6.b); 7.a); 8.d); 9.d); 10.b).

Shrnuti lekce

Smyslem této kapitoly bylo piedevsim docilit pochopeni pojmu posloupnosti tak, jak je
Vv matematice pouzivan. Na ptikladech posloupnosti aritmetickych a geometrickych pak po
nutném procviceni ukazat i mozna pouZiti pii feSeni praktickych uloh. Pojem limity
posloupnosti je zde uveden jen stru¢né bez uvedeni vSech jejich vlastnosti, ale dostate¢né
jasn¢, abychom mohli pochopit i pojem nekone¢né geometrickeé fady.

Dodejme, abyste se m¢li na co tésit, Ze matematika pracuje i s jinymi fadami, naptiklad
mocninnymi, harmonickymi, alternujicimi nebo Fourierovymi, které jsou soucasti

matematické analyzy a lze s jejich pomoci fesit fadu zajimavych tloh.
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Kombinatorika

-

6. KOMBINATORIKA

Privodce studiem

V vodu 6.1. pfipomeneme vyznam termini pouzivanych v celé kapitole a pocitani

s faktorialy a kombinac¢nimi Cisly. Nasledujici cast 6.2. — 6.4. seznamuje se zakladnimi

zpusoby vybéru ze zékladni mnoziny. Teorie je ptiblizena na piikladech zadanych na zavér

této kapitoly véetné ndpoveédy a vysledkt feSeni.

Cile

Po zvladnuti kapitoly budete pfipraveni na feSeni uloh z pravdépodobnosti a na studium

statistiky.

Predpokladané znalosti

Kapitola pozaduje jen standardné rozvinuté logické mysleni a respektovani skutecnosti,

ze vybéry skupin ze zdkladni mnozZiny se musi fidit ur¢itymi pravidly.

6.1. Zakladni pojmy
Vyklad
Zakladni mnozina M

skupina

skupina k-té tiidy

uspoiadana skupina

skupiny bez opakovani

skupiny s opakovanim

i

-je kazda konecnd mnozina o n riznych prvcich, zniz budeme
vybirat prvky do skupin,

-je tvofena prvky, vybranymi ze zikladni mnoziny M, v niz
nezélezi na poradi prvki: zapisy (a,b) a (b,a) zastupuji tutéz
skupinu,

-je skupina, ktera ma k prvkd,

-je skupina, v niZ zalezi na pofadi prvki: (a, b) a (b, a) jsou dvé
rizné skupiny

-jsou skupiny, v nichz kazdy prvek z dané zdkladni mnoziny M o n
riznych prvcich je vybran jen jednou ( a pak je z dal§iho vybéru
vyfazen),

-jsou skupiny, v nichz je mozné kazdy prvek z mnoziny M vybrat
vicekrat ( jako bychom ho po vybéru vratili zpét do mnoziny M ),

-181-
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6.1.1. Pocitani s faktoridly a kombinacénimi Cisly

Vyklad

Zapis n! ¢teme n-faktoridl nebo také faktorial ¢isla n, oznacuje soucin vSech ptirozenych Cisel

mensich nebo rovnych n.
Vypocet faktorialu: n!=n(n-1)(n—-2)(n-3)---3-2-1,

nl=n(n-1)n-2)---(n=k)!,

Resena tloha
Piiklad 6.1.1. Vypoctste 6!

ReSeni: 6!=6-5-4-3-2-1=720.

Vypocet faktoridlu je mozno na vhodném miste ,,zastavit*.

61=6-51=6-5-4=6-5-4-31="-.

Vyklad

5

n
Kombinaéni ¢islo (kJ ¢teme ,, N nad K <,

§

Vypocet kombinacniho cisla:

n!
~(n=k)k!

n n(n—l)(n—2)---(n—k+1)(n—k)!: n(n—1)(n-2)

, kde n, k jsou pfirozena ¢isla nebo nula a plati 0 <k <n.

- (n—k+1)

k)™ (n—k)k! (n—k)!k!

k!
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17 - 17
_v Resené ulohy *

10
Priklad 6.1.2. Vypoctéte [3 ]

=120.

. (10) 10! 10-9-8-7' 10-9-8
ReSeni: = =

3) 1033 73 3.2-1

Kombinacni ¢islo jednoduse vypocteme, jestlize v Citateli rozepisujeme faktorial ¢isla n, ale
napiSeme jen tolik ¢initelt, kolik udava k. Ve jmenovateli rozepiseme jen k!.

19) (19
Priklad 6.1.3. Vypoctcte 5 Il 161"

« 19 . 19 19 .18.
ResSeni: = w =171, = :M: 969.
2 2-1 16 3 3.2-1

X+1 X 5
Priklad 6.1.4. Které pfirozené Cislo X vyhovuje rovnici ( 2 ]+( j =4 ( j?

™ W 4 . W rowrs n . . v w7 v
Reseni: Kombina¢ni ¢islo (kj existuje pro 0 <k <n, v nasem piipad¢ je

X+1>2,takze x>1, A X > 2 , proto rovnice je fesitelna prox > 2.
Nyni vypocteme kombinacni Cisla a feSime néasledovné:
(X+1)x N X(x-1)
2-1 2-1

=4.1 |.2

X +X+x2-x=8
2x* =8 =x*=4 = X=12

Podmince vyhovuje jen X = 2.

(n+3)!+(n+1)!_2(n+2)!'

Priklad 6.1.5. Upravte vyraz
(n+D)! (n-1)! n!

(n+3)(n+2)(+D! (+DHn(=D! , (n+2)(n+DHn! _
(n+1)! (n—1)! n! N

ReSeni:

=(+3)(N+2)+(N+Dn=2+2)(n+1)=n? +5n+6+n% +n—2(n% +3n+2) = 2.
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6.2. Variace

Vyklad

Variaci bez opakovani k-t¢ tfidy z n prvki nazyvame kazdou uspofadanou k-prvkovou

podmnozinu n prvkoveé zakladni mnoziny M.

Pocet variaci bez opakovani : Vi(n) = 0<k<n,(k,neN)

(n —k)'

Resené ulohy
Priklad 6.2.1. Zapiste variace bez opakovani 2.tfidy a urcete jejich pocet, je-li zakladni

mnozina M = {1,2,3}.

Refeni: V,(3): (1,2),(13),(23),(21),(3.1),(32),

3241 _
(3- 2)! 1

2()_

Priklad 6.2.2. Jsou dany cifry 1, 2, 3, 4, 5. Kolik trojcifernych Cisel 1ze z nich sestavit,

jestlize se cifry neopakuji ?

Reeni: ur&i n (pocet prvki zékladni mnoziny) n=>5

ur¢i kK (pocet prvku, které vybirame) k=3

rozhodni, zda zélezi na potadi prvkl zalezi na potradi

rozhodni, mohou-li se prvky opakovat Cisla se nemohou opakovat

urci typ vybéru: variace k-té tfidy z n prvka V,(n) = = k)'

! 4.3.21
V,(5) = 5'25432'25-4-3=6O.
(5- 3)' 2! 2!

Vyklad

%

Variaci s opakovanim k-té tfidy z n prvkl nazyvame kazdou k prvkovou uspoiadanou
skupinu prvki, vybranych z n prvkové zakladni mnoziny M, v niz se kazdy prvek muize

opakovat az K krat.

Pocet variaci s opakovanim : V/(n)=n*,  kmibZe byt vétsi nez n, (k,ne N).
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Resené ulohy

Priklad 6.2.3. ZapiSte variace s opakovanim 2.tfidy a urcete jejich pocet, je-li zakladni

mnozina M = {1,2,3}.

ReSeni: V,(3): (1,1),

V/(3)=3>=9.

(1,2), (1,3), (2,1), (2,2), (2,3), (3,1), 3,2), (3.3),

Priklad 6.2.4. Jsou dany cifry 1, 2, 3, 4, 5. Kolik trojcifernych cCisel 1ze z nich sestavit,

jestlize se cifry opakuji ?

ReSeni: uréi n (pocet prvkii zdkladni mnoziny) n=>5
ur¢i k (pocet prvki, které vybirame) k=3
rozhodni, zda zalezi na potadi prvkt zalezi na poradi
rozhodni, mohou-li se prvky opakovat ¢isla se mohou opakovat

uréi typ vybéru: variace k-té t¥idy z n prvki s opakovanim V. (n) = n*

6.3. Permutace

Vyklad

V/(5) =5 =125.

Permutaci bez opakovani z n prvki nazyvame kazdé uspotradani n prvkové zakladni

mnoZiny M.

Pocet permutaci bez opakovani :

P(n) =n!.

Resené ulohy

Priklad 6.3.1. Zapiste permutace bez opakovani a urcete jejich pocet, je-li zdkladni mnozina

M ={1,2,3}.

ReSeni:  P(3):  (1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1), (3,1,2), (3.2,1)

P(3)=31=3-2:1=6.

i
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Priklad 6.3.2. Kolik pfesmycek lze vytvotit pouzitim vSech pismen slova fyzika?

ReSeni: M = {f , y,z,i,k,a}

ur¢i N (pocet prvka zdkladni mnoziny) n==6

ur¢i kK (pocet prvku, které vybirame) k=6

rozhodni, zda zalezi na potadi prvkl zélezi na poradi
rozhodni, mohou-li se prvky opakovat pismena se neopakuji
urci typ vybéru: permutace z n prvki P(n)=n!

P(6)=6!=6-5-4-3-2-1=720.

E:H Vyklad %——“

Permutaci k prvkt s opakovanim nazyvame kazdé usporadani, v némz je vSech n prvki

zékladni mnoziny M a prvek a, se opakuje pravé k; krat (i=1,2,...n).

Plati n<k =k, +k, +---+Kk, .

k!
k bk, beok

17 17
‘v Resené ulohy *

Priklad 6.3.3. Zapiste permutace s opakovanim a urcete jejich pocet, je-1i zdkladni mnozina

M = {1, 2, 3} a prvni prvek se opakuje jednou, druhy se opakuje jednou a tieti dvakrat.

l\iegeni: Pl,l,z (4) : (1929353)9 (1537253)5 (1739352)3 (2517353)7 (23371>3)7 (2539351)9 (3513372)7

(3,3,]‘,2), (351’2’3)’ (3,2)331)7 (3’352,1)’ (3,2)1’3) 2

4 4321

= =12
2t 1-1-2-1

Pl:l,z (4) =

Priklad 6.3.4. Kolik pfesmycek Ize vytvofit pouZitim vSech pismen slova matematika?

ReSeni: M ={m,a,t,e,ik},

urci n (pocet prvka zékladni mnoziny), n=6
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ur¢i k (pocet prvku, které vybirame), k, =2 (pismeno m se opakuje 2x),
k, =3 (pismeno a se opakuje 3x), k, =2 (pismeno t se opakuje 2x),
k, =1 (pismeno e se opakuje 1x), k; =1 (pismeno i se opakuje 1x),
k, =1 (pismeno K se opakuje 1x), k=2+3+2+1+1+1=10,

rozhodni, zda zalezi na potadi prvkl zélezi na poradi,

rozhodni, mohou-li se prvky opakovat pismena se opakuji,

urci typ vyberu: permutace 10 prvkii s opakovanim
k! P’
k 1k otk Lk k™ 2

Pk'l Ks K3,k Ks K (k) =

6.4. Kombinace

Vyklad

!
a0y=— % 151200,
23124 11411

Kombinaci bez opakovani k-té tfidy z n prvkt nazyvame kazdou k prvkovou podmnozinu

zékladni mnoziny M, v niz nezélezi na potadi prvkda.

n
Pocet kombinaci bez opakovani: C,(n) = (kj’

0<k<n,(k,neN).

Resené ulohy

Priklad 6.4.1. Zapiste kombinace 2. tfidy bez opakovanim a urcete jejich pocet, je-li

zakladni mnozina M = {1,2,3}.

Reseni: C,(3): (1,2),(1,3),(2,3),

3 .
02(3)=(2J=327=3.

Priklad 6.4.2. Kolik riznych tfitobnovych akordl je mozné zahrat ze sedmi tonti ?

ReSeni: uréi n (podet prvka zdkladni mnozZiny)
ur¢i kK (pocet prvkd, které vybirame)
rozhodni, zda zalezi na potadi prvkl

rozhodni, mohou-li se prvky opakovat

Efm -187-
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n
ur¢i typ vybéru: kombinace k-té tiidy znprvkdt C, (n) = [kj

=35.

C3(7):(7]:7‘6.5

3 3-2-1

Vyklad

Kombinaci s opakovanim k-t¢ tfidy z n prvkia nazyvame kazdou K prvkovou skupinu prvka
vybranych z n prvka zakladni mnoziny M, v niz se kazdy prvek mtze opakovat az K krat a

v niz nezélezi na potadi prvkda.

n+k-1
Pocet kombinaci s opakovanim: C/ (n) = ( " J , k mize byt vétsinez, kK, ne N.

Resené ulohy
Priklad 6.4.3. Zapiste kombinace 2. tfidy s opakovanim a urcete jejich pocet, je-li zakladni

mnozina M = {1,2,3}.

Reseni: C.(3): (1,1), (1,2), (1,3), (2,2), (2,3), (3.3),

SRR

Priklad 6.4.4. Ve stanku maji 3 druhy bonbonii, kazdy druh v saccich po 10 dkg. Kolika

riznymi zpisoby miiZze zdkaznik koupit pil kila bonboént?

Reeni: ur&i n (pocet prvki zékladni mnoziny) n=3
ur¢i kK (pocet prvkd, které vybirame) k=5
rozhodni, zda zalezi na potadi prvkl nezalezi na poradi
rozhodni, mohou-li se prvky opakovat druhy se mohou opakovat

urci typ vybéru: kombinace k-té tfidy z n prvku s opakovanim

. n+k-1
Ck(n):( k j
v (351 (T (7)Y 76
=[5
5%
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6.5. Binomicka véta

Vyklad

. n T
Kombinacéni ¢islo (kj byva oznacovano terminem binomicky koeficient, je-li uzivano ve

vztahu pro n-tou mocninu dvojclenu (binomu).

Jsou-li a,b libovolna ¢isla a n Cislo ptirozené, plati:

(a+b)" =(nja”b° +(nja”1b1 +---+( " jalb”1 J{nJaob”.
0 1 n-1 n

Resené ulohy
Priklad 6.5.1. Rozved'te pomoci binomické véty a zjednoduste (1+\/§)4.
ReSeni:
4 4 4 0 4 3 1 4 2 2 4 1 3 4 0 4
(1++2)" = 01(\/5) + 11(\/§)+ 21(\/5) + 31(\/5) + 41(\/§)=

1114412461244 1: 242 +1-1-4= 1+ 42 +12+8/2 + 4= 17 +124/2..

6
. 3 .
Priklad 6.5.2. Ktery ¢len rozvoje vyrazu (2X2 ——j , X # 0, neobsahuje x?
X

ReSeni: Oznatme si k-ty &len jako Ay , pak

k-1
6 2 p-(k=1) (-3 6 7ok L2(7-k) k=1 —(k—1)
— . 2 o — — .2 . . —3 . =
A (k—lj ) ( j (k—lj " ()7

X

:(k 6 J QT (L3 x5

x93k _12x0 5153k =0=k = 5.

Paty ¢len rozvoje neobsahuje X.
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10.

11

12

Ulohy k samostatnému feseni

Vypoctéte kombinacéni Cisla

o) e o 6 ()

Kter¢ ptirozené ¢islo vyhovuje rovnici :

) X—1 X 1(X e dmink 0
a — = — , jJaka j€ poaminka pro XxX:
) 0 22] Jep p

b) 4\ x+1 5x+1+34 0. ik i dimink 0
— = U, jaKa j€ podminka pro X
3Ax-1 3 X 2)\2 ! ep P

Ve ttid¢ je 25 zaka, z nichz 4 maji byt vyzkouseni. Kolik raznych ¢tvefic mize byt
vyzkouSeno?

Jisty muz ma 5 kabatt, 4 vesty a 6 kalhot. Kolika riznymi zpiisoby se miize obléct?

V lavici mohou sed¢t Ctyti Zaci. Kolikerym zplsobem je mozno lavici obsadit, mame-li
pét zaka a zalezi na potadi mist?

Kolik raznych hodt 1ze provést tfemi kostkami?

AranZér mé ve vyloze umistit vedle sebe 4 stejné svetry z nichz 2 jsou bilé, 1 cerveny a 1

zeleny. Kolika zplisoby to miize ucinit?

Kolik raznych Sesticifernych ¢isel mtizeme napsat z ¢islic 1,2,3,4,5,6 ma-li se kazda

vyskytnout v ¢isle jen jednou?

Uzitim binomické véty vypoctéte

6
a) (— - —j , b) (1,01)7 s presnosti na tfi desetinna mista.

7 15 X

Vypoctéte: a) (J, b) (IZJ’ c) {3]
n n

c) 4 + 5|

. Kterym kombina¢nim ¢islem je mozno vyjadfit soucty:

()3}

Zjednoduste :

(3]
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(n+D)! (n=2)! 0 (n+h! nl

a) ; : .
(n=1)! (n=1)! n! (n-1)!

b)
13. Z kolika prvki je mozné utvofit 42 variaci 2. tfidy bez opakovani?

14. Zvétsi-1i se pocet prvkil o 2, zveétsi se pocet permutaci bez opakovani dvanactkrat. Jaky

byl pivodni pocet prvki?

15. Zvétsi-li se pocet prvki o jeden, zvEtsi se pocet kombinaci tieti téidy o 28. Kolik je

prvka?
16. Jsou dany cifry 1,2,3,4,5. Kolik péticifernych ¢isel, v nichz se zadna z cifer nebude
opakovat, Ize z téchto cifer sestavit, chceme-li ziskat
a) vsechna takova Cisla,
b) disla koncici cifrou 4,
c) cisla suda,
d) cisla licha.
17. Kolik trojcifernych Cisel 1ze zapsat z cifer 2,4,6,8, mohou-li se cifry opakovat?
18. Kolik riznych ,,slov* 1ze vytvofit pouzitim v§ech pismen slova automatizace?

19. Kolik riznych tfitdbnovych nebo ctyitonovych akordl Ize zahrat ze sedmi tont?

20. Fotbalovy trenér ma k dispozici 3 brankare, 5 obranct, 4 zalozniky a 10 Gto¢nikt. Kolik
ruznych fotbalovych muzstev z nich mize sestavit, tvofi-li jedno muzstvo 1 brankar, 2

obranci, 3 zaloZnici a 5 uto¢nika?

Vysledky uloh k samostatnému fesSeni

1. a) I;b) 1;¢)15;d) 120. 2. a) x>3;x=5;b) x>1;x=2. 3. 12650. 4. 120. 5. 120.

6 5 4142 33 214 5 6
6. 216 7. 12. 8. 720. 9. o> 2P Sab’ Sab’ Sabl ab’ b
64 16 48 54 108 81 729

3 _3x? 6 15 n+1
10. a) 21; b) 455; c)%. 1. a) (3]; b) (4]; c)( ;] 12. a) (n+1)n;

. b) 1,072.

b)%;c) 1.13. n=7.14. n=2. 15. n=8. 16. a) 120; b) 24; ¢) 48; d) 72.
n_

17. 64. 18. 39916800. 19. 70. 20. 30240.
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Kli¢ k reSeni uloh

1. Resime dosazenim do vzorce pro vypocet kombina¢niho ¢isla.

2. a) Rovnici upravime na tvar

, vyndsobime a dostaneme

(x—l)(x—2)_1: x(x 1)
2 4

kvadratickou rovnici x> —5x = 0, jeji kofeny jsou X; =0,X, =5. ProtoZe musi byt X >3
(jisté jsme nezapomnéli vypocitat podminku pro kombinac¢ni ¢islo), ma rovnice jediné

feSeni X =5.

b) Rovnici upravime na tvar 2x(x +1)—10(x +1)+18 = 0, vynasobime a dostaneme

kvadratickou rovnici X* —4x+4 =0, ta ma jeden dvojnasobny koten X;,, = 2. ProtoZe

X >1, ma rovnice feSeni X =2.

3. Jedna se o kombinace 4. tiidy z 25, nezalezi totiz na poradi zkouSenych zak, bez

!
opakovani, nikdo nebude zkousSen vicekrat. C,(25) = % =12650.

4. Muz si oblékne 1 kabat, vybira ho z péti riznych, 1 vestu ze Ctyf a 1 kalhoty z Sesti.
pro kabat: n=5,k =1 C,(5)
pro vestu: n =4,k =1 C,(4)
pro kalhoty: n=6,k =1 C,(6)

5. Zalezi na poradi zaku, jedna se tedy o variace, Zaci se neopakuji, nikdo nesedi na dvou
5!

zidlich, jsou tedy bez opakovani. V, (5) = =
] y bez op +0) G-

6. U hodu kostkou zalezi na poradi a prvky se mohou opakovat. V3'(6) =6’ =216.

7. Zalezi na poradi svetri, umisti se vSechny a bily se 2x opakuje, jedna se tedy o permutace
41

s opakovanim. P, ,(4) = 5 =12.
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8. Z Sesti Cislic tvotime Sesticiferné ¢islo, zadna cifra se neopakuje, jsou to tedy permutace

Sesti prvka. P(6)=6!=720.

a® a’b s5a‘'b’ s5a’b’ 5ah?t ab® b
9.2 - + - + - + ,
64 16 48 54 108 &1 729

7 7 7
b) (1+0,01)’ :(0]'17 -0,01° +(1]-16 .0,01' +~~~+[7J-1° .0,017 =1,072

7 15 15 4.
10. a 7—6= b) = _15-14-13 13:455,
2 2 12 3 3!

X] (x=2) _ ¥’ =3x* +2x
- :

(n+1)!_(n+1)n(n—l)'_nz+n
12. a) (h-1y  (h-1p ’
X (n—2) (n—2) _ 1

13. V,(n)=42=——~=42=n-(n-1)=42=n, =7,n, = —6 Je potieba 7 prvki.

14. P(n)=n!, P(n+2)=(n+2), P(n+2)=12-P(n)= (n+2)=12-n!, upravime faktorial
na levé strané rovnice, vykratime a dostaneme kvadratickou rovnici n* +3n—-10=0.

Jeji kofeny jsou N, =2,n, = —5. Reseni ilohy vyhovuje n=2.

L
o -’*‘i
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n n+1 n+1 n : oL
15. C,(n) = ] , Cy(n+1)= s Pls 73 + 28, upravime kombinacni ¢isla a po

pravé dostaneme kvadratickou rovnici n> —n—56 = 0. Jeji kofeny jsou n, =8,n, =—7.

Reseni ulohy vyhovuje n =8.

16. a) Zalezi na poradi, prvky se neopakuji, n=k =5. P(S) =51=120.

b) Na konci je pevné dané ¢islo, u zbytku zalezi na potadi a neopakuji se, N =k =4

P(4)=41=24.

c) Na konci muze byt dvojka nebo ctyrka. Jednd se o dva ptipady z ptikladu b).
2-P(4)=48.

d) 3-P(4)=72.

17. Tvotime trojciferna ¢isla, u nich zalezi na potadi, vybirame ze Ctyt cifer, ty se opakuji.

Jedna se tedy o variace treti tiidy ze tyt prvki s opakovanim. V,(4) = 4° = 64.

18. Budeme postupovat podobné¢ jako v feSeném piikladu o ,,matematice®. Jde o permutace

s opakovanim.
M ={a,u,t,0,m,i,z,c,e},
n=9,k =3,k,=1,k;=2,k, =k =k, =k, =k =k, =1 = k=12

!
P3(12111111(12)=£—111=39 916 800.

”””” 312

19. Nezalezi na potadi, ton se nesmi opakovat, vypocitame zvlast’ pocet tfitonovych akordu a

zvlast pocet Ctyitonovych akordl. Ty pak seCteme. n=7, k=3v k =4,
C,(7)+C,(7)=35+35=170.

20. Trenér vybira jednoho brankaie ze tii, dva obrance z péti, tfi zalozniky ze Ctyi a pét

utocniki z deseti. Mlzeme také fici, Ze je kombinuje. Lidé se samoziejmé neopakuji.

Tedy C,(3)-C,(5)-C,(4)-C.(10) m (5] (4] (10] 30240
@)-C.9-¢,-c,00= || S |- '

L]
o t’*‘i
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Kontrolni test

e, (O YD) [O)YH+2) (4
1. V mnoZin¢ pfirozenych Cisel feste: - =
Shy-1 4Ny+1 2

a) y=-5; b) y=6 c)y=2ay=3.

2. Ze 6 muzl a 4 zen se ma vybrat sedmiclennd skupina. Kolika zptsoby je to mozné?

a) 120; b) 240; ¢) 6.

3. Ze 6 muzi a 4 Zen se ma vybrat sedmiclenna skupina. Kolika zpiisoby je to mozné, maji-li
byt ve vybrané skupiné pravé 2 zeny.

a) 0; b) 36; c) 11.

4. Ze 6 muzl a 4 Zen se ma vybrat sedmiclenna skupina. Kolika zptisoby je to mozné, maji-li
byt ve vybrané skupiné alespon 2 Zeny.

a) -10; b) 520; ¢) 116.

5. Urcete pocet prvki konecné mnoziny, z nichZ Ize vytvofit pétkrat vice uspotfadanych trojic
neZ uspotradanych dvojic. Zadny prvek se neopakuje.
a) n=7; b) n=-4; c) n=10.

6. Kolika zplisoby Ize ubytovat 10 hostli, mame-li k dispozici jeden Ctyilizkovy a dva tiiltz-
kové pokoje?

a) 520; b) 4200; c¢) nelze zjistit.

7. Zvétsi-li se pocet prvkil o 2, zvEtsi se pocet permutaci tiicetkrat. Kolik je prvka?
a) 4 b) 6; c) 8.

8. Z kolika prvkl vznikne 729 variaci tieti tfidy s opakovanim?
a) 8; b) 9; c) 10.

Vysledky testu

1.b); 2.a); 3.b); 4.¢); 5.a); 6.b); 7.a); 8b).
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Analyticka geometrie

7. ANALYTICKA GEOMETRIE V ROVINE

7.1. Vektory
7.1.1.  Operace s vektory

7.2. Primka v roviné
7.2.1.  Obecna rovnice ptfimky v rovin¢

7.2.2. Parametrické vyjadfeni pfimky v roviné

Ulohy k samostatnému fesenti

7.2.3.  Vzijemna poloha dvou pfimek
Ulohy k samostatnému fesent

7.2.4. Odchylka dvou ptfimek
Ulohy k samostatnému feseni

7.2.5. Kolmost dvou pfimek
Ulohy k samostatnému feseni

7.2.6. Vzdalenost bodu od piimky
Ulohy k samostatnému feseni

7.3. KruZnice
7.3.1.  Definice kruznice
Ulohy k samostatnému feseni
7.3.2.  Vzajemna poloha kruznice a pfimky
Ulohy k samostatnému feseni
7.3.3.  Kruznice z danych prvka
Ulohy k samostatnému feseni

7.4. Elipsa
7.4.1. Definice elipsy
Ulohy k samostatnému feseni
7.4.2. Vzijemna poloha elipsy a pfimky
Ulohy k samostatnému feseni

7.5. Hyperbola
7.5.1.  Definice hyperboly
Ulohy k samostatnému feseni
7.5.2.  Vzajemna poloha hyperboly a ptimky
Ulohy k samostatnému feseni

7.6. Parabola
7.6.1. Definice paraboly
Ulohy k samostatnému feseni
7.6.2. Vzajemna poloha paraboly a ptimky
Ulohy k samostatnému feseni

Vysledky tloh k samostatnému feseni
Kli¢ k feseni uloh

Kontrolni otazky

Kontrolni test

Vysledky testu
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7. ANALYTICKA GEOMETRIE V ROVINE

Privodce studiem

&

Kapitola Analyticka geometrie v rovine je rozdélena do Sesti mensich celki a ty jsou jeste
dale rozdéleny na mensi oddily. V kazdém oddile je nejdiive vysvétlena teorie, jsou zavedeny
nové pojmy a vzorce. Pak nasleduji Resené iilohy a po nich Ulohy k samostatnému iesent.
K témto ulohdm jsou na konci kapitoly uvedeny vysledky a pro ty, kteti by si s tlohami

nevédeli rady, také napovéda. Na samy zaver si otestujete, jak jste zvladli tuto kapitolu.

Ve vykladu soustava soutfadnic znamend kartézskou soustavu soufadnic, tzn. pravouhlou

soustavu soufadnic se stejné¢ velkymi jednotkami na oséach x, y.

Obrazky v textu byly vytvofeny pomoci programu Matematika. Hodné zdaru pfi studiu.

Cile @

Seznamite se s pojmy orientovana usecka, vektor, ptimka, kruznice, elipsa, hyperbola a

parabola (viz obrazek). Poznate jejich zapisy a rovnice. Naucite se fesit nékteré planimetrické

ulohy pocetné.

parabola

elipsa

kruznice

hyperbola

o

Predpokladané znalosti

Ptredpoklada se, ze chapete pojmy bod, ptimka a rovina. M¢li byste umét fesit jednoduché
planimetrické ulohy, line4rni a kvadratické rovnice a soustavy rovnic dosazovaci nebo s¢itaci

metodou.
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7.1. Vektory

Vyklad

Orientovanou tsefkou rozumime usecku AB, kde 4 je jeji pocatecni bod a B je koncovy
bod. Krajni body orientované usecky tvoii usporadanou dvojici [A, B].

Volnym vektorem v nazveme mnozinu vSech rovnobéznych souhlasné orientovanych
usecek téze velikosti.

Kazdou orientovanou usecku, ktera znazoriiuje vektor v, budeme nazyvat umisténim

vektoru v .

Jsou-li body uréeny svymi soufadnicemi 4=|q,,a,], B=[b,b,], pak soufadnice vektoru
v=AB=B- A jsou v=(v,v,), kdev, =b, —a,, v, =b, —a,. Pro A=B sec vektor V=0
nazyva nulovy.

Soutadnice bodl zapisujeme pro rozliSeni do hranatych zavorek, soufadnice vektort do

okrouhlych.

7.1.1. Operace s vektory

Pro vektory i = (u;,u,), v =(v,,v,) plati:

Vzdslenost dvou bodii: 4B = (b, -, + (b, —a, )
Velikost vektoru: |17| =yu, +u,’

Soucet vektori: i+ = (u, +v,,u, +v,)
Rozdil vektorii: i —v = (u, —v,,u, —v,)
k-nasobek vektoru: kai = (kuy, ku, )

Opacny vektor k 1 : —ii = (~u,,~u,)

Skalarni soucin dvou vektortu :  u -V =uy, +u,v,

Odchylka dvou vektorii: cosQ =

Nenulové vektory i,V jsou k sobé kolmé, praveé kdyz uv =0.

Vektor u, pro ktery plati |L7| =1, se nazyva jednotkovy.
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Analyticka geometrie

Nenulové vektory u#,v nazveme kolinearni, pravé kdyz v =ku,k e R - {0} , tj. libovolna

jejich umisténi jsou navzajem rovnobezna.

Resené ulohy

Priklad 7.1.1. Jsou dany body A[2, 5],3[— 3, 7], C [3,—1]. Urcete souradnice vektort

—_—

G = AB,b = CB,¢ = AC . Vypotitejte obvod trojuhelniku ABC.

ReSeni:

=AB=B-A4=(-3-2,7-5)=(-5,2),
=CB=B-C=(-3-3,7-(-1))=(-6.8),
¢=AC=C-A4=(3-2,-1-5)=(1,-6).

Obvod trojithelniku je roven sou¢tu délek jednotlivych stran: o =|4B|+|AC|+|BC|.

4B = (-3-2) +(7-5)* =25+4 =29,

4C|=y(3-2)? +(~1-5) =1+36 =37,

BC| = (3—(=3)) +(~1-7) =36 +64 =100 =10,

0=+29 +/37 +10=215.

Priklad 7.1.2. Vypocitejte skalarni soucin vektort u,v , jestlize |L7| =35,

— —

uv

ReSeni: cos¢=m:> 1717:|L7||\7|cos¢) = iV =5-2-c0s30°=5+/3 .

v

=2, 0 =30°.

P¥iklad 7.1.3. UrSete odchylku vektord i, v , je-li & = (~2,-1), v =(1,3).

ReSeni: [i| = u,” +u,” =i =/(-2) + (1) =45,
|\7| =v 4y, = |\7| =412 +32 =410,

iV =-2-1+(-1)-3=-5,

uv -5

PN

V2

2

- 199 -

=2 = p=135°,
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Ulohy k samostatnému feseni

1. Vypocitejte skalarni soucin vektori, znate-li:
a) il = 242, = 6,0 = 45°, b) a=(4,-2),b =(0,-4).

2. Vypocitejte velikost isecky 4B : A[3,1],B[—4,5].

3. Vypocitejte velikost vektort a jejich odchylku: @ =(4,-2),b =(0,-4).

7.2. Primka v roviné

Vyklad

Ptimka p je zadana dvéma rtiznymi body 4, B.

Smérovym vektorem piimky p rozumime takovy nenulovy vektor u, ktery lze umistit na

pfimku p .

Normalovym vektorem piimky p rozumime nenulovy vektor 7, ktery je kolmy ke

kazdému smérovému vektoru pfimky p .

Vsechny vektory kolinearni s vektorem u = AB jsou smérovymi vektory piimky p.

Podobn¢ vsechny vektory kolinearni s vektorem 7 (7 L) jsou normalovymi vektory

piimky p.

7.2.1. Obecna rovnice pfimKky v roviné
Uvazujme nyni ptimku p, necht 7 = (a,b) je jeji normélovy vektor a necht’ 4 = [al,az] je
libovolny pevny bod pfimky p, potom libovolny bod X =[x,y] lezi na piimce p prave
tehdy, kdyz vektor X —A=(x—a,,y—a,) je kolmy k vektoru 7 =(a,b), coz je splnéno
prave tehdy, kdyz plati:

n(X-4)=0< a(x—a1)+b(y—a2):0 & ax+by+(—aa1 —baz)z 0.
Dvojclen (— aa, — baZ) je konstanta, oznac¢ime ji (— aa, —ba, ) = ¢, dostaneme rovnici

ax+by+c=0.
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Kazda ptimka v roviné se d4 analyticky vyjadfit linedrni rovnici ve tvaru
ax+by+c=0,

kde a,b,c jsou konstanty, ptic¢emz alespon jedno z ¢isel a, b je nenulové. Rovnice se nazyva

obecna rovnice primky, a, b, ¢ jsou koeficienty této rovnice.

JestliZe ma piimka p rovnici ax+by+c=0, kde (a,b) #0, je n= (a,b) jejim
normalovym vektorem, pak vektor u :(—b,a) je jejim smérovym vektorem, protoZe musi

platit # L7i=ii-ii=0= (a,b) (~b,a) =0

Poznamka

S rovnici primky jste se jiz setkali u linedrnich funkci (kapitola 2.), ale tam se pouzival tvar

v =kx+q, kterému se rika smérnicovy tvar rovnice primky.

Resené ulohy
Priklad 7.2.1. Urcete obecnou rovnici ptimky p , kterd prochazi bodem 4 [4, — 2] ama
normalovy vektor 7 =(5,8)
ReSeni:
V rovnici ax+by+c=0 je a=5,b=8,tedy 5x+8y+c=0.
Ptimka prochazi bodem A4 [4, — 2] , proto jeho soufadnice musi splilovat tuto rovnici a

po dosazeni plati:
54+8(-2)+c=0 =c=-4.

Obecna rovnice je tedy Sx+8y—4=0.
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Priklad 7.2.2. Urcete r, s tak, aby rovnice (r - l)x +12y +5—3 =0 byla rovnici ptimky
3x+4y+7=0.

Reseni:
Jsou-li ax+by+c=0 a a'’x+b'y+c'=0 rovnice téze pirimky, pak plati:

a'=ka, b =kb, ¢'=kc,kde k € R—{0}.
Odtud je r—1=3k; 12=4k; s-3=7k = k=3 r=10; s=24.

Rovnice ptimky je 9x+12y+21=0.
Priklad 7.2.3. Urcete obecnou rovnici ptimky p , kterd prochazi body A[— 4, 2] a B[3, 5].

ResSeni:
Body A4, B lezi na pfimce p, proto jejich soufadnice musi spliiovat rovnici
ax+by+c=0.

—4a+2b+c=0 3 7
a=—c,b=-—c,

=
3a+5h+c=0 26
vhodné zvolime ¢, napt. ¢ =26, pak a=3, b=-7.

Tedy p:3x—-7y+26 =0 je hledana obecna rovnice.

Priklad 7.2.4. NapiSte obecnou rovnici piimky p prochazejici bodem M [1, —3] , kterd je
rovnobéznad s pitimkou ¢ :2x—-3y+7=0.

ReSeni:
Normalovy vektor ptimky ¢ je zarovenn normalovym vektorem piimky p . Obecna

rovnice ptimky p je tedy 2x—3y+c¢=0. Konstantu ¢ ur¢ime dosazenim soufadnic

bodu M .
2-1-3(-3)+c=0=>c=-11
Obecna rovnice pifimky je p:2x—-3y—-11=0.

L]
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Priklad 7.2.5. NapiSte obecnou rovnici pifimky p prochazejici bodem M [4,—3], ktera je

kolmé k pfimce ¢ :2x-3y+5=0.

ResSeni:

Normélovym vektorem pfimky ¢ je vektor 7, =(2,-3). Aby piimka p byla kolma

k pfimce ¢, musi byt jeji normalovy vektor 7, kolmy k normalovému vektoru

piimky ¢ . Normalovym vektorem piimky p je napf. 7i, =(3,2), plati 7, -7i, = 0.

Dale muiZeme pokracovat tieba takto: 7n,(X —-M)=0, po dosazeni soufadnic

ziskame obecnou rovnici piimky p :

(x—-4)+2(y+3)=0 =

Ulohy k samostatnému feseni

4. Napiste obecnou rovnici piimky 4B, A[O, 2]7 B[3, 0].

3x+2y—-6=0.

5. Napiste obecné rovnice téznic trojuhelniku ABC, je-li A[O, 5], B[6, 7], C [1, 4].

(Souradnice stfedu S useCky 4B jsou s,

a, +b,
2
2

_G,+h

).

6. Zjistéte, zda bod C[— 1 8] lezi na pfimce x—y+2=0.

7. Urcete obecnou rovnici ptimky p , kterd prochazi bodem A4 [1, —3] a ma normalovy

vektor 7i =(-2,3).

8. Napiste obecnou rovnici ptimky p prochazejici bodem K [6, —7] , kterd je rovnobézna

s ptimkou ¢:3x+5y-3=0.

9. Napiste obecnou rovnici pfimky p prochazejici bodem R [1, 0] , kterd je kolma k pfimce

q:x—4y+9=0.

i
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7.2.2. Parametrické vyjadireni pfimky v roviné

Vyklad
Symbolem p(A, ﬁ) budeme oznacCovat pifimku p, kterd je dana bodem A4 a smérovym
vektorem # . Libovolny bod X roviny lezi na pfimce p pravé tehdy, kdyz vektor AX je
nasobkem vektoru u . Pro X = 4 je AX =6=0ii a pro X # 4 je X € ppravé kdyz vektor

AX je smérovym vektorem piimky p , a jako takovy nasobkem jejiho smérového vektoru u .

Plati tedy: AX =ti=X—-A=ti = X =A+ti,kde t € R. Rovnice se nazyva vektorova

(parametricka) rovnice ptimky p(4,u),kde € R je parametr.

Bod X|x,y] lezi na ptimce p(4,ii) dané bodem A[a,,a, ]| a smérovym vektorem i = (u,,u, )
prave tehdy, kdyz plati

X=a, +tu,
,kde teR.
y=a,+tu,

Tyto rovnice se nazyvaji parametrické vyjadieni piimky p(A4, u) v soutfadnicich.

Je-li ptimka p urcena dvéma body 4, B, jeji smérovy vektor je u = B— 4.

Resené ulohy
Priklad 7.2.6. Napiste vektorovou rovnici a parametrické vyjadreni pfimky, kterd prochazi

body 4[5, 7], B[6,-1].
Refeni:
Plati ii=B—A=(11-8).
Vektorova rovnice je X = [—5,7] + t(l l,—8), teR.

x=-5+11¢

Parametrické vyjadieni pfimky:
Y] Py 7_ 81 teR.
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Piiklad 7.2.7. Zjistéte, zda body K[0,—4], L[1,2] lezi na pfimce p: X =[1,-2]+1(1,2).

x= 1+ ¢

ReSeni:  Vektorovou rovnici rozepiseme pro jednotlivé soufadnice: 5o
y=—2+2t

Za x, y dosadime soufadnice bodu K .

Bod K [0, —4] lezi na ptfimce p pravé tehdy, kdyz existuje takové ¢islo 1€ R, Ze

o 0=1+t =t=-1 oL
plati: , to znamena, ze K € p.
—4=2+2t=t=-1

Bod L[1, 2] musi splfiovat stejnou podminku: — .+ ' ' " ° | takse L
0 2] musi spliiovat stejnou podminku: , _ ., takze Lgp.

x= 2-3t

Priklad 7.2.8. Urcete obecnou rovnici ptimky p: .
y=—1+2¢

ReSeni: Jsou dvé moznosti feseni.
Vyloucenim parametru (prvni rovnici vyndsobime dvéma, druhou vyndsobime tfemi

a pak je secteme) dostaneme obecnou rovnici 2x+3y—-1=0.

Nebo pouzijeme bod A[2,—1] a smérovy vektor & =(-3,2) piimky p . Normalovy
vektor pfimky p je ke smérovému vektoru kolmy a mé tedy soufadnice 7 =(2,3),
plati n(X —A4)=0.

Po dosazeni soufadnic dostaneme rovnici 2(x—2)+3(y+1)=0, upravime ji na

obecnou rovnici piimky p:2x+3y—-1=0.

Priklad 7.2.9. NapiSte parametrické vyjadieni piimky a:5x+y—4=0.

Refeni: K parametrickému vyjadieni je tfeba mit libovolny bod A a smérovy vektor i .
Normélovy a smérovy vektor piimky jsou k sob& kolmé: 7i=(5,1) = u=(1,-5).
Soutadnice bodu 4 vypocitame z obecné rovnice tak, Ze jednu zvolime, napf. x, =0,
a druhou vypocitdme; vyjde y =4, A[O, 4]. Zvolime-li za x, jiné ¢islo, dostaneme
jiny bod piimky. Zvolit samoziejmé miiZzeme 1 y, a vypocitatx .

X = t

Pro bod A[O, 4] je parametrické vyjadieni pfimky a :{ 45’
y=a-
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x= 33—t

Priklad 7.2.10. NapiSte obecnou rovnici ptimky p , ktera je kolma k ptimce ¢ : { e
y=—z+

a prochazi bodem M [— 1 1] %

ReSeni: Normalovy vektor pfimky p je kolinearni se smérovym vektorem piimky ¢ .
Miize tedy byt 7, =u, = (—1, 2).
Obecna rovnice bude mit tvar: —x+2y+c=0.
Dosadime bod M[— 1, 1] avypoCitame c¢: 1+2+¢c=0 = c=-3.
Hledana obecné rovnice pfimky je p:—x+2y-3=0.
Ulohy k samostatnému feseni

10. Napiste vektorovou rovnici a parametrické vyjadieni pfimky, ktera prochazi body
A[5,1],B[3,4].

11. Rozhodnéte, zda bod U[—4,2] lezi na piimee p: X =[1,-13]+7(-1,3).

x=3+4t

12. Ur¢ete obecnou rovnici piimky p: { .
y=2-5t

13. Napiste parametrické vyjadieni ptimky p: —2x+7y—-14=0.

14. Napiste parametrické vyjadieni pifimky p , ktera je kolma k pfimce ¢g:2x—y—-7=0 a
prochézi bodem Q[—4,2].%

7.2.3. Vzajemna poloha dvou pfimek

Vyklad

N
AN

Dvé ptimky v roviné€ se nazyvaji:
rovnobézné, nemaji-li spolecny bod,
riuznobézné, maji-li praveé jeden spolecny bod (prusecik),

totozné, maji-li vSechny body spolecné.

Ulohy typu — rozhodnéte o vzajemné poloze piimek — fe§ime pomoci soustavy dvou
linedrnich rovnic o dvou neznamych a podle poctu feSeni rozhodneme o vysledku.
Jedna se o polohové ulohy, kde nic neméfime. (Vzdalenosti, odchylky ani kolmost nés pfitom

nezajimaji.)
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17 - 17
_v Resené tlohy *

Priklad 7.2.11. Rozhodnéte o vzajemné poloze piimek:
a) p:2x—y—-1=0, ¢q:5x—-4y+2=0,
b) p: x—y+5=0, ¢:2x-2y+10=0,
c) p:2x—5y+2=0, ¢g:4x-10y+2=0.

ReSeni: Ve vSech piipadech feSime soustavu dvou rovnic o dvou neznamych:
2x — y—=1=0

a = x =2, y =3 soustava m4 jediné feSeni,
S5x—4y+2=0
pfimky jsou riznobézné a protinaji se v bode R[Z, 3] .

x —y+5=0

= 0-x+0-y=0= soustava ma nekonecn¢ mnoho fesent,
2x-2y+10=0

pfimky jsou tedy totozné. Zadané rovnice jsou ekvivalentni.
2x - 5y+2=0

C) = 0x+ 0y —2 = 0 = soustava nema feSeni,
4x-10y+2=0

pfimky jsou rovnobézné. Normalové vektory danych pfimek jsou kolinearni.
Priklad 7.2.12. Rozhodnéte o vzajemné poloze ptimek:

a) p:5x—2y+4:0;q:x:4—3t,y=—3—§t,

b) p:6x-3y+5=0;g:x=5+¢t,y=-3+2¢,
C) p:x+2y-T7=0,qg:x=1-4t,y=3+2¢.

Refeni: Dosadime parametrické vyjadieni piimky ¢ do obecné rovnice piimky p:

a)  5(4-31)- 2(— 3 —Etj +4 =0, zrovnice vypo¢itame, Ze ¢ = g :

Uloha ma jediné feeni, jedna se o riiznobézky. Dosazenim ¢ = 7 do parametrického
vyjadieni pfimky g dostaneme soufadnice praseciku 4 [—3, — %} .

b)  6(5+1)-3(-3+2t)+5=0=30+6t+9—6t+5=0=0-1=44,

coz nenastane pro zadné ¢ € R, proto uloha nema feseni a jedna se o rovnobézky.

¢) (1-41)+2(3+2t)-7=0=1-4t+6+4t-7=0=0-t=0=>V¢eR,

proto ma uloha nekone¢né mnoho feSeni a jedna se o totozné piimky.
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Priklad 7.2.13. Rozhodnéte o vzajemné poloze piimek:
a) p:x=5+4t,y=-2-2t; q:x=1-2s,y=T+s,
b) p:x=3+t,y=2-1¢, q:x=3s,y=-2s,
c) p:x=6+5ty=3-9¢ q:x=11-10s,y=—6+18s.

ReSeni: Z vyrazi, kterymi je vyjadiena stejna soufadnice, utvoiime soustavu dvou
rovnic o dvou neznamych.

S5+4t=1-2s S5+4t=1 — 2s
a)

= =1+0-#=15+0-5 = soustava nema
—2-2t=T+s |2 —4-4t=14+2s

feSeni, jedna se tedy o rovnob&zky.

Jind moznost feSeni je porovnat smérové vektory a ovéfit existenci spolecného bodu.

3+t= 3 C
b) Y Ss5=sat=12 , coZ je jediné feSeni.
2—t=-2s

P¥imky jsou riiznob&zné a protinaji se v bodé A[15,-10].

6+5:=11-10s |9 54+45(= 99-90s ,
C) = = 69 = 69 = soustava ma
3-9r=—6+18s |5 15-45t=-30+90s

nekone¢né mnoho feSeni, ptimky jsou totoZné.

Ulohy k samostatnému feseni

15. Rozhodnéte o vzajemné poloze piimek:

a) p:2x-3y+5=0, q:4x—-6y+10=0,
b) p:3x—y+4=0, q:6x-2y+13=0,
c) p:6x+y-7=0, q:4x-5y+1=0.

16. Rozhodnéte o vzajemné poloze pfimek:
a)a:x—y—4=0, b:x=2+t,y=-2+t,
b) a:4x-3y+7=0, b:x=3+3t,y=3+4t,
¢)a:3x+2y-5=0, b:x=5+2t,y=—1+t.

17. Rozhodnéte o vzajemné poloze ptimek:
a) k:x=4—-t,y=3+2t; [l:x=1-2s,y=9+4s,
b) k:ix=6-T7t,y=8+3t; [:x=2+7s,y=6-3s,
Q) k:x=2+t,y=3+3t; [l:x=5-4s,y=T7-Ts.
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7.2.4. Odchylka dvou pfimek

%ﬂ Vyklad

Pokud se v zadani ptikladu objevi vypocet velikosti uhlu, odchylka, kolmost nebo méteni

vzdalenosti, jednd se o metrickou ulohu.

Odchylkou dvou ptimek p, g v rovin€ rozumime velikost ostrého nebo pravého thlu, ktery

sviraji.

Méme dvé pfimky p,q vroving, u,v resp. 7i,, 7, jsou po fad€ jejich smerové resp.

normalové vektory. Pro odchylku piimek p, g plati:

17
'v Resené ulohy

Piiklad 7.2.14. Pfimka p prochazi body A[3,1], B[4, 0], ptimka ¢ prochazi body

K [2, 5],L[2, 7] . Vypocitejte odchylku téchto ptimek.

Reseni:
Pro piimku p je smérovy vektor i = B—A=(1,~1) a normalovy vektor 7i, =(I,1).
Pro pfimku ¢ je jeji smérovy vektor v=L-K = (O, 2) a jeji normalovy vektor

i, =(2,0). Odchylku Ize vypocitat dvéma zplisoby

a) jako odchylku smérovych vektort:

jiiv 1-0+(-1)-2] 2

cosa = cosg=——=——=—" = g =45",
FilE V22 2
b) jako odchylku normalovych vektort:
nn 1-2+1-0
cosa=@ cosazgzﬂzazﬁo.
‘np”nq‘ V2.2 2
7 -
AR Ulohy k samostatnému reSeni

18. Urcete odchylku ptimek p:3x—4y+7=0aqg:x+2y—-1=0.
19. Pfimka p prochazi body A[—Z, 4],B[O, 1] , pfimka ¢ prochazi body K [—2, 3],L[2, 2].

Vypocitejte odchylku téchto ptimek.
20. Urcete odchylku ptimek m:x=2+¢t,y=3+3t;n:x=5-4s,y=7-7Ts.
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7.2.5. Kolmost dvou piimek

Vyklad

Ptimky, jejichz odchylka je 90°, jsou kolmé.

Mame dv¢ pfimky p,q vroving, u,v jsou jejich smérové a 7, 71, jejich normalove vektory.

Potom nasledujici vyroky jsou ekvivalentni:

Pfimky p,q jsou kolmé.

Vektory u,v jsou kolmé, coz plati praveé, kdyz uv =0.

Vektory 7,7, jsou kolme, coZ plati prave, kdyz n,7n, =0.

Vektory u,7, jsou kolinearni (vektor 7, je smérovym vektorem piimky p a vektor u je
normalovym vektorem piimky ¢ ).

Vektory v,7, jsou kolinearni (vektor 7, je sm€rovym vektorem piimky ¢ a vektor v je

normalovym vektorem piimky p).

Resené ulohy
Priklad 7.2.15. NapisSte obecnou rovnici piimky p , ktera prochazi bodem A[l, 1] a je kolma
k pfimce ¢:5x+4y—-7=0.

Reseni:
Normélovy vektor piimky ¢, 7i, = (5, 4), je smérovym vektorem piimky p .
Jeji normalovy vektor je pak 7, = (4, - 5) a obecnd rovnice primky ma tvar

p:4x—-5y+c=0.
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Konstantu ¢ vypocitame dosazenim soutfadnic bodu A[l, 1] do rovnice ptimky:

4-1-5-1+¢c=0=c=1.

Obecna rovnice ptimky p je p:4x—5y+1=0.

Priklad 7.2.16. Urcete souradnice bodu M , ktery je patou kolmice k£ sestrojené v bodé
P[5, -5] k ptimce p:2x—5y-6=0.

ReSeni:

Hledany bod M je prasecik ptimky p a kolmice % .

Normalovy vektor pfimky p je sm€rovym vektorem pfimky k: 7, =5, = (2, —5).

Normélovy vektor piimky & je 7, =(5,2).

Piimka k& ma obecnou rovnici 5x+2y+c¢=0, ¢ vypocCitame dosazenim soufadnic

bodu P[S,—S] do rovnice: 5-5+2(=5)+c=0=c=-15.
Sx+2y-15=0

VyfteSime soustavu

2x=5y—6=0

X

Ulohy k samostatnému fe

21. Bodem A[l, 1] ved'te kolmici k pfimce p:2x -5y +1=0.

Seni

, dostanemex =3, y=0, M [3, O] je hledany bod.

22. Urcete m tak, aby pifimky a, b byly kolmé. a:3x+y—-5=0,b:mx+6y—-7=0.

23. Urcete soufadnice bodu M ', ktery je patou kolmice k& sestrojené v bodé M [1, —2] k

piimece p:3x—-2y+19=0.

7.2.6. Vzdalenost bodu od primky

Vyklad

Pro vzdalenost d (A, p) bodu A[al,az] od ptimky p:ax+ by +c =0 plati vzorec:

Poznamka

Jmenovatel zlomku \a® +b* je velikost normalového vektoru piimky p .

d(4,p)

B |aa1 +ba, + c|

Na' +b*

Pro vzdalenost rovnobézek a(A,u) a b(B,v) plati: d(a,b)=d(A4,b)=d(B,a).

i
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12 . 1y
_v Resené ulohy *

Piiklad 7.2.17. Urcete vzdalenost bodu M [1,—3] od pfimky p:3x—4y+5=0.

ReSeni: Dosadime do vzorce

_|aa1+ba2+c|:> :‘3'1_4(_3)4_5‘:@:4

d(M,p)=———"=d(M,p)
() va' +b’ ( 3?+(-4) O
Priklad 7.2.18. Napiste rovnici piimky, kterd ma od ptimky m:3x—y+7 =0 vzdalenost

d=410.

ReSeni: Bude se jednat o dvé rovnobézky a,a’, staéi nam najit jeden bod na kazdé
z nich, normalové vektory jsou stejné jako normalovy vektor piimky m .

Hledany bod bude A4 [al, az] .

a(am)-Bazet g LBaatT ge o -0,

3%+ (-1) Jio

Z vlastnosti absolutni hodnoty dostaneme dvé rovnice, z kazdé vypocitame jeden bod,

bude to hledany bod rovnobézky:

1. 3a,—a,+7=10 = a, =3a, -3, zvolime si g, =1, vypocitame a, =0 = A[l, 0],

2. —(3a,—a,+7)=10 = a, =3a,+17, zvolime si g, =1,vypotitime a, =20,
A'[1,20].

Bod A[l, O] leZi na pfimce a:3x—y+c =0,vypocitame ¢ dosazenim jeho soutadnic,
¢ =-3. Obecna rovnice piimky a:3x—y-3=0.

Bod A'[1,20] lezi na pfimce a':3x—y+c'=0, vypotitame ¢’ dosazenim soufadnic

bodu A', ¢'=17. Obecna rovnice pfimky a':3x—y+17=0.

N ) N4
ﬂ.l\ Ulohy k samostatnému feseni 7,’,-\

24. Vypocitejte vzdalenost bodu H[2,6] od piimky b:x=2+4¢,y =-3+3t.

25. Napiste rovnici piimky, ktera je rovnobézna s piimkou x — y+1=0 a ma od ni
vzdalenost d =2+/2 .

26. Urcete vzdalenost rovnobéznych ptimek p:x—-2y+4=0,g:x-2y+9=0.
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7.3. Kruznice

7.3.1. Definice kruznice

%ﬂ Vyklad %ﬂ

Mnozina vSech bodl v roving, které maji od pevného bodu konstantni vzdalenost, se nazyva

KruZnice.

Je-li S[m,n] stred kruznice, X[x,y] libovolny bod kruznice a &slo » polomér kruznice, pak

vzdalenost bodli S, X je dle definice kruZnice rovna poloméru

JGmm + () =r.

Po umocnéni dostaneme stiedovy tvar rovnice kruznice:

k: (x=m) +(y—n) =r.

Je-li S[0,0], pak rovnice kruZnice je k: x*+y>=r".

17 17
‘v Resené ulohy *

Priklad7.3.1. Upravte na stiedovy tvar obecnou rovnici kruznice x>+ y> —6x—4y—3=0.

ReSeni:
Rovnici piepiseme (x2 - 6x)+ (y2 —4 y)—3 =0 a vyrazy v zavorkach upravime na
druhé mocniny dvojc¢lenu.
(x> —6x+9)+(y> —4y+4)-3=9+4,
(x-3) +(y-2) =16.

Stfed kruznice je S [3, 2] , polomér r=4.

N7 o N
AR Ulohy k samostatnému reSeni AR

27. Upravte na stfedovy tvar obecnou rovnici kruznice:
a)x’+y> —6x+8y—-119=0,
b)x*+y* +14x-2y-31=0,

c)2x> +2y° —16x—12y =0.

Efm -213-
4



Zaklady matematiky Analyticka geometrie

7.3.2. Vzajemna poloha kruznice a pfimky

%ﬂ Vyklad

Ptimka, kterd ma s kruznici spolecny pravé jeden bod, se nazyva te€na kruznice.
Ptimka, kterd ma s kruznici spolecné praveé dva body, se nazyva se€na kruznice.

Ptimka, kterd nema s kruznici spoleény zadny bod, se nazyva vnéjsi primka kruznice.

t te¢nakruznice, 7 bod dotyku, ST 1t¢, |ST | =r,
s secna, U,V pruseciky se€ny s kruznici, usecka |U V| je tétiva,

q vngjsi pfimka

Je-li k:(x—m) +(y—n) =r* stiedova rovnice kruznice a bod T [t1 ,tz] jeji bod, pak rovnice

te¢ny v bod¢ 7 ma tvar:

t:(x—m)(t1 —m)+(y—n)(t2 —n):rz.

17
'v Resené ulohy

Piiklad 7.3.2. Urgete rovnici te¢ny ¢ kruznice k:(x—3) +(y+12)° =100 v bod& L[9,~4].

ReSeni: Musime ovéfit , jestli bod L[9,~4] lezi na kruznici & :(x-3)" +(y+12)° =100

(9-3) +(-4+12) =100 = 6> +8> =100 = 36+ 64 =100 = 100 =100 = Lek.

Efm -214-
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Nyni dosadime do vzorce pro rovnici te¢ny ¢:(x—m)(t, —m)+(y—n)(t,—n)=r" a
upravime:
t:(x=3)(9-3)+(y+12)(—4+12) =100,
t:6(x—3)+8(y+12)-100=0,
{16x+8y—22=0,

t:3x+4y-11=0.

ptimky m:-3x+4y+7=0 akruZnice k:(x—3)2 +(y+12)2 =100, urcete

spole¢né body, pokud existuji.

ReSeni:
Mame vyftesit soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych, jedna z rovnic je kvadraticka,
feSime dosazovaci metodou.
—3x+4y+7=0
(x=3)" +(y+12)" =100
Resime dosazovaci metodou. Z prvni rovnice vyjadiime jednu proménnou, napf.

x:4y+7 4y+7

2
, a dosadime do druhé rovnice: ( - 3) + (y +12)* =100,

4y-2Y’
upravime ji (yTj +(y+12)* =100,

L0
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2
[Mj—k(yz +24y+144) =100

9
16> =16y +4+9y* +216y+1296-900=0
25y% +200y+400=0
y? +8y+16=0
(y+4) =0 = y,, =—4, (diskriminant D =0).

4y+7

Dosadime do x = a dostaneme x =-3. Je to jediné feSeni, jedna se tedy o

te¢nu, bod A[-3,-4] je bodem dotyku.

6 -4 -20/46810 12 14 x

A k

-10
12 +S
-14
-16
-18
20

-22

Priklad 7.3.4. Rozhodnéte o vzajemné poloze piimky p:x—2y+5=0 akruznice

k:x*+y*> =10, uréete spoleéné body, pokud existuji.

Refeni: Opét mame vyiesit soustavu dvou rovnic o dvou neznamych, jedna rovnice je
kvadraticka, druha linearni.
x*+y* =10
x=2y+5=0

Z linearni rovnice vyjadiime x =2y -5, dosadime do rovnice kvadratické

(2 y— 5)2 +y* =10 a po upravé ziskame rovnici  y* -4y +3=0, jeji diskriminant
i 4+2

D =4, jeji kofeny jsou y,, = - =y =3y, =1

Dosadime postupné do rovnice x =2y —5 a vypocitame x, =1,x, =-3.

Soustava ma dvé feSeni, jedna se tedy o se€nu s pruseciky 4, [1, 3], 4, [— 3, 1].

L0
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Poznamka

Z uvedenych prikladii 7.3.3. a 7.3.4. muZeme shrnout poznatky o klasifikaci vzajemné polohy

primky a kruznice do nékolika bodii.
Pri 7eSeni soustavy 2 rovnic, linearni a kvadratickeé,volime tento postup:
a) z linearni rovnice vyjadirime jednu neznamou a dosadime do rovnice kvadraticke,
b) kvadratickou rovnici upravime a podle diskriminantu D rozhodneme takto:
je-li D <0, primka je vnéjsi primkou kruznice,
je-li D =0, primka je tecnou kruznice,

je-li D >0, primka je secnou kruznice.

Priklad 7.3.5. Urcete, pro které hodnoty parametru ¢ € R ma ptimka p: y=x+c
s kruznici x> + y* —2 =0 prave jeden spole¢ny bod, dva spole¢né body,

zadny spolecny bod.

Do rovnice kruznice dosadime rovnici pfimky a umocnime:
¥ +x’ +2xc+c’ —2=0=2x"+2xc+c’ -2=0.
D=4c* —4.2(c* —2)=—4c* +16

—4c’ +16=0=c’ =4 =|d =2

Zaver: |c| <2:pjesecna,

c| =2:pje teCna,

Efm -217-
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Priklad 7.3.6. Zbodu M5, 2] ved'te te¢ny ke kruznici & :(x—3)* +(y+12)* =100.

ReSeni:

Bod M5, 2] je bodem tegny, ale ne bodem dotyku.
Ovétime, ze bod M je vnéjSim bodem kruznice dosazenim jeho soufadnic do rovnice
kruznice: (5-3)> +(2+12)* =4+14> =200 > 100.
Nyni jeho soufadnice dosadime do rovnice tecny
t :(x—3)(t1 —3)+(y+12)(t2 +12)=100
a tedy (5-3) (1, =3)+(2+12)(1, +12) =100.
Upravime a dostaneme linearni rovnici 2t,+14t, +62=0 = ¢ +7t,+31=0.
Soufadnice [l‘1 , t2] jsou soufadnicemi bodu dotyku, musi vyhovovat rovnici kruznice

ke (t,=3) +(t, +12) =100.
Z linearni rovnice vyjadiime jednu soufadnici, napt. ¢, =-7¢, —31 a dosadime do

kvadratické rovnice (-7¢, =31-3) +(z, +12)* =100,

tu upravime na tvar t;+10t, +24=0,
t,=—4, t; =-6,
t,=-3, t =11.

Body dotyku hledanych tecen jsou T [— 3,- 4] aT '[1 L, - 6].
Postupné dosadime soutradnice bod 7,7" do rovnice tecny
t:(x=3)(1, =3)+(y+12)(1, +12) =100,

t:3x—4y-7=0, t:4x+3y-26=0.

Y
6 -4 -2 0 / 4 6 8 10 : 12 14 16 «x
T 4
t -6 T
8 -
t
-10
12 =)
-14
16
k
-18
-20
-22
* X
A -218 -
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Piiklad 7.3.7. Vedte te¢ny ke kruznici & : (x - 1)2 +(y+ 2)2 =8 kolmo k piimce
p:x=ty=t.
Reseni:
Y Reseni se pokusime vy¢ist z obrazku.

Hledané tecny jsou dvé€, spojnice bodl

dotyku T7T' téchto teCen je rovnob&zna

s danou pifimkou p a prochdzi stfedem

kruznice S. Povedeme tedy nejprve
piimku p' rovnobézné¢ s p stredem

kruznice.

x=t L x= 1+¢
: = :
P y=t P y=—2+t

Najdeme priseciky pfimky p' s danou kruznici & :(x— 1)2 +(y+ 2)2 =8. Do rovnice

x= 1+t
kruZnice dosadime parametrické vyjadieni pfimky p' :{ et
y=—z+

(1+7- 1)2 +(-2+1+ 2)2 =38, zavorky upravime a mocniny secteme:

P+t =8=2=8=1t'"=4=1=12.

x= 1+¢
Parametr ¢ dosadime do parametrického vyjadieni piimky p':{ - a ziskame
y=-2+

dva body dotyku hledanych tecen.
= 1+2 = 1-2
r=14" ~[3,0]. r={" ~[-1,-4].
y=—2+2 y=-2-2

Body T, T' dosadime do rovnice te¢ny kruznice

t:(x—m)(z‘1 —m)+(y—n)(t2 —n)=r2

t:(x=1)(3-1)+(y+2)(0+2)=8,  1':(x—1)(=1-1)+(y+2)(-4+2) =8,

t:x+y-3=0. t":x+y+5=0.

Ef - 219 -
' ..**‘*



N
AN

Zaklady matematiky Analyticka geometrie

Poznamka
Podobné bychom resili ulohu, ve které by tecny ke kruznici byly rovnobézné s danou primkou
p, stredem kruznice bychom vedli kolmici k dané primce p, (viz nasledujici obrdzek).

Nasledoval by stejny postup jako v priklade 7.3.7.

Ulohy k samostatnému feseni

28. Napiste rovnici teény kruznice (x —2)° +(y —4)* = 25 v bodé Al6,1].

29. Napiste rovnice teGen kruznice (x+ 1)2 +(y- 3)2 =125, které jsou kolmé k pfimce
pix=2t,y=t.

30. Napiste rovnice te¢en kruznice (x — 2)2 +(y+ 2)2 =52, které jsou rovnobé&zné s ptimkou
p:x=2t,y=-3t.

31. Je dana kruznice £ se sttedem S[1, 2] a polomérem r = 5. Dale jsou dany body
A[2, 0], B[S, 9]. VySetiete vzajemnou polohu kruznice k a piimky AB.

32. Urcete, pro které¢ hodnoty parametru k¥ € R ma dana pifimka p: y =k(x—1) s kruznici

x> +y® +2x =0 pravé jeden spoleény bod, dva spole¢né body, zadny spole¢ny bod.

Efm -220-
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7.3.3. Kruznice z danych prvki

Vyklad

V této kapitole se podivame na analytické vyjadieni kruznice z danych prvkl. V planimetrii

jsem pouzili pravitko, tuzku a kruzitko, zde bude tuzka stacit.
Resené ulohy
Piiklad 7.3.8. Urcete stfedovou rovnici kruznice, ktera prochazi body A[4,3], B[-2,3] a
dotyké se soutadnicové osy x.
Reseni:
Abychom mohli zapsat rovnici kruznice, potiebujeme znat souradnice stiedu S [m,n]

a polomér kruznice r .
Nejdiive se zamyslime nad posledni podminkou. Jestlize se kruznice dotyka

osy x, pak je polomér kruznice roven druhé soutadnici stfedu kruznice, » =n.
Body A[4,3], B[-2,3] lezi na kruznici, musi tedy jejich soufadnice splfiovat rovnici
kruznice k:(x—m)’ +(y—n)’ =r>. ProtoZe je r =n, rovnice kruznice bude ve tvaru
k:(x—m) +(y—n) =n. Dosadime tedy soufadnice bodti 4,B do této rovnice.
Aek: (4—m)2 +(3—n)2 =n®,
Bek: (—2—m)2 +(3—n)2 =n’.
Dostali jsme soustavu dvou rovnic o dvou neznamych. Tu nyni vyfeSime.

16-8m+m* +9—6n+n’ =n’

A4+4dm+m* +9—6n+n’ =n’

[}

Rovnice od sebe odeéteme a dostaneme

o
=~

jednu rovnici o jedné nezndmé:

12-12m=0=>m=1.

S

Dosadime do jedné z rovnic a vypocitame n: B S A

¢4

16-8+1+9—6n+n*=n’,
18—6n=0,

n=23. L

N

KruZnice ma rovnici

Ry
-
=}
N
w
x

k:(x=1+(y-3)=9. o N
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Priklad 7.3.9. NapiSte rovnici kruznice, ktera ma stfed S [5,—1] a dotyka se ptfimky

p:3x+4y+14=0.

Refeni: Vzdalenost bodu S od piimky p je rovna poloméru kruZnice.
[3-5+4(-1)+14 5
V3447

Kruznice ma rovnici  k:(x—5) +(y+1)° =25.

r=d(s,p)

Ulohy k samostatnému feseni

33. Napiste rovnici kruznice, ktera prochazi bodem A[4, 4] a pruseciky kruznice
x*+y° +4x -4y =0 spiimkou p:x+y=0.

34. Napiste rovnici kruznice, kterd prochazi body A[12, 10],B[6, 2] a sted leZi na pfimce
p:3x—4y-3=0.%

35. Napiste rovnici kruznice, ktera ma stfed na ose prvniho kvadrantu a dotyka se piimek

p:3x+4y+6=0agq:-5x+12y+38=0.%

L]
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7.4. Elipsa

7.4.1. Definice elipsy

Vyklad

Elipsa je mnozina vSech bodit M v roving, které maji od dvou riiznych pevné zvolenych

bodut (ohnisek E, F') konstantni soucet vzdalenosti (2a ), ktery je vétsi nez vzdalenost

ohnisek. |EM | + |FM | =2a

A,B  hlavni vrcholy elipsy o, hlavni osa elipsy

E,F  ohniska 0, vedlejsi osa elipsy

C,D  vedlejsi vrcholy elipsy S stied elipsy

a= |AS| = |BS| = |EC| = |FC| = |ED| = |FD| hlavni poloosa elipsy

b= |CS | = |DS | vedlejsi poloosa elipsy, e= |FS | = |ES | excentricita elipsy

Pro a,b,e plati Pythagorova véta: a’ =e’ +b°.

V soustavé soufadnic méjme danu elipsu o stieduS [m,n], a je hlavni poloosa, b

vedlejsi poloosa, EF | x, pak stitedova rovnice elipsy ma tvar:

2 2
ol Gl
a b

Je-li stied elipsy v pocatku soustavy soutadnic, S [0, O] , pak ma jeji rovnice tvar

+2 =1,

b

2 2
2

QN| =
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Oto¢ime-li v soustavé soufadnic o pravy uhel danou elipsu o stfedu S[m, n], hlavni

poloose a, vedlejsi poloose b, pak EF] || y a stiedovy tvar rovnice elipsy bude

(x-m)® (y—n)’
2 + 7 =1.

Je-1i stfed elipsy v pocatku Oxy, S[0, 0], ohniska E, F leZi na ose y, pak jeji sttedova

2 2
. x
rovnice je I A

b a’
17
'v Resené ulohy

Priklad 7.4.1. Obecnou rovnici elipsy pfeved’te na stitedovy tvar a urcete jeji

charakteristické prvky: 4x* +9y° —8x—36y+4=0.

ReSeni:
Rovnici si pfepieme (4x* —8x)+(9y> —36y)+4=0,
ze zavorek vytkneme 4(x2 — 2x)+ 9()/2 — 4y)+ 4=0,

vyraz v zavorce doplnime na druhou mocninu dvoj¢lenu
Ax* —2x+1)+9(y> —4y+4)+4=4+36,

piepiSeme na tvar 4(x - 1)2 + 9(y - 2)2 =36,
2 2
G- (=2
9 4
a mame stfedovy tvar rovnice elipsy, S [1, 2], a=3,b=2,e=~a’-b*> =5,
E[-+/5,2], F[1++/5, 2]

vydélime 36

Priklad 7.4.2. Napiste rovnici elipsy, kterd mé ohniska E[-2, —2], F[-2, 6] a jeden hlavni
vrchol je A[-2, 7].

ReSeni:

p o “o y E+F
Hlavni osa elipsy je rovnobé&zna s osou y, stied S =

=[-2,2], a=AS =5,

e=ES=FS=4,b=~a*—e> =+/25-16 =49 =3

2 2
(42 =2 _,
9 25
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Priklad 7.4.3. NapisSte rovnici elipsy, kterd ma osy rovnobézné s osami soutradnic, dotyka se

osy x 1y a jeji stfed je v bodé S[4,-2].

ReSeni:
Elipsa se dotyka osy y, to znamena, ze jeji hlavni vrchol je bodem dotyku a hlavni
poloosa a =4, zaroven se dotyka osy x, takze jeji vedlejsi vrchol jenaosexa b=2.

(=4’ 0+ _,
16 4

Rovnice elipsy ve sttedovém tvaru je

Priklad 7.4.4. Jakou rovnici ma piimka, ktera prochazi sttedem kuzelosecky

4x> +y* —16x+2y+1=0 aje kolma k piimce 2x+3y-5=07?

Reseni:
Musime nejdiive upravit rovnici na stfedovy tvar, pouzijeme stejny postup jako
v pfedchozim piikladé.
(4x” —16x)+ (> +2y)+1=0,
4(x* —4x+4)+(y7 +2y+1)=16,
(-2 (+1f |

4 16
Stied elipsy ma soufadnice S [2, — l] . Hledana ptfimka ma byt kolméd k2x+3y-5=0,

proto jeji normalovy vektor je n = (3, —2) a obecna rovnice je 3x—2y+c=0.
Dosadime soufadnice stiedu a dostaneme  3-2—2(—1)+¢c=0=c=-8.

Obecna rovnice hledané piimky je 3x—2y—-8=0.

N
AR

Ulohy k samostatnému feseni

36. Obecnou rovnici pieved’te na stiedovy tvar a urcete jeji charakteristické prvky:

a) 2x> +3y° —12x+3y+6,75=0,
b) 4x>+9y” +8x—-18y-23=0,

c) x> +16y>-8x=0.

i
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7.4.2. Vzajemna poloha elipsy a pfimky

Vyklad

Ptimka, kterd ma s elipsou spole¢ny praveé jeden bod, se nazyva te€na elipsy.
Ptimka, kterd ma s elipsou spole¢né pravé dva body, se nazyva secna elipsy.

Ptimka, kterd nema s elipsou spole¢ny zadny bod, se nazyva vnéjsi piimka elipsy.

t  tecna elipsy,
T bod dotyku,
N secna,

U,V priseciky

seCny s elipsou,

q  vné&jsi primka.

geai Gmm) (=)

p 2 =1 stfedova rovnice elipsy a bod T [tl,tz] jeji bod, pak rovnice tecny

v bodé T ma tvar:

(x=m)(4,-m) (y—n)(t,—n)

t: + =1.
a’ b*
x2 y2
Je-li — +b—2 =1 rovnice elipsy a bod T [tl ,tz] jeji bod, pak rovnice te¢ny v bod¢ 7 ma tvar:
xt, yt
[y —2=1.
a> b

Poznamka
Pro klasifikaci vzajemné polohy primky a elipsy plati stejné postupy jako u kruznice a primky,

popsané v poznamce.
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17 - 17
_v Resené tlohy *

2 2

Priklad 7.4.5. NapiSte rovnice tecen elipsy o +2 1y prisecicich s ptimkou

25
p:7x—2y-50=0.

ResSeni: Nejdiive najdeme priseciky piimky a elipsy.
Mame soustavu dvou rovnic o dvou neznamych, z druhé rovnice si vyjadiime jednu

proménnou a dosadime do prvni rovnice:

2 2
:7x 50 dosadime do rovnice elipsy =42

Tx-2y-50=0 = y 100+2_5:

7x-50Y
X2 2
+ =1

100 25

b

x’ N 49x* —700x+2500 _

1,
100 100

, umocnime:

po Gprave: x* +49x* —700x + 2500 =100,
x* —14x+48=0.

Tx—50
dostaneme

Kofeny rovnice jsou x=8x'=6 a po dosazeni do y=

y=3’y’=_4'

Priiseciky jsou T'[8,3],77[6,—4].

Tecna v bode T[8,3]: t:8—x+3—y:1:t:2x+3y—25=0.
100 25
. - , 6x 4y ,
TecnavbodeT[6,—4]: t'———=1=1¢":3x-8y-50=0.
100 25

o<
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N
LN

2 2
Priklad 7.4.6. Napiste rovnici teny k elipse (x ;52) + (y _93) =1 vjejim bod¢ T [6, ?] .

ReSeni:

Nejdiive vypocitime druhou soutadnici bodu dotyku.

2 2
(6-2) ,(6-3) | 252 1501, +144=0 = 1, =22y =&

25 9 5775
Budeme mit tedy dva body dotyku
T{6,ﬁ} T’[6,§}advéteény
5 5
24 6
-3)| =—-3 (y=3)| --3
_2)(6-2) ( j ~2)(6-2
e 0N ey I
25 9 25 9
t:4x+5y—-48=0. t':4x-5y—-18=0.
y x
6 _—
5 T"
L
4
, S
? t
1 /T
2 0 2 6 8 X
1
-2
Ulohy k samostatnému feseni

37. Napiste rovnici te¢ny elipsy 5(x +2)* +25(y —1)* =100 v bodé 4[-2, 3].

38. Napiste rovnici te¢en elipsy 4x* +9y° =36 zbodu M [1 5, 10] %

(erl)2
4

39. Napiste rovnice tecen k elipse +y* =1 v prisedicich s pfimkou
m:x=1+2t,y=2+t¢.
40. Urcete pro které hodnoty parametru ¢ € R mé piimka p: y =c selipsou x> +4y° =36

pravé jeden spole¢ny bod, dva spole¢né body, Zadny spole¢ny bod.

L]
o t’*‘i
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Analyticka geometrie

7.5. Hyperbola
7.5.1. Definice hyperboly

Vyklad

Hyperbola je mnozina vSech bodii M v roving, které¢ maji od dvou riznych pevné zvolenych

bodu (ohnisek E, F') konstantni rozdil vzdalenosti (2a), ktery je mens$i nez vzdalenost

ohnisek. ‘|EM| — |FM” =2a
0,
Y
b e

ga 2
0, hlavni osa hyperboly,
A,B hlavni vrcholy hyperboly,
EF ohniska,
S stted hyperboly,
u,v asymptoty,

a= |AS| = |BS| hlavni poloosa hyperboly,

0, vedlejsi osa hyperboly,

b vedlejsi poloosa hyperboly,

e= |F S | = |ES | excentricita (vystfednost) hyperboly

Pro a,b,e plati Pythagorova véta: a’ +b> =e”.

i
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V soustavé souradnic méjme danu hyperbolu o sttedu S[m,n], a je hlavni poloosa,b

vedlejsi poloosa, EF ||x , pak stfedovy tvar rovnice hyperboly je:

(c-mf _(-nf _,
a’ b?

Obecné rovnice asymptot jsou u:bx—ay+c=0,v:bx+ay+d =0, konstanty c¢,d se

vypocitaji dosazenim soufadnic stiedu hyperboly do rovnic asymptot.
‘o .Y . b
Ve smérnicovém tvaru maji asymptoty rovnici: y—n=+t—(x—m).
a

Je-li stied hyperboly v poc¢atku soustavy soutadnic S [0,0] a ohniska E, F lezi na ose x,

pak ma jeji stftedova rovnice tvar

R
a> b
Obecné rovnice asymptot jsou u:bx—ay=0,v:bx+ay=0.

o . . b
Ve smérnicovém tvaru maji asymptoty rovnici y =+—x.
a
Otocime-li v soustavé soufadnic o pravy thel danou hyperbolu o stfedu S[m,n],hlavni

poloose a, vedlejsi poloose b, pak EF || y a stiedovy tvar rovnice hyperboly bude:

=nf _(c-m) _,
a’ b’

Obecné rovnice asymptot pak jsou wu:ax—by+c=0,v:ax+by+d =0, konstanty c,d se

vypocitaji dosazenim soufadnic stiedu hyperboly do rovnic asymptot.
‘o . . a
Ve smérnicovém tvaru maji asymptoty rovnici y—n=+—(x—m)

Je-li stfed hyperboly v pocatku soustavy soutradnic, S [0,0] ,aohniska E,F lezinaose y,

pak ma jeji stftedova rovnice tvar

2 2
X
2-2=1.
a” b
Obecné rovnice asymptot jsou u:ax—by=0, viax+by=0.

T . . a
Ve smérnicovém tvaru maji asymptoty rovnici y =+—x

S
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Analyticka geometrie

N
AN

Priklad 7.5.1.

Resené ulohy

Obecnou rovnici hyperboly pieved’te na stfedovy tvar a urcete jeji

charakteristické prvky: 9x*> —4y*> -8y —40=0.

ReSeni: Rovnici si prepiseme 9x* — (4 ¥ +8 y)— 40=0,
ze zavorky vytkneme 9x* — 4(y2 +2 y)— 40=0,
vyraz v zavorce doplnime na druhou mocninu dvojclenu
9x* —4(y? +2y+1)-40=—4,
prepiSeme na tvar 9x* —4(y+1) =36,

2

2
vydélime 36 a mame stiedovy tvar rovnice hyperboly XT - M =1.

9

Charakteristické prvky hyperboly: S[O,—l], a=2b=3e=413, o,/ x.

Rovnice asymptot: u:3x—-2y-2=0,v:3x+2y+2=0.

Priklad 7.5.2.

ReSeni:

Jakou rovnici ma piimka, ktera prochazi stiedy kuzelosecek

xP+y?—6x+2y+1=0a x* —y* +2x+4y-12=0.

Musime nejdiive upravit rovnice na sttedovy tvar, pouzijeme stejny postup

jako v piedchozim prikladé: (x2 - 6x)+ (y2 + 2y)+l =0,

(x2 —6x+9)+(y2 +2y+1):9 = (x=3) +(y+1)’ =9 - jedna se o kruznici.
(x> +2x)-(y* —4y)-12=0,

2 2
(x2+2x+1)—(y2—4y+4):9, (et1) (v-2) =1 - jedna se o hyperbolu.

Stredy

9 9
kuzelose¢ek maji soutadnice S[3,~1], S'[-1,2].

Hledana pfimka ma smérovy vektor s =S'— 8§ = (— 4, 3), jeji normalovy vektor

je (3,

4) a obecna rovnice ptimky p: 3x+4y+c=0.

Dosadime soufadnice stiedu S a dostaneme 3-3+4(-1)+c=0=c=-5.

Obecna rovnice hledané ptimky je 3x+4y—-5=0.

Ulohy k samostatnému feseni

41. Obecnou rovnici hyperboly preved'te na stiedovy tvar a uréete jeji charakteristické prvky:

a) 9x° —5y" +54x—10y+121=0,

b) 2x* -y’ —4x+2y-7=0,

c) 3x°-2y° -8y—-26=0.

i
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Analyticka geometrie

7.5.2. Vzajemna poloha hyperboly a primky

Vyklad

Ptimku, ktera ma s hyperbolou spole¢ny praveé jeden bod a neni rovnobézna s asymptotou,

nazveme te¢nou hyperboly.

Ptimku, ktera ma s hyperbolou spolecné dva body, nebo je rovnobézna s asymptotou

hyperboly, nazveme seénou hyperboly. Se¢na rovnobézna s asymptotou ma s hyperbolou

spole¢ny jeden bod.

wewrs

Ptimku, ktera nema s hyperbolou spole¢ny zadny bod, nazveme vnéjsi pfimkou hyperboly.

0, m
M
T
04
S B F
R
t V
N

u, v asymptoty hyperboly,
t  tecna hyperboly, T  bod dotyku,
p secna, U,V priseciky secny p s hyperbolou,

seCna, M , N priseciky secny m s hyperbolou,
r  secna rovnobézna s asymptotou, R prisecik se¢ny r s hyperbolou,

g  vnéjsi pfimka.
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Je-li (x_m)2 _ (y_n)2

e 2 =1 rovnice hyperboly a bod T [t,,tz] jeji bod, pak rovnice tecny

v bodé T ma tvar:

2 2
Je-li (y ;zn) _ (x ;)Zm)

=1 rovnice hyperboly a bod T [tl,tz] jeji bod, pak rovnice tecny

v bodé T ma tvar:

~—

t:(y—n (tz—n)_(x—m)(ll—m) _1

17
'v Resené ulohy

Priklad 7.5.3. Urcete vzajemnou polohu pifimky p:x =5+4t,y =4+ 5t a hyperboly

x'—-y*=9.

ResSeni:
Dosadime do rovnice hyperboly parametrické vyjadfeni piimky, vyfeSime
kvadratickou rovnici a podle poctu feSeni rozhodneme o vzajemné poloze pfimky a

hyperboly.
(5+4t) —(4+5t) =9,

25+ 40 +16¢> — (16+40¢ + 257 )= 9,

9-9t2 =9,
t=0. 8

u Vv
Uloha ma jediné fe$ent, jde tedy o te¢nu, bod

4 T
dotyku ma souradnice T [5, 4], nebo o se¢nu,
A
10 ¥ B 5f 10 X

ktera je rovnobézna sjednou asymptotou.
Tuto moZnost nyni oveéfime. Rovnice
asymptot jsou x+y=0 a x-y=0,

v parametrickém vyjaddfeni x=¢y=—t a
-12

x=t,y=t, pifimka p je sasymptotami

riznobéZna a jedna se opravdu o te¢nu.
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+2) (y-3)
Priklad 7.5.4. Napiste rovnici teCny hyperboly (x 7 ) - (y12 ) =1 v jejim bod¢ T [2, ?].

ResSeni:

Dosadime danou soufadnici bodu dotyku do rovnice hyperboly a najdeme jeho

druhousoufadnici:
(2+2)° (y-3) (y=3) )
- =24~ =] —-6y-27=0 =-3, =9.
4 12 - 12 DA =Y Y

Body dotyku maji soufadnice: 7] [2,—3] , T, [2, 9].

Dosadime 7, [2,—3] do rovnice tecny ¢: (x - 2{4(2 - 2) - (y _3)1(2_3 _3) =1.

Po Gpravé ma te€na rovnici ¢, :2x+y—1=0.

Dosadime 7, [2, 9] do rovnice tecny ¢: (x+ 2{4(2 il 2) - (y _31)59 _3) =1.

Po Gpravé ma tecna rovnici ¢, : 2x—y+5=0.

2 2

Priklad 7.5.5. Urcete vzajemnou polohu pfimky 3x -2y +2 =0 a hyperboly XT EA

9

ReSeni:  Z rovnice pfimky 3x -2y +2 =0 si vyjadiime x = 2)}3—_2 ,

>
3 y_2=1

dosadime do rovnice hyperboly a dostaneme - -

4 9
L]
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upravime natvar ¥’ -2y+1-)’=9=2y=-8 = y=—4.

Dosadime do x = 2y 3_ 2

1 .
a vypoclitdme x = —?0 . Pfimka a hyperbola maji spole¢ny

pravé jeden bod. Mohlo by se jednat o te¢nu, ale protoze rovnice asymptoty nasi
hyperboly je 3x—2y =0, pak pfimka o rovnici 3x—-2y+2 =0 je s asymptotou

rovnobézna, takze se jednd o secnu.

<

Poznamka
V pripade tecny vychazi po upravé kvadraticka rovnice, ktera ma jeden dvojnasobny koren a
ten je souradnici bodu dotyku. Pokud se jednd o secnu rovnobéinou s asymptotou, pak

dostaneme linedrni rovnici a jediné reseni, coz je nas pripad.

Ulohy k samostatnému feseni
42. Napiste rovnici te¢ny hyperboly (x+ 1)2 —(y- 3)2 =9, kter4 prochazi bodem A[-6, —1].

2 2

43. Urcete vzdalenost priseciki piimky p:4x—3y—12=0 s hyperbolou % - yj =1.

44. V priseéicich piimky p:x—y+1=0 s hyperbolou (x —3)* — y*> =16 sestrojte teény
hyperboly.

Efm -235-
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7.6. Parabola

7.6.1. Definice paraboly

Vyklad

Parabola je mnozina vSech bodiit M v roving, které maji od dan¢ho pevného bodu

(ohniska F') a od dané piimky (fidici ptfimky d ) stejnou vzdalenost.

|MF|=d(M,d)
o
F ohnisko paraboly
vrchol paraboly
F| d fidici ptimka paraboly
p parametr, p‘ = |Fd| = 2|FV]|

ol

V soustavé soufadnic méjme danu parabolu s vrcholem V[m,n] a parametrem p , 0|| Vv,
pak vrcholovy tvar rovnice paraboly je:
2
(x=m)" =2p(y—n).

Osa paraboly ma rovnici x—m = 0. Ridici pfimka ma rovnici y —n + g =0.

Je-li vrchol paraboly v poc¢atku soustavy soufadnic, V[0,0], pak jeji vrcholova rovnice ma
tvar x=2py.

Osa paraboly je totozna s osou y a tidici pfimka ma rovnici y = —g .

V soustavé souradnic méjme danu parabolu s vrcholem V[m, n] a parametrem p, 0|

x 3
pak vrcholovy tvar rovnice paraboly je:
2
(vy=n)' =2p(x—m).
Osa paraboly ma rovnici y—n = 0. Ridici pfimka mé rovnici x —m +§ =0.
Je-li vrchol paraboly v pocatku soustavy Oxy ,V[0,0] ,pak jeji rovnice mé tvar y* =2px.

Osa paraboly je totoznd s osou x a fidici pfimka ma rovnici x = —g .

Efm -236-
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12 . 1y
_v Resené ulohy *

P¥iklad 7.6.1. Urcete vrchol, parametr a ohnisko paraboly y° —8x+6y—7=0.

Reseni:
Obecnou rovnici paraboly upravime na tvar Y +6y=8x+7,
vyraz na levé strané rovnice upravime doplnénim 9 na druhou mocninu dvojc¢lenu
Y +6y+9=8x+7+9,
piepiSeme na mocninu a z pravé strany vytkneme (y + 3)2 = 8(x + 2).
Vrchol paraboly je V[— 2,— 3] , parametr p =4, osa o//x, ohnisko F[0,-3], fidici

piimka ma rovnici x = —4.

P¥iklad 7.6.2. Urcete vrchol, parametr a ohnisko paraboly 2x*> —8x+12y-16=0.

ReSeni:
Zapis rovnice si upravime na tvar 2x* —8x=-12y+16,

z levé strany vytkneme 2 a doplnime vyraz v zdvorce na druhou mocninu dvoj¢lenu
2(x? —4x+4)=—12y+16+8,
pfepiSeme na mocninu a z pravé strany vytkneme 2(x - 2)2 = —12(y - 2),

rovnici vydélime 2 a madme vrcholovou rovnici (x - 2)2 = —6(y - 2) .

Vrchol paraboly je V[2, 2], p=3,0sa0/y, F[2, %] , rovnice fidici pfimky y = %

I Poznamka I

Parametr p urcuje, jak moc je parabola , oteviena“ ¢i ,,uzavienad“. Znaménko u parametru

oznaci smer ,, otevieni “ paraboly ( vpravo, vlevo, nahoru, dolii).

| o N/
AR Ulohy k samostatnému resSeni AR

45. Obecnou rovnici paraboly preved'te na vrcholovy tvar a urCete jeji charakteristické prvky:
a) 3x’+36x—y+108=0,

b) x*+10x—4y+37=0,
c) 3y°—x-12y+18=0.
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7.6.2. Vzajemna poloha paraboly a pfimky

Vyklad

Ptimka, kterd ma s parabolou spole¢ny pravé jeden bod a neni rovnobézna s osou paraboly, se

nazyva tena paraboly.

Ptfimka, kterda ma s parabolou spolecné pravé dva body, nebo je rovnobézna s osou paraboly,

se nazyva secna paraboly. Secna rovnobéZna s osou paraboly ma s parabolou spolecny jeden

bod.

Ptimka, kterd nema s parabolou spole¢ny zadny bod, se nazyva vnéjsi primka paraboly.

t tena paraboly
T bod dotyku

r secna

U,W priseciky secny r

s parabolou

S sefna rovnobézna s osou
paraboly
S prisecik secny s

s parabolou

q vnéjsi primka paraboly
Je-li (x—m)2 =2p(y —n) vrcholovy tvar rovnice paraboly, o//y, bod T [tl,tz] je jeji
bod, pak rovnice te¢ny v bodé¢ 7 ma tvar
t: (x—m)(t1 —m) =p(y+t,—2n).
Je-li vrcholova rovnice paraboly ve tvaru x* =2py a bod T [tl,tz] jeji bod, pak rovnice

teCny v bodé T ma tvar t: xt;=p(y+t,).

Je-li (y—n)2 =2p(x—m) vrcholovy tvar rovnice paraboly, o//x, bod T [tl,tz] je jeji
bod, pak rovnice teny v bodé¢ 7" ma tvar
t: (y—n)(t2 —n)=p(x+t1 —2m).
Je-li vrcholova rovnice paraboly ve tvaru y? =2px a bod T [tl,tz] jeji bod, pak rovnice

teCny v bodé 7 ma tvar t: yt, = p(x+t)).
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1/
-v Resené ulohy

Priklad 7.6.3. Napiste rovnici teCny paraboly (x + 1)2 =3(y—2) vbod¢ T [2, 5].

Reseni:
Nejprve si ovéfime, Ze bod T je bodem paraboly: (2+1)° =3-3=9=9,

bod T je bodem paraboly, jeho soufadnice vyhovuji rovnici paraboly.

Dosadime do rovnice te¢ny (x+1)2+1)= %( y+5-4)

a upravime na tvar t:2x—y+1=0.
Y
10
9

8 t
7
6

5 T
4
3
s
V
6 -4 2 Z 2 4 X

Piiklad 7.6.4. Urcete vzdjemnou polohu paraboly x> =4y a piimky x—2y+4=0.

ReSeni:
Z rovnice ptimky si vyjadiime x =2y —4 a dosadime do rovnice paraboly x> =4y .
(2y-4) =4y =4y" -16y+16=4y,
Y =5y+4=0=>D>0.

Kofeny jsou dva, y=1 y'=4,
dopocitame x, x=-2,x"=4.
Ptimka parabolu protind v bodech
A[-2,1} B[4,4].

Ptimka je se¢nou. 2
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N

Ulohy k samostatnému feseni
46. Napiste rovnici tecny paraboly (x - 2)2 =y +25 vbodé A[S;—l6] .

47. Je dana parabola y® = 4x apiimka x — y —3 =0, urcete délku tétivy, kterou ptimka
vytind na parabole.

48. Napiste rovnice tecen paraboly (x+ 3)2 =—2(y—4) v prisecicich s pfimkou
k:ix—y+7=0.

49. Urcete hodnotu parametru p € R tak, aby pfimka x+ 2y —1=0 byla te¢nou paraboly
y* =2px.

50. Nejprve proved’te odhad, jakou kuzelosecku miize dana rovnice vyjadiovat. Potom
upravou na stiedovy (vrcholovy) tvar rozhodnéte, zda odhad byl spravny. Urcete

charakteristické prvky kuzelosecky:
a) 2x° +3y> +12x-6y+9=0,
b) y*—4x+4=0,

c) x’+y*  +4x-6y+13=0,

d) x> -2y +4x+12y-23=0,
e) x’—2x-5y+2=0,

) x*+y*-2y-3=0,

g) 7x° +5y° —14x—-10y+18=0.

Vysledky uloh k samostatnému feseni

1.a)12; b) 8. 2. \J65. 3. |a|=20,

Z;‘=4,(p=63°26'.

4. p:2x+3y-6=0. 5. ¢, :x=Ty+35=0,¢,:5x-11y+47=0,¢,:x—-y+3=0.
6. nelezi. 7. 2x+3y+11=0. 8. 3x+5y+17=0. 9. 4x+y—-4=0.

10. X =[51]+7(-2,3); x=5-2t,y=1+3t,teR. 11. ano. 12. p:5x+4y-23=0.

13. x=7t,y=2+2t,teR. 14, x=—4+2t,y=2—-t,teR.
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15. a) p=q; b) plig;c) pxq,R[L1]. 16. a) a=b; b) a||b;c) axb, R[3,-2].
17. a) k=1;b) k||/;c) kxI,K[1,0]. 18. 63°26'. 19. 42°16'. 20. 11°19".

21. k:5x+2y-7=0. 22. m=-2. 23. M'[-52]. 24. %

25. x—y-3=0,x—yp+5=0. 26. 5.
27. a)(x-3)" +(y+4) =144, S[3,-4],r=12.
b)(x+7) +(y-1) =81, S[-7,1],r=9.
¢)(x—4) +(y-3) =25, S[4,3],r=5. 28. r:4x-3y-21=0.
29. :2x+y-26=0,t":2x+y+24=0. 30. 7:3x+2y-28=0,¢"13x+2y+24=0.

31. ptimka je secnou, pruseciky B[4, 6], B[1, —3].

vvvvvv

32. |k|<g seCna, k|:g teCna,

33. X’ +(y-4) =16. 34. (x=9)" +(y-6)" =25. 35. (x—2)"+(y-2) =16.

()C—?))2 Jr(y+0,5)2

36.2) ~— y =1, S[3;-0,5],a=6,b=2, e=+2.
(x+1), (=)
b) S =1,8[-11],a=3,b=2, e=+5.

2
o) (x1_64) +y° =1, S[4,0],a=4,b=1, e=+/15.

37. y=3.38. £:8x-9y-30=0,¢:x-2y+5=0. 39. ¢,:y=11:x=-3.

vvvvvv

40. |c|<3 seCna,

c| =3 teCna,

2 2
a0 WL 2Dy s e =30y,

rovnice asymptot u:3x—x/§y+9—\/§=0, v:3x+\/§y+9+\/§=0.

2 2
b &) G- =1, S[L1],a=2b=2V2, o [|x,e=Va’ +b* =243,

4 8

L0
' ..* * ‘*
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u:\/Ex—y—\/E+1:0, v:\/Ex+y—\/§—1:0.

2 2
©) %_@:1, S[0.-2],a=6,b=3, o, || x,e=A/15,

u:3x—«/€y—2x/g:0, v:3x+\/gy+2\/€:0.

42, 5x—4y+126-0. 43. % 44, 1ix—-1.
45.0) (v+6) =1y, V[-60], p=solly. b) (x+5) =4(y-3), V[-53], p=2.
c) (y—2)2:%(x—6), v[6,2], pZ%, ollx.
46. 6x—y—46=0. 47. 8J/2. 48. y=4,2x—y+12=0. 49. p:—%.
50. a) elipsa, S[-3,1], a =\/g, b=2e=42,
b) parabola, V[1,0], p=2, F[2,0],d:x=0,0]| x,
¢) bod [-2, 3],
d) hyperbola, S[-2,3],a=3,b= %\/E, e= %\/E,

1 5 21
e) parabola, V[I,—], p=—,d:y=——,0
) p [ 5] p=2,d:y=—— Iy

f) kruznice, S[0,1], 7 =2

g) neexistuje bod, jehoz soufadnice by spliiovaly danou rovnici.

Kli¢ k feSeni uloh

1. Dosadime do vzorce pro skalarni soucin: a) uv = |zZ ||\7|cosgo, b) uv =uy, +u,v,,

2. Dosadime do vzorce pro vzdalenost dvou bodi: a) |AB| = \/ (b, —a,) +(b,—a,),

, . - > > uv
3. Dosadime do vzorce pro velikost vektoru: |u| =4u,” +u, aproodchylku cosp =——.
[
4. Soutadnice bodl dosadime do obecné rovnice pfimky, dostaneme soustavu dvou rovnic o

ttech nezndmych a,b,c.

2b+c¢c=0
3a+c=0

L]
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Za jednu z nich si dosadime nenulovou konstantu, napt. a =2, a zbylé dvé dopocitame.

2b+c=0 = b=3
6+c=0 = c=-6

Nyni jen dosadime do obecné rovnice piimky.

5. Nejdfive vypocitame stiedy stran: A':B+C: Z,E , B':A+C: 1,2 ,
2 2°2 2 2°2

C'=

B+4 . .. . . ..
; =[3,6]. Body A4, A" uruji t&nici ¢,, B,B' urtuji t, a C,C" uréuji .. Jejich

rovnice ur¢ime stejné jako obecnou rovnici piimky v uloze 4.

6. Aby bod lezel na ptimce, musi jeho soutfadnice splfiovat rovnici piimky, dosadime tedy
soufadnice bodu do rovnice ptimky a vyjde-li 0=0, je bod bodem piimky. V opacném

ptipadé na ni nelezi.

7. Soutadnice normalového vektoru dosadime do obecné rovnice ptimky ax+by+c =0 tak,

aby a =-2,b=3. Po té dosadime do rovnice bod 4 a vypocitame c.

8. Vyuzijeme vlastnosti, ze rovnob&ézné ptimky maji rovnobézné (stejné) normalové vektory.

p:3x+5y+c=0, konstantu ¢ vypocitdme dosazenim bodu K do této rovnice.

9. Vyuzijeme vlastnosti, ze normalovy vektor kolmice je zaroven smérovym vektorem
piimky p. p:4x+ y+c =0, konstantu ¢ vypocitime dosazenim bodu R do této

rovnice.

10. Vypocitame soufadnice sm&rového vektoru i = B— 4 =(u,, u,) a dosadime do obou

rovnic.

11.Lezi-li bod na piimce, pak musi spliiovat rovnici [—4, 2] = [1, -1 3] + t(—l, 3). Tu
rozepiSeme do soustavy a pokud vyjde jediné feSeni, pak bod na ptimce lezi, v opaéném
ptipadé na ni nelezi.

12.Z parametrickych rovnic ziskdme soufadnice bodu [3, 2] a smerového vektoru (4,— 5) ,

z n&j pak normalovy vektor (5,4) a dosadime do obecné rovnice pfimky. Nebo

vylou¢ime ze soustavy parametr ¢.

Efm -243-
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13.Normalovy vektor ma soufadnice 7 =(—2,7), z n&j budeme mit smérovy vektor (7, 2).

Bod si na pfimce vybereme, jednu jeho soufadnici zvolime, napt. x =0, dosadime do

rovnice a vypocitaime y .

14. Vyuzijeme vlastnosti, Ze normalovy vektor pfimky ¢ je smérovym vektorem

piimky p, tzn. 7, :(2,—1) =1,.

15.a) Porovname normalové vektory, jsou-li linearné zavislé, provéiime, zda neni jedna
rovnice nasobkem druhé. Pokud je, jsou totozné.
b) Porovname normélové vektory, jsou-li linearné zavislé, proveétime, zda neni jedna
rovnice nasobkem druhé. Pokud nejsou, jsou rovnobézné.
¢) Porovname normalové vektory, nejsou-li linearné zavisle, jsou ptimky rtiznobézné a

najdeme jejich priisecik vyfeSenim soustavy dvou rovnic o dvou neznamych.

16.a) Dosadime za x a y pfimky a rovnice pfimky b . Budeme mit jednu rovnici o jedné
neznamé, vyjde-li 0 =0, pak jsou pfimky totoZné.
b) Dosadime za x a y piimky a rovnice piimky 5. Budeme mit jednu rovnici o jedné
neznamé, vyjde-li 10 =0 nebo jiny nesmysl, pak jsou pifimky rovnob&ézné.
c¢) Dosadime za x a y piimky a rovnice piimky b . Budeme mit jednu rovnici o jedné
neznamé, vyjde-li t =k (k je né&jaké realné Cislo), pak jsou ptimky riznobézné a

najdeme jejich prusecik.

17.a) Porovnanim proménnych x a y dostaneme soustavu dvou rovnic o dvou neznamych,
ma-li nekone¢né mnoho feSeni, jsou piimky totozné.
b) Porovnanim proménnych x a y dostaneme soustavu dvou rovnic o dvou neznamych,
nema-li Zadné feseni, jsou pfimky rovnobé&zné.
¢) Porovnanim proménnych x a y dostaneme soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych,

ma-li jediné feSeni, jsou piimky riznob&zné a najdeme jejich prisecik.

18.Z obecnych rovnic ziskime normalové vektory 7 =(3,—4),7'=(1,2) a dosadime do

=1
n

S|

VZOrce: cosa =

n

d
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19.Body nam urdi smérové vektory i = B— 4 =(2,-3), v=L—K =(4,-1) obou piimek,
jiiv

dosadime do vzorce: cosa =——.
][]

20.Najdeme soufadnice sm&rovych vektord 5 =(1,3), 5'=(—4,-7) a dosadime do vzorce:
v

cosQq = ———-.
][]

21. Vyuzijeme vztahu: kolmé piimky maji kolmé normalové vektory nebo normalovy vektor

jedné pfimky je smérovym vektorem kolmice. k:5x+2y+c =0, konstantu ¢

vypocitame dosazenim bodu 4 do této rovnice.
22.Kolmé piimky maji kolmé normalové vektory a proto plati: 7in'=0.

23.Bodem M vedeme piimku kolmou k pfimce p , normalovy vektor ptimky p je
smérovym vektorem kolmice, k:x =1+3¢,y=-2-2¢. Pak jen dopocitame prisecik

pifimek p a k.

24. Parametrické rovnice piimky pfevedeme na obecnou rovnici a pak dosazenim do vzorce

B |aa1 +ba, +c|

Ja* +b?

d(H,b) ziskdme hledanou vzdalenost.

25.Nejlepsim navodem bude dobfte prostudovat Priklad 7.2.18..

26.Na jedné piimce si zvolime bod, napt. 4 [—9, 0] € g a vypocitame jeho vzdalenost do

C v ) |aa, +ba, + |
druhé pfimky pomoci vzorce: d( A4, p)=——=——.
Py o e

27.a) Rovnici x* + y* —6x+8y —119 = 0 upravime na stiedovy tvar tak, ze vyrazy x* —6x a
y* +8y doplnime na druhou mocninu dvojélenu.

Dostaneme (x2 —6x+ 9)+ (y2 +8y+ 16)— 9-16—119=0 a odtud stiedovy tvar rovnice

kruznice je (x—3)" +(y+4)" =144, S[3,-4] a r=12.

27. b) a c¢) budeme postupovat jako v tloze 27.a).
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28.0verime, zda je bod 4 bodem kruznice. Pak pouze dosadime do rovnice te¢ny kruznice
t: (x—m)(t1 —m)+(y—n)(t2 —n) = a upravime ji.

t:(x=2)(6-2)+(y-4)(1-4)=25 = t:4x-3y-21=0.
29. Prostudujte si PFiklad 7.3.7.. Body dotyku budou mit soufadnice 7, [9,8] ,T, [—1 1,—2] .

30. Prostudujte si Priklad 7.3.7. a poznamku, ktera za nim nasleduje. Body dotyku budou mit
souradnice 7, [8, 2] , 1, [—4, —6] .

31.Rovnice kruznice k: (x—1)* +(y—2)* =25, AB=B-A4=(3,9), primku si vyjadiime
v parametrickém tvaru p: x =2+ 3¢, y =9¢ a dosadime do rovnice kruznice. Po uprave

dostaneme kvadratickou rovnici 9¢> —3¢ -2 = 0, kterd ma dva realné kofeny
2

1 . . .
t, = 3 t, = 3 Dosadime je postupné do parametrického vyjadieni pifimky a ziskame

tak soufadnice prusecikt A [4, 6], P,[1, —3]. Pfimka je se¢nou.

32.Rovnici pfimky dosadime do rovnice kruznice a po Gprave ziskame rovnici
x*(+k*)=2x(k> =1)+ k> =0, kterd ma diskriminant D = 4(k*> —1)> =4k’ (1+k*).

B3

Po Uprave polozime D =0, to znamend: —3k* +1=0=3k> =1=|k| = 5

|k|<? secna, k|=? tecna, k|>g vngjsi piimka kruznice.

33.Nejdrive vypocitame priseciky ptimky a zadané kruznice (budeme fesit soustavu dvou
rovnic o dvou neznamych, jedna rovnice je kvadratickd). B [O, O] ,C [—4, 4]
Nyni vezmeme vSechny ti1 body, které mame a postupné je dosadime do rovnice
kruznice. Dostaneme soustavu tii kvadratickych rovnic o ttech nezndmych m,n,r .
m2 + I’l2 = I"z .
(—4—m)2 +(4—n)2 =r,
(4—m)2 +(4—n)2 =r.

Malou napovédu ziskate v Prikladu 7.3.8., tam byly dany dva body.

34.Lezi-li dva body na kruznici, dosazenim soufadnic bodt do rovnice kruznice ziskame dvé

rovnice o tfech neznamych, pouZijeme opét Pfiklad 7.3.8. jako napovédu.

Efm -246-
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Stied lezi na pfimce p , musi pro jeho soutadnice platit 3m—4n—-3=0. To je tieti
rovnice. Soustavu vytesime.

(12=m)" +(10-n)" =12,

(6—m)2 +(2—n)2 =r,

3m—4n—-3=0.

35. Pro bod na ose prvniho kvadrantu plati, ze y =xAx >0, protoZe se jedna o stied
kruznice, jsou jeho soutadnice [m, m] . Tento bod musi mit stejnou vzdalenost od obou
piimek.

3m+4m+6| |-5m+12m+38| e ic m> 0. odstranime absolutni hodnot
= , protoze j€ m = U, odstranime abvsolutnl nodanotu a
V9 +16 J5+iaa P :

e Tm+6 Tm+38
rovnici vyresime, tzn. =

= 13(7Tm+6) = 5(Tm +38) = S6m =112 =

m=2,pakr=4.

36.a) Rovnici 2x* +3y*> —12x+ 3y + 6,75 = 0 upravime na stfedovy tvar tak, Ze vyrazy
2x” —12x a 3y* + 3y doplnime na druhé mocniny dvojélend.
2 2 1 3
Dostaneme 2(x* —6x+9)+3| y tyr|-18-24675=0a odtud

2
1 . . .
2 (x - 3)2 +3 ( V+ Zj =12 . Rovnici vydélime 12 a dostaneme stfedovy tvar rovnice

(x—3)2 +(y+0,5)2
6

e=+a’-b* =\/§.

36. b) a ¢) budeme postupovat jako v tloze 36 a).

elipsy: =1, stfed S[3;—O,5] , hlavni poloosa a = \/g, b=2,

37.0v¢time, Ze bod 4 lezZi na elipse , jeji rovnici pfevedeme na stiedovy tvar

2 2
(42 0= _,
20 4

b

a pak dosadime do rovnice tecny elipsy

Gemm)amm) (mm)(mn) |

+
a’ b?
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;L , .. Xt t
38. Hledana te¢na ma rovnici: ¢ : ?1 + 22

4

106 _

Bod M [15, 10] je bodem tecny. Dosadime ho tedy a dostaneme rovnici: ISTl 1 l.

Toto je rovnice tecny a ta ma s elipsou spolecny pravé jeden bod. Tento bod dotyku

budeme nyni hledat.
6—15¢,

Z rovnice vyjadiime jednu nezndmou: ¢, = a dosadime do rovnice elipsy

4x*> +9y* =36 za x,za y dosadime ¢,,

2
4(6_155) 191, =36.
10

Rovnici upravime a dostaneme: 25¢,° —10t, -48=0 = ¢, :§ t,'=——.

i LR 1
10 5 5°5

= 6-15, = 12 T' 2,—§ . Ziskali jsme body dotyku tecen.
10 5 55

Nyni v téchto bodech zjistime rovnice tecen a napiSeme jejich rovnice:

t,:8x-9y-30=0,¢:—x+2y-5=0.

39.Najdeme priseciky pfimky s elipsou 7;[-1,1],7,[-3,0] a v nich hledané te¢ny.

40.Do rovnice elipsy dosadime rovnici ptimky a dostaneme x> +4c> —36=0.
Diskriminant D =—4(4c” —=36), D=0=>c’> =9=|d=3

vvvvvv

|c| <3 secna, c| =3 telna,

41.a) Rovnici 9x° —5)° +54x—10y +121= 0 upravime na stfedovy tvar tak, Ze vyrazy
9x” +54x a 5y° +10y doplnime na druhé mocniny dvojélent.
Dostaneme 9(x* +6x+9)—5(y” +2y+1)-81+5+121=0 a odtud

9(x+ 3)2 —5(y+ 1)2 =—45 . Rovnici vydélime —45 a dostaneme stiedovy tvar rovnice

Ef o
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+1Y’ +3)
hyperboly: (y 5 ) _(x 5 ) =1 se stfedem S[—3,—1], hlavni osa je rovnobézna s osou

y a vedlejsi osa je rovnobézna s osou x . Jeji poloosy maji proto velikost a =3,b = J5.
Rovnice asymptot jsou u :3x—«/§y+9—\/§=0,v:3x+\/§y+9+«/§= 0.

41.b) ac) stejny postup jako v uloze a).

42. Ovéiime, Ze bod A patii hyperbole a najdeme v ném te¢nu dosazenim do rovnice:

) (mmyem)

2 2 B
a b

43. Najdeme pruseciky ptimky s hyperbolou A[3,0] ,B {5,%} , jejich vzdalenost spocitame

podle vzorce: |AB| = \/(bl —a,) +(b,-a,) .

44. Prusecik piimky y = x +1s danou hyperbolou je jeden R[-1, 0], ale to je zaroven hlavni
vrchol hyperboly A, proto rovnice tecny je x = —1, je to vrcholova tecna.

45. a) Rovnici paraboly 3x” +36x—y+108 =0 upravime na vrcholovy tvar: (x + 6)2 = % V.

Vrchol mé soutadnice V[—6, 0] , parametr p = %

b) a ¢) postup podobny jako a).

46. Ovétime, ze bod A4 lezi na parabole a pak jeho soufadnice dosadime do rovnice tecny:

t: (x—m)(tl—m)zp(y+t2 —2n), tj. (x—2)(5—2):%(y—16+50).

47. Tétiva je cast seCny, ktera lezi uvnitf paraboly. Musime najit praseciky piimky

s parabolou A[l,—2],B[9,6] a pak spocitat jejich vzdalenost podle vzorce:

|AB| z\/(bl ~a,) +(b, —a,) .

48. Najdeme pruseciky ptimky s parabolou, 4 [—3, 4] ,B [—5, 2] ,a dosadime do rovnice tecny.

t,:y=4, t;: 2x—y+12=0.
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49.

50.

Obecnou rovnici ptimky pfevedeme na smérnicovy tvar y = _E(X —1) a porovname se

zapisem rovnice te€ny paraboly y¢, = p(x+¢,),takze ¢, =1, p = —% at, =-1.

Ovéfime, Ze bod dotyku 7[-1, 1] je bodem te¢ny 1 paraboly.
a) Rovnici upravime na stfedovy tvar tak, ze vyrazy 2x* +12x a 3y° — 6y
doplnime na druhé mocniny dvojc¢lenti.
Dostaneme 2(x* +6x+9)—18+3(y>* =2y +1)-3+9=0a odtud
2(x+3)* +3(y-1)*=12.

2 2
(3’ -
6 4
Z rovnice ur¢ime charakteristické prvky elipsy uvedené ve vysledku.

Rovnici vydélime 12 a dostaneme stfedovy tvar rovnice elipsy

b) Vrcholova rovnice paraboly y° = 4(x—1).
¢) Rovnici upravime nasledovné: x° +4x+4+y°-6y+9=-13+4+9 =
(x+2)> +(y—3)* =0, této rovnici vyhovuji pouze soutadnice bodu [-2, 3].

d) Jedna se o rovnici hyperboly, protoze kvadratické ¢leny maji opacnd znaménka a

upravime jeji rovnici takto: x* +4x+4-2(y> -6y +9)=23+4-18,

2 Y
(x+2)2_2(y_3)2:9:>(X+2) _(y 3) Zl,Stf'edS[—2,3],a:3,b:i2:%\/§

9 9 V2

2

e v 2 ’ r v ’
e) Rovnici si zapiSeme do tvaru x” —2x =5y -2, vyraz na levé strané doplnime na

mocninu dvojélenu x* —2x+1=5y-2+1=(x-1)> =5y 1.

Jedna se o rovnici paraboly, jeji vrcholovy tvar bude (x —1)* = 5(y — %) .

1 5 p 1 5 21
Vrchol paraboly V[l,—], p=—,0]||y,d:y=n—-—=———=——.
p yViLghp=2.0lly.d:y 5737770
f) Po tipravé dostaneme stfedovy tvar rovnice kruznice x> +(y —1)> = 4.
g) Po upravé doplnénim dvojélenti na druhé mocniny dostaneme rovnici

7(x-1)> +5(y —1)> = -6, soudet druhych mocnin se nemiiZe rovnat zapornému &islu,

proto neexistuje zadny bod, jehoz soufadnice by spliiovaly danou rovnici.
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Kontrolni otazky

1. Co je orientovand usecka a volny vektor?

2. Jak vypocitate velikost vektoru?

3. Jak vypocitate skalarni soucin dvou vektora?

4. Jak vypocitate odchylku dvou vektorii?

5. Co plati pro skalarni soucin kolmych vektorti?

7. Jak poznate kolinearni vektory?

8. Jak zapiSete obecnou rovnici ptimky?

9. Jak zapiSete parametrické rovnice piimky?

10. Co plati pro smérovy a normalovy vektor piimky?

11. Jaka je vzdjemna poloha dvou ptimek v roving?

12. Jak vypocitate odchylku dvou ptimek?

13. Jak vypocitate vzdalenost dvou bodu?

14. Jak vypocitate vzdalenost bodu od ptimky?

15. Jak vypocitate vzdalenost dvou rovnobézek?

16. Definujte kruznici, zapiste sttedovou rovnici kruznice.
17. Co je to te¢na kruznice? Zapiste jeji rovnici.

18. Definujte elipsu, zapiste stiedovou rovnici elipsy.

19. Co je to teCna elipsy? Zapiste jeji rovnici.

20. Definujte hyperbolu, zapiste sttedovou rovnici hyperboly.
21. Co je to te¢na hyperboly? Zapiste jeji rovnici.

22. Definujte parabolu, zapiste vrcholovou rovnici paraboly.

23. Co je to te¢na paraboly? Zapiste jeji rovnici.

Odpovédi najdete v textu.
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Kontrolni test

1.  Velikost vektoru a = (3,—4) je rovna:
a) 13, b) 5, ¢ 5V3, d 3.
2. Skalarni soudin vektorti @ =(1,2) a b =(-4,2) je roven:
a) 3, b) 53, ¢) 0, d -2.
3. Vektory @=(-11) a b=(-4,4) jsou:
a) kolmé, b) kolinearni, c) jednotkové, d) opacné.
4.  Kterd z uvedenych rovnic je obecnou rovnici ptimky jdouci body K [1, 2] ,L [2, 1] ?
a) x+y-3=0,b) 2x+y-3=0, c) x—-y-3=0, d y=x.
5. Normalovy vektor pfimky 3x -2y +5 =0 ma soufadnice:
a) (2,3), b) (3,2), c) (3,—2), d) (—2,5).
6. Smérovy vektor pfimky 2x—3y+ 6 =0 ma soufadnice:
a) (2,3), b) (3,2), c) (3,—2) , d) (—2,6) :
7.  Piimky x+y—-7=0a 2x-2y+13=0 jsou:
a) totozné, b) rovnobézné, c) riznobézné, d) kolmé.
8. Odchylka ptimek 4x—y+3=0 a 3x—5y+6=0 je rovna:
a) 121°13', b)  45°, c) 90°, d) 30°.
9.  Vzdalenost bodti K[1,2],L[2,1] je rovna:
a) 5, b) 2, 0 2, d) 0.
10.  Stied kruznice x* + y* +2x —24 = 0 ma soufadnice:
a) S[-10], b) S[0,-1], c) S[-L1], d) S[L0].
11.  Je danaelipsa 25x* +3y° =300. Pfimka 5x+ y—20=0 je jeji:
a) vnéjsi ptimka, b) secna, c) tecna.
12.  Je déna parabola y* —16x—4y—12=0. Pfimka 2x+3y+14 =0 je jeji:
a) vn&jsi pfimka, b) secna, c) teCna.
13.  Hyperbola x* —y* +8x+2y—10=0 ma4 stied o soufadnicich:
a) S[—4,1], b) S[4,—1], c) S[—1,4], d) S[l,4].
Vysledky testu

1.b),2.¢),3.b),4.a),5.¢),6.b),7.c)id),8.b),9.c), 10. a), 1. ¢), 12. ¢), 13. a).

Efm -252-
4




Z&aklady matematiky Literatura

Literatura

BARTSCH Hans Jochen. Matematické vzorce. Praha: Mlada fronta, 1996.
ISBN 80-204-0607-7.

BENDA Petr; DANKOVA Berta; SKALA Josef. Maturitné priklady 7 matematiky.
Bratislava: Slovenské pedagogické nakladatelstvo, 1977.

BURDA Pavel; BOHAC Zdenék; DOLEZALOVA Jarmila. Matematika pro piipravny
kurz a prijimaci zkouSku na VSB-TU Ostrava. Ostrava:1995.

HOLUBAR Josef; HRApECKY FrantiSek; HRUSA Karel; KASKOVA Ema,
KOLIBIAR Milan; KRNAN FrantiSek. Algebra pro 9.-11. postupny rocnik. Praha: Statni
pedagogické nakladatelstvi, 1954.

JANECEK Frantiek; CHARVAT Jura. Analytickd geometrie pro stiedni §koly. Praha:
Jednota ¢eskych matematiki a fyzikt, 1995. ISBN 80-7015-504-3.

KABELE Jiti; MIKULCAK Jifi; BARTOS Pavel; DANKOVA Berta; KRNAN
FrantiSek. Matematika pro II. rocnik stiednich vS§eobecné vzdélavacich Skol. Praha: Statni
pedagogické nakladatelstvi, 1967.

KNICHAL Vladimir; BASTA Alfons; PISL Milan; REKTORYS Karel. Matematika 1.
Praha: Statni nakladatelstvi technické literatury, 1965.

KUBAT Josef. Sbirka tiloh z matematiky pro pFipravu k piijimacim zkouSkdm na vysoké
Skoly. Praha: Statni pedagogické nakladatelstvi, 1986

KUBAT Josef; HRUBY Dag; PILGR Josef. Shirka iiloh 7 matematiky pro stiedni $koly.
Maturitni minimum. Praha: Prométheus, 1996.

ODVARKO Old¥ich. Matematika pro gymnizia — funkce. Praha: Prométheus, 1994.
ISBN 80-85849-09-7.

OPAVA Zdenék. Matematika kolem nds.Praha: Albatros, 1989.

PETAKOVA Jindra. Matematika — pFiprava k maturité a k pFijimacim zkouskim na
vysoké Skoly. Praha: Prométheus, 1998. ISBN 80-7196-099-3.

POLAK, Josef. Pichled stiredoskolské matematiky. Praha: Prométheus, 1995.
ISBN 80-85849-78-X

RIECAN Beloslav; BERO Peter; SMIDA Jozef; SEDIVY Jaroslav. Matematika pro IV.
roc¢nik gymnazii. . Praha: Statni pedagogické nakladatelstvi, 1987.

ROSICKA Marta; ELIASOVA Lada. Shirka piikladii z matematiky k piijimacim
zkousSkam na VSE. Praha. 2000.

Efm -253-
4




Z&aklady matematiky Literatura

SEDIVY Jaroslav; LUKATSOVA Jilia; RICHTARIKOVA SONA; ZIDEK
Stanislav.Matematika pro I. ro¢nik gymnadzia. Sesit 1. Praha: Statni pedagogické
nakladatelstvi, 1977.

SKRASEK Josef, TICHY Zdené&k Ziklady aplikované matematiky I. Praha.SNTL, 1983.

VEJSADA FrantiSek; TALAFOUS FrantiSek. Shirka uiloh 7 matematiky pro gymnasia.
Praha: Statni pedagogické nakladatelstvi, 1969.

L]
o t’*‘i



	 
	OBSAH 
	 
	TITULNÍ STRÁNKA 1 
	ÚVOD 5 
	1. ČÍSELNÉ OBORY   �䔀䰀䤁怀䬀䄀 䜀䄀刀䐀䄀嘀匀䬀섀 9 
	2. FUNKCE   �刀䄀䐀䬀䄀 䠀䄀䴁堀촀䬀伀嘀섀 29 
	3. ROVNICE A NEROVNICE   �嘁ᨀ刀䄀 䨀䄀一䬁渀 84 
	4. KOMPLEXNÍ ČÍSLA   �䴀䤀䰀伀匀䰀䄀嘀䄀 吀䄀一一䔀一䈀䔀刀䜀伀嘀섀 115 
	5. POSLOUPNOSTI   �䴀䄀刀䤀䔀 䐀伀匀吀섀䰀伀嘀섀 151 
	6. KOMBINATORIKA   �嘁ᨀ刀䄀 䨀䄀一䬁渀 180 
	7. ANALYTICKÁ GEOMETRIE V ROVINĚ   �刀䄀䐀䬀䄀 䠀䄀䴁堀촀䬀伀嘀섀 196 
	LITERATURA 253 
	STUDIJNÍ OPORY S PŘEVAŽUJÍCÍMI DISTANČNÍMI PRVKY PRO PŘEDMĚTY TEORETICKÉHO ZÁKLADU STUDIA 
	POKYNY KE STUDIU 
	Průvodce studiem 
	Cíle 
	Předpokládané znalosti 
	Výklad 
	Řešené úlohy 
	Úlohy k samostatnému řešení 
	Výsledky úloh k samostatnému řešení 
	Klíč k řešení úloh 
	Kontrolní otázky 
	Kontrolní test 
	Výsledky testu 
	Shrnutí lekce 
	Literatura 

	1. ČÍSELNÉ OBORY 
	Průvodce studiem 
	Předpokládané znalosti 
	1.1. Některé pojmy z matematické logiky 
	Cíle 
	Výklad 

	1.1.1. Výroková logika 
	Logická spojka má symbolické označení :  . 
	Tabulka pravdivostních hodnot základních složených výroků:
	Základní kvantifikátory
	1.1.2. Množiny a vztahy mezi nimi 
	Značení:  ………objekt   je prvkem �攀氀攀洀攀渀琀攀洀 množiny  , 
	Způsoby zadání množiny: 
	Vztahy mezi množinami  ,  
	1.1.3. Množinové operace 
	Základní operace s množinami   a  
	Řešená úloha 
	Výklad 

	Kartézské násobení množin 
	Řešená úloha 

	1.1.4. Grafické znázornění množin 
	Řešená úloha 
	Výklad 


	1.2. Číselné obory 
	Cíle 
	Výklad 

	1.2.1. Čísla – názvy a jejich charakteristiky 
	1.2.2. Charakteristiky číselných oborů 
	1.2.3. Základní početní operace 
	1.2.4. Intervaly 
	Řešená úloha 


	1.3. Algebraické výrazy 
	Cíle 
	Výklad 

	1.3.1. Polynomy �洀渀漀栀漁ഀ氀攀渀礀 
	1.3.2. Úprava racionálních lomených výrazů �瘀稀漀爀挀攀 愀 瀀爀愀瘀椀搀氀愀 瀀爀漀 甀洀漀持䠀漀瘀渀. 
	Řešené úlohy 
	Výklad 

	1.3.3. Úprava iracionálních algebraických výrazů �瀀爀愀瘀椀搀氀愀 瀀爀漀 漀搀洀漀持䠀漀瘀渀 
	Řešená úloha 
	Výklad 

	1.3.4. Absolutní hodnota reálného čísla 
	 
	Některé vlastnosti absolutní hodnoty reálného čísla. 
	1.3.5. Rozklad kvadratického trojčlenu 
	Řešená úloha 
	Kontrolní otázky  
	Úlohy k samostatnému řešení  
	Výsledky úloh k samostatnému řešení  
	Klíč k řešení úloh  
	Kontrolní test  
	Výsledky testu  
	Shrnutí lekce 



	FUNKCE 
	Průvodce studiem 
	Cíle 
	Předpokládané znalosti 
	2.1. Funkce 
	Výklad 
	Řešené úlohy 
	Výklad 
	Řešené úlohy 


	2.2. Základní vlastnosti 
	2.2.1. Ohraničená a neohraničená funkce 
	Výklad 
	Řešená úloha 

	2.2.2. Monotónnost funkce, funkce rostoucí a klesající 
	Výklad 
	Řešené úlohy 

	2.2.3. Prostá funkce  
	Výklad 
	Řešené úlohy 

	2.2.4. Sudá a lichá funkce 
	Výklad 
	Řešené úlohy 

	2.2.5. Periodická funkce 
	Výklad 
	Řešené úlohy 

	2.2.6. Inverzní funkce 
	Výklad 
	Řešené úlohy 
	Úlohy k samostatnému řešení 


	2.3. Definiční obory  
	Výklad 
	Řešené úlohy 
	Úlohy k samostatnému řešení 


	2.4. Konstantní funkce  
	Výklad 

	2.5. Lineární funkce  
	Výklad 
	Řešená úloha 
	Úlohy k samostatnému řešení 


	2.6. Kvadratické funkce  
	Výklad 
	Řešené úlohy 
	Výklad 
	Řešené úlohy 
	Úlohy k samostatnému řešení 


	2.7. Lineární lomená funkce  
	Výklad 
	2.7.1. Nepřímá úměrnost 
	Výklad 

	2.7.2. Lineární lomená funkce 
	Výklad 
	Řešená úloha 
	Úlohy k samostatnému řešení 


	2.8. Mocninné funkce   
	Výklad 

	2.9. Exponenciální funkce  
	Výklad 
	Řešené úlohy 
	Úlohy k samostatnému řešení 


	2.10. Logaritmická funkce  
	Výklad 
	Řešené úlohy 
	Výklad 
	Řešené úlohy 


	2.11. Goniometrické funkce  
	Výklad 
	2.11.1. Velikost úhlu – oblouková a stupňová míra 
	2.11.2. Funkce sinus, kosinus, tangens a kotangens 
	Řešené úlohy 
	Úlohy k samostatnému řešení 

	2.11.3. Goniometrické vzorce  
	Výklad 
	Úlohy k samostatnému řešení 
	Výsledky úloh k samostatnému řešení 
	Klíč k řešení úloh 
	Kontrolní otázky 
	Kontrolní test 
	Výsledky testu 



	3. ROVNICE A NEROVNICE 
	Průvodce studiem     
	Cíle     
	Předpokládané znalosti    
	3.1. Lineární rovnice 
	Výklad      
	Řešená úloha  


	3.2. Kvadratické rovnice  
	Výklad      
	Řešené úlohy    
	Výklad      
	Řešené úlohy  


	3.3. Rovnice s absolutní hodnotou 
	Výklad      
	Řešené úlohy    


	3.4. Iracionální rovnice 
	Výklad      
	Řešené úlohy    
	Výklad      


	3.5. Exponenciální rovnice 
	Výklad      
	Řešené úlohy   


	3.6. Logaritmické rovnice 
	Výklad      
	Řešené úlohy    


	3.7. Goniometrické rovnice 
	Výklad      
	Řešené úlohy    


	3.8. Nerovnice 
	Výklad      
	Řešené úlohy     
	Úlohy k samostatnému řešení   
	Výsledky úloh k samostatnému řešení    
	Shrnutí lekce      
	Kontrolní test    
	Výsledky testu    
	Klíč k řešení úloh 



	4. KOMPLEXNÍ ČÍSLA 
	Průvodce studiem 
	Cíle 
	Předpokládané znalosti 
	Výklad 
	4.1. Definice komplexních čísel 
	4.2. Geometrické znázornění komplexních čísel 
	Řešená úloha 

	4.3. Klasifikace komplexních čísel 
	Výklad 
	Řešené úlohy 


	4.4. Algebraický tvar komplexního čísla 
	Výklad 
	Řešená úloha 

	4.4.1. Sčítání a násobení komplexních čísel v algebraickém tvaru 
	Výklad 

	4.4.2 Odčítání a dělení komplexních čísel v algebraickém tvaru 
	Řešené úlohy 


	4.5. Goniometrický tvar komplexního čísla 
	Výklad 
	Řešené úlohy 

	4.5.1. Součin a podíl komplexních čísel v goniometrickém tvaru 
	Výklad 
	Řešené úlohy 
	Výklad 

	4.5.2 Definice a výpočet n-té mocniny komplexního čísla 
	Řešené úlohy 

	4.5.3 Definice a výpočet n-té odmocniny komplexního čísla 
	Výklad 
	Řešená úloha 

	4.5.4. Řešení kvadratických rovnic v oboru komplexních čísel 
	Výklad 
	Řešené úlohy 
	Shrnutí kapitoly 
	Kontrolní otázky 
	Úlohy k samostatnému řešení 
	Výsledky úloh k samostatnému řešení 
	Kontrolní test 
	Výsledky testu 
	Kompletní řešení úloh k samostatnému řešení 



	5. POSLOUPNOSTI A ŘADY
	Průvodce studiem
	Cíle
	Předpokládané znalosti


	5.1. Pojem posloupnosti čísel
	Výklad
	Řešená úloha

	5.1.1. Grafické znázornění posloupnosti
	Výklad
	Řešené úlohy

	5.1.2. Některé vlastnosti posloupností
	Výklad
	Řešené úlohy
	Řešené úlohy
	Kontrolní otázky


	5.2. Aritmetická posloupnost
	Výklad
	Řešená úloha
	Výklad
	Řešené úlohy

	5.2.1. Součet prvních n členů aritmetické posloupnosti
	Výklad
	Řešené úlohy
	Kontrolní otázky


	5.3. Geometrická posloupnost
	Výklad
	Výklad

	5.3.1. Součet prvních n členů geometrické posloupnosti
	Výklad
	Řešené úlohy
	Kontrolní otázky


	5.4. Užití geometrické posloupnosti
	Výklad
	Řešené úlohy


	5.5. Limita posloupnosti
	Výklad
	Řešená úloha
	Kontrolní otázky


	5.6. Nekonečná geometrická řada
	Výklad
	Řešené úlohy
	Úlohy k samostatnému řešení
	Výsledky úloh k samostatnému řešení
	Klíč k řešení úloh
	Kontrolní test
	Výsledky testu
	Shrnutí lekce



	 
	 6. KOMBINATORIKA 
	Průvodce studiem  
	Cíle     
	Předpokládané znalosti    
	6.1. Základní pojmy 
	Výklad     
	6.1.1. Počítání s faktoriály a kombinačními čísly 
	Výklad      
	Řešená úloha  
	Výklad      
	Řešené úlohy     


	6.2. Variace 
	Výklad       
	Řešené úlohy    
	 . 
	 . 


	Výklad       
	Řešené úlohy    
	 . 
	 . 




	 
	6.3. Permutace 
	Výklad       
	Řešené úlohy    
	Výklad       
	Řešené úlohy    


	6.4. Kombinace 
	Výklad  
	Řešené úlohy    
	 . 

	Výklad      
	Řešené úlohy    


	6.5. Binomická věta 
	Výklad       
	Řešené úlohy    
	Úlohy k samostatnému řešení    
	Výsledky úloh k samostatnému řešení   
	Klíč k řešení úloh  
	Kontrolní test    
	Výsledky testu    



	ANALYTICKÁ GEOMETRIE V ROVINĚ 
	Průvodce studiem 
	Cíle 
	Předpokládané znalosti 
	7.1. Vektory 
	Výklad 
	7.1.1. Operace s vektory 
	Řešené úlohy 
	Úlohy k samostatnému řešení 


	7.2. Přímka v rovině 
	Výklad 
	7.2.1. Obecná rovnice přímky v rovině 
	Řešené úlohy 
	Úlohy k samostatnému řešení 

	7.2.2. Parametrické vyjádření přímky v rovině 
	Výklad 
	Řešené úlohy 
	Úlohy k samostatnému řešení 

	7.2.3. Vzájemná poloha dvou přímek 
	Výklad 
	Řešené úlohy 
	Úlohy k samostatnému řešení 

	7.2.4. Odchylka dvou přímek 
	Výklad 
	Řešené úlohy 
	Úlohy k samostatnému řešení 

	7.2.5. Kolmost dvou přímek 
	Výklad 
	Řešené úlohy 
	Úlohy k samostatnému řešení 

	7.2.6. Vzdálenost bodu od přímky 
	Výklad 
	Řešené úlohy 
	Úlohy k samostatnému řešení 


	7.3. Kružnice 
	7.3.1. Definice kružnice 
	Výklad 
	Řešené úlohy 
	Úlohy k samostatnému řešení 

	7.3.2. Vzájemná poloha kružnice a přímky 
	Výklad 
	Řešené úlohy 
	Úlohy k samostatnému řešení 

	7.3.3. Kružnice z daných prvků 
	Výklad 
	Řešené úlohy 
	Úlohy k samostatnému řešení 


	7.4. Elipsa 
	7.4.1. Definice elipsy 
	Výklad 
	Řešené úlohy 
	Úlohy k samostatnému řešení 

	7.4.2. Vzájemná poloha elipsy a přímky 
	Výklad 
	Řešené úlohy 
	Úlohy k samostatnému řešení 


	7.5. Hyperbola 
	7.5.1. Definice hyperboly 
	Výklad 
	Řešené úlohy 
	Úlohy k samostatnému řešení 

	7.5.2. Vzájemná poloha hyperboly a přímky 
	Výklad 
	Řešené úlohy 
	Úlohy k samostatnému řešení 


	7.6. Parabola 
	7.6.1. Definice paraboly 
	Výklad 
	Řešené úlohy 
	Úlohy k samostatnému řešení 

	7.6.2. Vzájemná poloha paraboly a přímky 
	Výklad 
	Řešené úlohy 
	Úlohy k samostatnému řešení 
	Výsledky úloh k samostatnému řešení 
	Klíč k řešení úloh 
	Kontrolní otázky  
	Kontrolní test 
	Výsledky testu 



	Literatura 

