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Sbirka uloh z matematiky

4. Diferencialni pocet funkce jedné proménné

4. DIFERENCIALNIi POCET FUNKCE JEDNE PROMENNE

4.1. Derivace

Ulohy k samostatnému feseni

1. Derivujte:

a) y:x—l+4,
X
1
c) y=vx =AUx* +—.
)Y =

Vysledky uloh k samostatnému fe$eni

2. Derivujte:
a) y:(x2 —4)(2x+ xz),

¢) yzil—#%j(x—zﬁ).

Vysledky uloh k samostatnému fe$eni

3. Derivujte:

X+1
b) y=—vo,
X

Vysledky uloh k samostatnému feSeni

4. Derivujte:
a) y=sinXcosX,

d) y= 4-/X arcsin X.

b) y=e"lnx,

Vysledky uloh k samostatnému feSeni

5. Derivujte:
arctg X
2) y="o
In X

arctg X
, b) y= £X,
tg X

Vysledky uloh k samostatnému feSeni

6. Derivujte:
In Xsin X arccos X
a) y=———, b) y=
cotg X Xtg X

Vysledky uloh k samostatnému fe$eni
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1
b) y:\/;__a
X

X

b) yz(i+3xj<\/;—6x4),

Jx

C) Yy=XcosX,

__arccotg X
arccos X

arccotg X

X

¢) y=(Inx+logx)

N
AR
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7. Derivujte:

a) y=vX°=3x+6, b) y=(6+5x4)7,

c) y=+X+1-3/x*+ —;.
I +3x2 -6

Vysledky uloh k samostatnému fe$eni

8. Derivujte:
a) y =sin(2x+1), b) y=cos(5—2X+X2>, C) y:tg(\/;—Z),

X+2
d) y = COtg(ﬂJ .

Vysledky uloh k samostatnému feSeni

9. Derivujte:
a) y=sin’X, b) y=cos’x, c) Y=4/tgX,

1
d) y=

- A/cotg X '

Vysledky uloh k samostatnému feSeni

10. Derivujte:
a) y =sin(cos3x), b) y=cosx’, c) y=

d) y=cotgvx*+3x-2.

Vysledky uloh k samostatnému fe$eni

11. Derivujte:

2X —sin X V1=-x3 sin 3X
a) y=—y3—, b) y=—r—, c) y= ,
X" +1 3sin2x tg X

_ cotg\/;
—

d) y

1+sin—
2

Vysledky uloh k samostatnému fe$eni

12. Derivujte:

a) y=log,(x+2), b) y=In’x, ¢) y=Inx?,

d) y=Insinx, e) y=Inlnx, f) yzlogz(arctgx),

g y=in o, h) y=In 2% ) y=xnx,
1+¢* 1—sinX

1 y=lnarcsin\/;, k) y=log2(log3(ln(x2+1))).

Vysledky uloh k samostatnému feSeni
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13. Derivujte:

14.

15.

16.

17.

18.

19.

i3]

2X
a) y — ezx -1 , b) y — 2sin2x+cos3x ,
e’ +1
d) y:51nsinx, e) yZSil’l Xzesinx’
g y=e", h) Y=
cotg2X
D oy=ext.

Vysledky uloh k samostatnému fe$eni

Derivujte:
a) y=arcsinyl—x>, b) y=arctg+/2X,

Vysledky uloh k samostatnému fe$eni

Derivujte:

b) y=+vx-X> +arcsinvx,

Vysledky uloh k samostatnému feSeni

X
a) y= alrccotg—1 ,

Derivujte:

a) Yy =arccotg

X+1 b) y—arcsin(—smxj
\/;_17 1 s

d) y=arccos (e

2Xsinx)

Vysledky uloh k samostatnému feSeni

Derivujte:
a) y=x", b) y=(sinx)"",

1

d) y=(sinx)sinx, e) y=(arctgx)smx,

Vysledky uloh k samostatnému feSeni

Vypocitejte druhou derivaci:

a) Y=);;21, b) y=xvx*+3,
d) y:%, e) y=x>sin3x,0)

Vysledky uloh k samostatnému feSeni

Derivujte funkce dané parametricky:

X=rcost
a) s
y =rsint

-44 -

c) Yy =arccos (2 x ),

f) y:elnxtgx

) esin2x

) y=—7t,
sin 2X

c) Yy=arccosy2X—x" .

c) y= arctg\/;+ arcsin VX .

c) y= arctg(ln2 x),

X X
0 el
X+1
C) yzln;:
241

X+

oo
).

y = arctg (X

b x=a(t—sint)
) y=a(l-cost)’
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) X =acos’t 0 X =2acost—acos2t
C 9 . . 9
y =asin’t y =2asint—asin 2t

3at
X =
1+t° X =acost
e) 5 f) L
_ 3at y =Dbsint
1+t

Vysledky uloh k samostatnému fe$eni

4.2. Teéna a normala

Ulohy k samostatnému feseni

20. Napiste rovnici te¢ny a normaly ke kfivee y = X> +6Xx—4 vbodé T [1,?] .
21. Napiste rovnici te¢ny a normaly ke kfivee y = Xsin X v bodech T, [O,?] aT, [%,?} .

22. Napiste rovnici teény a normaly ke kfivee y =e*cosx v bodé T [0,?] .

23. Napiste rovnici teény ke kiivce y = X* —3x+4, ktera je rovnob&zna s piimkou
a:x+y+1=0.

24. Napiste rovnici teény ke kiivce y = e°*, ktera je rovnob&zna s piimkou a:2x—y+3=0.
25. Napiste rovnici teény ke kiivee y = x> —3x+4, ktera je kolma k piimce p:x+y—-1=0.
26. Napiste rovnice teen ke kiivee y = X* +1, které prochazeji bodem P [l, —2] .

27. Urcete konstantu a tak, aby piimka p:y =4x-1 byla te¢nou kiivky y = x> +ax.

Vysledky uloh k samostatnému feSeni

4.3. Taylortv a MaclaurinGv polynom

Ulohy k samostatnému feseni

28. Sestavte pro danou funkci TaylorGv polynom n-tého fadu v okoli bodu X, :

a) y:%,xozl,n:4, b) y=Inx,x,=e,n=4,
) V4 1 T
c =XsinX, X, =—,N=3, d = ,Xo=—,n=3
)y 2 )y sinx” " 2
e) yzln(1+x2),x0:1,n:4 f) y:X—_l,xozz,n:4.
X

Vysledky uloh k samostatnému feSeni
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29. Sestavte pro danou funkci Maclauriniiv polynom n-tého fadu:

a) y=tgx,n=3, b) y=sin2X,n=6,
¢) y=cos3x,n=6, d y=e*,n=5,
e) y=+l+x,n=4, f) y=xe*,n=5.

Vysledky uloh k samostatnému fe$eni

4.4. L Hospitalovo pravidlo

Ulohy k samostatnému feseni

30. Vypocitejte limitu L "Hospitalovym pravidlem:

. x* -1 . In(x+1)
a) lim , b) Iim——=,
) x> —4x* +4x-1 ) lm 32
4 3 2 .
¢) lim 6X" —4X +3X 5x+4, d) lim X —sin 2X

x>o  3x*—4x*+5x-3 x>0 2X +sin3X

tg® X +sin” X Jx+1

O = D fimsin—
o) lim T —2arctg X

X—>o0 ln(XHj
X

Vysledky uloh k samostatnému feSeni

31. Vypocitejte limitu L "Hospitalovym pravidlem:

: : .1
a) lim xInx, b) limxsin—,
x—0" X—>0 X
c) lim xe’, d) limx’ (cosl - lj :
X—>—00 X—>o0 X

Vysledky uloh k samostatnému fe$eni

32. Vypodcitejte limitu L "Hospitalovym pravidlem:

1 4 1
a) lim - , b) lim| cotgXx—— |,
) H3[x—3 x2—2x—3j ) HO[ 8 xzj

¢) lim L— ,1 , d) lim L—L )
x>0\ 2X  sin X 1 Inx XxX-1

Vysledky uloh k samostatnému fe$eni

Ef o "
* *
'I’ ‘*

- *
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33. Vypocitejte limitu L "Hospitalovym pravidlem:
1 1

a) limx*, b) lim(cosx+sinX)x,
X—>0 x—=0
| sin X
) - . [ sin X \x-sinx
c) hm(eX + ?_X)X , d) hm(— :
X—0 x—0 X

Vysledky uloh k samostatnému fe$eni

4.5. Prubéh funkce

Ulohy k samostatnému feseni
34. Najdéte intervaly monotonnosti funkce a jeji extrémy:
2
a) y=X —2X*—4x+5, b) y= X ,
X+4
Q) y=e e, a) y=inX2,
X+1
e) y=arctg\x>+1, f) y=sinXxcosX,
X 3. X+2
=arcsin——, h ==In -
gy X+1 )Y 4 2-x

Vysledky uloh k samostatnému feSeni

35. Najdéte intervaly, na kterych je funkce konvexni a konkavni, najdéte inflexni body:
2

a) y=x—3x>+5x+1, b) y= X )
X+4
c) y=+x"-2x+3, d) yzlnx—_l,
X
e) y=arctg\x>+1, f) y=e",
g) y:(_xz+4x_5)ex, h) y=sinXxcosX.

Vysledky uloh k samostatnému fe$eni

36. Urcete globalni (absolutni) extrémy funkce na daném intervalu:

1
— X} —4x+3,1 = (- — X 1 = (—4,—
a) y=x—4x+3,1=(-6,9), b) y=x X+1,| (-4,-1),
©) y=X+3x"-9x-3,1=(-4,4), d) y=vx -4x+5,1=(-3,0),
e) y:x+sin2x,lz<%,7r>, f) y:eXZ”H,I:(—z,l),
g) y=x%"1 :<—%,3>, h) y=arctg(x’ —x-2), 1 =(-11).

Vysledky uloh k samostatnému fe$eni

Ef o o
* *
'I’ ‘*
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37. Urcete rovnice asymptot funkce:

X*—2X+4
a) y=xe’, b) y=—-—"T"—,
)Y ) s
3 2
C) y:arctgx_-i_l’ d) :w
X X +2
X+1 X
€ = 5 = X+arctg—,
) Y=g Hy g7
) y===8 e
8 2X+6° 4x7 -1
Vysledky uloh k samostatnému feSeni
38. Vysetrete prubeh funkce:
x? X
a) y= , b =,
)y 1-Xx )Y 8—2x?
c) y=xe™", d) y:arctgi,
x—1
e) y=x"Inx, ) y=+vx+1+X,
g) Y =sinX+cosX, h) y:x3+§x2—6x+4,
1) yz%, J) y=sin2x—X,
X" +X=2
K y=in 2t D oy=e',
x—1
m - X+1 n) y= e’
X2 +2x° X+2’
0) y:arctg%, P) yzg—cosx,
2
Q) y=vA—x +2¢, n y=1E0
2
9 y=X—2, o y=m*2
X +1 X
X +3x+1
u) y=(x*+2x+2)e*, V) y=
)Y ( ) ) x* +1
x* +1 PR
w)y=—m0—, z) y=X —4x +8x-1.
e

Vysledky uloh k samostatnému fe$eni

-48 -
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Vysledky uloh k samostatnému feseni

1. a) y'—1+L' b) y = X+1 0y = 3 2 1
) x>’ 2x/x 44x s 3xx
4 2
2. a) y'=4%’ +6X* —8x-8; b) y’=9\/; 180)(2 42X \/;;
,20%% —6X/x +/x =2 , 2 ,1 , 1
¢)y'= N B y=——" s by gy ————
X (1+%) " (1)
4. a) y'=cos2x; b) y’:exlnx+e—; ¢) y'=cosx—xsinx; d) y,:2arcsmx+4 X >
X N 1-x

XlnX—(X2 +1)arctgx .

x(x2+1)ln2x

(1 +x° )arccotg X —+/1—x* arccos X

5.a) y'=

sin Xcos X —( X* +1)arctg X
b) y': ( ) .

b

(X2 +1)sin2 X

©) Y=
(1+ Xz)\/l— x> arccos” X
, XInxsin X + cos xsin® X+ X In X cos” Xsin X
6. a) y' = > ;
Xcos” X
b) y,_—XsianosX—arccosX(sianosX+X) 1-x?
x* sin” X+/1—X* ’
(In10+1)arccotg x 1+(1+X2)arccotgx Ix—3
c)y= —(In x+1log x 7. a) YV =—/—m;
y xe*In10 ( gx) (1+x2)eX )Y 2UX* =3x+6
2
b) y' =140% (6+5x*)’; ¢y = 2x 3X_+OX

8. a) y' =2cos(2x+1);

4

b) ¥’ :_(2X—2)sin(5—2x+ xz);

= - + .
2Vx+1 3%/(x2 +4)2 4‘\*/(x3 +3x2 —6)5

' 1 ,
Y _2\/;0082(\/;—2) ’

d) y=- — 2(X+2j. 9. a) y' =sin2x; b) y' =-3cos” Xsin X;
(2—X) sin”| ——
2-X
0) y'_;- d)y'= ! 10. a) y'=-3cos(cos3x)sin3x;
2cos’ XqJtg X 3cos X sin X 3/cotg X . ’
b) y' =-2xsin X*; )y =—— 2 — 4 :_SC?S(4X_6);
tg (4X—6) cos (4X—6) sin (4X—6)
_49-
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1 (2x+3) (2-cosx)-(x? +1)—2x-(2x —sin x) |

d y=- : .11 a) y' = ;
sin?/X? +3x—2 24X’ +3x—2 (x> +1f
b) y,__xzsin2x+2(1—x3)cos2x. 0 y’—l [ tgx 3cos3Xsin Xcos X —sin3X
3 3/(1_)(3)2 sin? 2x ’ 2 \'sin3X sin® X ’
1+sin§+\/;sin X cos Xcos5
, 2 , 1 , 2Inx
d)y=- nE -12-a)y=m; b) y'= X;
2/x sin’ \/;(1 +sin 2)
’ 2 ! ’ 1 ’ 1 ! Zex
¢ y=—; d)y=cotgx; ey= ; Dy'= 5 ;8 Y =
X XIn X ln2(l+x )arctgx e -1
hy Y= )y =Inx+1; D= 1 -
2cos X’ , 24/x— x? aresinV/x
2X 4e*
k) y= . 13. a) y=——;
ln2-ln3-(x2+1)-log3(ln(xz+1))-ln(xz+1) (e2X+1)2
' sin2X+cos3X : ’ 2X+l 11'1 2 ' Insin x
b) y =2 (2cos2x—3sin3x)In2; ¢)y :_ﬁ; d) y' =5""*cotgxIn5;
1_2 X+
e) Yy =2xcos x’e™™ +sin X’ cosxe™*; f) Y'=el’mgx(tg—x+ ln2X JQ g) y' =e"ein¥ 2 ;
X  cos X 1-x*
, 41n4 ., sindxe™> —2cos2xe™> 2 2(x*+1)+xsin4x
h y =" 5 Dy= — ; Dy =-ext b +) p
4°%%sin” 4X sin” 2X sin? 2X(X2 +1)
,  —2sgnXx , \/5 , sgn(x-1 , 1
14.2) y="" b))y = c)y=—( ) 15, a) Y =
JI-x* 2/x (1+2x) 2% — X2 2%% —2x+1
, 1-x , VI=X+1+X , 1
b) y'=,—: ¢y = - 16. a) y'=———;
X 2% (14 x)3/1-x 2Jx(1+x)
(x—1)cos x —sin x , 2Inx ™ (2sin X +2X cos X)

b) y'= L9y =—: d) Y= 4
(X—l)\/(x—l)z—sinzx X(1+ln4x) J1—ghinx

cos® X
17. a) y':Xx(lnX+l); b) y'=(sinx)cosx[—sinxlnsinx+ - J;
sin X
[ In(X+3 L _ .
0) yr:(x+3)tg ( ( : )+ tng; d) y,:(Smx)sinx.cosx c‘oslensmx;
cos” X X+3 sin” X

Ef i o
* *
'l’ ‘*

- =
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X+1
e) y':(arctgx)Sinx cosxlnarctgx+LJ; f) y':(ij " [—%lni+%j.

(X +1)arctg x X+1 XX x+1 X
2X—6 2%x° —9x X
18. a) y' = ; b) y'= ; ¢)y'= ;
3x* (x2+3)\/x2+3 (x2+1) x> +1
e (x* —2x+2
d) y'= ( 5 ); e) y":sin3x(2—9xz)+12Xcos3X; f) y”=—%.
X (x2+1)
19. 2) y'=—cotgt;  b)y=—ml . g yoggt;  d)y=SStoeosd
1—cost sin 2t —sint
t(2-t") b 125
ey = ; "'=——cotgt. 20. t:y=8x-5, n:y=——x+—.21. t:y=0,
)Y =50 D y'=——cotg y y=-gx+g Y

n:x=0, t:y=Xx, n:y=z—-Xx. 22. t:y=x+1, n:y=1-x. 23. t:y=3-X,
n:y=x+l1. 24, t:y=2x+l1. 25. t:y=x. 26. t:y=6x-8,
t,:y=-2x. 27. a,=2,a,=6.

1 3 2 5 35

28. a) T, =1——(x=1)+2(x=1)Y == (x=1) +=Z(x-1)*:
B) T, =14 L (x—1) - (X 1) 4 (x 1) 2 (x—1)";
N e 2g> 3¢’ 4e* ’

2 3 2
T, =2+ x-Z|-Z x—zj Lz ; d) T4=1+l x-2 1 ;
2 2 4 2 2 2 2 2

e)T, :ln2+(x—1)—%(x—l)3+%(x—1)4;

1

—(x=2Y
+16(X )

1

1 1 1 2 4
DT4—E+Z(X—2)—§(X—2) +3—2(X—2) .

29. a) M, _x+1x ; b) M, _2x—ix +ix ¢) M, _1—2 : 27x4—ﬂx6-
3 3 15 2 80

b

d) My =1- X - Ly Ly —lx e) M, eyl Ly 5 x*;
2! 3! 4! 5! 2 8 16 128

1 1 1 1 1
HM. =x+xX+=xX +—x'+—x’.30.a) 2; b)0; ¢)2; d)—; e —; 0;
° 2 6 24 ) ) ) ) 5 )2 D

g)2.31.a)0; b)l; c)—%; d ——. 32. )%; b) —0; ¢) Foo; d)%. 33. a) 1;

b)e; c)e’; d)ye’.

Ef i o
* *
" ‘*

- =
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34. a) D, =R, /‘:(—OO,—%J,(Z,OO),\:(—E,ZJ,max [—g,lﬂ},minp,—ﬂ;
3 3 3727

b) D, =R—{-4}, /%(-0,-8),(0,%0), \i(-8,—4),(—4,0), max [-8,~16], min [0,0];
¢) D, =R, /(~L), i (=0,~1), min [ -Le™ |;

d) D, =(—oo,—1)u(2,oo),/':(—oo,—l),(2,oo);

e) D, =R, /:(0,%), \(-0,0), min {0,%}

f) D, =R, /1(—£,£J+kﬂ', \:(1,3—”)+k7r, max [£+kﬂ,l},min [—£+k7z,—l}
44 4 4 4 2 4

2
g) D, =<—%,wj,/:<—%,w};

h) D, =(-2,2), /(-2,-1),(1,2), \x(-11), max [-1;0,18], min [1;-0,18].

35. a) D, =R,U:(L,0),N:(-,1),1B[L4];  b) D; =R—{4},U:(-4,0),N:(—00,—4);
¢) D, =R,U:R; d) D, =(—0,0)U(L0),U:(-,0),N:(L0); e) D, =R,U:R;
f) D, =R, U:(~L),N: (-, ~1),IB[ 1€’ |;

g) D, =R,U:(~11),N:(~e0,1), (1,0), IB[ ~1,~10e™* |, IB[1,~2e];
h) D, ZR,UIK—%,OJ+ kﬂ,ﬂ:((),%j+k7[, IB [k7,0]. 36. a) max [6,63], min[2,-3];

b) max neni,min{—4, —%} ¢) max [4,73], min[1,-8]; d) max [—3,\/%],min[0,\/§];

e) max[ﬂ;3,l4],min{§7z;1,22}; f) max [1,1],min[—1,e‘4}; g) max [2,4e‘2], min[0,0];

3x-1
9

h) max [—1,0],min{%;—1,15] 37. a) y=0; b) y= ,ng,zleva—oo, zprava + o ;

c) y=%; d) y=2x+3; e) y=0,x=3, zleva — oo, zprava + o, X = -3, zleva — oo, zprava + o ;

1
f) y:x+§,y=x—%; g) yzg,X=—3,zleva+oo,zprava—oo;

h) y=

1 1 1
e X :E, zleva — o, zprava + o, X = Y zleva — oo, zprava + oo .
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