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Matematika Il Uvod

STUDIJNi OPORY S PREVAZUJiCiMI DISTANCNIiMI PRVKY PRO PREDMETY
TEORETICKEHO ZAKLADU STUDIA

je nazev projektu, ktery uspél v rdmci prvni vyzvy Operac¢niho programu Rozvoj lidskych
zdrojii. Projekt je spolufinancovan statnim rozpoétem CR a Evropskym socidlnim fondem.
Partnery projektu jsou Regionalni stiedisko vychovy a vzdélavani, s.r.o. v Mosté, Univerzita
obrany v Brn¢ a Technicka univerzita v Liberci. Projekt byl zahajen 5.1.2006 a bude ukoncen

4.1.2008.

Cilem projektu je zpracovani studijnich materialii z matematiky, deskriptivni geometrie,
fyziky a chemie tak, aby umoznily pfedev§im samostatné studium a tim minimalizovaly pocet
kontaktnich hodin s ucitelem. Je ziejmé, ze vytvorené texty jsou uréeny studentim vsech
forem studia. Studenti kombinované a distan¢ni formy studia je vyuziji k samostudiu, studenti
v prezen¢ni form¢ si mohou doplnit ziskané védomosti. VSem studentiim texty pomohou pfti
procvieni a ovéfeni ziskanych védomosti. Nezanedbatelnym cilem projektu je umoznit
zvySeni kvalifikace Sirokému spektru osob, které nemohly ve studiu na vysoké skole

z raznych divodi (socidlnich, rodinnych, politickych) pokracovat bezprostiedné po maturite.

V ramci projektu jsou vytvoreny jednak standardni ucebni texty v tiSténé podobg,
koncipované pro samostatné studium, jednak e-learningové studijni materidly, ptistupné
prostiednictvim internetu. Soucasti vystupll je rovnéZ banka testovych uloh pro jednotlivé
pfedméty, na niz si studenti ovéfi, do jaké miry zvladli prostudované ucivo.

Cvwr

Ptejeme vam mnoho uspéchtl pii studiu a budeme mit radost, pokud vam predlozeny text
pomuze pfi studiu a bude se vam libit. ProtoZze nikdo neni neomylny, mohou se i v tomto
textu objevit nejasnosti a chyby. Pfedem se za né omlouvame a budeme vam vdécni, pokud

nas na n¢ upozornite.

ESF — ROVNE PRILEZITOSTI PRO VSECHNY
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Matematika Il Pokyny ke studiu

POKYNY KE STUDIU

V tivodu si vysvétlime jednotnou pevnou strukturu kazdé kapitoly textu, kterd by vam
méla pomoci k rychlejsi orientaci pfi studiu. Pro zvyraznéni jednotlivych ¢asti textu jsou

pouzivany ikony a barevné odliSeni, jejichz vyznam nyni objasnime.

Privodce studiem

©

L D

vas strucné seznami s obsahem dané kapitoly a s jeji motivaci. Slouzi také k instrukei, jak

pokracovat dal po vyieSeni kontrolnich otazek nebo kontrolnich texti.

Cile

vas seznami s ucivem, které¢ v dané kapitole poznate a které byste po jejim prostudovani

méli umét.

Predpokladané znalosti

shrnuji struné ucivo, které byste méli znat jesté diive nez kapitolu zacnete studovat. Jsou

nezbytnym piedpokladem pro Gspésné zvladnuti nasledujici kapitoly.

Vyklad

oznacuje samotny vyklad uciva dané kapitoly, ktery je ¢lenén zplisobem obvyklym

v matematice na definice, véty, ptipadné dikazy.

L D

Definice 1.1.1.

Zavadi zakladni pojmy v dané kapitole.

Véta 1.1.1.

Uvadi zékladni vlastnosti pojmti zavedenych v dané kapitole.

Diikaz: Vychazi z predpokladd véty a dokazuje tvrzeni uvedené ve veéte.

i
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Matematika Il Pokyny ke studiu

Poznamka

neformalné komentuje vykladanou latku..

Resené ulohy
oznacuji vzorové piiklady, které ilustruji probrané ucivo.

Priklad Uvadi zadani ptikladu.

ReSeni: Uvadi podrobné feseni zadan¢ho ptikladu.

Ulohy k samostatnému feseni

obsahuji zadani ptikladd k procvi¢eni probraného uciva. Ulohy oznalené ¥ patii

vvvvvv

Vysledky uloh k samostatnému reseni

obsahuji spravné vysledky piedchozich piikladt, slouzi ke kontrole spravnosti feseni.

Kontrolni otazky

obsahuji soubor otazek k probranému ucivu vcetné nékolika odpovédi, z nichz je vzdy

alespon jedna spravna.

Odpovédi na kontrolni otazky

uvadéji spravné odpovedi na kontrolni otazky.

Kontrolni test

obsahuje soubor ptikladi k probranému ucivu.

Vysledky testu

uvadéji spravné odpovédi na piiklady kontrolniho testu.

i
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Matematika Il Pokyny ke studiu

Shrnuti lekce

obsahuje stru¢ny piehled uciva, které by mél student po prostudovani ptislusné kapitoly

zvladnout.

Literatura

obsahuje seznam knih, které byly pouzity pfi tvorbé ptislusného textu a na které byly

ptipadné uvedeny odkazy k hlubs§imu prostudovéni tématu.

Piktogram, ktery upozornuje na dulezité vztahy nebo vlastnosti, které je nezbytné si

zapamatovat.

vvvvvv

k hlub$imu studiu.

Takto podbarveny text je uréen k hlubSimu studiu daného problému, obvykle neni

pfedmétem zkousky.

i
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Matematika IlI Dvojrozmérny integral

1. DVOJROZMERNY (DVOJNY) INTEGRAL

Privodce studiem

V prvnim ro¢niku jste se seznamili s integralnim poctem funkce jedné proménné. Poznali
jste pojem primitivni funkce a jeji vztah k neurcitému integralu, zakladni metody vypoctu
neurc¢itého integralu. Metodou déleni intervalu byl zaveden Riemanniiv urcity integral a
pomoci Newton — Leibnizovy véty jste se jej naucili pocitat. V zavéru jste se zabyvali
vyuzitim integralniho poctu v matematice a fyzice.

Stejné jako jsme v prvnim rocniku rozsifili pojmy diferencidlniho poc¢tu funkce jedné
proménné na funkce dvou a vice proménnych, zavedeme i pojem integralniho pocétu funkei

dvou proménnych na zaklad¢ analogii s integralnim poctem funkce jedné proménné.

Ziskame tak pojem dvojrozmérny integral, ktery uvedl v roce 1769 jako prvni Svycarsky
matematik Leonhard Euler. Nau¢ime se dvojrozmérny integral pocitat a ukazeme si jeho

vyuziti v matematice a fyzice.

Cile

V prvni kapitole zavedeme dvojrozmérny integral v obdélniku a obecné rovinné oblasti a
nau¢ime se metody jeho vypoctu. Ukazeme si také vyuziti dvojrozmérného integralu

v geometrii a fyzice.

Predpokladané znalosti

Integrac¢ni metody (zakladni integracni vzorce, metoda integrace substituci, metoda per

partes), vypocet urcitého integralu (Newton — Leibnizova véta).

Analytickd geometrie linedrnich utvarG (obecnd rovnice pfimky, jeji smérnicovy a

usekovy tvar, parametrické rovnice ptimky) a kvadratickych tutvara v roviné (kuzelosecky).

1.1. Dvojrozmérny integral v obdélniku

Privodce studiem

Z prvniho ro¢niku si jisté pamatujete, ze jednoduchy urcity integral byl definovan pro

funkci jedné proménné y = f(x), pficemz integracni oblast tvofil uzavieny interval <a,b >.

i
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Matematika IlI Dvojrozmérny integral

V této kapitole zavedeme analogicky Riemanniiv dvojrozmérny integral, ktery je obecné

definovan pro funkci dvou proménnych z= f(x,y). Vypocet Riemannova dvojrozmérného

integralu je jednoduchy, je-li integracni oblasti obdélnik, jehoz strany jsou rovnobézné se

soufadnicovymi osami.

Cile

Cilem této kapitoly je objasnit pojem Riemannova dvojrozmérného integralu v obdélniku

a ukazat zptisob jeho vypoctu.

Predpokladané znalosti

K vypoctu jakéhokoliv integralu je zcela nezbytné znat zakladni integracni vzorce.
Abychom je méli neustale k dispozici, pfipomeneme si je v nasledujicich fadcich.
[1.] fodx=cC

[2.] jldx=x+c

n+l

[3.] Jx”dx:x 1+C pro x>0, n#-1
n+
[4.] jldx=1n|x|+c pro x # 0
X

[5.] Jsinxdx =—-cosx+C

[6.] J.cos xdx =sinx+C

71 | 12 dx=tgx+C pro x =2k +1) X, kez
cos” x 2
1
[8.] _[-2 dx =—cotgx+C pro x#km, keZ
sin” x
[9.] .[ ! dx = arcsinx + C pro xe(-1,1)
1-x*
[10.] J. ! sdx =arctgx+C
I+x
ax
[11.] jaxdx=—+c pro a>0, a#l
Ina

[12.] jexdx =¥ +C

i
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Dvojrozmérny integral

Matematika Il|
f'(x)
[13.] | ——dx=In|f(x)|+C pro f(x)#0
J.f(X) 76
[14.] J =larctg£+C pro a>0
a’+x* a a
[15.] ,[\/7 —arcs1nx+C pro x € (—a,a)
[16.] jf(ax+b)dx=lF(ax+b)+c pro a#0
a

Eﬂ Vyklad

Pojem Riemannova dvojrozmérného integralu funkce dvou proménnych v obdélniku je
analogicky pojmu Riemannova urcitého integrdlu funkce jedné proménné v uzavieném
intervalu. Pro nase potiteby bude postacujici omezit se pii vykladu pojmu dvojrozmérného

integralu na takové funkce z= f(x,y), které jsou v obdélniku D={(x, y):xe<a,b>,

yve<e,d >} , jehoz strany jsou rovnob&zné s osami soutadnic, spojité a ohranicené, viz obr. 1.

d
/\\y

Obr. 1

Rozdélime intervaly < a,b >, resp. < c¢,d > posloupnostmi bodil
a=xy<x]<Xp<..<Xx,=b,re8p. c=y) <y <)y <..<y,=d
na intervaly <x;_j,x; >, i=12,...,m, resp. < YisYj> = 1,2,...,n. Oznacime velikosti

dil¢ich interval ax; = x; —x;_y, ay; = y; —y;_1. Rovnob&zky s osou y vedene body x; a

rovnob¢zky s osou x vedené body y; rozdéli obdélnik D na m.n obdélniki, které oznacime

Dy; ,viz obr. 1. Pro jejich obsah plati a D;; =ax;.a y ;. Nyni v kazdém obdéIniku D;; zvolime

i




Matematika IlI Dvojrozmérny integral

bod (&;,77 j) a ur¢ime piislusnou funkéni hodnotu z = f(&;, 7 j) . Vytvofime souciny
f(fl-,nj).ADl-j = f(fi,nj).Axi.ij, které pro funkce f(x,y)>0 v obdélniku D znamenaji
objemy hranolii o zdkladn€ Dj; a vySce f(&;,77;).
m n
Utvotime nyni soucty z Z f&;.mj)ax;.ay;. Pro f(x,¥)=0 v obdélniku D se jedna o
i=1 j=1

objem télesa slozencho z hranold nad vSemi obdelniky Dj; o pfislusnych vyskach f(&;,7;).

Definice 1.1.1.

Jestlize pro m — oo, n —> 0 aax; —)0,ij — 0 provsechnai =1,2,..., j =1,2,... existuje

m n
lim ZZf(glvn])AxlAyJ’ (1)
m—>»00,n—»0 i=1 ]:1
Ax; >0, Ay, —0

nazveme ji dvojrozmérnym (dvojnym) integralem funkce f(x,y) v obdélniku D

a oznacime ” f(x,y)dxdy. (2)
D

Poznamka

Pro funkce f(x,y)>0 vobdélniku D znamena vztah (2) objem télesa S ohraniceného

rovinami z=0,x=a,x=b,y=c,y=daplochou z= f(x,y), vizobr. 1.

Véta 1.1.1. (Dirichletova)

Necht je dan obdélnik D ={(x,y): xe<a,b>, ye<c,d >} . Jestlize f(x,y) je funkce
spojita v obdélniku D, pak

b(d d(b
] £ Cx yyxdy = j[ [re y)dy]dx =[ { [ 7, y)de dy. (3)
D a\c

c\a

Tuto dulezitou vétu, podle které je mozno prevést vypocet dvojrozmérného integralu na

dvojnasobnou integraci integralii funkci jedné proménné, nebudeme dokazovat. Mizeme se

i




Matematika IlI Dvojrozmérny integral

vSak opfit o nasledujici geometrickou interpretaci pro f(x,y) >0 v D. Jak bylo feceno,

dvojrozmérny integral ” f(x,y)dxdy znamena objem V(S) télesa S. Plati zfejm¢ také
D

d
v(S)= [ A(y)d,

C

kde A(y)je oblast, ktera vznikne fezem télesa S rovinou kolmou k ose y vedenou bodem y,
viz obr. 2. UvaZujme, jak lze secist takto vzniklé oblasti A(y). Pro kazdé pevné ye<c,d >

b
je f(x,y) funkci proménné x a pro obsah A(y) plati A(y)= I f(x,y)dx.

e

Obr. 2

d(b
Dosadime do vztahu pro V' (S) a dostaneme V(S)= J. ( J. f(x, y)de dy.

c\a

Podobnou tivahu mtizeme provést pro roviny kolmé k ose x. Dostaneme

d(b b(d
V(s)=| { [/, y)dedy =] [ [re y)dy] dx = [[ f(x, y)dxdy.
c\a a\c D

Poznamky

1. Ve vztahu (3) je nutno odlisovat dvojrozmérny nebo také dvojny integral J.J. f(x,y)dxdy
D

b(d d(b
od integrdlu dvojndsobného | ( [ rex, y)dy] dx = Lj f(x, y)de dy.

a

i

C c\a



Matematika IlI Dvojrozmérny integral

2. Ve vztahu (3) pocitame nejprve integral v zdvorce, ktery nazyvame vnitini integral a
teprve pak integral mimo zdavorku, ktery se nazyva vnéjsi integral.

3. Dvojnasobné integraly ve vztahu (3) obvykle pro vétsi prehlednost zapisujeme ve tvaru

b(d b d
@ | ( [ f(w)dy]dx =[x f(x. )y, (3a)

a\c

d(b d b
| [I f(x,y)dedy =[dv| f(x, y)x. (3a)

c\a

Prakticky vypocet provadime tedy dvojnasobnou integraci funkci jedné proménné, pii
¢emz druhou proménnou povazujeme za konstantu podobné jako pii praktickém vypoctu

parcilnich derivaci, viz [3], [7], [9]. Z definice soultli ve vztahu (1) pfimo vyplyva:

Véta 1.1.2. (Vlastnosti dvojného integralu na obdélniku D)

1. H cf (x,y)dxdy = c” f(x,y)dxdy,

D D
2. [[(f(x3)+gCey))dxdy = [ £ (x, y)dxdy+ [[ g(x, y)dxdy,
D D D

3. [[rCeyaxdy = [[ £ e, y)dxdy+ [[ £ (x,y)dxdy,
D D, D,

kde f(x,»), g(x,y) funkce jsou spojité v D, c € R a D, D, jsou obdélniky, které vzniknou

z obdélniku D jeho rozdélenim ptimkou rovnobéznou s osou x, resp. s osou y.

14 1
; ; E Resené ulohy E : E

Priklad 1.1.1.  Vypoctéte dvojrozmérny integral
A= Ijezx+3ydxdy, D={(x,y):xe<0,1>,ye<],2>}.
D

12 1 2 1 3y 2
ReSeni: 1. Podle vztahu (3a): 4= J.de. 3V ay =J. dxj >3y = J.ezxdx l:eT] =

0 1 0 1 0 1

i
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1

Foe(1 g 1 1 : 1 1
:J‘er —eb =& dx:—e3(e3—1)Ie2xdx:—e3(e3—l) —e¥| =
0 3 3 3 0 3 2

0
e (e’ —1) 5 (e -1 P e (e’ —1)(e” 1),

1
2 1 2 1 2

2. podle vztahu (3b): 4= J.dyJ. >3 iy :J. dyj >3V dx :J. eV l:% er} dy =
1 0 1 0 1 0

2

: 1 o 1 1 - ° 3 1 - 1 3
‘[ (2 2) 4 2( )Jl. 4 2( )[3 l

1o Ye 13 13 3 .\ 2
—2(e l)(3e 3e) 6e(e D(e” —1).

N
AN

Ulohy k samostatnému feseni

1. Vypoctéte dvojrozmérné integraly v obdélniku D uzitim vztahu (3a) nebo (3b):
a) ”(x+3)dxdy, D= {(x,y) :xe<0,1>,ye<0,2 >} ,
D

b) ”(2x—4y)dxdy, D= {(x,y) xe<1,3> ye<—-11 >},
D

(@]
~

.”'(x2 +y?)dxdy, D = {(x,y):1xe<-2,0>, ye<-1,2>},
D

1
d) ”x(xz +y)2dxdy, D={(x,y):x€<0,1>, ye<0,3>},
D

e) ” dxdy,D:{(x,y):xe<0,l>,ye<0,l>},
(xy+1)

f) ”xyexyzdxdy,D:{(x,y):xe< 0,In2>,ye<0,1>},%

g) ”xx/l X dxdy, (x y):xe<0,1> ye<2, 3>}

T V4
h) ”cos(x+y)dxdy,D:{(x,y):xe<—z,z>,ye<0,z>},
D

Ef o
* *
'I’ ‘*

- *

N
AN
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[[?+y% —2x—2y+4)dxdy, D={(x,y): x€<0,2>,y €<0,2>},
D

”xzycos(xyz)dxdy, {(x y): xe<0 5 >, ye<0, 2>} 4
D

k) ”sin(2x+y)dxdy, D= {(x,y) xe<0,1>,ye< %,7{ >},
D

L[Ch@7‘D ((x,y):xe<3,4>, ye<l, 2>},
D (x+)

m) _U 3-dxdy, D ={(x,y):xe<0,1>,ye<0,1>}, %

(1+x +y )2

n) ”x yeVdxdy, D ={(x,y):x€<0,1>,ye€<0,2>}, %

” dxdy,D:{(x,y):xe<0,l>,ye<0,l>}.
(x+y+1)

Vysledky uloh k samostatnému reseni
2 1 1 .
1.a) 7; b) 16; ¢) 14; d) E(31—9\/§); e)1-In2;f) E(l—ln2) ; ) 5; h) 1; 1)

25 2442
1

k)O;l)lnﬂ;m)l +\/§ n)2;o0 )lng

Vyklad

’J) _E

Snadno lze dvojrozmérny integral v obdélniku D = {(x, y):xe<a,b> ye<c,d >}

vypocitat pro funkce, které 1ze napsat jako soucin dvou funkci jedné proménné:

f(x,¥) = fi(x).f2(y). Pak ziejmé plati

b d
[[ AL dxdy = [ fi(x)dx [ fo(v)ely.
D a c

i

(3¢)
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5%

N
AN

Resené ulohy

Priklad 1.1.2.

ReSeni: A= ” ezx+3ydxdy = J.J. ezxe3ydxdy =
D D

_ |:l e2x
2

3

i 3P 1
} [—eﬂ =—e& (& 1) -1).
. 6

0

Ulohy k samostatnému feseni

2. Vypoctéte dvojrozmérné integraly v obdélniku D uzitim vztahu (3c¢):

a) ”xzydxdy, D= {(x,y) 1xe<0,2>, ye<],2 >},
D

b [

2
D1+x

c) ”ye”ydxdy, D={(x,y):xe<0,1>,ye<0,1>},

D

d

p—

D

e) ”xsiny dxdy, D = {(x,y):x e<l,2>,ye< 0,% >},

D

f) j j ydxdy, D je &verec o vrcholech (0,0), (1,0), (1,1), (0,1),

D

dxdy, D = {(x,y) :xe<0,1>,ye<0,1 >},

1 2
Iezxdx je3ydy =
0

”1n(1+x)2ydxdy, D= {(x,y) :xe<0,1>,ye<0,1 >},

Vypoctéte integral 4 z piikladu 1.1.1 uzitim vztahu (3c¢).

g) j j Jxv dxdy, D je obdélnik o vrcholech (0,0), (a,0), (a,b), (0,b),0 < a <b.

D

Vysledky uloh k samostatnému feseni

T
2.2a)4;b) —; ¢
) )12 )

i

e—1:;d) 2In2-1;e) %; f) L g) RVJErE

2

-18 -
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pii integraci budeme postupovat stejné jako v prvnim nebo druhém zpiisobu feseni integralu

A, tj. podle vztahii (3a) nebo (3b).

Priklad 1.1.3.

Vyklad

Nelze-1i funkei f(x,y) rozlozit v soucin dvou funkci jedné proménné f,(x).f,(»), pak

Resené ulohy

Vypodtéte B = “ 5 dxdy, D={(x,y):xe<1,3>, ye<1,2>}.
D(x+2y+1)
3 2 3 2
Reseni:  Pouzijeme vztah (3a): B = J.dxj—dy = de‘[ (x+2y+ 1)_2 dy =
2
1 1 (x+2y+1) 11
3 @e2ypant [ 1
=[S _——j((x+5)‘ —(x+3) )dx———j( )x =
1 -1 . X+5 x+3
:——(ln8—ln6—ln6+ln4)———lnﬁz—lng.
2 36 2 8

:—1[1n|x+5|—1n|x+3|]i°’
2

Poznamky

A L 1 . .
1. Pokud se zda primé integrovani uzitim vztahu I f(ax+b)dx =—F(ax+b) obtizné, lze uzit
a

pFi integraci substituci:

3 2
_ _|x+2y+1=¢, y=1 t=x+3
B‘{dx!(ﬁzwl) ddy=dt, y=2, t=x+5
3 x+5 x+5 3
1 1 1 1
2I ‘[t j[ } 2-[(x+5 x+3
1 x+3 1

5

2. Obecné nezalezi na poradi integrace, tedy plati vztahy (3a, 3b). V nékterych pripadech ale

dany dvojrozmeérny integrdl miize byt snadno vesitelny jednim zpiisobem, druhy zpiisob vsak

miize byt komplikovany v zavislosti na tvaru integrované funkce.

k%

-19 -
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%5

Resené ulohy

Piklad 1.1.4.  Vypogtéte integral C = [[x¥dxdy, D={(x,y):xe<0,1>,ye<1,2>}.
D

) 2 1 2 y+l 1 204 0
ReSeni: 1. PouZzijeme vztah (3b): C:jdijydx:'f " dyzj(—l——ljdy:
10 LYty Wt ooT

2 3
j—y 1n|y+1y] =ln3-In2=In>.
vl 2

2

2
7 2
2. PouZzijeme vztah (3a): C = jdxjxydy I[ ]dxzj{lx——li}ixz....
0 1 Inx ol nx Inx

Dalsi vypocet vyse uvedeného integralu je pracny.

Kontrolni otazky
1. Jaké musi byt funkce f(x,y), abychom ji mohli integrovat v obdélniku D?
a) kladna, b) spojitd a ohranicena,
¢) monotonni, d) periodicka.
2. Jaky geometricky Gtvar urCuje mnozina boddl {(x,y):xe<a,b>, ye<a,b>}?
a) Kruh, b) ctverec,
c) obdélnik, d) parabolu.
3. Jakou polohu mé obdélnik D = {(x, y):xe<a,b> ye<c,d >} v soufadnicovém systému

Oxy?

a) Libovolnou,
b) jeho strany jsou rovnobézné s osami soutadnic,

¢) jeden vrchol obdélnika musi byt v pocatku soustavy soufadnic a jeho strany jsou

rovnob€zné s osami soufadnic,
d) jeden vrchol obdélnika musi byt v pocatku soustavy soufadnic.

4. Ktery z nasledujicich vyrazl je zdpisem dvojrozmérného integralu?

b d d(b
a)  [AGdx [ fr()dy, b | [J f(x,y)dedy,

kS




Matematika IlI Dvojrozmérny integral

b d

o) [dx| fx.)dy, d) [[fCxy)dxdy.
a c D

5. Ktery z nésledujicich vyrazi je zapisem dvojnésobného integralu?
d(b

a) [[ /(). f()dxdy, b) [| [fCxyax |dy,
D c\a
b d

o) [dx[ f(x.p)dy, &) [ pydxdy .
a c D

6. Jaké je obecné pofadi vypoctu jednotlivych integralli v dvojnidsobném integralu funkce

S(x,)?

a) Nejprve pocitame vnéjsi integral, pak teprve vnitini,
b) na potadi nezalezi,
c) nejprve pocitdme vnitini integral, pak teprve vnéjsi,
d) oba integraly poCitime soucasné.
7. Jaky tvar musi mit funkce f(x,y), abychom mohli v obdélniku D integrovat soucasné oba

integraly (podle proménné x i y)?

a) fl(xay)'f2 (y)9 b) fi(x)'fZ(xay)a
¢ ()10, d) A&+ /L0).

8. Jaky geometricky vyznam ma H f(x,y)dxdy pro f(x,y)>0?
D

a) Obsah oblasti D,
b) obvod oblasti D,

c) objem télesa, jehoz spodni podstavou je obdélnik D, které je shora ohranic¢eno funkci
z=f(xy),

d) povrch télesa, jehoz spodni podstavou je obdélnik D, které je shora ohrani¢eno

funkci z = f(x,y).

Odpovédi na kontrolni otazky g

1. b); 2.b); 3. b); 4. d); 5.b,¢c); 6. ¢); 7. ¢); 8. ¢).

i
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‘\ Privodce studiem

Pokud jste spravné odpovédéli nejméné v Sesti piipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opacném piipadé je nutno prostudovat kapitolu 1.1 znovu.

Kontrolni test

K5

1. Vypoditejte integral H dxdy, D={(x,y):xe<1,3>, ye<2,4>}.
D

a) 1, b) 2,

) 3, d 4.

2. Vypocitejte integral H xydxdy, D = {(x, y):xe<0,1>,ye<0,2 >} .
D

a) 1, b) 2,
c) 3, d) 4.
3. Vypocitejte integral H (x+y)dxdy, D = {(x, y):xe<0,1>,ye<0,2 >} :
D
a) 1, b) 2,
c) 3, d) 4.
4. Vypocitejte integral H \/dedy, D= {(x, y):xe<0,1>,y€<0,9 >} :
D
a) 11, b) 12,
c) 13, d) 14.

5. Vypotitejte integral ” sin? x sin y dxdy, D = {(x,y):xe<0,7>,ye<0,7>}.
D

2
T Vs
a ) b _—,
) 4 ) 4
c) 4r, d 4-r.

6. Vypocitejte integral ” e Vdxdy, D={(x,y):xe<0,1>,ye€<0,1>}.
D

a) e, b) e -1,
o) (e-1)7?, d) e2+1.
-22.
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y2
7. Vypoditejte integral H s—dxdy, D = {(x,y):xe<0,1>, ye<0,1>}.
p X +1
2
V4 V4
a TA b -,
) 12 ) 12
c) 12z, d 12-rx.
8. Vypocitejte integral ” (x> + 21 )dxdy, D ={(x,y):xe€<0,1>, ye<0,I>}.
D v +1
2) T+3 ’ b) 3r+4 ,
4 12
c) 12z+4, d) 12-3x.

9. Vypocitejte integral H xsin(x + y)dxdy, D
D

V4
a) —-—1, b
) B )
c) 2, d)
10. Vypocitejte integral H (x2 + y2 )dxdy, D
D
10
a) —, b
) 3 )
4
c) —, d
) T )
Vysledky testu

={(x,y):xe< 0,7>, ye< O,%>}.

£+2,
12

wT—2.

={(x,»):x€<0,1>,ye<0,2>}.

15

2

1.d); 2. a); 3.¢); 4.b); 5.b); 6.¢); 7. a); 8. b); 9. d); 10. a).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné v osmi piripadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opacném piipad¢ je potieba prostudovat kapitolu 1.1 znovu.

i
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Shrnuti lekce

Dvojrozmérny nebo také dvojny integral H f(x,y)dxdy funkce f(x,y) v obdélniku
D
D= {(x, y):xe<a,b> ye<c,d >} vypocitaime prevedenim na integral dvojnasobny
b d d b
jdxj f(x,y)dy nebo .[dy.[ f(x,y)dx , tedy dvojnasobnou integraci funkci jedné proménné.

a c C a

Dulezitym ptedpokladem pro vypocet piikladi bylo zopakovani zakladnich integracnich

metod.

E.r ... o
* *
'I’ ‘*

- *




Matematika IlI Dvojrozmérny integral

1.2. Dvojrozmérny integral v obecné uzaviené oblasti

Privodce studiem

-

V ptedchozi kapitole jsme se naucili pocitat dvojrozmérny integral, jestlize obor integrace
byl jednoduchy geometricky tutvar - obdélnik, jehoz strany byly rovnobézné s osami
soufadnic. Nyni roz$ifime své znalosti dvojrozmérného integralu na ptipady, kdy obor
integrace tvoii obecna rovinna oblast. Nau¢ime se vyjadiit hranice oblasti v takovém tvaru,

aby mohly byt pouzity jako integracni meze.

Cile

Cilem této kapitoly je objasnit pojem Riemannova dvojrozmérného integralu v obecné

uzaviené oblasti a ukézat zpiisob jeho vypoctu.

Predpokladané znalosti
Op¢ét budeme potiebovat znalost zakladnich integracnich metod.

K vyjadfeni integracniho oboru je tfeba zopakovat analytickou geometrii v roving,

pfedevsim rovnice piimky a kuzelosecek.

Vyklad

V tivodu poznamenejme, Ze mnozinu bodii QQ v roviné (v prostoru), ve které lze kazdé
dva body spojit Carou, jejiz vSechny body lezi v mnoziné¢ 2, nazyvame souvislou. Souvisla
oteviena mnozina se nazyva oblast. Obsahuje-li oblast vSechny své hromadné body, viz [3],

[8], nazyva se uzavienou.

Rozsitime nyni Riemannovu definici dvojrozmérného integralu funkce f(x,y)

v obdélniku D na uzavienou oblast Q. Vnofime takovou oblast Q do obdélniku D, tj.

Q c D, viz obr. 3, a definujeme novou funkci f i (x,y) predpisem

f(x,y) pro (x,y)€Q,

/ (x’y):{o pro (x,y)eD\Q.

Pak plati [ £ Geoyydxay = [[ £ (x, y)dxdy.
Q D

i

.,! .-

-
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Obr. 3

Nyni je dvojrozmérny integral v oblasti Q) definovan pomoci dvojrozmérného integralu

v obdélniku. Problém s nespojitosti funkce f° i (x,y) vobdélniku D lze odstranit zobecnénim

definice Riemannova integralu, viz [9].

Véta 1.2.1. (Vlastnosti dvojrozmérného integralu v oblasti Q)

1. Hc f(x,y)dxdy = cﬂ f(x,y)dxdy,
Q Q

2. [[(f )+ g, ) dxdy = [[ £ (x, y)xdy + [[ g(x, y)dxdy,
Q Q Q

3. [[rCeyydxdy = [[ £ (e, y)ydxdy + [[ £ x,v)dxdy,
Q Q Q,

kde funkce f(x,y), g(x,y) jsou spojité v Q, c€ R a oblasti €}, €, vzniknou z oblasti Q

jejim rozdélenim pfimkou rovnobéznou s osou x, resp. s osou y.

Uvedené vlastnosti vyplyvaji pfimo z definice Riemannova dvojrozmérného integralu

v obdélniku (Definice 1.1.1) a z ptedchazejici tvahy.

Pti studiu se dale omezime pouze na oblasti Q definované nésledujicim zptisobem:

Ef i o
* *
" ‘*

- =




Matematika IlI Dvojrozmérny integral

Definice 1.2.1.

a) Oblast Q 1. typu (tzv. normalni vzhledem Kk ose x) je ohrani¢ena pfimkami
x=a,x=>b, kde a <b, a spojitymi kfivkami y = g;(x), y=g,(x),
kde g(x) < g,(x) pro x e<a,b >, viz obr. 4.

b) Oblast Q II. typu (tzv. normalni vzhledem k ose y) je ohranicena pifimkami
y=c,y=d, kde ¢ <d, aspojitymi kiivkami x =i (y), x=h(y),

kde iy(y)<hy(y), pro y e<c,d >, vizobr. 5.

y=g,(%)

x=h,(y)

y=g,(x)
X

N

|
|
|
|
|
|
a b " Obr. 4 > Obr. 5

Uzitim nasledujici véty 1ze vypocitat dvojrozmérné integraly v oblastech obou typt.

Véta 1.2.1. (Fubiniova)

(a) Jestlize je funkce f'(x,y) spojita v oblasti QQ 1. typu, pak plati

b g (x)
[[FCeyydxdy=[ax [ fx)dy. (4a)
Q a g(x)

(b) Jestlize je funkce f(x,y) spojitd v oblasti Q II. typu, pak plati

d h)
Hﬂnwﬁ@=ﬁbj /(% y)dx. (4b)
Q c )

i
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Vétu nebudeme dokazovat. Geometrickou pfedstavu si vSak muizeme pro funkce

f(x,y)>0 v oblasti Q vytvotit obdobné¢ jako v tivaze za vétou 1.1.1.

Poznamka

Prechod od zapisu dvojndsobného integralu ve tvaru (4a) do tvaru (4b), respektive naopak,

nazyvame zdména poiadi integrace.

” f(x,y)dxdy urCuje pro f(x,y)>0 objem télesa, jehoz dolni podstavou je oblast QO a
Q

kter¢ je shora ohrani¢eno funkci z = f(x, y).

Ve vztazich (4a), (4b) vzdy pér integracnich mezi vnéjsiho integralu musi byt konstantni,
par integracnich mezi vnitfniho integralu mohou byt funkce jedné proménné. Nejdiive
pocCitdme v dvojnasobnych integralech (4a), (4b) zdsadné vnitini integradl s proménnymi

v

mezemi a teprve pak vngjsi integral s mezemi konstantnimi.

Oblasti, pro niz jsou oba pary mezi konstantni, je vzdy jen obdélnik (Ctverec), jehoz

strany jsou rovnobézné s osami soufadnic x, y, viz kapitola 1.1.

V nésledujicich ptikladech se omezime pouze na nalezeni integracnich mezi.
Resené ulohy
Priklad 1.2.1. Urcete nerovnice pro pievedeni dvojrozmérného integralu H f(x,y)dxdy,

Q
kde Q je trojihelnik o vrcholech (0,0), (a,0), (0,a), a > 0, na dvojnasobny.

ReSeni: a) Nejprve vyjadiime Q jako oblast L. typu, normalni vzhledem k ose x. Je

ziejmé, ze oblast Q ohrani¢ime zleva a zprava piimkami x =0, x = a, viz obr. 6.

Y

5
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Ve sméru osy y oblast QO ohrani¢ime zdola osou x, ktera ma rovnici y =0, a shora
ptimkou x+y =a, jejiz rovnici pfevedeme na tvar y =a—x.
Oblast QO zapiSeme ve tvaru:

Q: 0<x<a, (xe<0,a>),

0<y<a-x, (ye<0,a—x>).
b) Nyni vyjadiime Q jako oblast II. typu, normalni vzhledem k ose y. Je zfejmé, ze
oblast Q ohrani¢ime zdola a shora pfimkami y =0, y =a. Ve sméru osy x oblast Q
ohrani¢ime zleva osou y, kterd ma rovnici x =0, a zprava ptimkou x+y=a, jejiz
rovnici pfevedeme na tvar x=a—y.

Oblast QO zapiSeme ve tvaru:
Q: 0<y<a, (yve<0,a>),
0<x<a-y, (xe<0,a—y>).

Priklad 1.2.2. Urcete integraéni meze pro ” f(x,y)dxdy, kde Q je AABC, jehoz strany
Q

jsou dany rovnicemi y=1, y=x+4,y=6—x.

ReSeni:  a) Nejprve vyjadiime Q jako oblast I. typu, normélni vzhledem k ose x. Pokud

ohrani¢ime oblast Q pfimkami x =-3, x =5, pak Q neni shora ohrani¢ena jedinou
kfivkou a je proto nutno rozdélit ji na oblasti Q;, (), pfimkou x =1, viz obr. 7.

Nerovnice pro oblasti €3 a Q, maji pak tvar:

Q:-3<x<1l, (xe<-3,1>), Q,:1<x<5, (xe<1,5>),
ISy<x+4,(ye<l,x+4>), ISy<—x+6, (ye<l,—x+6>).
l\y
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Matematika IlI Dvojrozmérny integral

Podle vlastnosti 3 a vztahu (4a) pak plati:

1 x+4 5 6—x
[[ £ Ceyydxdy = [[ fx pydedy+ [[ f(x,p)dxdy = [ dx [ fGxp)dy+[dx [ fx)dy.
Q Q Q, -3 1 11

b) Nyni zapiSeme Q jako oblast II. typu, normélni vzhledem k ose y. Ohrani¢ime
oblast Q2 pfimkami y =1, y =5. Proménnou x vyjadiime ze zadani ptikladu jako
funkci proménné y, tj. x=y—-4, x=6—y.

Nerovnice pro oblast O pak maji tvar:

Q: 1<y<s5, (ye<1,5>),
y—4<x<6-y, (xe<y—4,6—y>).
5 6-y
Podle vztahu (4b) dostavame j j £(x, y)dxdy = j dy j £(x, )dx.
Q 1 y-4

Je ztejmé, ze druhé feseni je jednodussi, nebot’ vede k feSeni jediného dvojnasobného

integralu.

% Priklad 1.2.3. Urcete nerovnice pro pievedeni dvojrozmérného integralu j I f(x,y)dxdy,
Q

kde Q je ¢tytuhelnik o vrcholech (0,0), (1,2), (3,1), (2,—-2), na dvojnasobny.

ReSeni: Urcime rovnice stran ¢tyfuhelnika (obr. 8):

y Reseni:
p:
(1,2)
\ ps ) Z y:2x,
(3,1) ) 1 5
Do y=——Xx+—,
; P2 Y 5 >
2
Q | 9 | o p3y o y=3x-8,
(0,0) X pa = y=

(2,-2)

Obr. 8

Ef i o
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Matematika IlI Dvojrozmérny integral

Rozdélenim oblasti € rovnobézkami s osou y, resp. s osou x dostaneme vzdy tfi

oblasti. K rozdéleni uzijeme napiiklad pfimek x=1 a x =2, tj. rovnobéZek s osou y.

Vyjadiime tedy Q;, Q,, Q3 jako oblasti I. typu, normalni vzhledem k ose x.

Dostaneme:
Q;: 0<x<], Q,: 1<x<2, Qs 2<x<3,
1 5 1 5
—x<y<2x, —x<y<——x+—, 3Ix—8<y<——x+—.
Y YETT YET

Podle vlastnosti 3 a vztahu (4a) pak plati:

1 2x 2 _%x% 3 _%x%
[[fGayydxdy=fax [ fxpydy+fax [ foopdy+[ax [ fxpady.
Q 0 —x 1 -X 2 3x-8

Priklad 1.2.4. Stanovte nerovnice urcujici oblast Q, ktera je ohranic¢ena kiivkami y = X% a

2 _
yo=nx

ReSeni:  a) Nejprve uréime priseéiky kiivek o rovnicich y = X a y2 = x, viz obr. 9.
Vyfesenim soustavy dvou rovnic y = X2 , y2 = x dostaneme postupné

X2 :\/;, x4—x=0, x(x3—1)=0.
Redalné koteny tedy jsou x; =0, x, =1.

Oblast Q zapiSeme jako oblast I. typu, normdlni vzhledem kose x. Proto ji

ohrani¢ime pfimkami x=0,x=1. Kfivka, kterd ohranicuje  shora, ma rovnici

y= Jx . Kivka, ktera ohranicuje Q2 zdola, ma rovnici y = X2,

AY x=1

x=0 L
2
X=y

v >

Obr. 9

Ef i o
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Matematika IlI Dvojrozmérny integral

Nerovnice pro oblast Q maji tvar:

Q: 0<x<]1,
xZSySJ;

b) Podobn¢ uré¢ime oblast Q jako oblast II. typu, normalni vzhledem k ose y.
Q: 0<y<],

yzéxﬁ\/;.

4 34y/4x—x?

¥ Priklad 1.2.5. Zaméite poradi integrace pro integral jdx j f(x,y)dy.
0 3—4x—x?

Reseni: Oblast Q je zapsana jako oblast I. typu, normalni vzhledem k ose x:

Q: 0<x<4,
3—\dx-x? < y< 3+Vdx—x2.
N y
x=4
=5
(0.5) g
x=2+V6y-y’-5
=1
(0.1) Y
X
0 (4,0) “Obr. 10

Po umocnéni horni i dolni proménné meze (pro y) a po Gprave dostaneme
(yv- 3)2 = 4x—x°. Dalsi upravou (doplnénim na ¢tverec)

(y=3)% =—4+4x—x> +4=—(x-2)* +4

1ze tento vztah prevést na tvar (x — 2)2 +(y— 3)2 =4,

coz je rovnice kruznice o stfedu S =(2,3) a poloméru r =2.

Ptimky x =0, x =4 jsou tecnami oblasti Q a jedna se tedy o integraci v celém kruhu,

viz obr. 10.

Ef N
* *
..’ *i
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Vedeme nyni teény k dané kruznici rovnobézné s osou x, tj. piimky y=1,y=5 a
ziskdme nerovnice 1< y <5. Z rovnice kruZznice vyjadiime proménnou x a dostaneme

rovnice pulkruznic x = 2—\/6y—y2 -5, resp. x= 2+\/6y—y2 —5, které ohranicuji

oblast Q) zleva, resp. zprava.
Oblast QO zapiSeme jako oblast II. typu, normalni vzhledem k ose y, takto:

9) 1<y<5

2-\J6y—32 =5 <x<2+4/6y—y* 5.
4 3+dx—x? 5 2+\/6y—y2—5

Plati: j dx j F(x,y)dy = j dy j F(x, y)dx.

0 3 Vax—x? b 26y—y?-s

Poznamka
Je zrejmé, Ze vyjadreni integracnich mezi pro kruh je v kartézskych souradnicich
komplikované. Pozdéji si ukazZeme jednoduSsi zpiisob pro urceni mezi v pripade, kdy

integracni oblasti je kruh.

Ulohy k samostatnému feseni

1. Urcete integracni meze pro J.j f(x,y)dxdy jednodussim z obou zpiisobi, jestlize Q je
Q

a) Ctyfuhelnik o vrcholech (2,1), (6,-2), (6,2), (2,5),

b) ctytruhelnik o vrcholech (2,5), (2,1), (6,-2), (6,7),

c) Ctyfuhelnik o stranach x=1,x=2, y=x, y =2x,

d) trojuhelnik o stranach x+2y-3=0,x—y=1,x-4=0,
e) trojuhelnik o strandch y =0, y=x-2, y=—-x-2,

f) lichobéznik s vrcholy (1,1), (3,1), (2,2), (1,2),

g) rovnobéznik s vrcholy (0,1), (1,3), (1,6), (0,4).

2. Urcete integracni meze pro ﬂ f(x,y)dxdy obéma zplsoby, jestlize QQ je
Q

a) ohrani¢ena kiivkou X%+ y2 =4,

b) ohrani¢ena ¢arami y2 —x?=1a x*+ y2 =9, pficemz obsahuje bod (0,0), ¥

i
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Matematika IlI Dvojrozmérny integral

. . 1
c) ohranicena Carami y =2x,y = Ex, xy=2(x20,y>0).

3. Zameénte poradi integrace:

3-x
2 4 1 X2 3 2
a) [dv] f(x,p)dx, 0 Jac[ fydy+[dx [ fxp)dy,
1 3 0 0 1 0
2 6—x 1 1-y
b) [dx [ f(x»)dy, 9 v | fxyax,
0 2x 0 0
1 Jx 2 x
o) [dx [ fxy)dy, by [dx [ £(xp)dy,
0 3 0 0
1 1-x? 2 ¢
[ax [ feoya, D [dv [ fnpydx,
-1 0 0 1
L
1 1-y 2 4
) [dv [ flxy)x, * Do Jax [ feoydy
0 _fi-,? 2 ll—ﬁ
4
Vysledky uloh k samostatnému feseni
1.a) 2Sx£6;—§x+§£y£—§x+£;b) 2£x£6;—§x+§£y£lx+4;
4 2 4 2 4 2

¢) I<x<2,x<y<2x;d) %st4,—%x+%ﬁyﬁx—l;e) —2<y<0,-y-2<x<y+2;

H1<y<2, 1<x<4-y;8) 0<x<1, 2x+1<y<2x+4.

2.2) 2<x<2, —V4-x? < y<Va-x? nebo 2<y<2, —\J4-)? <x<\f4-)?

b) Q:-3<x<-2, —\9—x2 <yp<y9-x2 | Qy:2<x<2 —VI4x? <yt
Qy:2<x<3, V922 <y<y9-x? nebo Qi 5<y<—1yyl—I<x<y9-)7,
Oy 5<ys—1, 92 sxs21, Qpimlsysl, —9- )2 sxs9- )2,

Oy 1<y<5, —o-p2 <x<—{hP -1, Qsi1<y <5, Y2 oT<xso-)?

Ef ot
* *
'I’ ‘*

- *




Matematika IlI Dvojrozmérny integral

¢) Q:0<x<1, %xSyS2x, Q,:1<x<2, %xéyﬁ% nebo

Q:0<y<l, lnyS2y, Qy:1<y<2, lnySg.
2 2 y
4 y/2 -y Iy
3.) j dxj f(x,y)dy ; b) j dy j £, y)de+ J dy j £, p)dx; ©) j dy j (6 y)dx;

y

1 l—y2 1-x2 1-x 1 3-2y
d) [dv [ fxy)drse) j dx j S, y)dy+ I dx j S, )y B j dy [ f(xp)dr;
0 _fioy? -1 Jy

1- V2 e 1 2417
2) j dx j £, p)dy; b j dy j S,y ; i) j dx J fendysi) [dy [ fGxp)dx.

y 1 Inx -1 -2 ’1 y

Vlastni vypocet dvojrozmérnych integralli si objasnime na ptikladech.

17 17
-v Resené ulohy : ; E

Priklad 1.2.6. Vypoctéte “ xydxdy , je-1i oblast Q ohrani¢ena ¢arami
Q

y:%x, y:\/; a x=2,(x=2).

ReSeni:  Zakreslime oblast Q, viz obr. 11.

. . 1 ¥
ReSenim soustavy rovnic y = Ex, y= \/; dostaneme postupné

1
Ex: X, x? =4x, X% —dx = 0, x(x-=4)=0, x;=0, x, =4, y1=0, y, =2.

F.u E;I'
=1z
i T 2
y=AE
(4,2)
2
| =
0 2 4 Obr. 11

Ef i >
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Matematika IlI Dvojrozmérny integral

Ptimka y = %x akiivka y = Jx (¢ast paraboly v I. kvadrantu) se tedy pro x > 2

protinaji v bodé¢ (4,2). Oblast Q spliuje pozadavky kladené na oblasti obou typi.

Vyjadiime ji jako oblast I. typu, normalni vzhledem k ose x.
Q: 2<x<4,

§3ys\/§.

Nyni mizeme integral vyftesit:

4 Jx 4 Jx I N
”xydxdyzjdxj xy dy j jydy J.x{y—} dx:J{x——x—]dx:
Q 2 x 2 x 2 2; L2 8

2 2

4
[ xt (64 256) (8 16)_1I
6 322 6 32) 6 32) 6
Proved'te sami zdménu poradi integrace (oblast Q zapiSte jako oblast II. typu,

normalni vzhledem k ose y).

Priklad 1.2.7. Vypoctéte H (2x— y2 )dxdy, je-li oblast Q) ohraniena pfimkami
Q

y=1l-x, y=1+x a y=3.
ReSeni:
Y%

(-2,3) 30 y=3 0 (2,3)

x=y-1

0 Obr. 12

Zobr. 12 je ziejmé, Ze jednodussi bude vyjadfit oblast Q jako oblast II. typu,
normalni vzhledem k ose y. Pii zapisu jako oblast I. typu, normalni vzhledem k ose x,
bychom oblast 2 museli rozd¢€lit na dv€ podoblasti piimkou x =0, podobné jako
v prikladu 1.2.2.

Ef i o
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Q: 1<y<3,
I-y<x<y-1.

Integral prevedeme na dvojrozmérny integral podle vztahu (4b):

3 y-1 3 y—1
H (2x—y2)dxdy = J-dy I (2x—y2)dx = j[xz - ysz dy =
Q 1 1-y 1 -y

: 2_ 3 3 toa s 2y° 5 68
= [(@-2y+2)% =)= (-2y+ ¥ )dy = [ (25° -2y )dy{T—?] =
1 1 1

Ulohy k samostatnému feseni

4. Vypoctéte dvojrozmérné integraly v oblasti Q :

a) j j (5x = 2xy)dxdy, Q je AABC, A=(0,0), B =(2,0), C =(0,1),
Q

b) ” 3 yzdxdy, Q je dana nerovnici o+ y2 <4,
Q

c) ﬂ (x—y)dxdy, Q je ohranicena ptimkami y=0, y=x,x+y=2,
Q

d) J.J- xy dxdy, Q je dana nerovnicemi X2 +4 y2 <4, x20,y2>0,
Q

e) J.J- xy dxdy, Q je ohrani¢ena Carami y2 =2x,x=2,
Q

f) Hi dxdy, Q je ddna nerovnicemi 1< y<x<2 %
y
Q

X

g) J.J-ey dxdy, Q je ohranidena ¢arami > =x,x=0, y=1, y =2,
Q

h) H ye* dxdy, Q) je dana nerovnicemi > <x<y+2,
Q

2
. ‘ o |
1) _Ux_z dxdy, Q je dana nerovnicemi x<3,y<4x,y=>—,
QY x

1 ” (x2 + yz )dxdy, € je ddna nerovnicemi y<x, x<1,y>0,
Q

Ef o
* *
" ‘*
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k) Hg dxdy, Q je ohrani¢ena ¢arami x =2+siny,x=0,y=0,y=2r,
Q

1) ﬂ cos(x+y) dxdy, Q je dana nerovnicemi y>x,x>0, y <7,

Q
m) ” 6xy dxdy, ) je ohraniCena Carami y=0,x=2,y = x2 ,
Q
. N . V4 2
n) ”xcos(xy) dxdy, Q je ohraniCena Carami x=1,x=2,y= > y=—
X

Q

. . . 16
0) H xzdxdy, Q) je ohrani¢ena ¢arami y = < y=Xx,x=23,
Q

1

b

p) ” x(1+ y2 )_E dxdy, ) je ohraniCena Carami y = X2 ,v=4,x=0,(x=>0), %

Q

(zvazte poradi integrace),

q) ”(3x—2y)dxdy, Q:x? +y2 <1,
Q

) ﬂ' ! dxdy, Q je AABC, A=(0,0), B=(1,1),C =(0,1),
7o) 1+x2

72!
N

” xy dxdy, Q je ohraniCena arami y = \/;, y=6—-x,y=0,
Q

t) ” (x—=1)dxdy, Q je ohraniCena Carami y =x, y = X

Q

Vysledky uloh k samostatnému feseni

3.

Ty Lot 1225
2772

e i) —
) 64

2 1 3 ) 5
4. 2)3;b)0;¢) —;d) —;€)0;f) 2In2——; g) e” — =
) 3;b) )3 )2 ) 0; ) 4g) 2

) 271 -2;m) 32;m) —250) 576 p) ~ (1T -1); ) 0;1) ZeLin2;5) 2
2 T 2 4 2 3

Kontrolni otazky

1. Uzaviena oblast je oblast v roviné nebo prostoru, ktera

a) je souvisla,

i

L1
J)y
1
) ——.
) 2
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b) je souvisla a obsahuje vSechny svoje hromadné body,
c) obsahuje vSechny svoje hromadné body,
d) obsahuje vSechny svoje izolované body.

2. Ktera z nasledujicich mnozin je uzaviena oblast?

a) Kruh bez svého stiedu, b) Ctverec bez vrcholi,
c) kruh, d) parabola.
3. Ktera z nasledujicich oblasti je zapsana jako oblast I. typu, normalni vzhledem k ose x ?
a) Q:0<y<3, b) Q:0<x<3,
0<x<3-y, 0<y<3-x,
c) Q:0<y<3—x, d Q:0<x<3,
0<x<3-y, 0<y<x+y=3.
4. Ktera z nasledujicich oblasti je zapsana jako oblast II. typu, normalni vzhledem k ose y ?
a) Q:0<y<3, b) Q:0<x<3,
0<x<3-y, 0<y<3-x,
c) Q:0<y<3-x, d) Q:0<x<3,
0<x<3-y, 0<y<x+y=3
d h(y)
5. Zéména potadi integrace v J.dy J. f(x,y)dx znamena fesit tento integral ve tvaru
¢ mh()
d () hy (¥) d
a) [dx [ fGpdy, b [ fxyx|dy,
¢ m) h(y) c
h(y) d b g(x)
o | ax[seydy. d) Jdv [ fexydy.
h(y) ¢ a g (x)

6. Pfevést dvojrozmérny integral ” f(x,y)dxdy , ptiCemz oblast Q je I. typu, normalni
Q

vzhledem k ose x, na dvojndsobny, znamena zapsat jej ve tvaru

d () d ()
a) [dv [ flxpdx, b) [fCondy [ ax,

¢ MmO ¢ h(»)

b & (x) b g2(x)
o Jax [ fyady. ) [fGyar | dy.

a g (x) a g1 (%)

Ef o
* *
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7. Ktery z nésledujicich vyrazl je spravnym zapisem dvojnasobného integralu na oblasti Q2

L. typu?

a) ” xydxdy , b) ﬂ (x+ y)dxdy ,
Q Q
b g(x) d hy (x)

c) I xdx I vdy, d) I vdy + J. xdx .
a g1 (x) ¢ Iy (x)

8. Jaky geometricky vyznam ma J‘J. (x2 + yz)dxdy ?
Q

a) Obsah oblasti Q2,
b) obvod oblasti Q,

c) objem télesa, jehoz spodni podstavou je oblast Q, které je shora ohrani¢eno funkci

z=x2+y2,

d) povrch télesa, jehoz spodni podstavou je oblast QQ, které je shora ohranic¢eno funkci

Z:x2+y2.

&

Odpovédi na kontrolni otazky

1. b);2.¢);3.b);4.a);5.d); 6.c);7.¢); 8. ¢).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné v Sesti pripadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opa¢ném piipadé je potieba prostudovat kapitolu 1.2 znovu.

Kontrolni test

2 2—x
1. Zaménte potadi integrace v integralu dex J. vdy .
0 0
2 2—x 2—x 2
a) I ydx I xdy, b) J. ydyfxdx,
0 0 0 0
2 2—-y 2-y 2
c) I ydy I xdx , d) I xdxj ydy .
0 0 0 0

i
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2. Vypocitejte integral ﬂ dxdy, Q= {(x, V): X%+ y2 = 4} .
Q

a) 4r,

c)

a)

c)

a)

c)

©)

a) 9,

5

4
C _
) 9

7. Vypocitejte integral H (x2 + y)dxdy, je-li oblast Q ohrani¢ena ¢arami y = x
Q

a) 33,
o =2
140

* X
* *
* *
* *
* gk
4

1,

3,

6,

3

b

6,

3

b

1,

Q

Q

Q

b)

d)

b)

d)

b)

d)

b)

1
6

3.

1
6

3.

2,

d 4.

b)Z

d 4.

by
33
d) 140,

-41 -

9

2

4,

z
.

2

2

, X=y".

3. Vypocitejte integral ” xdxdy, je-1i oblast Q ohraniCena ¢arami x=0, y=0,x+y =1
4. Vypocitejte integral ” vdxdy, je-1i oblast (Q ohrani¢ena ¢arami x=0, y=0,x+y=1.

5. Vypocitejte integral ” dxdy, je-li oblast Q ohrani¢ena Carami x=0,x—y=1Lx+y=1.

2
6. Vypocitejte integral ”x—zdxdy, je-1i oblast Q ohrani¢ena ¢arami x =2, y=x, xy=1.
QY

2
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8. Vypocitejte integral ﬂ (x2 + y2 )dxdy, je-li oblast Q) ohrani¢ena ¢arami
Q

x=0,y=0, x+y=1.

a) 9, b)

b

1
4

) —, d) 4.

1
6

9. Vypocitejte integral ﬂ yzdxdy, je-li oblast Q) ohrani¢ena Carami

Q
x=0,y=0, 2x+3y=12.
a) 28, b) 42,
c) 12 d) 32.

10. Vypocitejte integral H (4- y2)dxdy, je-1i oblast Q ohrani¢ena ¢arami y =2, 2y = X2,
Q

g 20 b 20,
7 21
0 2, o 22
21 21
Vysledky testu

1.¢); 2. a); 3.b); 4.b); 5. 2); 6. b); 7. ¢); 8. ¢); 9. d); 10. b).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné v osmi pripadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opacném piipad¢ je potieba prostudovat kapitolu 1.2 znovu.

Shrnuti lekce

V této kapitole jste se naucili vypocitat dvojrozméerny integral v uzaviené oblasti 2.
Oblast Q je k ur¢eni mezi nutno zapsat jako oblast I. typu, normalni vzhledem k ose x, kterou

obecné popisuji nerovnice a <x<b, g;(x)<y<g,(x), nebo jako oblast II. typu, normalni

vzhledem k ose y, kterou obecné popisuji nerovnice ¢ <y <d, h(y)<x<hy(y).Teprve pak

i
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muzeme dvojrozmérny integral v uzaviené oblasti QQ pfevést na integral dvojnasobny, ve

v

kterém vné&jsi integral vzdy musi mit konstantni meze:

b g (x)
[[ £ pyaxdy=[ax [ f(xy)dy,
Q a g (x)

d ()
[[ £ yyaedy=[dv [ f(x, ).
Q c Iy

Diilezitym ptfedpokladem pro vypocet tloh je opét znalost zdkladnich integra¢nich metod.
Navic je nutno zopakovat si pro uréeni integra¢nich mezi analytickou geometrii v roving

(rovnice pfimky a rovnice kuzelosecek).

Ef o -
* *
..’ *i
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1.3. Transformace v dvojrozmérném integralu

Privodce studiem

V piikladu 1.2.5 jsme ukézali, Ze vyjadfeni integracni oblasti, kterou tvofi kruh nebo jeho
¢ast, je v kartézskych soutradnicich obtizné. Pouzijeme-li v takovém piipadé k feseni polarni
soufadnice, stdva se vyjadieni oboru integrace mnohem snadnéjSim a rovnéz vypocet

dvojnasobného integralu se obvykle zna¢né zjednodusi.

Cile

V této kapitole se nauc¢ime pocitat dvojrozmérné integraly v ptipadech, kdy integracni

oblasti je kruh nebo jeho ¢ast, piipadné elipsa nebo jeji ¢ast.

Predpokladané znalosti

Stejn¢ jako v predchozich kapitolach budeme potiebovat znalost zakladnich integra¢nich
metod.

K vyjadfeni integracniho oboru je zapotiebi tentokrat zopakovat zejména rovnice ptimky,
kruznice a elipsy.

Pouzijeme vSe, co jsme se naucili v predchozich kapitolach.

Vyklad

Dvojrozmérné integraly, jejichZ integracni oblasti je kruh, ptipadné East kruhu, lze
jednoduse vyftesit transformaci do polarnich souradnic.

My

X(x,y)

|
0 ! X

(-a,0) 0 p(x.0) (a.0)

Obr. 13

i
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Kartézské soutradnice x, y bodu nahradime polarnimi soufadnicemi p, ¢, v nichz p
znamend vzdalenost bodu o soufadnicich (x,y) od pocatku soustavy soutadnic (p>0) a ¢
oznacuje orientovany thel, méteny od kladné ¢asti osy x po privodi¢ bodu (x,y) v kladném
smyslu, viz obr. 13.

Transformacni rovnice odvodime v prvnim kvadrantu z trojihelnika OPX (viz obr. 13),
v némz plati:

cosq):i, singo:l.

P
Odtud pro p#0plati  x=pcosep, y=psing.
Platnost poslednich dvou rovnic lze dokdzat i ve zbyvajicich kvadrantech.

Transformacni rovnice pii prechodu z kartézskych soutfadnic do polarnich soufadnic

maji tvar
X=pcos@, y=psing. (5)

Soucin diferencialii dxdy v dvojrozmérném integralu nahradime vyrazem |J | dpde,

o or
.. , 0p Op| |cosp —psing
vnémz se vyraz J = J(p,p) = = =
dy 0Oy| [sing pcosg
op O

nazyva jakobidn transformace.

Pro dvojrozmérny integral pak plati

[[ £ e p)dxdy = [[ f(pcosp, psinp)p dp dp.
Q oF

Oblast Q" je obrazem oblasti Q v polarnich soufadnicich. Napiiklad kruh se stfedem
v pocatku a polomérem a, Q: {(x, V). X2+ y2 <a’ } , s¢ zobrazi na obdélnik o délkach stran

palr,Q: {(pp):pe(0,a>pe<0,2r)}.

Poznamka

Transformace do polarnich souradnic je specialnim pripadem zobrazeni oblasti Q do oblasti

QF, ktery pro zdjemce o blizsi pochopeni uvddime ddle.

i




Matematika IlI Dvojrozmérny integral

Transformace v dvojrozmérném integralu, kterou zavedeme obecné rovnicemi

x=u(r,s) y=vw(r,s), kde r, s jsounové promeénné, (6)
zobrazi uzavienou oblast Q" do mnoziny Q, ktera nemusi byt nutng oblasti.

Jestlize kazdym dvéma riznym bodim A" =(n,91)» B* =(r,5y) zoblasti Q" jsou
rovnicemi (6) pfifazeny opét dva riizné body 4= (xy,);), B=(xp,y,) mnoziny Q, mluvime
o prostém neboli injektivnim zobrazeni oblasti Q" na mnofinu Q, resp. do mnofiny Q

podle toho, zda viechny body z mnoziny Q maji, resp. nemaji vzor v oblasti Q". Prosté

7 . * v roor re v oe v .o . ,
zobrazeni oblasti Q" na mnozinu Q se nazyva vzdjemné jednoznacné nebo bijektivni.

Jsou-li ptitom funkce u(r,s), v(r,s) spojité na oblasti Q" , mluvime o spojitém zobrazeni

obou mnozin.

Maji-li tyto funkce na oblasti Q" spojité parcialni derivace prvniho fadu, mluvime

o diferenciabilnim zobrazeni. Ptitom se determinant tvaru

Ou  Ou
0 0

J(u,v) = a: aj (7)
& G

nazyva jakobian tohoto zobrazeni.
Lze dokazat, Ze je-li vné€kterém bodé Fy=(r),vy) jakobian J #0, pak zobrazeni

ur¢itého okoli bodu £, do oblasti Q je prosté.

Véta 1.3.1.

Y . * ’ ’ . /e w
1. Necht se wvnitfek oblasti Q zobrazi pomoci rovnic x=u(r,s), y=v(r,s) vzijemné

. v owv r It v s e . * , g
jednoznaéné na oblast QQ, zatimco zobrazeni hrani¢ni kiivky oblasti Q" nemusi byt

proste.

2. Necht funkce f(x,y) je spojitd a ohranicena na uzaviené oblasti Q a funkce
u(r,s), v(r,s) maji spojité parcialni derivace prvniho fadu na oblasti Q°, v niZ lezi oblast

%k . o 7 e
Q" 1se svou hraniéni kiivkou.

i
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3. Necht viude uvniti oblasti Q" je jakobian zobrazeni nenulovy, tj. J(u,v)#0.

Pak plati ﬂ F(x, y)dxdy = H Fu(r,s), v(r,)) | J(u,v) | drds. (8)
Q o

Dukaz uvedené véty nebudeme uvadét. Vysvétlime jen, proc je dxdy nahrazeno vyrazem

| J(u,v)|drds.

ry

X
S

0 Obr. 14

Transformaci x =u(r,s), y =v(r,s) se oblast Q" zobrazi na oblast Q. Element drds
oblasti QF prejde velement oblasti Q, viz obr. 14. Pro tuto oblast s vrcholy
P =(x;,y;),i=12,3,4, plati x; =u(r,s). Podle véty o stfedni hodnoté diferencidlniho
poctu (Lagrangeovy), viz [3], [8], dostaneme u(r +dr,s)—u(r,s)=u,. (r+dr—r), odtud pak
Xy =u(r+dr,s)=u(r,s)+u.dr. Podobn¢ x3=u(r,s+ds)=u(r,s)+ugds, y =v(r,s),
Vo =v(r+dr,s)=v(r,s)+v,.dr a y3 =v(r,s+ds)=v(r,s)+v,ds. Obsah AQ oblasti Q
muzeme pro velmi malé priristky |dr|,|ds| urCit jako dvojnasobek obsahu trojihelnika
o vrcholech A, P, ;. Obsah AQ urc¢ime jako objem rovnobéZnosténu se ¢tyfuhelnikovou
podstavou R =(x1,),0), P =(x2,1,0), P =0(x3,)3,0), F=(x4,74,0)

a vrcholem horni podstavy A =(xy,,1), tj. vyskou v = 1. Uzijeme vlastnosti smisené¢ho

sou¢inu vektord AP, AR, BA a dostaneme

i
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Xy =X
AP (AR xAR)=|x3-Xx
0

y»-»n 0

Y3—n

0

0= (x2 =x)(v3 =)= (3 =x1) (V2 =) =
1

= (%213 =x3)2) — (13 —=x3)1) + (X102 — X)) =

I x »y| 1 u 1 u v
=l xy w»|=|l u+tudr v+v.dr|=0 u.dr v.drl=
1 x3 y3| I u+tugds v+vds| |0 wuids vids
! u!
= ,r ,S drds = J(u,v) drds
r S

Je tedy AQ =|J(u,v)|drds.

Poznamka

>

Predchozi uvahu lIze vyuzit pri transformaci do polarnich souradnic ve dvojrozmerném

integralu a pri transformacich do cylindrickych a sférickych souradnic v trojrozmerném

integralu. Jak v transformaci do polarnich souradnic tak v transformacich do cylindrickych a

sférickych souradnic nastavaji problémy s jednoznacnosti zobrazeni na hranicich oblasti Q)

* o v ’ % . v , .
Q. Muze se stat, Ze po transformaci nebude oblast uzaviena, a proto intervaly pro

ohraniceni promennych nebudou vzdy uzaviené. Pro vypocet zadanych integralii vsak tato

skutecnost nema prakticky vyznam.
Resené ulohy

Priklad 1.3.1.

I'[ydxdy,Q:x2+y2 Saz,yZO.
Q

Proved’te transformaci do polarnich soutadnic a vypocitejte integral

Reseni: Oblast Q tvoii horni polovina kruhu se stiedem v po¢atku a polomérem a

(soufadnice y je nezapornd v prvnim a druhém kvadrantu). Pro kazdy bod (x,y)

oblasti Q pfi transformaci do polarnich soufadnic plati 0< p<a,0< @< 7, viz obr.

r . Ny % . v 7 v ’ .
15. Uvedené nerovnice urcuji oblast Q" integratni meze obou proménnych jsou

konstantni, proto integrujeme na obdélniku a dosazenim podle (5) dostaneme

i
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(-a.0)
Obr. 15

a T 374
ﬂydxdy = _U psing pdp dwszzdpjsin¢ dgoz{%} [—cosgo]g =
Q o 0 0 0

a 24
=D -(D] =

Priklad 1.3.2. Urcete nerovnice pro polarni soutradnice, je-1i oblast Q ohrani¢ena kruznici

x? +y2 = 2ax.

ReSeni: Rovnici kruznice nejprve upravime doplnénim na &tverec:
x2—2ax+y2=0, (x2—2ax+a2)+y2=0+a2, (x—a)2+y2:a2.

To je rovnice kruznice se sttedem S =(a, 0) a polomérem a, ktera cela lezi v prvnim

a ¢tvrtém kvadrantu, tedy —% <@ < % , viz obr. 16.

Z vlastnosti zakresleného pravotuhlého trojuhelnika plyne cos @ = 2£, p=2acosy,
a

tj. délka p se méni v zavislosti na uhlu ¢.
Meze pro proménnou p lze urcit rovnéz dosazenim transformacnich rovnic (5) do

hranice oblasti Q:
X2+ y2 =2ax, ,o2 cos? o+ p2 sin® @ =2apcos, p2 (cos2 o+ sin? @) =2apcos e,

,02 =2apcos e, p2—2apcosg0:0, p(p—2acosp)=0
aodtud p; =0, py, =2acose.

* . . . .
Oblast Q" je uréena nerovnicemi

Ef -
‘# :
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|

|
A
S
A

|

0 @0) 20.0)

Obr. 16

Priklad 1.3.3. Urcete nerovnice pro polarni souradnice, je-1i oblast 2 ohraniena kruznici

x>+ y2 =2ay.
ReSeni: Rovnici kruZnice nejprve upravime doplnénim na &tverec:
X2 +y2 —2ay =0, X2 +(y2 —2ay+a2) = 0+a2, X2+ (y—a)2 =a’.
To je rovnice kruznice se sttedem S =(0,a) a polomérem a, ktera celd lezi v prvnim

a druhém kvadrantu, tedy 0 < ¢ <7, viz obr. 17.

©,2a)]Y

0.0) ]

X
0 Obr. 17

Z vlastnosti pravothlého trojuhelnika plyne sing = Zﬁ’ p=2asing, tj. délka p
a

se opét meéni v zavislosti na thlu ¢ .

Ef o o
* *
..’ ‘*
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Meze pro proménnou p Ize urcit rovnéz dosazenim transformacnich rovnic (5) do

hranice oblasti Q:

X2+ y2 =2ay, ,02 cos’ Qo+ p2 sin’ @ =2apsin@, p2 (cos2 Qo+ sin’ @) =2apsing,
p2 =2apsin@, p2 —2apsinp=0, p(p—2asingp)=0

aodtud p; =0, py =2asine.

* . v . .
Oblast Q" je urCena nerovnicemi

Q*’ 0< @Sﬂ',
" 0< p<2asing.

Priklad 1.3.4. Proved'te transformaci do polarnich soufadnic a vypocitejte integral

dexdy, Q:x2+y224, x2+y2S9,y2x, x20.
Q

ReSeni: Oblast QO je ohranicena dvéma soustiednymi kruznicemi (o poloméru

a; =2,a, =3), piimkou y = x (ktera je osou prvniho a tfetiho kvadrantu a svira tedy
s kladnym smérem osy x thel ¢ = % ) a osou y, viz obr. 18.

yl\

X
0 (2,0 (3,0)

Obr. 18

Pro oblast Q* v polarnich soutadnicich plati

V4 /4
< p<cl
2< p<3.
Je ziejmé, Ze integrace v polarnich soutadnicich (5) je jednodussi nez v kartézskych

soufadnicich, protoze nyni integrujeme na obdélniku.

Ef o o
* *
..’ ‘*
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T
2 Tr 3P
19(. V2
dpd do( p*d P -2 1-X2 ],
g{jpcoscop pdp=[cosp cofp p= [sm(p]jJ2 3( 2}

&N

Priklad 1.3.5. Vypoctéte dvojrozmérny integral

J'JAln(x#dxdy, Q:1<x? +y <e.
X" +y

Reseni: Oblast Q je mezikruZi ohrani¢ené kruznicemi X2+ y2 =1 a x*+ y2 =e.
Uzijeme proto transformaci do polarnich soufadnic (5). Pro transformovanou oblast

Q" plati nerovnice Q" : 1< p< Je, 0< p<2r.

)
In(p? cos” @+ p° sin  In cos” @ +sin’
” (p 40/; 2(p)pdpd¢ Ipdpf (p( 4 ?) 4,
Q* p cos’ @+ p”sin” @ 1 0o P (cos (o+sm Q)
lnp \/_ Inp 7 In“ p ve 2z
j dpjd -2[—=F£ dpjd _2{2} o))" =
1 0 1 1

=2zIn%e= 27r(E Ine)?> ==
Pti feSeni jsme pouzili vztah In ,02 =2lnp.

Vnéjsi integral jsme vyftesili substituci Inp=t, laf p=dt.
P

¥ Priklad 1.3.6. Vypoctete dvojrozmérny integral
22 2 2
H 4—?—7 dxdy, je-li integracni oblast (2 ohranic¢ena kiivkou 4x~ +9y~ =36.

2 2
. L, .. ) ) , X L
ReSeni: Rovnici hranice oblasti Q upravime na tvar ?+y7 =1, ze kterého je vidét,

ze jde o elipsu se stfedem v pocatku a poloosami o délkach a =3, b =2, viz obr. 19.
V takovém ptipadé¢ ke zjednoduseni vypoctu s vyhodou pouzivame tzv. zobecnéné
polarni souradnice, které maji obecné tvar

x=apcosp, y=bpsing. 9)

i
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Obr. 19
Pro jakobién transformace snadno odvodime vztah
o or
op O@| l|acosp —apsing
J=J(p,p)= =l . =abp.
dy  9y| |bsing bpcosp
op O

V nasem ptipad¢ plati (pro a=3,b=2):

x=3pcosp, y=2psingp, J=23p=6p.

Z obr. 19 je ztejmé, Ze plati 0 < ¢ <27z. Meze pro p zjistime dosazenim
transformacnich rovnic do analytického vyjadieni hranice oblasti Q.

4(3pcos (p)2 +9(2psin go)2 =36, odtud po Upravé dostaneme p2 =1, p=1(p>0).

Proto plati 0 < p <1. Transformovana oblast o} tedy predstavuje obdélnik:
Q* : 0< o< 2,
O0<p<l.

Zadany integral nyni snadno vyteSime.

[y = [ o250 Cosm0 45
1
5 21 . | (4_p2);
:HV“‘P 6Pdﬂd¢’=6fd<pf\/4—p pa’,o=6.27z.(—§) | =
Q 0 0 . 0
=47(8-33).

Integral v proménné p jsme vytesili substituci

4—,02 =t, —2pdp=dt, pdp:—%dt.

Ef- -53-
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N
AN

Ulohy k samostatnému feseni

N
AN

1. Vypoctéte dané dvojrozmérné integraly v oblasti Q transformaci do polarnich soutradnic:

”(I—Zx—3y)dxdy, Q:x? +y2 <2,
Q

”(x2 +y2)dxdy, Q: (x—4)2 +y2 <16,
”\/1—)62 —yzdxdy, Q:x? +y2 <1,x20,y>0,
Q
d) ”\/4—x2—y2dxdy, Q:x2+y2£2x,
Q

2.2
ﬂe_(x ty )dxdy, Q:xZO,x2+y2£9,
Q

f) ” y dxdy, Q:x2>0, y>0x +y <1, %
1+x° +y

‘Usin\/x2 +y2dxa’y, Q: 7% <x? +y2 < 47r2,
Q

h) ”arctgzdxdy, Q:x? +y2 <, x=0,y=0,
x
Q

” dxdy,Q:x2+y2£4,y20,ysx,
1+x +y

x2+y xdy, Q:(x-1)"+y" <1, y=20.
H\/ Zdxdy, Q:(x=1)2+1%2<1,y>0
Q

Vysledky uloh k samostatnému resSeni

1.2) 27 b) 3847 ¢) éﬁ;d) §(3ﬂ—4);e) %(1—59);1) %(7[—2); g) —672; h) —;
T 16

i) —In5;j) —.

) 2 J) 5

Kontrolni otazky

1. Polarni soufadnice s vyhodou pouzivame v pfipadé, kdy integracni oblasti dvojného
integralu je:

a) Obdélnik, b) kruh,

i
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c) kosoctverec, d) oblast ohrani¢end parabolou a useckou.
2. Polarni polomér p miize nabyvat hodnot:

a) Jen celociselnych, b) jen kladnych,

c) jen zapornych, d) reélnych.

3. Transformacni rovnice z kartézské do polarni soustavy soufadnic maji tvar:

a) x=p+cosp,y=psing, b) x=pcosp,y=p+sing,
C) Xx=pcos@,y=psing, d) x=psing,y=ppcosp.

4. Kruh se stiedem v pocatku soustavy soufadnic a polomérem a popisuji v polarni soustave
soufadnic nerovnice:

a) 0<p<a,0<Lp<2r, b -a<p<a,0p<2r,
c) 0<p<a0<p<r, d) O0<p<a0<@p<a.

5. Kruh se stiedem v pocatku soustavy soufadnic a polomérem a se zobrazi v polarni

soustave soutadnic jako:

a) Kosoctverec b) kruh,

c) obdélnik, d) oblast ohrani¢end parabolou a useckou.

6. Integrand x” + y” nahradime v polarnich soufadnicich vyrazem:

a) p, b) ¢,
c) /02 , d) (/)2 .
7. Soucin diferencidlti dxdy nahradime v polarnich soutfadnicich vyrazem:
a) pdpdp, b) (p+o)dpde,
¢) ppdpdp, d pdpdy.

8. Nerovnice pro polarni soutfadnice, je-li oblast 2 ohranicena kruznici X2+ y2 =6y, maji

tvar:
0< p<2r, —7< o<,

2) p<2r b) T @ 7z.
0< p<6C0sp, 0< p<36sing,
0< o<, d) 0< o<,
0< p<12sing, 0< p<6sing.

Ef i >
* *
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Odpovédi na kontrolni otazky

1.b); 2. b); 3. ¢); 4. a); 5. ¢); 6. ¢); 7. d); 8. d).

Privodce studiem ‘

Pokud jste spravné odpovédéli nejméné v Sesti ptipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opac¢ném ptipadé je nutno prostudovat kapitolu 1.3 znovu.

Kontrolni test d@

1. Integral ”xdxdy, Q: 4<x? +y2 <16, x>0, je roven

Q
2) 3, b) 112,
3 112
¥ T A d —.
) 112 ) 3

2. Integral ”(x+y)dxdy, Q:1<x? +y2 <9, y>2x, y>—x,jeroven

Q
a) 26, b) V2,
¢) 2617, d) 26
3 3

3. Integral Ij 2x+ y)dxdy, Q: 457 +y2 <16, y>x, y>0, je roven

Q
a) 32, b) 3242,
o 24, 9 2.
3 3

4. Integral ” In(1+ x>+ y2 Ydxdy, Q: X2+ y2 <4, x>0, y>0, jeroven

Q

a) 5—”(51115—4), b) Z(5In5-4),
4 4

C) 57”(51n5+4), d) 5Tﬂ(ln5—4).

5. Integral ” vdxdy, Q: x2 +y2 <2x, y=0, jeroven
Q

a) 3 b) 2,

Efm -56-
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3 2
Y PRE) d —.
) 2 ) 3

6. Integral ” vdxdy, Q: X2 +y2 <2x, y=>-x, jeroven
Q
3 5
a ) b -,
) 5 ) 6
1
c) —, d -—.
) 6 ) 3

7. Integral ”(l—Zx—Zy)dxdy, Q: x? +y2 <9, x>0, y<x, jeroven

Q
) X4, b 2Z-1s,
4 8
0 277z+4, d) 277
4 8
8. Integral ”arctgzdxdy, Q: 1Sx2+y2 <9, Osiﬁny\/Z je roven
0 . V3
2 =, b e,
8
2 2
T V4
Y R d —.
) 2 ) 6

9. Integral U xydxdy, Q: b2x? + a2y2 < a2b2, y>2x20, a>0, b>0, jeroven

Q
2,2 2,2
2 L by L
16 6
2 2,2
0 (ab)’ d) ab‘
6 8

10. Integral ” xydxdy, Q: X2 +y2 <4y, y>2x20, jeroven

0

23 25

a T b >
) 3 ) 3
o = d) %

Ef o o
* *
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Vysledky testu

1.d); 2. ¢); 3.d); 4.b); 5. d); 6. ¢); 7. b); 8. d); 9. a); 10. ¢).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné v osmi piipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opa¢ném ptipadé je potieba prostudovat kapitolu 1.3 znovu.

Shrnuti lekce

V poléarnich soufadnicich pocitime dvojrozmérné integraly, jejichz integracni oblasti je
kruh nebo ¢ast kruhu. Kartézské soutfadnice x, y bodu nahradime polarnimi soutadnicemi
P, @, kde p znamena vzdalenost bodu o soufadnicich (x, y) od po¢atku soustavy soufadnic
a ¢ oznacuje orientovany Uhel, méfeny od kladného sméru osy x po priivodi¢ bodu (x,y)
v kladném smyslu. Transformacni rovnice pfi piechodu z kartézskych soutadnic do polarnich
soufadnic maji tvar x= pcos@, y=psing. Soucin diferencidli dxdy v dvojrozmérném

integralu nahradime vyrazem p dp d¢, ve kterém p je jakobian transformace.

i




Matematika IlI Dvojrozmérny integral

L D

1.4. Aplikace dvojrozmérného integralu

Privodce studiem

Zatim jsme se naucili pocitat dvojrozmérny integral na obdélniku a na obecné rovinné
oblasti, aniz jsme védéli, k Cemu nam nase znalosti budou uzitecné. V této kapitole si
ukdzeme, pro¢ jsme vlastné dvojrozmérny integral studovali. Poznidme jeho vyuziti
v geometrii pii vypoc¢tu metrickych uloh a ve fyzice pii vypoctu fyzikéalnich veli€in, které

charakterizuji hmotné rovinné oblasti.

Cile

V této kapitole se naucime vyuzivat Riemanniv dvojrozmérny integral v geometrii a

fyzice. Naucime se vypocitat objem télesa nad oblasti (2, plosny obsah rovinné oblasti Q) a

obsah plochy z = f(x,y) nad oblasti Q. Z fyzikalnich aplikaci pozndme vypocet hmotnosti a

2%

setrvacnosti hmotnych rovinnych oblasti Q.

Predpokladané znalosti
Vyuzijeme vSechny poznatky, které jsme ziskali v pfedchozich kapitolach.

Opét se neobejdeme bez znalosti zakladnich integracnich metod a analytického vyjadieni

piimky a kuzelosecek v roving.

1.4.1. Objem télesa

Vyklad

Jak bylo uvedeno v ¢asti 1.1, znamena J.I f(x,y)dxdy, kde D je obdélnik a f(x,y)=0,
D

objem hranolu s obdélnikovou podstavou D, ktery je shora ohrani¢en plochou z = f(x,y), viz

obr. 1. Pokud misto obdélnika D budeme mit oblast €, pak ” f(x,y)dxdy znamena objem
Q

valcovitého télesa nad oblasti Q, které€ je shora ohraniCeno plochou z = f(x,y), viz obr. 3.

Definujeme tedy objem valcovitého télesa nad oblasti Q, které je shora, resp. zdola

ohrani¢eno plochou z = f(x, y), vztahem

i

-




Matematika IlI Dvojrozmérny integral

V=||l/f(x,»)|dxdy. (10)
g " ¢

Nyni mizeme naptiklad tlohu 4. d) v kapitole 1.2 formulovat takto: Urcete objem télesa,

které je ohrani¢eno plochami z = xy, X2+ 4y2 =4, z=0 pro x>0, y=>0.

E” Resené ulohy E”E

Priklad 1.4.1.  Vypoctéte objem télesa ohrani¢ené¢ho plochami
2x+3y=12, 2z=3%, x=0, y=0, z=0.

ReSeni: Rovina z =0 je rovina podstavy valcovitého télesa.
y

v >

Obr. 20
Roviny x=0, y=0, 2x+3y =12 protinaji rovinu z =0 v pifimkéach
x=0, y=0, 2x+3y =12, které urcuji hranice oblasti Q. Pfimku 2x+3y =12

v , , X SR wr .y
pfevedeme na Usekovy tvar P +£ =1. Odtud je zfejmé, Ze tato pifimka protina osu x

v bodé (6,0) a osuy v bode(0,4), viz obr. 20.

2 2
Plocha z=y7 ohranicuje téleso shora. %20 pro vSechny body (x,y)eQ.

Obvykle je tieba zjistit, zda prinikova c¢ara této plochy s rovinou z =0 neprotinad

2

oblast Q v jejich vnitinich bodech. Polozime tedy z =0 a dostaneme y? =0, ztoho

y =0, ato je rovnice hrani¢ni pfimky oblasti Q.

Integracni oblast Q) zapiSeme jako oblast I. typu, normalni vzhledem k ose x.

Q: 0<x<6, 0Sy$4—2?x.

i
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Podle vztahu (10) vypocitame:

2 o 5" 13175 18
V= Iy—dxdyz—jdx I yzdyz—.[ 2 dx——J.(4——x)3dx=
2 2 2913 6
Q 0 0 0 0 0
6
2
Loy 1
=3 4 (1929
0

P11 vypoctu integralu 1ze pouzit substituci 4 —%x =t, —%dx =dt, dx= —%dt .

® Priklad 1.4.2. Vypoctéte objem télesa ohrani¢eného plochami
x=0, y=0, z=0, x=2, y=3, x+y+z=4.
Reseni: Oblast Q je ohrani¢ena piimkami x=0, y=0, z=0, x=2, y=3. Rovina
z=4-x—y ohraniCuje té¢leso shora, resp. zdola. Polozime z =0 a dostaneme
4—-x—y =0, tj. rovnici piimky, kterd protina oblast (2 v jejich vnitinich bodech.

Pfimka x+ y =4 (v usekovém tvaru %+§ =1) rozd¢€li oblast Q na oblasti Q;, Q,,

viz obr. 21, pficemZ 4—x—y >0 pro (x,y)€Q; a 4—-x—-y<0 pro (x,y) € Q,.

y N
x=1 x=2
x=0
y=3
Q,
Q, x+y=4
Q| Q, X
0 y=0 g

Obr. 21

Oblast €; musime dale rozd¢€lit na oblasti Q3, Q4. Nyni miiZeme zapsat oblasti

Q,,Q3, Q4 jako oblasti I. typu, normalni vzhledem k ose x.

Ef o o
* *
..’ *i

- *
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Qy: 1<x<2, Qs: 0<x<], Qu: 1<x<2
4-x<y<3, 0<y<3, 0<y<4-x

Dostaneme tedy podle (10)

V=”|4—x—y|dxdy= ”(4—x—y)dxdy— ” (4—x—y)dxdy =

Q o Q,
= [[ (4=x—y)dxdy+ [[ (4—x—y)dxdy— [ (4=x—y)dxdy =
Q3 Q4 QZ
1 3 2 4-—x 2 3
:jdxj(4—x—y)dy+jdx J. (4—x—y)dy—J.dx I 4-x—-y)dy=
0 O 1 0 1 4-x
1r 3 2 4—x 3
_J' 4y — _ﬁ d J' _ _y_2 —l4y— _ﬁ _
=||4y—xy x+|| |4y —xy 4y —xy dx =
2 2 2
oL 0 1 0 4—x
1 2 L 5 3 2
:J. E—3x x+I £—5x+x2 dx = Ex—3x— + Hx—5x—+x— =
2 2 2 2 2 2 3
0 1 0 1
=E—§+17—10+§—1—7+§—1=§.
2 2 3 2 2 3 3

Ulohy k samostatnému feseni

1. Vypoctéte objem télesa ohrani¢eného plochami:
a) z=0,x+y+z=6,y=0,3x+2y=12,
b) x—y+z=6,x+y=2,x=y,y=0,z=0,

c) z:O,z:x2+y2,y:1,y:2x,y:6—x,
d) Z:O,z:x2+y2,x:0,y:O,x+y:1,
e) y=x2,z=0,y+z:2,

f) Z:O,yzl,y:xz,x+y+z:4,

g y=vx,y=2x,z2=0,x+z=6,

h) Z:O,y=0,y:x/;,x+y:2,2=xy,

1) z:O,y:Inx,y:Inzx,y—i-z:l

.]) Z=0,2J’:x292=4_)’2,

Ef e
* *
'I’ ‘*
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k) Z:O,x=3,z:x2—y2,

1) Z:O,y:Z,y:—2,z:y2—x2,
m) z=0,x=0,y=0,2x+y+z-5=0,

n) Z:O,x=0,x:3,y:0,y:2,Z:9x2+y2,
0) z=0,x=0,y=0,x+2y=4,x+8y—-4z=0,

P x2+y2=25,x2+22=25.

2. Vypoctéte objem télesa ohrani¢eného danymi plochami uzitim transformace do polarnich
soutadnic (5):

a) z=1-x° —y2,z=0 (Q je prunik télesa a roviny z =0),
b) X2+ % +2z2 =4, x> +y> =1 (&st vné vélce),

c) Z:O,z:x,x2+y2:1,

d) Z=O,x2+y2:2y,2=\/x2+y2 ,

e) Z=O,x2+y2—x=0,z=1—x2—y2.

Vysledky uloh k samostatnému feseni

W4 b) o D) )—32[1)— )—48[ W) i) e-8i)) 2

K) 27; 1)— m)% )170;0)?;1))@.

T 4 32 Sm
2.2) —;b) 4V37;¢) —;d) —;e) —.
) 5P Vi )3 595

1.4.2. Obsah rovinné oblasti normalni vzhledem k ose x, resp. y

Vyklad

Jestlize bude f(x,y)=1, pak ﬂ dxdy znamend objem véalcovitého télesa nad oblasti €,
Q

kter¢ je shora ohrani¢eno rovinou z =1. Pro obsah oblasti Q, tedy plati vztah

P:jjdxdy. (11)

Q
Efm -63-
[~
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Resené ulohy

Priklad 1.4.3.  Vypoctéte obsah rovinné oblasti ohrani¢ené kiivkami y = x? ,y=4-— X2,

ReSeni: Hranice rovinné oblasti tvori dvé paraboly, viz obr. 22. Abychom ziskali
soufadnice jejich pruseciki, vyfesime ptislusnou soustavu rovnic:
x*=4-x%, 2% =4, x* =2, x5 =12, tedy B(2,2), B(—2,2).
Integracni oblast Q zapiSeme jako oblast I. typu, normalni vzhledem k ose x.

Q:—\/ESxS\/E, xzﬁyS4—x2.

V2 4-x? V2 4oy 2 ) V2
P= j dx j dy = I [y] 2x dx = J. (4—x2—x2)dx:[4x——x3} =
X 3 _\/5
YN R A
V2222 - TVE =R
NY i
04 7
_ 0.2) _
| |
| |
y=4-x"
| I X
/(—ﬁ,O) 0 (@0)\ '
Obr. 22

Priklad 1.4.4. Odvod’te vzorec pro vypocet plosného obsahu elipsy.
ReSeni: Aby byl vypodet snadny umistime stfed elipsy do pocatku soustavy soufadnic,

2 2

délky jejich poloos oznacime a, b. Rovnice takové elipsy ma tvar — +y_2 =1.
a”~ b

Vypocet provedeme v zobecnénych polarnich soutadnicich (9):
x=apcosp,y=bpsing,J =abp.

Je ziejmé, ze pro celou elipsu plati 0 < ¢ < 27, dosazenim transformacnich rovnic do

(apcosp)’  (bpsing)?
7" 2

rovnice elipsy urime meze pro p: =1, ,o2 =L p=1.

i
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Protoze v pocatku soustavy soufadnic plati p =0, jsou hranice transformované

oblasti Q" urceny nerovnicemi: 0 <@ <27z, 0< p<1.

Dosazenim do vztahu (11) ziskame

21 1
P= J.J-dxdy = H abpdp dp=ab f[d(DJ.P dp= ab[(p](z)” l:ﬁz} = ab.27z.l = rrab.
Q o 0 0 2 0 2

¥ Priklad 1.4.5. Transformaci do polarnich soutadnic urcete obsah rovinné oblasti
ohrani¢ené lemniskatou (x2 + y2 )2 = Z(x2 — y2) , Viz obr. 23.
ReSeni: Dosazenim transformaénich rovnic (5) x = pcos@, y = psing, J = p do
rovnice kfivky dostaneme:
(p2 cos’ Qo+ ,02 sin’ go)2 = 2(,02 cos’ ®— ,o2 sin’ Q), ,04 = 2p2 cos2¢,
,02 =2cos2¢p, p=4/2c0s2¢p.
y4

(4Z.0) Wz0)

Obr. 23

Pro oblast €3 pak plati nerovnice 0 < (pS% (ptimky y=x, y=—x jsou teCnami
lemniskaty), 0 < p <,/2cos2¢ . Pro obsah celé plochy dostaneme:

\J2cos2¢p

z

4

do j pdp=4j
0 0

O'—.#‘N

P—4|Ql|—4”dxdy—4ﬂ;pa’pd(p—4 : do =
Q Q 0
T
4 | %
:2j20052¢ dp== {—sinZgo} =2(1-0)=2.
0 2 0

Ef o o
* *
'I’ ‘*
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Ulohy k samostatnému feseni

3. Vypoctéte obsah rovinné oblasti ohrani¢ené ¢arami:

a) y=x,y=5xx=1,
b) y=x,y=x,

) y=x,y=vx,
d) 2x-y=0,2x—y=7,x-4y+7=0,x-4y+14=0,

e) x=0,y=sinx,y=cosx, x>0,

) y=2%,y=27%,y=4,

g x=0,y=0,x+y-5=0,
h) y2 :9—x,y2 =9-9x.

4. Transformaci do polarnich soutadnic (5) vypoctéte obsah oblasti ohrani¢enych kiivkami:

a) (x2+y2)2:2x3,
b) (P +pH)? =xt 4y,
o) (x-1%+1y2=1, X +(y-1)?*=1,

d) ¥+ y2 =5, y =0 ate¢nou dané kruznice v bodé¢ (1,2),

e) p=1-cose (kardioida),
f) p=1 (kruznice), p =sin2p, % <p< % (¢ast kruznice)

g) p=4sing (kruznice), p =2 (kruznice).

Vysledky uloh k samostatnému feseni

1 1 9 25
3.2)2;b) —;¢) —; d) 7;€) V2-1;0) 12———; g) ==; h) 32.
) )6 )3 )75 e) P A g) 5 )
5 3 V4 5 2 kY4 V4 4r
4.a) —7,b) —7;¢) ——1;d) S——arcsin—;e) —; ) —; —+2\/§.
)8 )4 )2 ) 2 NG ) > 1)16 g) 3

i

N
AN




Matematika IlI Dvojrozmérny integral

1.4.3. Obsah plochy

Vyklad

Budeme-li urcovat obsah ¢asti plochy z= f(x,y), kterd je ohrani¢ena priinikovou

kfivkou této plochy s valcovou plochou, kterda ma povrchové piimky rovnobézné s osou z

a tidici kiivku v hranici elementarni oblasti Q, pak plati

S:jj\/1+(z;c)2+(z'y)2dxdy. (12)
Q

Funkce f(x,y) je spojitd i se svymi parcidlnimi derivacemi v €. Vztah (11) je
specialnim piipadem vztahu (12) pro z=1. Ovéfeni spravnosti vztahu (12) nebudeme

provadét, 1ze je nalézt napt. v [1], str. 1104 — 1108 nebo v [9], str. 197 — 200.

Resené ulohy

Priklad 1.4.6. Vypoctéte obsah plochy x+ y+z =4, ktera je ohrani¢ena rovinami

x=0,y=0,x=2, y=2, viz obr. 24.

NZ
|

x=2 Obr. 24

ReSeni:  Z rovnice plochy vyjadiime z=4-x—-y, z\. =—1, zy, =-1.

Oblast Q je podle zadani urcena nerovnicemi: 0<x <2, 0<y<2.

Podle vztahu (12) plati:

2 2
§ = [[\1+ (12 + (-12ddy =B [ dx[ dy=3[x]; [y]; =4V3.
Q 0 O

i

%
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¥ Priklad 1.4.7. Vypoctéte obsah plochy, kterd je na kulové plose X2+ y2 +z2 =1

ohranicena jeji prinikovou kiivkou s valcovou plochou x>+ y2 =X.
ReSeni: Budeme pogitat pouze &tvrtinu obsahu, viz obr. 25.

Z rovnice kulové plochy vypocitame

2 2 ' —X ’ -y
R e st O e St
l-x"—y l-x“—y

Obr. 25

Zv1ast’ si upravime odmocninu ve vztahu (12):

2 2
\/1+(z;)2+(z’y)2: 1+ 2 + >
1—x2— )2 1—x2 -2
_\/l—xz—szrszry2 B 1
B 2 2 B )
1-x"—y 1—)c2—y2

Provedeme transformaci do polarnich soufadnic (5) a dostaneme

\/l—xz—y2 :\/l—p2 coszgo—,ozsinzgo:\/1—,02 .
V4

2

Oblast Q je urCena nerovnicemi 0<@p<—, 0<p<cose, viz piiklad 1.3.2

(porovnejte obr. 25 a obr. 16 pro a=1).

Ef o o
* *
..’ *i

- *
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z z z
2 cosp 2 cos 2
S=4[dp | pa’p:—4j.[«/l—p2} (pd¢=—4j( 1—cos® @ —)dep =

0 0 \1I-p° 0 0 0

T v

2 2 x

—4!( sinz(p—l)d(p=—4j(singo—l)d(p=4[cosgo+(p]g =4(§—1)=2(77—2).

0 0

Vnitini integral jsme vyftesili substituci 1— ,o2 =t, —2pdp=dt, pdp= —%dt .

Ulohy k samostatnému feseni

5. Urcete obsahy c¢asti ploch:

a)

b)

c)

d)

g)

h)

3

6x+3y+2z=12 ohrani¢ené rovinami x =0, y=0,z=0,

2= 2xy ohrani¢ené rovinami x=0,x=3,y =0, y =6,

2= 2xy ohrani¢ené rovinami x=1, y=1,x=2, y =4,

z = xy ohrani¢ené valcovou plochou 2+ y2 =4,

x2+2

z= 5 Y ohrani¢ené valcovou plochou 2+ y2 =3,

2

y2 +2? = x? ohrani¢ené valcovou plochou X2+ y2 =4, %

z= arctgZ jednoho zavitu Sroubové plochy ohrani¢ené valcovou plochou
X

x2+y2:1,x

y2 +22 =9 ohranidené rovinami x = 0, x=2,y=-3,y=3,

22 =4x? +4 y2 ohrani¢ené rovinou y = x a parabolickou valcovou plochou y =x
4

2

z=1-x"— y2 ohranicené rovinou z=0.

*‘-i‘ _69_

2

b

N
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Vysledky uloh k samostatnému resSeni
16 2 14
5. a) 14; b) 36; ¢) 12—?\/5; d) gﬂ(S\/g—l); e) ?72; f) 87; g) 7Z'(1H(1+\/§)+\/§);

lﬂ6nﬂ)%§jy%6Jg—D.

1.4.4. Fyzikalni aplikace

Vyklad

Jestlize je v hmotné rovinné oblasti ) dana hustota v jejim libovolném bodé (x,y)

funkci o(x,y), pak hmotnost oblasti Q je ur¢ena vztahem

m= J.I o(x,y)dxdy, (13)
Q

staticky moment oblasti (O vzhledem k ose X, resp. Yy je ur€en vztahem

S, = J‘J.yO'(x, y)dxdy, resp. S, = H xo(x,y)dxdy, (14)
Q Q

W Wew

A S
g=L, gk (15)

m m

moment setrvacnosti oblasti () pri rotaci kolem osy x, resp. y, resp. z je

I, = ” yZO'(x, y)dxdy, resp. [, = ” )CZO'(X, y)dxdy,
Q Q
resp. =1, +1, = [[ (" + y*)o(x, y)dxdy. (16)
Q
Poznamka

K reseni dvojrozmeérnych integralii vedou také riizné ulohy z teorie rovinnych fyzikalnich poli.

i
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Resené ulohy

Priklad 1.4.8. Vypoctéte hmotnost oblasti Q2 ohrani¢ené ptimkami

1

x=Lx=3,y=1y=2, jestlize jeji hustota je ddna funkci o = — .
(x+2y+1)

ReSeni: Je stejné jako fedeni integralu B v piikladu 1.1.3 v kapitole 1.1: ~ m = Elng.

Priklad 1.4.9. Vypoctéte staticky moment ctverce ohrani¢eného piimkami

x=0, x=1,y=1,y=2 vzhledem k ose y, je-li &=x"".

ReSeni: Plati xo(x,y)=xx’'=x", a proto uloha vede k feSeni integralu C
v ptikladu 1.1.4 v kapitole 1.1: S, = ln%.

Priklad 1.4.10. Vypoctéte moment setrvacnosti ¢tverce ohrani¢eného pfimkami

x=0,x=1,y=1,y=2, ktery rotuje kolem osy y , je-li & =x""2.

ReSeni: Protoze x° o(x,y)=x> x" 2 =x", uloha vede opé kfefeni integralu C

v ptikladu 1.1.4 v kapitole 1.1: I, = ln%.

Poznamka

Podobné jako v predchozich prikladech lze upravit i néktera dalsi zadani prikladii z kapitol
1.1.a1.2.

Resené ulohy

kruznici (x - l)2 + y2 =1, jestlize o(x,y)=1 pro vSechny body (x,y) € Q.

ReSeni: Provedeme transformaci do polarnich soutradnic. Oblast Q se zobrazi na oblast

Q, pro kterou plati: ——<@<=, 0< p<2cos¢, viz piiklad 1.3.2 a obr. 16

N
NN

(dosadime a =1).

i
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Podle vztahu (13) po transformaci do polarnich soutadnic (5) plati

z z 7
2 2cos @ 2 2 2
1 5, 2cosp )
m:IIpdpd¢: Id(p I pdp:—J[p } d¢=2jcos pdp=
8 2 0
Q _ 0 _r T
2 2 2
E
2 { %
= I (1+cosZ(p)d(p={¢)+—sin2(p} =T
v 2 _z
T 2
2

Podle vztahu (14) vypocitadme po transformaci do polarnich soufadnic (5):

z z
2 2cos @ 2 2c08 @
SX:I psinp pdpdp = J. singp do I p2 dp:% I singo[pﬂ do=
Q _z 0 F 0
2 2
r z
2 4 Ty
8 3. 8| cos” g |?
=— | cos” @ sinpdp=—|— =0.
3 &- o 3{ 4 }_”
2
z z
2 2cos @ 2 2cos g
2 1 3
S =Hpcosg0pdpd¢= I cosp do I p dp=— .[ cosgo[p } do=
y 3 0
Q _z 0 _z
2 2
z z z
8 2 4 22 2 22 2
=— j cos @pdp=— J- (14+cos2¢)"dp=— ‘[ (1+2cos2¢+cos” 2¢)dp =
3 3 3
_r _r _r
2 2 2
T
5 z
2 1 cosdep 2|3 . 1 . 2
=— 1+2cos2¢p+—+ dp=—|—@+sin2¢p+—sin4 =T
K o+ 2)¢3{2¢ P+ coLT
T )
2

Dosazenim do vztahu (15) ziskdme:

e="-, 77:9:0, T =(1,0).
T w

Poznamka

Spravnost vysledku miizeme snadno overit, uvedomime-li si, ze stred S(1,0) kruznice je

stredem symetrie dané oblasti, a tedy S(1,0)=T7(1,0).

Ef i o
* *
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Dvojrozmérny integral

N
AL

6.

7.

8.

9.

Ulohy k samostatnému feseni

Urcete hmotnost oblasti Q pfi daném rozlozeni hustoty:
a) Q jeohraniCena pfimkami x=0,x=1, y=1, y=2, hustota v bod¢ P € Q je pifimo
umérna druhé mocnin€ vzdalenosti bodu P od bodu (0,1),

2
. . . 1 .
b) Q je ohranicena Carami x =3, y =4x, y =—, hustota je dana funkci o = x_2
X
y

Vypoctéte staticky moment homogenni rovinné oblasti Q, je-li o =1,

a) Q jeobdélnik o délkach stran a =1, b =2 vzhledem ke strané a,

b) Q je pilkruh o poloméru » =4 vzhledem k jeho priméru.

2%

a) y=x,y=x°,
_ .2 _
b) y=x",x+y=2,
_ 2 _
C) y_x ,X—4, y_oa
d) yzsinx,yzO,xz%,

e) p=l+cosep.

Vypoctéte moment setrvacnosti oblasti (2, kde o(x, y) =1, ohranicené

a) Carami y=x,)y= X2 pfi rotaci kolem osy x,

b) carami y=1+ X2 , y=2x, x=0 pfirotaci kolem osy y,

¢) stranami AABC, A=(0,2), B=(1,0), C =(1,1) pfi rotaci kolem osy y,

d) pfimkami y= %, x =1, y=1 pfi rotaci kolem osy x.

Vysledky uloh k samostatnému resSeni

1225 128

2
6.2) —k:b) —. 7.a) 2;b) —.
)3 ) ) ) 3

64

i
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A-D)2+1D) (7-2)2+2)
4

1 2 1 8 24
8. a) (E’g)a b) (_Evg)a C) (39?): d) ( ) 16

o) (2
); @) (2,0).

1 1 1 17

9.a) —:;b) —:;¢) —:;d) —.

) 28 ) 30 ) 4 ) 96
Kontrolni otazky

1. Objem vélcovitého télesa pod oblasti Q, které je zdola ohraniceno plochou z = f(x,y), je

uréen vztahem:

a) [ £x,p)dxdy, b) [ xyexdy,
Q Q

o) [[Ifx.y)|dxdy, d) [ Ce+ y)ddy .
Q Q

2. Objem valcovitého télesa pod oblasti Q, které je ohrani¢eno plochou z =-2, je roven:

a) |Q

; b) 2/Q

b

c) |§22

: d) |Qf+2.

3. Ktery z nésledujicich vyrazl vyjadiuje obsah rovinné oblasti QQ, normalni vzhledem k ose

x nebo vzhledem k ose y?

a) || xdxdy, b) [ ydxdy,
Q Q
o) [[|x|dxdy, d) [ dxdy.
Q Q
oV (oY
4. Jaky je geometricky vyznam vztahu S = ” 1+ (lj + (l] dxdy ,vonémz z = f(x,y)?
0 ox oy

a) Obsah oblasti Q,
b) obvod oblasti €,

c) objem télesa, jehoz spodni podstavou je oblast Q, které je shora ohrani¢eno funkci
z=f(xy),
d) obsah ¢asti plochy z = f(x,y), kterd leZi nad oblasti Q.

5. Jak vypocitdme hmotnost rovinné oblasti €, je-li jeji hustota v jejim libovolném bodé

(x, y) urCena funkci o(x,y)?

i
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& g

a) ” o(x)o(y)dxdy, b) J.I o(x)ydxdy ,
Q Q

o) [[otxy)dxdy, &) [[olx+y)drdy.
Q Q

Vv v

[ ST S
a) 70,5, b 7|20,
N m | _m ]
S S
¢) T|0,—|, d T|=X,0]
L m_ L m |

7. Ktery z nésledujicich vztahii urcuje staticky moment vzhledem k ose x hmotné rovinné

desky Q, je-li jeji hustota v bodé¢ X (x,y) rovna y-ové souradnici tohoto bodu?

a) ” xzdxdy b) H xzyzdxdy ,
Q Q

c) ” y2 dxdy , d) J.I xydxdy .
Q Q

8. Ktery z nasledujicich vztahli ur€uje moment setrvacnosti hmotné rovinné desky € rotujici

kolem osy y, je-li jeji hustota v bodé¢ X (x, y) rovna y-ové soutradnici tohoto bodu?

a) I I X2 ydxdy b) H X2 y2 dxdy ,
Q Q

c) _”xyzdxdy , d) H xydxdy .
Q Q

Odpovédi na kontrolni otazky

1.¢); 2. b); 3.d); 4. d); 5.¢); 6. b); 7. ¢); 8. a).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpovédéli nejméné v Sesti piipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opacném piipad¢ je nutno prostudovat kapitolu 2.4 znovu.

i
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Kontrolni test

1. Objem télesa ohrani¢eného rovinou2x +3y+4z =12 a soufadnicovymi rovinami, je roven
a) 24, b) 12,
c) 72, d) 144.

2. Objem télesa ohranicen¢ho valcovou plochou z=9- y2 a rovinami x=0,z=0,
3x+4y =12 jepro y >0 roven
a) 15, b) 30,
c) 45, d) 60.

3. Plosny obsah rovinné oblasti Q, kterd je ohrani¢ena kiivkami X2+ y2 =2y, x=0,y=1x,je

roven

2 72 b 23
4 4

0 77+2, d) 7r+3.
3 3

4. Plosny obsah rovinné oblasti €, kterd je ohranicena pifimkami x+y=2,x=0,y=0 je
a) 1, b) 2,
c) 3, d) 4.

5. PloSny obsah ¢asti roviny 2x+3y+4z =12, kterd lezi v prvnim oktantu, je roven

a) 29, b) 2429,
©) 329, d) 4v29.
6. Kolik ¢ini hmotnost homogenni rovinné oblasti €, ma-li jeji hustota konstantni hodnotu 2?

a) |Q b) 2|Q

2 b

2

2

0 [ d [Q+2.

7. Vypogitejte hmotnost rovinné oblasti D ={(x,y):x€<0,1>, y€<0,2>}, je-li jeji hustota

v libovolném bod¢ rovna vzdalenosti tohoto bodu od osy x.

a) 1, b) 2,
c) 3, d) 4.

Ef o
* *
" ‘*
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P

2

x+y=3,x=0,y=0.
a) (L,1), b) (2.2),
c) (12), d (@,1).

2%

x2+y2:2y.
a) (L,D), b) (0,1),
c) (1,0), d) (0,0).

10. Vypogitejte moment setrvacnosti rovinné oblasti D ={(x,y):x€<0,3>, y e<0,1>} pfi

rotaci kolem osy y, je-li jeji hustota konstantni (oznacte o(x,y)=k).

a) k, b) 3k,
c) 6k, d) Ok
Vysledky testu

1.b); 2. ¢); 3. a); 4. b); 5. ¢); 6. b); 7. b); 8. a); 9. b); 10. d).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné v osmi piipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opacném piipadé je potieba prostudovat kapitolu 1.4 znovu.

Shrnuti lekce

V této kapitole jsme si ukazali vyuziti dvojrozmérného integralu v matematice a fyzice.
Dvojrozmérny integral umoziuje vypocitat ploSny obsah rovinné oblasti, objem valcovitého
télesa nad oblasti Q, které je ohranieno plochou z = f(x,y) a ploSny obsah ¢asti plochy
z=f(x,y), kterd je ohraniena prinikovou kiivkou této plochy s valcovou plochou,
ktera ma povrchové ptimky rovnobézné s osou z a fidici kiivku v hranici elementarni oblasti

Q.

V ptipadé hmotné rovinné oblasti QO dokazeme dvojrozmérnym integralem jednoduse

Vvoev

momenty setrvacnost pfi rotaci oblasti Q kolem os soufadnic.

i
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2. TROJROZMERNY (TROJNY) INTEGRAL

Privodce studiem

L D

Analogicky jako dvojrozmérny integral zavadime integral trojrozmérny nebo také trojny.
Dvojrozmérny integral byl obecné definovan pro funkci dvou proménnych f(x,y) na
dvojrozmérné oblasti (2. RozSifenim o jednu integra¢ni proménnou ziskame trojrozmérny
integral, ktery je obecné definovan pro funkci tii proménnych f(x,y,z) na trojrozmérné

integracni oblasti Q.

Cile
Ve druhé kapitole zavedeme trojrozmérny integral v kvadru a obecné prostorové oblasti a

nau¢ime se metody jeho vypoctu. Ukdzeme si také vyuziti trojrozmérného integralu

v geometrii a fyzice.

Predpokladané znalosti

Stejn€ jako u dvojrozmérnych integral je nutno znat integratni metody (zakladni
integracni vzorce, metoda integrace substituci, metoda per partes), vypocet urcitého integralu
(Newton — Leibnizova véta), vypocet dvojrozmérného integralu a analytickou geometrii
linearnich a kvadratickych utvarii v prostoru (obecnd rovnice roviny a jeji usekovy tvar,

rovnice kvadratickych ploch).

2.1. Trojrozmérny integral v kvadru

Privodce studiem

©

Nejjednodussi integracni oblast u dvojrozmérnych integralli tvotil obdélnik, jehoz strany
byly rovnobézné¢ s osami soufadnic. Podobné u trojrozmérnych integralli je vypocet
nejjednodussi v pripadé€, kdy integracni oblasti je kvadr, jehoz stény jsou rovnobézné se

soufadnicovymi rovinami.

Cile

Cilem této kapitoly je objasnit pojem Riemannova trojrozmérného integralu v kvadru a

ukazat zpiisob jeho vypoctu.

i
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-

Predpokladané znalosti

-

K vypoctu integralu je opét zcela nezbytné znat zékladni integracni vzorce a zdkladni

integracni metody.

Vyklad
Definice trojrozmérného Riemannova integrdlu na kvadru G je obdobna definici
dvojrozmérného integralu v obdélniku D.

M¢jme funkci tfi nezavisle proménnych u = f(x, y, z) spojitou a ohrani¢enou v kvadru

G={(x,y,z:xe<a,b>, ye<c,d>,ze<eh>}, viz[3], [7], [9]. Rozd&lime intervaly

<a,b>,<c,d > <e,h> ttemi posloupnostmi bodi

a=x) <X <X <...<Xp =b, c=yg <y <y <...<y,=d a e=zy<z1<2<...<z,=h
naintervaly <x;_j,x; >, i=12,...,m, <Yi1,¥) > Jj=12,...n, <zj_1,z; >, k=12,...,p.
OznaCime Ax; =x; —X; 1, AV; =Y; =V, AZ =Zp —Zj_j.

Roviny vedené body x;, resp. y;, resp. z; rovnobézné se soufadnicovymi rovinami os

Y.z, resp. x, z, resp. x, y rozdéli kvadr G na m.n.p kvadra Gy, viz obr. 26, pro jejichz

(&i,npgk) | | Gijk

~
(En;:0)
~ \| /

AN Obr. 26
objem plati AGU-k = AX;AY jAZE V kazdém kvadru Gijk zvolime bod (;,77;,4)) a
vytvofime  sou¢iny  f(&;.77;.¢, k).AGl-jk = f (1,8 )ax;.ay j.azp,  které  pro  funkei

f(x,y,z)>0 znamenaji objemy Ctyirozmérnych téles s podstavou v kvadru G a s vySkou

i
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f(.n iz ¢r) nebo zhlediska fyzikalniho znamenaji hmotnost kvadru GUk o hustoté

m n P
&> €r) - Utvotime sousty 37" Y f(&,1;, () x4y jazy..

i=1 j=1k=1

Definice 2.1.1.
Jestlize pro m —> o0, n —> 0, p > © a AX; — 0, A — 0, AZy — 0 pro vSechna i =1,2,...,

j=L2,....k=12,..., existuje limita

m n p
lim PIDIDIACR/ I Ch )X ;02 17
M0, >0, p=>0 ] j=] k=]

Ax; —>0,Ay ; —>0,Az;, —>0
nazveme ji trojrozmérnym (trojnym) integralem funkce f(x,y,z) v kvadru G a oznacime

[[[ ., 2)dxdydz. (18)
G

Poznamky

1. Pro funkce f(x,y,z)>20 v G znamena vztah (18) hmotnost kvadru G, ve kterém je

rozlozeni hustoty dano funkci f(x,y,z).

2. Podobné jako ve dvojrozmérném integralu plati pro vypocet trojrozmeérného integralu véta,
kterou nebudeme dokazovat. Uvaha o spravnosti vztahu je analogickd tivaze provedené za

vetou 1.1.1.

Véta 2.1.1. (Dirichletova)

Necht G ={x,y,z):xe<a,b>, ye<c,d> ze<eh>} jekvadr. Jestlize f(x,,z) je spojita

funkce v G, pak

bdh
[[[ £ .y, 2)dxdydz = [([ ([ £x,p,2)dz)dy)dx. (19)
G ace

i
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Vztah (19) je moZzno zapsat zaménou potadi integrace jeSté péti dalSimi zpisoby.
Trojrozmérny integral je tak pfeveden na trojndsobny integrdl, na trojndsobnou integraci
integraltl funkci jedné proménné.

Poznamka

Trojndsobnou integraci budeme po dohodé opét pro lepsi prehlednost zapisovat ve tvaru

bdh
I(J (J. f(x,y,z)dz)dy)dx —jdxj dyJ.f(x v,2)dz. (19a)

Vypocet provadime postupnou integraci. Z definice souctii ve vztahu (17) piimo

vyplyvaji nasledujici vlastnosti:

Véta 2.1.2. (Vlastnosti trojrozmérného integralu na kvadru G)

([ £y, 2)dvdydz =[] £xy,2)dxdvet,

G G

I_” (f(x,y,2)+g(x,y,z))dxdydz = j” f(x,y,z)dxdydz + ”.[ g(x,y,z)dxdydz,
G G

(1] £ e, v, 2ydxdydz = [[[ £y, 2)dxdvz + [[[ £x. p, 2)ddvet,

G G G,

kde f(x,y,z), g(x,y,z) jsou spojit¢ v G, ceR a G, G, jsou kvadry, které¢ vzniknou

z kvadru G jeho rozdélenim rovinou rovnobéZznou s n€kterou ze souradnicovych rovin.

Resené ulohy

Priklad 2.1.1. Vypoctéte trojrozmérny integral

A=Ijjlnxy “dxdydz, G={(x,y,z):xe< L2>, ye<0,1>ze<0,1 >},
G

2 1 1 1
Releni: A= jdxjdyjyzlnxdz_jdxjylnx{ ] J.lnxlz } _

1 0 O 0

i
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55

12 u=1nx V’:l | 5 b . ,
:Z{IHXdXZZ ur:l Ve =Z([Xhlx]l —_!dX)=Z[xlnx—x]l =
X

1 1
=—(2In2-2+1)=—(In4-1).
2¢ V=7 )

Poznamky

1. Jestlize integrand lze zapsat ve tvaru soucinu tri funkci jedné nezavisle promeénné
f(x,,2)= 1(0)-£2(0)-f3(2),
pak v kvadru G = {(x,y,z) :xe<a,b> ye<c,d> ze<eh >} plati

b d h
[[] fiCo)£200).f3(2)dxdvdz = [ fi(x)ax [ £y [ f3(2)dz. (19b)
G a c e

2. Obecné nezalezi na poradi integrace. V nékterych pripadech ale dany trojrozmérny
integral muze byt snadno resitelny jednim zpusobem, jiny zpusob vSak miize byt komplikovany

v zavislosti na tvaru integrované funkce.

Resené ulohy

Priklad 2.1.2. Vypoctéte uzitim vztahu (19b) integral 4 z pfedchazejiciho ptikladu.

2 1 1 5 2 1 2 1
ReSeni: A= [Inxdx [ ydy [ zdz=[x(Inx=1)], {%} [Z_} -

1 0 0 020

—@2in2-1n1.

1 1
—=—(In4-1).
22 4( )

Vyklad

Nelze-li funkci f(x,y,z) rozlozit na soucin tii funkci jedné nezavisle proménné, musime

pfi integraci postupovat podle vztahu (19a), tedy jako v ptikladu 2.1.1.

Resené ulohy
Priklad 2.1.3. Vypoctéte trojrozmérny integral

m(l+3+§)dxdydz, G={(x,y,2):xe<1,2> ye<l,2> ze<],2>}.
x y z

G
Efm -82-
[~
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Reseni: Piiklad vyfesime pfevedenim na trojnasobny integral podle vztahu (19a) a pak
postupnou integraci.
2

2 2 2 2 2
jg(%%%) dxdydz ={dx!dy{(§+%+§) dz :'lfdx.[dy E+%+3lnzl =

? T K;+y+3ln2]—(é ;+31n1ﬂ Idx?(l+2+3ln2jdy_
Jd

1
< 1
‘:Z+2lny+3yln2 jdx[ +21n2+61n2j ( +21n1+31n2ﬂ=
X X
1

l\)

(1 +51n2jdx [lnx+5xln2]12 =(In2+10In2)—(In1+5In2)=6In2.

'—"—ol\)

Ulohy k samostatnému feseni
1. Vypoctéte dany trojrozmérny integral v kvadru G uzitim vztahu (19b):

a) [[[xy*zdvdydz, G ={(x,y,2): x€<0,2>, ye<1,3>,ze< 1,25},
G
b) mdxdydz,G={(x,y,z);xe<o,2>,ye<0,3>,ze<0,5>},
o) [Nz dxdydz, G ={(x,y,2): x<=2,1>, y<1,3>,2<2,4>},
G
&) [[Je 2 axdydz, G ={(x,,2):x€<0,1>, ye<0,1>, €< 0,15},
e) myzzcosxdxdydz,G:{(x,y,z):xe<o,2;z>,ye<o,1>,ze<—1,1>},

G

f) Iﬂl2xyzz3dxdydz, G= {(x,y,z) xe<—-12>ye<0,3>,ze<-12 >}.

2. Vypoctéte trojrozmérné integraly v kvadru G postupem podle véty 2.1.1.

a) ”j(4x2 +4xy + % —8x—4y+1)dxdydz, G = {(x,y,2):xe<0,1>,ye<0,2>,
G

ze<0,3 >},

Ef o
* *
" ‘*
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b) ”J(x+y)dxdydz, G= {(x,y,z) :xe<0,1>,ye<0,2>,ze<0,3 >},
G

©) .”.[ 1 dXdde’G={(xa%z)5xe<0,1>,y€<2,5>,ze<2,4>},
s l-x-y

d) Hj(l+l+1)dxdydz,G={(x,y,z):xe<1,2>,ye<1,2>,ze<1,2>},
aoxX Yy z

e) _m‘(x2 +y2 +22)dxdydz, G= {(x,y,z) xe<—-1L1>ye<0,2>,ze<0,1 >}.
G

Vysledky uloh k samostatnému feseni

1. a) 26; b) 30; ¢) %(\/5—4) - d) é(é —1)(e® —1)(e—1); €) 0; ) 12%

2.a)-14;b)9; ¢) 10111%; d) 3In2;e)8.

Kontrolni otazky

1. Jakd musi byt funkce f(x,y,z), abychom ji mohli integrovat v kvadru G?
a) Kladna, b) spojita,
¢c) monotonni, d) periodicka.
2. Jaky geometricky Gtvar uruje mnozina {(x,y,z):xe<a,b>, ye<a,b> ze<c,d>}?
a) Kouli, b) ctverec,
c) krychli, d) hranol.
3. Jakou polohu mé kvadr G ={(x,y,z:xe<a,b>, ye<c,d >, ze<e,h>} v soufadnicovém

systému Oxy?

a) Libovolnou,
b) jeho stény jsou rovnobézné se soufadnicovymi rovinami,

c) jeden vrchol kvadru musi byt v pocatku soustavy soufadnic a jeho stény jsou

rovnobézné se soufadnicovymi rovinami,
d) jeden vrchol kvadru musi byt v po¢atku soustavy soufadnic.

4. Ktery z nasledujicich vyrazi je spravnym zapisem trojrozmérného integralu?

i
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b d h d(b h
a) [0 f(dx [dy [ f(2)dz, b) | [ [ f(x,y)dXde [ Az,

b d h
o) [dx[ay[ fx,y,2)dz, &) [[] £y, 2)dxdyez.
a G

c e

5. Ktery z nésledujicich vyrazii je spravnym zépisem trojnasobného integralu?

b d h d(b h
a) [AG)LOx [dv[fA(2)dz,b) | { | f(x,y)dx]dy [ d,

b d h
¢) j dxj dyj f(x,v,2) dz, d) m f(x,y,z)dxdyd:.
a ¢ e G

6. Jaké je obecné pofadi vypoctu jednotlivych integralli v trojndsobném integralu funkce
J(x,9,2)?

a) Nejprve pocitame vnéjsi integral, nakonec poc¢itame vnitini integral,
b) na potadi nezalezi,
c) nejprve pocitame vnitini integral, nakonec pocitame vnéjsi integral,
d) vSechny tfi integraly poc¢itdme soucasn¢.
7. Jaky tvar musi mit funkce f(x,y,z), abychom mohli v kvadru G integrovat soucasné

vSechny tf1 integraly (podle proménné x, y i z)?

a)  fi(x,2).f2(0)-f3(2), b)  f1(%)-2(»).f3(2),
) N(0).L(2), d) N+ )+ f(2).

8. Jaky vyznam mé [[[ f(x,y,2)dxdydz pro f(x,y,2)>0?
G

a) Hmotnost kvadru G, b) obsah oblasti G,

c) objem kvadru G, d) povrch kvadru G.

Odpovédi na kontrolni otazky

1. b); 2. d); 3. b); 4. d); 5. ¢); 6. ¢); 7. b); 8. a).
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o

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpovédéli nejméné v Sesti ptipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opacném piipad¢ je potieba prostudovat kapitolu 2.1 znovu.

Kontrolni test

1. Vypotitejte integral [[[ dydydz, G = {(x,y,2):x€<0,2>, ye<1,3>,ze<1,2>}.
G

a) 2, b) 4,
) 6, d 8.

2. Vypocitejte integral Hj xyzdxdydz, G ={(x,y,z):x€<0,2>,ye<1,3>,ze<1,3>}.
G

a) 32, b) 23,
c) 33, d) 42.
3. Vypocitejte integral
m(x+y+z)dxdydz, G= {(x,y,z) :xe<0,1>,ye<0,2>,ze<0,3 >} .
G

a) 15, b) 16,
o) 17, d 18

4. Vypoditejte integral m\/xyzdxdydz, G={(x,y,2):x€<0,1>,y€<0,9>,2ze<0,16>}.
G

a) 411, b) 512,
c) 613, d) 514
5. Vypocitejte integral

jﬂsinz x sin® vz dxdydz, G = {(x,y,z) xe<0,r>,ye<0,r>ze<0,x >} .

G

2
T T

a ) b )
) ) 3
4 3
T T

Y T d —.
) 8 ) 8

6. Vypotitejte integrél j j j I dvdydz, G = {(x,,2) 1 x€<0,1>, y €< 0,1>,z<0,1>}.
G

i
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5

a) e, b) -1,
0 (e-1)°, d)y & +1.
x223
7. Vypoditejte integral [[[-—dxdydz, G ={(x,y,2):x€<0,1>, y €<0,1>,z€<0,1>}.
Gy +1
2
T T
a PR b —_—,
) s T
) 487, d) 48-r.

8. Vypocitejte integral

Ijj(x2+ ! +2z)dxdydz,G:{(x,y,z):xe< 0,1>, ye< 0,%>,ze< O,l>}
G

\/1—y2

2
2) 7z+6’ b) Vs +6,
6 6
o) 7z+4’ d) 7z'+4.
4 6

9. Vypocitejte integral
J:” (x—=2z)sin(x + y)dxdydz, G = {(x, v,2):xe<0,mr> ye< O,% > ze<0,2 >} .
K

a) -2, by L2,
12 12
c) 2rm—12, d 12z-2.

10. Vypocitejte integral
J‘J.J.(x2 +y2 +22)a’xa’ydz, G= {(x,y,z) :xe<0,1>,ye<0,2>,ze<0,3 >} .
K

a) 28, b) 26,
c) 30, d) 32.
Vysledky testu

1.b); 2. a); 3.d); 4. b); 5. ¢); 6. ¢); 7. a); 8. d); 9. ¢); 10. a).

Ef i o
* *
" ‘*
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Privodce studiem

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné v osmi piipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opacném piipad¢ je nutno prostudovat kapitolu 2.1 znovu.

Shrnuti lekce

Trojrozmérny nebo také trojny integral J” f(x,y,z)dxdydz funkce f(x,y,z) v kvadru
G

G={(x,y,z):xe<a,b>, ye<c,d > ze<eh>} vypotitame pfevedenim na integral

b d h b h d
trojnasobny jdx j dy j f(x,v,2)dz , ptipadné jdx j dz j f(x,v,z)dy, atd., tedy trojndsobnou
a C e a e C

integraci funkci jedné proménné. Dulezitym piedpokladem pro vypocet piikladi je znalost

zakladnich integracnich metod a znalost metod vypoctu dvojnasobného integralu.

Ef i o
* *
" ‘*
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2.2. Trojrozmérny integral v obecné uzaviené oblasti

Privodce studiem

-

V piedchozi kapitole jsme se naucili pocitat trojrozmérny integral v ptipadech, kdy
oborem integrace byl jednoduchy trojrozmérny geometricky utvar - kvadr, jehoz stény byly
rovnobézné se soufadnicovymi rovinami. Nyni roz$ifime své znalosti trojrozmérného
integralu na pfipady, kdy integracnim oborem je obecna prostorova oblast. Naucime se
vyjadfit analyticky hranice oblasti v takovém tvaru, aby mohly byt pouzity jako integracni

meze.

Cile

Cilem této kapitoly je objasnit pojem Riemannova trojrozmérného integralu v obecné

uzaviené prostorové oblasti a ukazat zptisob jeho vypoctu.

Predpokladané znalosti
Opét budeme potiebovat znalost zakladnich integra¢nich metod.

K vyjadteni integracniho oboru je tfeba zopakovat analytickou geometrii v prostoru,

pfedevsim rovnice roviny a kvadratickych ploch.

Vyklad

Vypocet trojrozmérného integralu v kvadru mizeme obdobné jako v dvojrozmérném
integralu roz$ifit na vypocet trojrozmérného integralu v trojrozmérné oblasti Q, kterd je
ohrani¢ena uzavienou plochou. Tato plocha sama sebe neprotind, pfi¢emz rovnobézky s osou
z, vedené jejimi vnitinimi body, ji protinaji ve dvou bodech. Takovou oblast nazveme
normalni vzhledem k soufadnicové roviné os X, y. UrCeni oblasti nerovnicemi provedeme
nasledujicim zptsobem.

Urcime-li pravouhly primét vyse popsané uzaviené plochy do roviny os X, y, pak
dotykova valcova plocha rozdéli danou uzavienou plochu na dvé casti, které Ize vyjadrit
rovnicemi z= fj(X,y) a z= fy(X,y), viz obr. 27. Plati ztejmé¢ f;(X,y)<z< fH(X,y), .
ze< fi(X,y), fo(X,y)>. Pravouhlym primétem dané uzaviené plochy do soufadnicové

roviny os X, Y je rovinna oblast €, ktera je L. typu (normalni vzhledem k ose X) nebo II. typu

i
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(normalni vzhledem k ose y). Zplisobem uvedenym v ¢asti 1.2 Ize stanovit nerovnice, které

vyjadiuji oblast )y jako normalni vzhledem k ose X, respektive ose Y.
X| S X< X, (XE<X, Xp >), 91(X) Sy <9a(X), (Yye<gi(X), 92(X)>),

resp. Y1 <Y<Yy, (YE<Y], Yy >), hi(y)<x<hy(y), (xe<h(y),h(y)>).

Obr. 27

Pravouhlé priméty oblasti € je mozno provést také do soutadnicovych rovin os Y, z,
resp. X, Z. Situace je obdobna, nebudeme se vsak témito ptipady zabyvat. Jestlize je funkce

f(X,Y,2) spojita v elementarni prostorové oblasti Q, pak plati:

f2(X,y) X, 02X fhi(xy)
J._U f(X,y,z)dxdydz =_U( j f (X, y,z)dz)dxdy:J. dx _[ dy _[ f(x,y,2)dz,(20a)
Q Q; fi(x.y) X g1 fi(xy)

f2(X,y) Yo m(y)  fa(xy)
J-J.J. f(X,y,z)dxdydz :”( _[ f(x,y,z)dz)dxdy :J. dy I dx j f(X,y,z)dz.(20b)
Q Q; fi(x.y) i h@y)  fitxy)

Ze vztahii (20a, b) vyplyva, Zze nejdiive musi byt provedena integrace podle proménné
ze< fi(x,y), fH(X,y)>, jejiz meze jsou funkcemi dvou proménnych (pii pravouhlém
primétu Q do soufadnicové roviny os X, Y jsou to proménné X, y). Po provedeni integrace

podle proménné z se jedna jiz o feSeni dvojrozmérného integralu jako v ¢asti 1.2.

Pro trojrozmérny integral v obecné uzaviené oblasti Q plati obdobné vlastnosti jako pro

trojrozmérny integral v kvadru G:

i
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Véta 2.2.1. (Vlastnosti trojrozmérného integralu na oblasti Q)

1. ﬂ_[c f(Xx,y,2z)dxdydz = cm' f(X,y,z)dxdydz,
Q Q

2. [U( f(x,y,2)+9(x,y,2z))dxdydz = J..U f(x,y,z)dxdydz + m. g(x,y, z)dxdydz,
Q Q Q

3. 'm f(X,y,z)dxdydz :J‘H f(X,y,z)dxdydz +j” f(X,y,z)dxdydz,
Q Q Q,

kde f(x,y,2),9(X,y,z) jsou spojit¢ v Q, ceR a €,Q, vzniknou z Q rozdélenim

rovinou rovnobéznou s nékterou ze soufadnicovych rovin.

55

Resené ulohy

Priklad 2.2.1. Stanovte nerovnice urcujici body oblasti Q, ktera je ohrani¢ena plochou
x2+y2+22 =a’.

ReSeni: Jedna se o oblast ohrani¢enou kulovou plochou. Z rovnice X2 + y2 +22 =a’

vyjadiime z: Z= J_r\/az —x% - y2.

To jsou rovnice horni poloviny (zZ =+ a’-x’- y2 )

2

a dolni poloviny (z =—/a" — X% — y2 ) kulové plochy. Dostaneme tedy

—\/az—xz—y2 SZS\/az—xz—yz, (26<—\/a2—x2—y2,\/az—xz—y2 >).

Obrysova valcova plocha, kterd promita oblast € kolmo do soufadnicové roviny os

X, Y mé rovnici X2 + y2 =a’.

V roving os X, Y tato rovnice znamend rovnici kruznice, kterd je hranici primétu €

plochy Q do roviny os X, y. V tomto piipad¢ je také prinikovou kiivkou dané kulové
plochy a roviny os X, Y. Uréeni zbyvajicich nerovnic bylo provedeno v ¢asti 1.2.

Oblast Q; I. typu (normalni vzhledem k ose X):

—a<x<a, (xe<-a,a>),

~a?-x% < ys\/az—xz, (ye<—\/a2—x2,\/a2—x2 >).

resp. oblast Q; II. typu (normdlni vzhledem k ose Yy):

i
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—as<y<a, (ye<—-a,a>).
—\/az—y2 SXSN/aZ—yZ, (x6<—\/a2—y2,\/a2—y2 >).

Priklad 2.2.2. Stanovte nerovnice urcujici prostorovou oblast Q, ktera je ohrani¢ena

rovinami X=0,y=0,2=0, 2X+2y+z2—-6=0.

ReSeni: Pro body oblasti Q, viz obr. 28, ziejmé plati 0<z<6—2x—2y.

NZ

2x+2y+z-6=0

YObr. 28

Nyni ur¢ime pravouhly priimét oblasti Q do roviny z=0. Oblast Q; je trojuhelnik
vroving zZ=0, jehoz strany jsou piimky x=0,y=0,y=3—-X. Posledni rovnici
ziskame tak, Ze v rovnici roviny 2X+2y+z—-6=0 poloZzime z=0.

Urceni zbyvajicich nerovnic je jiz zndmo z piikladi o dvojrozmérném integralu.
Oblast € L. typu (normalni vzhledem k ose X):

0<x<3, 0<y<3-x

nebo oblast € II. typu (normalni vzhledem k ose y):

0<y<3, 0<x<3-y.

Priklad 2.2.3. Stanovte nerovnice pro oblast €, ktera je ohrani¢ena plochami dvou

paraboloidll z = %(X2 + y2), = 4_%()(2 + yz).

ReSeni: Ze zadéni je zfejmé, ze proménna Z je urena nerovnicemi

%(x2 + yz) <z< 4—%(x2 + yz).

Ef i o
* *
" ‘*
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ZA
1,2, 2
=54
k

| | 1 2,.2

| | Z:4-7(X+y)
[ L\

X k, Obr. 29

Uréime nyni rovnici kolmého primétu spolecné kiivky k obou ploch, viz obr. 29.
Plati

1 1
E(x2 + y2) = 4_5()(2 + yz), po Upravé X2 + y2 =4.
To je rovnice kruznice k; se stiedem v pocatku a polomérem a=2 vrovin¢ z=0.

Pro urceni oblasti €); ohranicen¢ kruznici k; pak plati:

Oblast Q; 1. typu (normalni vzhledem k ose X):

—2<x<L2, —\/4—x2 §y£\/4—x2 ,

nebo oblast € II. typu (normdlni vzhledem k ose y):

2<y<2, —\4-y? gxgﬂ_

Ulohy k samostatnému feseni

1. Stanovte nerovnice pro body prostorové oblasti, ktera je ohrani¢ena plochami:

a)
b)
c)

d)

(x=3)? +(y—4)% +(z-6)* =4,

X% + y2 +2° =4, X% + y2 ~72=0 pro z >0 uvnitt kuzele,
X=0,y=0,z=0,X+y+z=1,

Xx=0,y=0,2=0,z2=3, X2+y2 =4 v prvnim oktantu,

z=x? +y2, X+ Yy =1 v prvnim oktantu,

zZ= % y2, 2X+3y =12 v prvnim oktantu,

*‘-i‘ _93_
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g) X2+y2 =4,7=X+1, Z=§ v prvnim oktantu

Vysledky uloh k samostatnému feseni

1.a) [SX<5, —yJd—(x=3)? +4< y<i/4—(x=3)% +4,

6—\/6x+8y—x2—y2—21£z§6+\/6x+8y—x2—y2—21 nebo

2<y<6,—\4-(y-4)" +3<x<4-(y-4)° +3,

6—\/6x+8y—x2—y2—21 SZS6+\/6X+8y—x2—y2—21;

b) —\/ESXS\/_, —V2-x%? gygx/z—xz,\/x2+y2 323«/4—x2—y2;

¢) 0<x<1,0<y<1-X,0<z<1-x-Y;

d) 0<x<2, 0<y<+v4-x>, 0<z<3;

e) 0<x<1, 0<y<l-x, 0<z<x>+Yy?%;

f) 03x36,0£y£4—§x,032£%y2;

g) 0<x<2, 0<y< 4—x2, §£z£x+l.

17 17
'v Resené ulohy *

Piiklad 2.2.4. Vypoctéte integral B = ”‘I(x2 + y2) dxdydz, kde Q je ohrani¢ena plochami
Q

Xx=0,y=0,z=0,x+y=2,Xx+y—-2=0.

ReSeni: Ze dvou rovnic v zaddni obsahujicich proménnou z dostaneme nerovnice

0<z<X+Yy. Pro ur€eni pravothlého primétu €; do roviny z=0 zlstaly rovnice
Xx=0,y=0,x+y=2.

Pro body oblasti €0 vyjadfené jako oblast I. typu (normalni vzhledem k ose X) plati:
0<x<2, 0<y<2-x

Podle vztahu (20a) vypocitame:

i
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2 2-x Xty 2 2-x -
B:Idxj dy f (x2+y2)dz:.|'de' (x2+y2)[z]0 Y dy =
0 0 0 0 0
2 2-x 2 2 3 4P
=Idx I (x2+y2)(x+y)dy:J‘{x3y+x2y—+xy—+y—:l dx =
2 3 4
0 0 0
2 1 1 1 64
:J.(x3(2—x)+—x2(2—x)2+—x(2—x)3+—(2—x)4jdx=—.
0 2 3 4 15
Ulohy k samostatnému feseni
2. Vypoctéte dany trojrozmérny integral v oblasti Q:
a) ”J.xdxdydz,Q:OSXSL 0<y<l-x, 0<z<Xx+Y,
Q
b) ”jxyzdxdydz,ﬂzogxgl, 0<y<x, 0<z<xy,
Q
c) ” x3y22dxdydz,Q:0£x£1, 0<y<x 0<z<xy,
Q
d) m.;dxdydz,Q:OSXSI, 0<y<l-x, 0<z<1-x-vy,

o (X+ y+z+1)2

. T —
e) IIIZSlnXdXdde,QIOSXSﬂ, OSySE, 0<z<.[sinxsiny,
Q

f) jfszdxdydz,Q:OSXSI, Ogys\/l—xz, \/x2+y2 £zs\/2—x2—y2,
Q

) .”.[ 1 dxdydz, Q:x>0,y>0, z20,x+y+z<],
o X+y+1

h

N

J'” zzdxdydz, Qx>+ y2 +22 < 1 X2 + y2 +22 <2z,
Q

i) IIJ(XZ +y? +22)dxdydz, Q: Y2 +22 - x2 <0, x> +y2 +22 <1, x>0,
0

3. Vypoctéte trojrozmérny integral, je-li oblast Q ohrani¢ena danymi plochami:

a) ”J.(2x+3y—z)dxdydz,Q:z:O,z=1,x=0, y=0,x+y=2,

Q
Efm -95-
[~
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? ﬂj o (I+ z)

dxdydz,Q:x=O,y:O,z=O, X+y+z=1,

c) m'—dxdyszx 0,y=0,z=0,x+y+z=1,
(x+y+z+1)

d) .m-ycos(x+z)dxdydz,Q:y=\/§,y=0’z=()’x+zzﬁ,
Q 2

°) mXVdXdVdZaQ:hO,y=0,2=0,x+y=1,z=x2+y2+1,
0

B [[[x*y2dxdydz, Q:x=0,y=0,2=0,2=xy,y=x,y =1,

g) jfj—dXddeQ Xx=0,y=0,2=0,z2=4,X+Yy=3,

h) ”Idxdydz,Q: 7 =3x> +3y2, z=1-x>- y2.

Q
Loy L 1o 3 2. a3 59_” o
2.2) 5 b) )110 d) l2e) 0 - ,g) 2In2; h) i) ( J2).
)— b) (ln4 1): ) (ln2——) (1)—2—l &) ) . g) 9In2; h) L
16 2 120" 7 364° © 78

Kontrolni otazky

1. Jaka musi byt funkce f(X,y,z), abychom ji mohli integrovat v obecné uzaviené

prostorové oblasti Q?

a) Spojita, b) kladna,
c) monotonni, d) periodicka.

2. Kterd z nasledujicich mnozin neni uzaviena oblast?

a) Koule, b) kvadr,
c) krychle, d) krychle bez vrchola.

3. Ktery z nasledujicich zapist vyjadiuje oblast 2 normalni vzhledem k soufadnicové roviné

os X, z?

i
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a) f(x,y)<z<fh(Xy) ,pficemz (X,Y) € Q, kde Q; je pravouhly primét oblasti Q
do soufadnicové roviny os X, Y,

b) fi(X,y,2)<z<fr(X,y,2) , pficemz (X, Y) € )y, kde Q; je pravouhly pramét
oblasti ©Q do soutradnicové roviny os X, Y,

c) f(x,2)<y<fh(x,z) ,plicemz (X,2) € Q,, kde O, je pravouhly primét oblasti Q
do soufadnicové roviny os X, Z,

d) f(x)<z<f(x) , pficemz xeR.

4. Ktery z nasledujicich vyraza je spravnym zapisem trojndsobného integralu funkce

f(X,Y,2z)=Xyz naoblasti QQ, ktera je normalni vzhledem k soufadnicové rovin¢ os X, y?

a) ”J.xyzdxdydz, b) J:” (X+Yy+z)dxdydz,
Q Q
b 2x x4y’ Y d X

c) I xdx I ydy I zdz, d) I xdxj ydy J' zdz .
a X X+y axy) ¢ h(x)

5. Ktery z nasledujicich vyrazi je spravnym zapisem trojnasobného integralu funkce
f(X,Y,2z)=Xyz naoblasti Q, ktera je normalni vzhledem k soufadnicové roviné os X, z?

b 9(%)  fr(xy)
a) J‘ﬂ xyzdxdydz , b) J'dx '[ dy j f(x,y,2)dz,
0) a g fikxy)

b (X  9(x2) X2 d X
c) j xdx j zdz I ydy, d) _[ xdxj ydy I zdz .
a  h)  91(x2) a(xz) ¢ h(x)

6. Jaké je obecné pofadi vypoctu jednotlivych integralli v trojndsobném integralu funkce

f(X,Y,2) na oblasti Q?
a) Nejprve pocitame vnéjsi integral, nakonec pocitame vnitini integral,
b) na potadi nezalezi,
c) nejprve pocitame vnitini integral, nakonec pocitame vnéjsi integral,
d) vSechny tfi integraly pocitame soucasné.
7. Jaky tvar musi mit funkce f(X,Yy,z), abychom mohli v oblasti
Q:0<x<1, 0<y<I1, 0<z<x+ Y integrovat soucasné vSechny tii integraly (podle

proménné X, Y 1 2)?

i
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a)  fi(x,y).f(y).f5(2),
b)  fi(x).f,(x,y).f3(2),

o) H(¥).f2(y,2),

N

d) v dané oblasti Q nelze integrovat soucasné vSechny tfi integraly.

8. Jaky vyznam ma _m f(Xx,y,z)dxdydz pro f(x,y,z)>0?

Q
a) Hmotnost oblasti Q, b) obsah oblasti Q2,
c) objem oblasti Q, d) povrch oblasti Q.

Odpovédi na kontrolni otazky

1. a);2.d); 3.¢);4.¢); 5.¢); 6.¢); 7. d); 8. a).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpovédéli nejméné v Sesti pripadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opacném ptipad¢ je nutno prostudovat kapitolu 2.2 znovu.

Kontrolni test

1. Vypocitejte integral m. dxdydz, Q={(x,y,2):x=0,y=0,2=0,x+y+z=1}.
o)

a) 1, b) 6:

7
c) -, d -—.
) 3 ) 6
2. Vypocitejte integral
jﬂ(2x+3y—z)dxdydz, Q={(x,y,2):x=0,y=0,2=0,2=1,x+y =2}
Q .

a) 17, b) 33,
17 3

Y B d —_—.

) 3 ) 17

3. Vypocitejte integral
ﬂjxyzdxdydz, Q={(x,y,2):x=0,y=0,2=0,x=1,y =X, 2= Xy|
Q .

i

5

&
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1 1
a PNE) b —,
—n ) &
11 59
Y ) d —.
) 8 ) 10

Q
1 1
a PNE) b —_—,
) 40 ) 110
1 1
Y PPN d .
) 48 ) 19

5. Vypotitejte integral ”_[(x+ 2)dxdydz, Q={(x,y,2):x=1x=2,y=0,y=x,2=0,2=Yy}.
o

a)

©)

>
4

3

>
8

5
: b 2,
) 3

5
d -—.
) 6

6. Vypocitejte integral I_U xydxdydz, Q={(x,y,z):x=0,y=0,2>0, x+y=1,z=xy}.

a)

©)

7. Vypocitejte integral I_U xdxdydz, Q={(x,y,z):x=0,y=0,2=0,x+2y+32=6}.
0

a) 12, b) 6,
c) 9, d) 3.

8. Vypocitejte integral
”'[(x2 +yh)dxdydz, Q={(x,y,2):x=0,y=0,2=0,x+y=2,x+Yy=2}
Q

a & n &
14 15
65 65

) —, o 2.

) 8 ) 6
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9. Vypoditejte integral ”_[:idxdydz, Q={(xYy,2):x=0,y=0,2=0,y =4, x+2=3}
+y
Q

a) 9-In2, b) 9+In2,
c) 9In2, d) 2-In9.
10. Vypocitejte integral

J‘J'J.(xz+y2+22)dxdydz,Q:{(x,y,z):x:O, y=0,2=0,2=2,2x+3y =6}
Q

a) 20, b) 21,
c) 22, d) 23.
Vysledky testu

1.d); 2.¢);3.b); 4.¢); 5.b); 6.a); 7.¢); 8.b); 9. ¢); 10. b).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné v osmi pitipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opa¢ném ptipadé je nutno prostudovat kapitolu 2.2 znovu.

Shrnuti lekce

V této kapitole jste se naucili vypocitat trojrozmérny integral v obecné uzaviené

trojrozmérné oblasti Q. Integral ”_[ f(x,y,z)dxdydz funkce f(x,y,z) voblasti Q
Q

b 900  f(xy)
vypocitame pievedenim na integral trojnasobny Idx j dy I f(x,y,z)dz, pripadné

a g(x)  fixy

d  h(y) fxy)
_[dy j dx j f(x,y,z)dz, atd. Oblast Q je tedy pro pfevedeni na trojnadsobny integral

¢ h(y) fi(xy)

nutno analyticky vyjadrit v takovém tvaru, aby meze vnéjsiho integralu byly konstantni, meze
prostiedniho integralu mohou obecné byt funkci jedné proménné a meze vnitiniho integralu
mohou obecné byt funkci dvou proménnych. Obvykle postupujeme tak, ze nejprve vyjadiime

meze proménné z. Pak urime pravouhly primét €, integracni oblasti 2 do soufadnicové

Efm -100-
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roviny os X, Y. Oblast € nakonec vyjadiime jako oblast I. typu, normalni vzhledem k ose X
nebo jako oblast II. typu, normalni vzhledem k ose Yy, viz kapitola 1.2.

Diilezitym ptedpokladem pro vypocet tuloh je opét znalost zékladnich integracnich metod.

Navic je zapotfebi si pro urceni integracnich mezi zopakovat analytickou geometrii

Vv prostoru.

' ..*"*
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2.3. Transformace v trojrozmérném integralu

Privodce studiem

V piikladu 2.2.1 jsme ukézali, Ze vyjadieni integracni oblasti, kterou tvoii valec nebo
koule, je v kartézskych soutfadnicich obtizné. Pouzijeme-li v takovém piipadé k feseni
valcové nebo sférické souradnice, stava se vyjadieni oboru integrace mnohem snadnéjSim a

rovnéz vypocet trojndsobného integralu se obvykle znaéné zjednodusi.

P - Q

V této kapitole se naucime pocitat trojrozmérné integraly v piipadech, kdy integracni

oblasti je rota¢ni (nebo elipticky) valec nebo jeho ¢ast, ptipadné koule nebo jeji ¢ast (elipsoid

nebo jeho ¢ast).

-

L D

Predpokladané znalosti

Opét budeme potiebovat znalost zakladnich integraénich metod a k vyjadieni

integracniho oboru analytickou geometrii v prostoru, pfedevSim rovnice roviny a

kvadratickych ploch.

E—T‘ Vyklad g—‘

Obecné jsou transformace v trojrozmérnych integralech dany rovnicemi

x=u(r,s,t), y=w(r,s,t), z=w(r,s,t),
kde funkce u(r, s, t), v(r,s,t), w(r,s,t), zobrazujici oblast Q" do oblasti Q, jsou spojité

. r * /4 M . W r . /4
diferencovatelné v Q0 . Obecnou tvahu o transformaci v dvojrozmérném integralu, kterou

jsme provedli v ¢asti 1.3, miizeme analogicky pouzit pro trojrozmérné integraly.

Véta 2.3.1.

V trojrozmérném integralu plati

H_[ f(x,y,z)dxdydz = HI f(u(r,s,t),v(r,s,t), w(r,s,t))|J | drdsdt,
Q o

Efm -102-
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kde jakobian J=p. v v #0vQ).

Budeme se zabyvat pouze transformacemi do tzv. valcovych (cylindrickych) a kulovych

(sférickych) soutadnic.

2.3.1. Transformace do valcovych souradnic

Vyklad

Transformace do valcovych souradnic je urCena zejména pro trojrozmérné integraly, kde
integracni oblasti Q je vélec nebo jeho ¢ast, nebo v piipadech, kdy pravouhlym primétem
Q) oblasti 2 do roviny z =0 je kruh ¢i jeho ¢ast.

Trojici kartézskych soufadnic x,y,z nahradime trojici valcovych soufadnic p,@,z.
Z obr. 30 je zfeymé, Ze vyznam valcovych soutadnic p a ¢ je stejny jako v piipadé€ polarnich

soufadnic u dvojrozmérnych integrald, tieti soufadnice z se neméni.

V trojihelniku OPXy plati cosg = ﬁ, sing =
P

P
P
Odtud pro p#0plati x=pcosep, y=psing.

Transformace do valcovych soufadnic je dana transformac¢nimi rovnicemi

P Cos @,
= psing,

1)

z = Z.

X(x,y,2)

\(0&))}/
~

e
"
Xo(x,,0)

Obr. 30
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L

Zp 2(0 22 cosp —psing 0
Pro jakobian transformace plati J = 99 I sinp pcosep 0= p.
op Op 0z
0 0 1
= o
op Op Oz
Véta 2.3.2. (Transformace do valcovych souradnic)
Pro trojrozmérny integral plati
1] 1 (.. 2)dvdydz = [[[ f(peos g, psing. 2) pdp do dz, (22)

Q Q

kde Q" je integracni oblast vyjadiend ve valcovych souradnicich.

55

Poznamky
1. Vilec s osou v ose z, vySkou v a polomérem a se ve valcovych souradnicich zobrazi na

kvadr 0<p<a, 0<@p<2r, 0<z<v.

2. Jak jste poznali v kapitole 3.1, je vypocet trojrozmérného integralu na kvadru jednodussi

nez na obecné uzaviené oblasti Q)
Resené ulohy

Priklad 2.3.1. Vypoctéte integral C = ”Idxdydz, kde Q je ohrani¢ena plochami
0
x2+y2 =1, z=0, z=1.

ReSeni: Oblast Q je valec s osou v ose z, polomérem podstavy 1 a vyskou 1 (obr. 26).

4

>

Obr. 31
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Ziejme je 0<z<1. Urceni nerovnic pro p a ¢ je stejné jako pii transformaci do

polarnich soufadnic, viz integrdl 4 v ptikladu 1.3.1 v Casti 1.3.

Pro transformovanou oblast Q" proto plati: Qo< p<1l, 0Zp<2r, 0<z<I.

Podle (22) plati

1 27 1 1 21 27! o
Czﬂjpdpdgodz:jdpj.d(pIdezJ.pdpJ‘d(pIdz:{%] [gp]o [2]0:72.
S 0 0 0 o 0 0 0

Poznamka

Vzhledem k tomu, ze geometrickym vyznamem integralu C je objem integracni oblasti (Q,

2

oy o . o 2
miizeme snadno ovérit spravnost vipoctu: V =xr-v=rx.1%1=r.

Priklad 2.3.2. Vypoctéte integral D = J.H (x2 + y2) dxdydz, Q je ohranicena parabolickou
Q

plochou z = %(x2 + yz) arovinou z =2.

Refeni: Primétem Q do roviny z=0 je kruh X2+ y2 <4. Pouzijeme proto

transformace do vélcovych soutadnic (22).
Soutadnice z je zdola ohrani¢ena parabolickou plochou z = %(x2 + y2) a shora

rovinou z = 2. Podle vztahu (22) dostaneme

1 1 . 1
z =E(x2 +y2)=§(p2 coszgo+p2 sin’ (/)):Epz.

Pro transformovanou oblast Q" tedy plati

*

Q:%pzszél 0<p<2, 0<p<2r.

Dale plati:

2 2 2
D=Ijj(p2c052¢+pzsin2 q)).pdpdgpdz:jpzdpfdgo j pdz =
o 0 0 1
2,0
2 2 2 2 2 5 2 2 1
=]pldp[dg | d==[dp [ P[], do=]dp| p’C-p"dp=
0 o Lo 0 0 2P 0 0
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N
AR

[ 3., 1 200 27 f 3. 15 pt Pl ’
=[p*2-= dp=2x[Q2p’ —=p)dp=2n| E——L_| =
{p 2=>p)ely dp 7;{( pl =P )dp 7{ : 12]0

32, 16
=r(l6——)=—m.
( 3) 3

Ulohy k samostatnému feseni
1. Transformaci do valcovych soufadnic vypoctéte:

a) mdedydz,Q:—zgxgz,ogys 4-x%,0<z<2,
o

b) ‘m-lexz+y2dxdydz,Q:O£x£2,OSy£ 2x—x2,0£z£1,
Q

2 2 2 2 2
c) ”jz(x + v )dxdydz, Q:0<x<1L,0< y<V1-x7,0<z<41-x" =7,
Q

d) .[J‘J-dxdydz,Q:x2+y2 <1,x>0,0<z<6.
Q

Vysledky uloh k samostatnému feseni

8 V4
1.a) 4z; b) —; ¢) —; d) 3.
) )9 )48 )

2.3.2. Transformace do sférickych souradnic

Vyklad

Transformace do sférickych souradnic je urCena zejména pro trojrozmérné integraly, kde
integracni oblasti Q je koule nebo jeji ¢ast (elipsoid nebo jeho ¢ast), nebo v piipadech, kdy
pravothlym primétem €; oblasti Q do roviny z=0 je kruh ¢i jeho ¢ast.

Trojici kartézskych soutadnic x, y,z nahradime trojici sférickych soutadnic p,p,$, viz
obr. 32. Soutadnice p znamend vzdalenost bodu X (x,y,z) od pocatku soustavy soufadnic
(0 =0). Soutadnice @ oznacuje orientovany thel méfeny v souradnicové roving os x, y od
kladného sméru osy x po pruvodi¢ bodu (x,y,0) v kladném smyslu. Soufadnice ¢ oznacuje

orientovany uhel méfeny v soufadnicové roving os y, z od kladného sméru osy z po privodi¢

bodu (x, y,z) v kladném smyslu.
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Transformacni rovnice pro transformaci do sférickych soutfadnic odvodime pomoci

obr. 32. Poznamenejme, Ze p; je pravouhly primét p do roviny z=0. V trojuhelniku

s vrcholy (0,0,0), (x,0,0), (x, y,0) plati:

X ) v
cosp=—, singp=-—
P
a odtud pro p; #0 plati X=p|CosQp, y=p sing. (23)
V trojuhelniku s vrcholy (0,0,0), (x,,0), (x,y,z) plati sind= ﬂ, cosd==
P P
a odtud pro p#0 plati pp=psing, z=pcosI.
NZ
N
N

(x,y,2)

(0,y,0)

(x,5,0) Obr. 32

Po dosazeni za p; do vztahu (23) ziskdme transformacni rovnice pro transformaci do

sférickych soufadnic.

= pcos@sing,
y = psingsind,
i in 4 24
z = pcosd

Pro jakobian transformace plati

gp ng 22 cospsind —psingsind  pcos@cosY
J={Z & o singsind  pcosesing  psin@pcos I :—p2 sin 9.
op O¢p 0Oz )
cos 9 0 —psin g
= & &
op O¢p 0Oz
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Véta 2.3.3. (Transformace do sférickych souradnic)

Pro trojrozmérny integral plati

J.J-J. f(x,y,z)dxdydz = J.J-J. f(pcos@sinG, psin@sinG, pcos 3),02 sin$dpdpd9, (25)
Q o

kde Q° je integracni oblast vyjadiend ve sférickych soutadnicich.

Poznamky
1. Koule se stredem v pocatku soustavy souradnic a polomérem a se ve sférickych

souradnicich zobrazi na kvadr 0 < p<a, 0<¢p<2xr, 0<9< .

2. Jak jste poznali v kapitole 3.1, je vypocet trojrozmerného integrdlu na kvddru jednodussi

nez na obecné uzaviené oblasti Q.

.

ReSené ulohy

Priklad 2.3.3. Vypoctéte integral
Ez”.[(xz +y? +2)dxdydz, Q:x* +y? 22 <4, Xyt 2l
Q

Refeni: Oblast Q je ohrani¢ena dvéma kulovymi plochami se stiedem v po&atku
soustavy soufadnic o polomérech a=1 a b=2. Pouzijeme transformace do
sférickych soutadnic (24).

Oblast Q" je ur€ena nerovnicemi: 1< p<2, 0<p<2r, 0<I9< 7.

Pro integral po dosazeni podle vztahu (25) plati:

E= J-_U (p? cos? psin? 9+ p? sin? psin® 9+ p? cos® ) p*sinIdp dp dI =

o
2 2 & 2 27 2 o«
J. p_[ d(pjp sind dd = J.dp.[ d(ojp sin $d 9 = Ip4dpj d(pfsméld&—
1 0 1 0 0 1 0 0

2
5
| p e z 31 124

—{—5 ]l .[(p]o [ 00319]0 ——5 27 2——5 .
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Vyklad

Ukéazeme nyni ptiklad pouziti transformace do sférickych soutadnic, kdy € nebude ani

koule, ani jeji ¢ast.
Priklad 2.3.4. Vypoctéte integral F = .m. dxdydz, kde Q je ohrani¢ena plochou
Q

(x2+y2+22)3 =(x2+y2)2 pro z>0. %

ReSeni: Provedeme transformaci do sférickych soutadnic.

Nejprve prevedeme rovnici plochy do sférickych soufadnic dosazenim

transformacnich rovnic (24):

x>+ y2 +22 = ,02 (protoze pro vzdalenost bodu X(x, y,z) od pocatku plati

|OX| =\/x2 +y2 + 22 =p),

X2+ y2 =(ppcos@sin 3)2 + (psin @ sin 3)2 =(psin 8)2(cos gpz +sin (02) = p2 sin? 9,
) . : 23 _ 4. 4 i

edy po dosazeni do rovnice plochy (p7)y =p sin” &, ztoho p=sin” 4.
Oblast QO je ur€ena nerovnicemi: 0< p < sin? G, 0<p<2r, 0<9< %, (z=0).

Pro integral po dosazeni podle vztahu (25) plati

T
27 2 sin? 9
F:Ijj.pzsinSdpd¢d3:I j ds I Yo, s1n9dp—
o) 0
T T
2 o 3 7sin 9 12” P
= [ do[sing l%} dg== [ do| sin® gsin 949 =
0 0 0 0 0
ﬁ i
2 2
1, 27 2
:—[go]o '[(1 cos? 9)° smz9d19—§ '[(1 3cos? G+3cost 9—cos® 9)sin 9d 9 =
3 0 0
cos ¥ = 8=0, =1 1
2
= =—m|(1-3t"+3¢ t”)dt
sin 9 d9 = —dt 9:%, =0 J )
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N

Ulohy k samostatnému feseni AN

2. Transformaci do sférickych soutfadnic vypoctéte:

a) [[[zdxdydz, Q: x20,y20,220, x> +y* +27 <4,
Q

b) Ijjxlx2+y2+zzdxdydz, Q: x2+y2+22S1,x20,y20,220,
Q

(@)
~

Ijjz(x2+y2)dxdydz, Q:0<x<1, 0<y< l—xz,OSzéxll—xz—yz,
Q
d) ”J.(x2+y2)dxdydz, Q:z20, 4£x2+y2+zzé9,
Q
o) [[[axdydz, Q:z20,x" +)* <2x, X +y* +27 <4, %

Q

f) ”J- dxdydz, Q je ohrani¢ena plochou (x2 + y2 +22 )2 =3x. %
Q

me) —(--7)x D7

Z-a)ﬂ;b)z;C)i;d)% oz 2
8 48 15 3°2 3

—_—
Vysledky Gloh k samostatnému feseni
|
.

Kontrolni otazky

1. Vélcové soufadnice s vyhodou pouzivame v pfipadé, kdy integrani oblasti trojného

integralu je:
a) Kvadr, b) kruh,
c) valec, d) elipsa.

2. Soutadnice p ve valcovych nebo sférickych soufadnicich miize nabyvat hodnot:
a) Jen celociselnych, b) jen kladnych,
¢) jen zapornych, d) redlnych.
3. Transformacni rovnice do valcové soustavy soufadnic maji tvar:
a) Xx=p+cosQ,y=psin@,z=p+¢@, b) x=pcosep, y=p+sing,z=p,

C) X=pcose,y=psing,z=z, d) x=psing, y=p+cosp,z=rz.
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4. Rotacni valec s osou v ose z, vyskou v a polomérem a popisuji ve valcovych soutadnicich

nerovnice:
a) 0<p<a,0<p<27,0<5z<y, b) —a<p<a,0¢p<27,05z<y,
c) 0<p<a,0p<r,-v<z<vy, d) O<p£a,0<¢)£a,—%£z£§.

5. Rotacni véalec s osou vose z, vySkou v a polomérem a se zobrazi ve valcovych

soutadnicich jako:
a) Krychle, b) koule,
c) obdélnik, d) kvadr.

6. Soucin diferencialii dxdydz nahradime ve valcovych soutfadnicich vyrazem:
a) pldpdpd, b) pdpdpdz,
c) psinSodpdpdz, d) pcosGdpdpd:z.

7. Sférické soutadnice s vyhodou pouzivame v piipadé, kdy integrani oblasti trojného

integralu je:
a) Kvadr, b) koule,
c) valec, d) elipsa.

8. Polokoule se stfedem v pocatku soustavy soufadnic a polomérem a, z>0 se zobrazi

ve sférickych souradnicich jako:

a) Kvadr, b) koule,
c) valec, d) kruh.
9. Integrand x” + y* + z* nahradime ve sférickych soufadnicich vyrazem:

a) p, b) o,

o P d ¢
10. Soucin diferenciali dxdy nahradime ve sférickych soutradnicich vyrazem:
a) pzdpdgodS, b) p’sinddpdpd$,

c) psinSodpdpdd, d) pcos8dpdpd$.

Odpovédi na kontrolni otazky

1.¢); 2.b); 3.¢); 4. a);5.d); 6.b); 7.b); 8. a); 9. ¢); 10. b.
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Privodce studiem

K5

Pokud jste spravné odpovédéli nejméné v Sesti ptripadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opacném ptipadé je nutno prostudovat kapitolu 2.3 znovu.

Kontrolni test 3@

1. Integral ”J.dxdydz, Q:4<x?+ y2 <16, 0<z <1, jeroven

Q
T
0 Z b) 127,
) T )
2
T
Y a0 d —.
) 14 ) 6

2. Integral HI(x + y)dxdydz, Q: 1< x>+ y2 <9, y2x, y2-x,0<z<a,jeroven

Q
a) 26a, b) &2,
c) §a 2, d) éa.
3 3

3. Integral J.J-J.(2x+y—z)dxdydz, Q: 4x° +y2 <16, y>x, x>20,0<z<a,jeroven
Q
a a
a) 5(64—37m), b) E(64+37za),

) %(64—37m), d) %(64+37m).

4. Integral ”_[zdxdydz, Q: X%+ y2 <9, x<y< X\/g, 0<z<4 jeroven

Q
Sm kY2
a) —, b) —,
) 4 ) 4
c) 3rm, d) 5rm.

5. Integral J.J-J.z\/xz +y2dxdydz, Q: x>+ y2 <2x,y20,0<z<v jeroven

a) ——, b)

9
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2 2
L a
6

c) 5

6. Integral J:U drdydz

7 3 Q:x2+y2+22£4,0SxSny\/§,ZZOjeroven
o lHx"+y +z

29

a) L (2-arctg?2), b) Z(l+arctg?),
12 6
T
c) 2arctg2, d —.
) g ) B

7. Integral Ijj.zzdxdydz, Q:x20,y>20,z20, 4< X2+ y2 +2%< 9, je roven

Q
2
2) 2157z’ b) 211z ’
4 30
0 211z , d) 27 .
30 8
8. Integral Ijjxyzdxa’ydz, Q:x20,y20,z>0, X2 +y2 +22 < a2, a >0 jeroven
Q
3 2
a a
a DS b -,
) 48 ) 48
6 5
a a
c) —, d =
) 48 ) 48

9. Integral Ijjzdxdydz, Q: x>0, z>0, X2+ y2 +22< 1, je roven

Q
T T
a ~ b -,
) 5 ) 2
V4 V2
c) —, d —.
) 6 ) 8
) ) xZ yZ ZZ
10. Integral Ijj(x + y7)dxdydz, QO: —+—+—<1, jeroven
4 4 9
Q
2) 967r, b) 1067z’
5 5
116z 1267
) ——> d —.
5 5
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Vysledky testu

1.b);2.¢);3.¢);4.¢);5.d); 6.a); 7.¢); 8.¢); 9. d); 10. a).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné v osmi piipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opac¢ném piipadé je potieba prostudovat kapitolu 2.3 znovu.

Shrnuti lekce

Ve vdlcovych (cylindrickych) souradnicich pocitdime obvykle trojrozmérné integraly,
jejichz integra¢ni oblasti je valec, pfipadné ¢ast valce, nebo rotacni kuzel, ptipadné jeho ¢ast.
Kartézské soutfadnice x,y,z bodu nahradime valcovymi soufadnicemi p,@,z, kde p
znamena vzdalenost primétu (x,y,0) bodu (x,y,z)do soufadnicové roviny os x, y od
pocatku soustavy soufadnic. ¢ oznacuje orientovany thel, méfeny od kladného ¢asti osy x po
pruvodi¢ bodu (x,y,0) v kladném smyslu. Soufadnice z se neméni. Transformacni rovnice
pifi  pfechodu zkartézskych soufadnic do vélcovych soufadnic maji  tvar
x=pcosp, y=psing, z=z. Soulin diferencidli dxdydz v trojrozmérném integralu
nahradime vyrazem pdp do dz.

Ve sférickych (kulovych) souiadnicich pocitame trojrozmérné integraly, jejichz
integracni oblasti je koule, pfipadné cast koule, nebo rotacni kuzel, ptipadné jeho cast.
Kartézské souradnice x,y,z bodu nahradime sférickymi soutadnicemi p, ¢, . p znamena
vzdélenost bodu o soufadnicich (x,y,z) od pocatku soustavy soufadnic. ¢ oznacuje
orientovany thel, méfeny od kladného sméru osy x po pravodi¢ bodu (x,y,0) vkladném
smyslu (v horizontalni roving). ¢ oznacuje orientovany uhel, méteny od kladného sméru osy
z po pruvodi¢ bodu (x,y,z) vkladném smyslu (ve vertikalni rovin¢). Transformac¢ni rovnice
pifi  pfechodu zkartézskych soufadnic do  sférickych soufadnic maji tvar

x=pcospsing, y=psingsing, z=pcosY. Soufin diferencidli dxdydz nahradime

vyrazem |J|dp dpdS=p %sin 9 dpdpdd.

Efm -114-
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2.4. Aplikace trojrozmérného integralu

Privodce studiem

Zatim jsme se naucili pocitat trojrozmérny integral na kvadru a na obecné prostorové
uzaviené oblasti, aniz jsme véd¢li, k ¢emu tyto znalosti mizeme vyuzivat. Nyni si ukaZzeme,
pro¢ jsme vlastné trojrozmérny integral studovali. Pozname jeho vyuziti v geometrii pfi
vypoctu metrickych uloh a ve fyzice ptfi vypoctu fyzikalnich veli¢in, které charakterizuji

hmotné prostorové oblasti.

@) o Q

V této kapitole se nauCime pouzivat Riemannliv trojrozmérny integral v geometrii a

fyzice. Seznamime se s vypoctem objemu télesa. Z fyzikalnich aplikaci pozndme vypocet

Wv oW

momentl setrvacnosti hmotnych prostorovych oblasti Q.

( D

( D

Predpokladané znalosti

Vyuzijeme vSechny poznatky, které jsme ziskali v ptfedchozich kapitolach.

Opét se neobejdeme bez znalosti zakladnich integracnich metod a analytické geometrie.

2.41. Objem télesa

%T Vyklad %

Jak bylo v casti 2.1 uvedeno, znamena trojrozmérny integral z funkce f(x,y,z)>0

v oblasti €2 hmotnost oblasti Q, pfiCemZ rozloZeni hustoty v bodech oblasti QQ je dano
funkci o= f(x,y,z). Jestlize o =1, pak uvedeny trojrozmérny integral znamena objem

télesa a plati

V= ﬂ j dxdydz. (26)
Q

Efm -115-
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1,
-);x Rese

né ulohy

Priklad 2.4.1. Vypoctéte objem valce, jehoZ podstavu tvoii kruh o poloméru » =1 a ktery ma

vysku v=1.

Reeni: Odpovida  vypoétu

V=r.

integralu  C  vpfikladu 2.3.1 vkapitole 2.3:

Priklad 2.4.2. Vypoctéte objem télesa, které je ohrani¢eno valcovymi plochami z =5 - y2 ,

z:y2+3 arovinami x =0, x =2.

ReSeni:

Ze zadani jsou zfejmé meze pro proménnou x a proménnou z. Abychom urcili

meze pro proménnou y, musime znat rovnici prasecnic valcovych ploch. Ziskame je

vyfeSenim rovnice 5 —y2 = y2 +3, 2y2 =2, y2 =1, y==I.

Pro integra¢ni oblast proto plati nerovnice

Q:0<x<2, -1<y<],

12 43<z<5-5%

Objem zadané oblasti Vypoéitéme podle vztahu (26):

2 1 5=y 2 2 1
V= ”dedydz jdxfdy I dz-jdxfdy[ =Ide(2—2y2)dy=
Q 0 -1 243 0 - 0 -1

2 1

=2[dx[2(1-y )dy——zzjdx

0 O

{y—;} =47 [ ]0

Priklad 2.4.3. Vypoctéte objem trojosého elipsoidu, jehoz délky poloos jsou postupné
a,b,c,a>0,b>0,c>0.

ReSeni:

v takovém ptipadé tvar

x2 y2
St
a b

Stied elipsoidu umistime do poc¢atku soustavy soutadnic. Rovnice elipsoidu ma

2

z e, " v ;g
— = 1. Pro feSeni pouZijeme zobecnéné sférické
c

souradnice, které vzniknou ze sférickych soufadnic (24) doplnénim jednotlivych

délek poloos do prislusné transformacni rovnice:

i
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= apcosgsing,
= bpsingsing, (27)

z = cpcosd
Jakobian transformace je urcen vztahem J =—abc ,02 sin §.

Elipsoid se transformuje na kvadr Q" 0< p<l, 05p<2r, 0<9< . Meze pro
proménné @ a ¢ urime z geometrického nazoru (analogicky jako u koule), meze

pro proménnou p zjistime dosazenim transformacnich rovnic do rovnice

elipsoidu:

2 y2 2 a2p2 cos’ (psin2 9 b2p2 sin’ (psin2 9 02,02 cos® 9
—2+—2 + B3 =1, 5 + 3 + ) = 19
a“ b a b c

Podle vztahu (26) plati:

1
V= ”J- dxdydz = abc'[“ p’sinddp de dd=abe [%3:| [go]é” [-cos S]g ,
Q o

V= i mabe.
3

Ulohy k samostatnému feseni

1. Vypoctéte objem télesa ohrani¢eného plochami:

a) x=0,y=0,z=0,x=2,y=3,x+y+z=4,(x>20,y>0,z>0),
b) x—-y+z=6,x+y=2,x=y,y=0,z=0,
c) 6x-9y+5z=0,3x-2y=0,4x—y=0,x+y=5,z=0,
d) Z:x2+y2,z:y,
e) y:xz,Z:O,y+Z:2,
f) yzlnx,yzlnzx,z:O,y+z:l,
2

g x +y2+22=4,x2+y2:3z, 3

hy 2z=x?+)2, y+z=4,

Ef -117-
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i)y x2=y,x>=4-3y,z=0,2=09,

1) z:x2+y2,z:O,y:1,y:2x,y:6—x,

k) x2+y2+z3=1,22—1, ®
1) x2+y2+z4=1,
m) (x2+y2+22)2=x, ®

n) (xz+y2+zz)3 =x2+y2, ®

0) z:cosx.cosy,x:O,y:O,z:O,x+y:£,

p) x2+y2+22:12, 4z:x2+y2, 4

q) z:xy,x2+y2:2x, z=0.

Vysledky uloh k samostatnému feseni

15 7 322

1.3)%;1))%@ o7 )—n3—8)

2’

81 2511,
m; i) 165 j) ——
b 7w D160 —

1 4
K) 27; 1)§;z; m) 7 n)6—7z, 0~ ,p)—(6f 5); q)

105

2.4.2 Fyzikalni aplikace

Vyklad

M¢jme hmotnou oblast Q, pfi¢emz hustota v kazdém bodé X (x,y,z) oblasti Q je déna

funkei o =0o(x,y, 2).

Pak hmotnost télesa, které je urceno oblasti Q, je urCena vztahem

m= J‘J.J‘ o(x,y,z)dxdydz,
Q

staticky moment télesa S, resp. S

yz»> TeSp.

X,y, Tesp. y,z, 1esp. X,z je

Efm -118-
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Sy = J.” zo(x,y,z)dxdydz , (29a)
Q

Sy = [[[ xo(x, y, 2)dxdyez , (29b)
Q

Sy, = J.” yo(x,y,z)dxdydz , (29¢)
Q

W Wew

5: yZ, ﬂ:i, g: Xy’ (30)

moment setrvacnosti télesa rotujiciho kolem osy x, resp. y, resp. z je

I = j ﬂ (y? +2%)o(x, y, 2)dxdydz, (31a)
Q

I, = j j j (x? + 22)o(x, v, z)dxdydz, (31b)
Q

I, = j j j (x> + ) (x, v, 2)dxdydsz. (31c)
Q

1’
'v Resené ulohy

Priklad 2.4.4. Vypoctéte hmotnost télesa ohrani¢en¢ho kulovymi plochami x>+ y2 +22 = 1,

2 2 2 _ PR Ny . _ 2 2 2

x4y~ +z° =4, ptiCemz jeho hustota v bod¢ X(x,y,z) je o(x,y,z)=x"+y  +z".
ReSeni: Odpovida feseni integralu E v ptikladu 2.3.3: v kapitole 2.3.

124
=—T.
5

m

Priklad 2.4.5. Urcete hmotnost polokoule X2+ y2 +22 = 4, z2>0, je-li jeji hustota

v libovolném bod¢ piimo umérné paté mocnin€ vzdalenosti tohoto bodu od stfedu

polokoule a v bodé A(1,0,0) nabyva hodnoty 2.

Efm -119-
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%
2R

ReSeni: Podle zadani je hustota uréena vztahem o = k( X2+ y2 +22 )5 ,kde keR je

konstanta umeérnosti. V bodé¢ A plati: 2=k(V 12 +02 +0? )5 , odtud konstanta

umérnosti k =2 a pro hustotu koule tedy plati o = 2( X2+ y2 +2° )5.
Vzhledem ke tvaru integracni oblasti pouZijeme transformaci do sférickych soutadnic

(24). Pro hustotu pak plati o=2 p5 , nebot’ proménnd p je definovana jako
vzdalenost bodu X (x, y,z) od pocatku soustavy soutadnic ( p = x>+ y2 +22 ).
Integracni oblast je ur¢ena nerovnicemi Qo< p<2, 0<p<2r, 0<9<Z %

Podle vztahu (28) pro hmotnost koule plati:

m= jjjz(\/x2 +y% +2° Y dxdydz =2([[ p° p* sin 9d pdpd 9 =
Q o

2 w3 8 T* z
=2[pldp | dp|singdg zz{%} (0] [~cos 9]2 =128x.
0 0 0 0

Ulohy k samostatnému feseni

2. Vypoctéte hmotnost télesa ohrani¢eného danymi plochami, jestlize hustota v kazdém
bod¢ X(x,y,z) je dana funkci o =0o(x,y,2):

a) x2+y2+22:4,0': 2+y2+22,
2
b) X2+y2+22:1,gzﬁ,
X" +y +z

C) x2:2y,y+z:l,2y+Z:2,a:y,

d) x2+y2+22:4,x2+y2=3z,azz. 3

Vysledky uloh k samostatnému feSeni

2.a) 167; b) 87; ¢) %\/E, d) BT”
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Resené ulohy

Priklad 2.4.6. Urcete staticky moment télesa, které je ohrani¢eno valcovou plochou z = Jx a
rovinami x =3, y=0, y=2,z=0, vzhledem k soutadnicové rovin€ os x, y . Hustota

télesa v libovolném bod¢ je ptfimo umérna vzdalenosti tohoto bodu od soutfadnicové

roviny os x,z.

ReSeni: Podle zadani je hustota uréena vztahem o = ky, kde k je konstanta tmé&rnosti.
Ze zadani vyplyvaji pro integracni oblast nerovnice:
Q:0<x<3, 0<y<2,0<z<x.

Podle vztahu (29a) pro pozadovany staticky moment plati:

3 2 Jx 3 2T ATV 3 ok
Sy = |[[ zhvdxaydz = k[ x| ydy | zdz:kj.dx{y—} [Z—} = k[ ey ==
Q 0 O 0 0 2 0 2 0 0 2

Ulohy k samostatnému feseni

3. Vypoctéte statické momenty danych téles, je-li jejich hustota konstantni (bez ijmy na
obecnosti polozime o =1):

a) T¢lesa x? +y2 22 < LLx>0,y>0,z>0 vzhledem k rovin¢ z =0,
b) kvédru o délkéch hran a =1,b =2, c =3 vzhledem k jeho sténam,

c) rotac¢niho kuzele s polomérem » =3 a vySkou v =2 vzhledem k roviné prochézejici

vrcholem rovnobézné s podstavou.

Vysledky uloh k samostatnému fesSeni

3.2) 2. b) 3,6,9; ¢) 9x.
16
Resené ulohy

2%

x=0,y=0,z=0,x=Ly=Lx+y+z=2.
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Refeni: Bez jmy na obecnosti polozime o =1. Nejprve uréime hranice integraéni
oblasti Q. Ze zadani vyplyva, Ze pravouhlym primétem oblasti 2 do soutfadnicové
roviny os x, y je C¢tverec 0<x<I1, 0<y<1. Zdola je oblast Q ohrani¢ena
soufadnicovou rovinou z=0 a shora rovinou x+y+z=2. Plati proto:
Q: 0<x<, 0<y<], 0£z<2—-x—.

K urceni tézisté potiebujeme podle vztahu (30) vypocitat hmotnost télesa (vztah 28) a

statické momenty vzhledem k jednotlivym soufadnicovym rovindm (vztahy 29a, b,

c).
11 2-x-y 1 27!
m= ”Idxdydz J.dxj.dy I dz—J.de-(Z x—y)dy = J-[(Z x)y—T} dx =
Q 0 0 0 0 0 0
3 3 2]
=£(EX)dx={§x7:lozl’
1 1 2-x-y 1 2-x-) 1
Sy Jﬂzdxdydz-{dxz[dy | zdz_—jdxj(z x—y) dyz.ﬂ_—3}odx
—lm(l- P -0 [Jav=—= (S el S WA N
6, ¥ S ) R —4 0_24 12’
o1 2y 11 (2-x)y? y31
Sz .m.ydxdydz J.de.ydy I dz—'([dxj-y(2 x—y)dy = Il:T?:lodx—

1
1 1 3x 5
I( X)dx = 6[ X 5 :l

1 1 2-x-y 1 1 2 1
mxdxdydz_jxdxjdy [ dz=[xdx[2-x-y)dy= j {(z x)y—7] dx =

0 0 0 0 0 0
1
2 3
=1j(3x—2x2)arx=l AN R
2 2| 2 3 12
0 0
Pro soutadnice tézist¢ tedy podle vztahu (30) plati
el el 7
_12_ 5 _12_ 5 _12_7
¢ 1127 (ETTY ¢ 112

o t’*‘i
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Ulohy k samostatnému feseni

obecnosti polozime o =1):

a) Hranolu ohrani¢eného rovinami z=0,x=0,y=0,x=2,y=4, x+y+z=4§,

b) jehlanu ohrani¢eného rovinami x=0, y=0,z=0,x+2y+3z=1,
c) télesa ohrani¢ené¢ho plochami 22 = xy, x=1,y=2,2z=0,
d) télesa ohrani¢eného plochami 2z = x>+ y2 ,X+y—z=0, %

e) télesa ohrani¢eného plochami (x2 + y2 + 22)2 =z. %

Vysledky uloh k samostatnému fesSeni

14 26 8 111 36 92 5 9
4'a _a_a_;b — =) C _9_9_;d 1519_;e 0909_'
)(15 15 3) )(4 8 12) )(5 5 32) ) ( 3) ) ( 10)

Resené ulohy
Priklad 2.4.8. Stanovte moment setrvacnosti télesa ohrani¢ené¢ho plochami

x=0,y=0,z=0,x+y=2, x+y—z=0 pfirotaci kolem osy z, je-1i jeho hustota

konstantni.

ReSeni: Bez Gjmy na obecnosti polozime o = 1. Reseni tllohy odpovida feseni integralu
B v ptikladu 2.2.4 v kapitole 2.2:
64
I, =—.
s

Poznamka
Podobné Ize formulovat Fadu uloh z predchazejicich casti.
Resené ulohy

Priklad 2.4.9. Urcete moment setrvacnosti trojosého elipsoidu, jehoz délky poloos jsou

postupné a,b,c,a>0,b>0,c >0, vzhledem k jeho osdm. Hustota elipsoidu je

konstantni.
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ReSeni: Bez Gjmy na obecnosti polozime o =1. Stied elipsoidu umistime do po&atku

x2 2 2

z
soustavy soufadnic. Rovnice elipsoidu ma v takovém piipad¢ tvar _+y_+_2 =1.

a® b ¢
Pro teSeni pouZijeme zobecnéné sférické souradnice (27). Elipsoid se transformuje na
kvadr Q" 0< p<l, 0<p<2r, 0<9<r, viz priklad 2.4.3. K vypo¢tu momentd

setrvacnosti pouzijeme vztahy (30a, b, c).

I, = J:U (y2 + zz)a’xdya’z = abc'm. (bz,o2 sin’ (osin2 9+ czp2 cos? 9) p2 sinddpdedd=

Q o
2r o«
—abcjp dpjdwj(b sin’ @sin 2 9+¢? cos 9)51n9d3—
0 0 0

5 127[ V4
_abc|: 5} jdgoj.[bzsm o(1- cos’ 3)s1n9+c cos 19s1n19Jd19
00 0

(zavedeme substituci cos 3 =t¢,—sind dI=dt,sin3d3=—dt)

1 2z cos> 9 cos’ 9 g
=—ach- do b? sin? @(—cos 3+ )—02 =
5 3 3
0 0
2 2
zlabcj(szsin2¢+3c2)d¢=labcj( p2lzcosle 2 2)d¢>—
5 0 3 3 5 0 2

1 sin2p. 2 5 72 4z
—~ abe ( MDY 2 20| = Zabe(@ab? + 27¢) = 2 E abe(b? + ).
5 IR T 15

Analogicky vypocitame
= j” (x2 +22 )dxdydz = 411—75[(11)0@12 + cz),
I m (2 + 2 _4r 2 52
L= x“ +y7)dxdydz = —abc(a” +b”).
o 15

Ulohy k samostatnému feseni

5. Vypoctéte moment setrvacnosti danych téles, je-li jejich hustota konstantni (bez Gjmy na
obecnosti polozime o =1):

a) Kvadru o délkach hran a =1,b =2, ¢ =3 pfi rotaci kolem hran,
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b) jehlanu ohranic¢eného rovinami x =0, y =0, z=0, x+2y+3z =1 pfi rotaci kolem
soufadnicovych os,

2

c) kuzele 2+ y2 +z“, z =1 pfi rotaci kolem osy kuzele,

d) télesa ohranic¢eného plochami 22 =2x,z=0,x"+ y2 = x pfi rotaci kolem osy z, %

2

e) télesa ohrani¢ené¢ho plochami x>+ y2 +22=2,x"+ y2 =z",z >0 pfi rotaci kolem

osyz %

Vysledky uloh k samostatnému resSeni

1 1 1 1 322

5.a) [,=261,=20,1.=10; b) I, = = A, =—; ¢ —m;, d) ——;

) Ly b ¢ ) =060 T T ot 9 1o ) T35
e)%(4ﬁ—5).

Kontrolni otazky

1. Objem télesa, které je urceno uzavienou prostorovou oblasti 2, je dan vztahem:

a) j ”dxa’ydz, b) jj j f(x, v, z)dxdydz,
Q Q

o) |[[[1fCe.y,2)| dxdyetz, d) [ xyzdxdydz .
Q Q

2. Objem télesa, které je ohraniCeno soutadnicovymi rovinami a ¢asti roviny x+ y+z=1

v prvnim oktantu, je roven

a) 6, b) 1,

) —, d)

1 1

6 3

3. Objem t¢lesa, které je ohrani¢eno rovinami x=0, y=0,z=0,x=1, y =2, z=3, je roven
a) 6, b) 1,

L d)

C) g

1
3
4. Jak vypocitame hmotnost uzaviené prostorové oblasti O, je-li hustota v jejim libovolném

bod¢ (x,y,z) urCena funkci o(x,y,z)?

Efm -125-
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a) ”J. dxdydz, b) J:” o(x,y,z)dxdydz,
Q Q

o) |[[J e+ y+2)dxdyz, &) |[[Je)o()o(z)dxdydz .
Q Q

5. Hmotnost homogenni uzaviené prostorové oblasti 2 (bez ujmy na obecnosti polozime
o =1)jerovna
a) jejimu objemu,
b) jejimu povrchu,
¢) obsahu jejiho ptidorysu,

d) jejimu momentu setrva¢nosti pii rotaci kolem osy z.

2%

m, soumérné kolem osy z, jejiz staticky moment vzhledem k soutadnicové rovin€ os x, y

je §y,?
S ] S

a) T[0,0,—21, b) T{o,ﬂﬁ},
L m | m
s

c) T|0,0,=% |, d) 7[0,0,0].
- m -

7. Ktery z nésledujicich vztahl urcuje staticky moment vzhledem k soufadnicové roving os

x, v hmotné prostorové oblasti Q, je-li jeji hustota v bod¢ X (x, y,z) rovna y-ové

soufadnici tohoto bodu (y > 0) ?

a) [ vaxdyez, b) |[] zdxdyaz,
Q Q

o) |[[wyzddydz, d)  [[[ yzdrdyds .
Q Q

8. Ktery znasledujicich vztahli uréuje moment setrva¢nosti hmotné prostorové oblasti

rotujici kolem osy y, je-li jeji hustota v bodé X(x,y,z) rovna y-ové soufadnici tohoto

bodu, (y>0)?

a) |[[yz*dxdydz, b) [[[ ¥ + 2% )dxdyetz,
Q Q
o) |[[] o) dxayaz, &) ([ +* +2%)dxdydz .
Q

Q
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Ay

Odpovédi na kontrolni otazky

1.a);2.¢); 3.a);4.b); 5.a); 6. a); 7. d); 8. b).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpovédéli nejméné v Sesti piipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opacném piipad¢ je nutno prostudovat kapitolu 2.4 znovu.

Kontrolni test

1. Objem télesa ohrani¢eného rovinou 2x+2y+z =6 a soufadnicovymi rovinami, je roven
a) 27, b) 18,
c) 9, d) 3.

2. Objem télesa ohrani¢eného valcovou plochou y = x? arovinami v+z=2,z=0 je roven

) 242, b 2,
15 35
8 32
c ) d _
) 35 ) 15

3. Objem télesa ohrani¢en¢ho valcovou plochou xz+y2 =1, rovinou z=0 a plochou

2 .2

z=e " 7V jeroven
1
a) 7(l+-), b) z(l-e),
e
1
c) x(l--), d) z(l+e).
e
4. Objem télesa ohraniceného parabolickou plochou X2+ y2 =z arovinou z=4 jeroven
a) 2r, b) 4z,
c) 6, d) 8.

5. Urcete hmotnost koule o poloméru r, jestlize jeji hustota v libovolném bod¢ je piimo
umérna tfeti mocniné vzdalenosti tohoto bodu od stfedu koule a v bodé o vzdalenosti 1

nabyva hodnoty a.
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Matematika Il
a) i7zar6, b) z7mr6,
3 3
c) g7zar3, d) g7r513'r6.
3 3

6. Urcete hmotnost koule o poloméru r, jestlize jeji hustota v libovolném bod¢ je neptimo
umérna ¢tverci vzdalenosti tohoto bodu od stiedu koule.

a) 4kzxr, b) 3knr,

c) 2kxnr, d) kzxr.
7. Vypoctéte statické momenty kvadru o velikosti hran a, b, ¢ vzhledem k jeho sténé¢ uréené

hranami b, ¢, je-li jeho hustota konstantni (bez jjmy na obecnosti polozte o =1).

) Lape, by ~abe,
2
12 1 2
c) —abc”, d) —(abc)”.
) 5 ) 2( )
8. Vypoctéte souradnice t€ziSté homogenniho Ctyfsténu, ktery je ohrani¢en rovinou

333 333
a AN~ ) b — =)
) (2 2 4) ) (5 5 2)

333 333

DEREL d I R R A
© (4 4 5) ) (4 4 2)

9. Vypoctéte moment setrvacnosti hmotné krychle s délkou hrany a rotujici kolem hrany, je-li

jeji hustota konstantni (bez iymy na obecnosti polozte o =1).

2 4 2 5
a) —a, b) —a’,
) 3 ) 5
2 5 4 5
c) —a’, d —a.
) 3 ) 3

10. Vypoctéte moment setrvacnosti hmotné oblasti Q:1< 2+ y2 +z2<4 rotujici kolem osy

z, je-1i jeji hustota konstantni (bez ijmy na obecnosti poloZte o =1).

a) &, b) &ﬁ,
15 15
24 2
0 87z, d) 3 87[_
35 15
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Vysledky testu

1.¢); 2.a);3.¢);4.d); 5.b); 6. a); 7. b); 8.d); 9. ¢); 10. a).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné v osmi piipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opacném piipadé doporucujeme prostudovat kapitolu 2.4 znovu.

Shrnuti lekce

V této kapitole jsme si ukazali vyuZiti trojrozmérného integrdlu v matematice a fyzice.
Trojrozmérny integral umoziuje urcit objem téles, jejichZz hranice tvoii obecné plochy
f(x,y,2)=0.

V ptipad€ hmotné prostorové oblasti 2, jejiz hustota se spojit¢ méni a v bodé¢ X (x, y,z)
nabyva hodnoty o(x,y,z), dokdzeme pomoci trojrozmérnych integralii jednoduse vypocitat

WV

momenty setrvacnosti pii rotaci oblasti Q kolem os soufadnic.

Efm -129-
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&

-

3. VEKTOROVA ANALYZA

Privodce studiem

Pti feSeni mnoha uloh technické praxe je vyhodné pouziti vektorového poctu. Vektorova
algebra studuje vlastnosti vektorl, jejichz soufadnice jsou konstantni, viz [4], [7], [8].
Vektorova analyza zkouma vektory, jejichz soufadnice jsou funkcemi jednoho ¢i vice
argument. Nazyvaji se proménné vektory nebo vektorové funkce. Vektorové funkce jsou
zakladnim pojmem pro vyznamnou fyzikalni aplikaci — vektorové pole. Seznamite se s dalSim

typem fyzikalniho pole — skalarnim polem.

ProtoZe vektorova analyza pracuje jak s vektory tak s funkcemi, je spojenim analytické

geometrie s matematickou analyzou.

Cile
Cilem této kapitoly je vysvétlit pojem vektorova funkce, ukéazat, jak se s vektorovou

funkei pracuje a jaké jsou jeji vlastnosti.

Predpokladané znalosti
Vektorova algebra, zejména skalarni, vektorovy a smiSeny soucin vektora.
Diferencidlni pocet funkci jedné a vice proménnych.

Integracni metody.

3.1. Vektorova funkce

Privodce studiem

V prvnim roc¢niku jste se seznamili s vektorovou algebrou, ve které¢ jste poznali skalarni,
vektorovy a smiSeny soucin vektor. V této kapitole rozsitite své védomosti o kvalitativné
novy typ vektori — o proménné vektory, jejichz soufadnice jsou funkcemi jednoho ¢i vice

argumentu.
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Matematika Ill

Cile

L D

Cilem této kapitoly je objasnit pojem vektorové funkce, jeji vlastnosti a vyznam.

L D

Predpokladané znalosti
ProtoZe se neobejdeme bez zakladnich poznatkl vektorové algebry, pfipomeneme si

vvvvvv

Jsou-li dany tfi vektory, u (uy,uy,u3), v(vy,vp,v3), w(wy, wy,w3), pak

- skalarni soudin vektori #, Vv je roven souctu soucint jejich soufadnic:

uy = UV +Uyvy +u3zvs,

vektorovy soucin vektora u#, v vypocitime pomoci determinantu

i j k
UXy = U up uz|,
i V2w

- smiSeny soucin vektori i, Vv, w vypocitame pomoci determinantu

up Uy uz
(ﬁ,v, VT/)Z V1 %) V3.
W oWy W3

Dale budeme potiebovat diferencialni pocet funkci jedné a vice proménnych

Vyklad

Definice 3.1.1.
Necht’ D je podmnozina mnoziny redlnych ¢isel. Je-1i kazdému redlnému Cislu ¢ € D ptifazen

jediny vektor
f@©)=x(O)i +y(@)] +2(0)k = (x(t), y(©), 2(1)),

fikame, Ze v mnozin€ D je definovéna vektorova funkce f(¢#) jednoho realného

argumentu £. Mnozinu D se nazyva defini¢ni obor vektorové funkce f(¢); jeji slozky

x(t), y(t), z(t) jsou realné funkce argumentu z.

-131-

i



Matematika Il Vektorova analyza

Z geometrického hlediska predstavuje vektorovd funkce f(f) mnoZinu bodd
v trojrozmérném prostoru o soutradnicich (x(¢), y(¢), z(¢)), t € D, kterd se nazyva hodograf
vektorové funkce.

Jsou-li funkce x(7), y(), z(¢) spojité v mnozin& D, pak spojita vektorova funkce f(f) je
rovnici  prostorové  kiivky, jejiz  parametrické vyjadfeni ma tvar  x=x(?),
v=y(t), z=z(t), t € D. V tom spociva geometricky vyznam vektorové funkce.

Z tyzikalniho hlediska ptfedstavuje vektorova funkce trajektorii pohybujiciho se hmotného

bodu.

Pro vektorové funkce lze zavést vSechny zakladni pojmy matematické analyzy (limitu,
spojitost, derivaci, neurcity a urcity integral) analogicky jako v diferencidlnim a integralnim
poctu funkce jedné proménné, viz [4], [5], [6]. Vypocet provadime v ptipadé vektorovych
funkci po jednotlivych slozkach.

Dosadime-li do vektorové funkce f(¢) &islo ¢ z jejiho defini¢niho oboru D, dostaneme

konstantni vektor. Mizeme tedy na vektorové funkce rozsifit vSechny operace zavedené ve

vektorové algebie — soucet, rozdil, skalarni, vektorovy a smiseny soucin, viz [4], [7], [8].
Resené ulohy

Priklad 3.1.1. Nacrtnéte hodograf vektorové funkce
a) f(O)=0+0i +(2-1)], te<0,1>,
b) f(t)=3costi +3sint j, t€<0,27 >,

¢) f(t)=costi +sint j+tk, t €<0,+o0).

ReSeni: Vsechny tii vektorové funkce jsou ve svém definiénim oboru spojité, proto
jejich hodografem bude kiivka vroviné v pfipadech a), b) a prostorova kiivka
v ptipadé¢ c).
a) Parametrické rovnice kiivky x =x(t)=1+t,y=y(t)=2—-t, te<0,1>
jsou rovnicemi usecky s krajnimi body A= (x(0),y(0))=(1+0,2-0)=(,2) a
B=(x(1), y1)=(1+1,2-1)=(2,1), viz obr. 33a.
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y 1
y
f(5)
£(5)
A 3
0=S .
(o) 5 £(2) &
f(1)
: X
Obr. 33a Obr. 33b

b)  Parametrické rovnice kiivky
x=x(t)=3cost, y=y(t)=3sint, t=<0,27 >

; 2 _ 2 2 _0uain2
umocnime na druhou x“ =9cos“¢, y~ =9sin” ¢

2

a seCteme: X+ y2 =9cos’

t+9sin’ ¢ = 9(cos2 t +sin’ t)=9.

Rovnice x° + y2 =9 je rovnici kruznice se sttedem S =(0,0) a polomérem r =3,
viz obr. 33b.

C) Parametrickeé rovnice kirivky

x=x(t)=cost,y=y(t)=sint,z=z(t)=t, t €<0,00)

urcuji Sroubovici s pocatkem v bodé (1,0,0) na valcové plose 2+ y2 =1.
Umocnénim prvnich dvou rovnic na druhou a jejich se¢tenim analogicky jako

v ptipadé b) ziskdme rovnici fidici kruznice x>+ y2 =1 valcové plochy, viz obr. 33c.

Obr. 33¢
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N
AN

Ulohy k samostatnému feseni %
®
1. Nacrtnéte hodograf vektorové funkce: AN
a) [f()=ti+t], te<0,1>,
b) f(O)=(1+1)7+t], te(~0,0),
¢) f()=2costi +3sintj, te<0,27),
d)  f()=rT+17, t e (=00, +0),
e) f(O=10-0T7T+1+20)]+Q2+30)k, te<0,).
—_—

Vysledky Gloh k samostatnému feseni

2 2
1.a) Usetkay=x od O=(0,0) do A=(1,1); b) piimka x—y—1=0; c) elipsax?+%=l;

d) parabola )’ =x; e) polopfimka s po¢ateénim bodem (1,1,2) a smérovym vektorem

(-1,2,3).
Resené ulohy

Priklad 3.1.2. Je déna vektorova funkce f(f)=e>'7 +e 2/ +tk,t e R. Vypoditejte:
a) lim f(2),
t—0
b) derivaci f'(¢),

1
¢) urdity integral j F(@t)dt.
0

d) Zjistéte, zda je funkce f(¢) v bodé to =0 spojita.
Refeni: Viechny predepsané operace provedeme tak, Ze je budeme postupné aplikovat
na jednotlivé slozky vektorové funkce.
a) lim f(t) = lim(e*7 +e 2 +tk)=7 lime* + j lim e ? +k lim¢=
t—>0 t—0 t—0 t—>0 t—0

=71+ 7.1+k.0=(1,1,0).

b) f1(1) = (X7 +e > +tk) =T (¥ ) + (™Y +k (1) = 2" T —2e7 ' f + k.
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1 1

1 1

1
o) [Fde=| T +e 2T +thk)dt =T | e2’dz+7j e Hdr+k [tat =
0

0 0

1

. | 1 !
=7{_62f} +]_":——e_2t} +k[ ﬂ} _
2 2 0 2 o

d) Protoze plati

1

2

0 0

[(e2 D)7 —(e2 —1)7+/€} .

£(0)=17 +17 + 0k = (1,1,0) = lim £(¢), je funkce f(f) v bodé& #, =0 spojita.
t—0

Ulohy k samostatnému feseni

2. Vypotitejte limity vektorové funkce f(¢) v daném bodé& fy:

a) J()=Qu+Ni+5—

b) f(t)zln(t+1)7+e2t]_'+%ml;, t0=0,

1
o) f()=5i+etj+In’tk, t9=1,

2sint —

d)y F@)=211 327 + k, t=0.

J+costk, ty =0,

3. Rozhodnéte, zda jsou dané vektorové funkce spojité v bod¢ #; = 0.

a)  f(t)=@t>+t+1)7 +tcost j +sintk,

b) f(t)=57—3t7+317m/€.

4. Derivujte vektorové funkce:
a)  f(t)=(2t—5)7 +(4t> —61)] +9t k,
b) f@)=e*F+e %k,
- t - 1 = .2 =
c) f(t)=—i+——j+sin“tk,
1+¢ sint
d) f(O)=InQ2+1)i +tgt j+cos2tk,

e) f(t)=arcsin2s i +arctg 3t k,

) F@O=@+D)i +(> =D+ +0)k,
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g) f@)=Int’T +In25 +In’tk,
h) f(f)=sin2t7 +cos(3t+1)] +tgtk,
i) 7(t)=e*T +arctg 2t j+% k.

5. Integrujte vektorové funkce:

a) f()=@>+t+1)7 +tcost j +sintk,

b) f(1)= 12 P L

cos?t 1412 t+1

_ 1 -
c) f(t)_2t+51+(t+1)2‘]+\/; k,

i +3k.

d) f(z)=ﬁ?+%j

6. Vypocitejte:

a) | (cos2ti +sin2t j)dt,

S|y

1
b) j (t7+e7+e'k)dt.
0

Vysledky uloh k samostatnému feseni
2.9) i +j+k;b) j+k;c)5i +¢ ;d) 2k .
3. a) ano; b) ne.
t — cos

4.8) 27 +(8-6)7 +9k 1 b) 2677~ 267K ; ) — T 251 4 asincost & ;
(1+19) sin” ¢

d 2 71 7-2sin2tk ; €) 2 7.3 kif)7+2t]+G2+Dk;
2 2
2t+1  cos“t 1—4¢2 149

1- 2In¢t-—

g) %7+;j+ k ;h) 2cos2ti —3cos(3t+1)j + k;

COS2 t

_ 2 -
=J- k.
1+462 7 (t-1)

L]
o * i o

i) 2027 +
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3 2
5. a) (%+%+t)7+(tsint+c0st)j_’—costk +C;b) tgti +4arctgt j+In|t+1]k +cC;

0) %ln|2t+5|7—%7+(§@+2xﬁ)1€+5; d) %\/737+2\/Z]_'+3ﬂ?+5.
t+

6.2a) j;b) %7+(e—1)]_'+(l—é)l;.

Resené ulohy

't

Ptiklad 3.1.3. Pohyb hmotného bodu je uréen vektorovou funkei f(¢)=e®'7 +e “'7.

Vypocitejte jeho rychlost a zrychleni v ¢ase ¢ = 2s.

Reseni:  Z fyziky si pamatujete, Ze pro vektor rychlosti plati
v =f() =0T - )).
V éase £ =2 je v(2) = 0(e*“T —e2?F).
Pro vektor zrychleni plati
a(t)=f(0)=V(1)=(a(e" T~ T)) =0’ (" T+ ] )=’ f(1).

Véase =2 je @(2)=w? (2T +e277).

Derivaci podle casu t byva zvykem znacit f ().

Ulohy k samostatnému feseni

7. Urcete vektory rychlosti a zrychleni pohybu hmotného bodu, ktery je dan vektorovou

funkei F(£)=(t+1)7 +(t>+4) j+tk aurdete vektory rychlosti a zrychleni v dase
t =3s.

5%

N
LN

8. Pohyb hmotného bodu je uréen vektorovou funkci f(¢)=coswt i +sinwt j. Dokazte, 7e

plati f(t) + a)zf(t) =0. Vypocitejte rychlost a zrychleni hmotného bodu.

Vysledky uloh k samostatnému feseni
7.9() =1 +2t j+k, a(t)=2], v(3)=i+6]+k, a3)=2].

8. V(1) =w(-sinw i +coswt j), a(t)=-w>(coswti+sinwt j).
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17 1
* Resené ulohy ‘ ; ’

Piiklad 3.1.4. Jsou dany vektorové funkce f(f)=tcost i +sint j, g(f)=—tsint i +cost J,

t € (-0, +0) . Vypoditejte skalarni soudin f(¢).g(¢) a vektorovy soucin f(£)x g(¢).

Reseni:
f(6).g(t) = (tcost, sint).(~tsint, cost) = —% sintcost+sintcost =sinzcos t(1- £ ),

f(t)xg(f) = (tcost, sint,0) x (—sint, cost,0) =

i j ok
=|tcost sint 0=l€(tcoszt+tsin2t):tlgz(O,O,t).

—tsint cost O

N Ulohy k samostatnému feseni

9. Jsou dany vektorové funkce f(f)=t7 +(2+1)] +e'k, t €(—0,0)a
g()=37+2tj+Intk, te(0,+0). Vypolitejte
a) f(1)+2(),
b) 2/ (1)-3g(®),
c) f(1)-g(),
d) f(t)xg(@),
e) Z()x £ (0).

—

Vysledky uloh k samostatnému reSeni

9.2) (t+3)i +(2+3t)] +(e' +Int)k, 1€ (0,40);
b) (2t-9)7 +(4—41)7 +(2¢' —=3Ino)k, t €(0,+00); ¢) Tt+2¢2 +¢' Int, t € (0,+0);
d) 2lnt+tInt—2te")i +(3e’ —tInt)j + (22 =3t —6)k, t e (0,+0);

e) (2te' —2Int—tInt)i +(tInt—3e")] +(6+3t—2t2)k, t € (0,+0).
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17
* Resené ulohy

Priklad 3.1.5. Urcete defini¢ni obor vektorové funkce

f(t) = (2arcsin !

+3)7+3arccos%7+t k.

ReSeni: Defini¢ni obor urc¢ime jako prinik defini¢nich obort redlnych funkci

x(t) =2arcsin +3, y(t)=3 arccos%, z(t)=t.

Funkce x(¢)=2arcsin ! + 3 musi splinovat podminku

o< AR oy

3
-3 < 2t—-4 < 3,
1 < 2¢ < 7,

1 7
l < ¢t < Z Dy=<—;—>
2 2 2°2
t—4 . .

Funkce y(¢)=3 arccosT je definovana pro
o< 2oy

3
-3 < t-4 < 3 Dy =<1,7>
1 < ¢t <

Funkce z(¢) =t je definovana pro vSechna realna ¢isla, D; = R.

Defini¢nim oborem vektorové funkce f(7) je D = DinDynDy=<1; % >,

N Ulohy k samostatnému feseni

10. Urcete definiéni obor vektorové funkce :

a) f(t):%7+lnt]_'+et/;,

b) F)=V1+t7 +1-t J+V1+2%k,

c) f(t):%hln(zt—sﬁ,
" —4t+3
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d) f(t)=arcsin i+ arccosé T +1tk,

e) f(1)= 117+e“rl JHNt+1 k.

t+

Vysledky uloh k samostatnému feseni

10.a) D=(0,+x);b) D=<-1,1>;¢) D=(§,3)u(3,+oo);d) D=<-1,2>;
e) D=(-1,+).

Pojem vektorové funkce jedné promenné t rozsirime na vektorovou funkci dvou a vice

promeénnych. Je-li dana libovolnd mnoZina bodii Q c E,, pak vektorovou funkci dvou
promennych x, y nazyvame funkci, ktera kazdému bodu (x,y)eQ priradi jediny vektor
[(x%,9) = P(x, )T +0(x,9)] + R(x, )k = (P(x,), O(x, ), R(x, ).

Analogicky vektorovou funkci tri proménnych x, y, z nazyvame funkci, ktera kazdému bodu
(x,y,2)eQ, Qc Ej, priradi jediny vektor

[(x,,2) = P(x,y,2)i +0(x,,2)] + R(x,y,2)k = (P(x,y,2), O(x,¥,2), R(x,,2)).

Struénéji miteme psit f(X)=P(X)i +Q(X)j+R(X)k, kde X =(x,y) pro funkci

dvou proménnych, resp. X =(x,y,z) pro funkci tii proménnych.

‘) Kontrolni otazky ‘)

1. Ktery znasledujicich zépisii je spravnym zépisem vektorové funkce jedné nezavisle

proménné?

(O =1+20)+(1-20)+2~1), te<0,00),
FO=0+207T+1-20] +(2-t)k, t e<0,0),
F()=1+21),1-2t),(2-1), t €<0,0),

FO=A+20)+(1-20)] +(2—0)k), t €< 0,00)

Efm -140-
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2. Jaky geometricky utvar urcuje vektorova funkce jedné nezévisle proménné
7(0) = (x(), ¥(1), z(¢)), kde funkce x(7), y(¢), z(t) jdou spojité v D?
a) Kiivku v prostoru,
b) kiivku v roving,
¢) plochu v prostoru,
d) rovinny obrazec.
3. Jaky fyzikalni vyznam ma vektorova funkce f(¢)=x(t)i + y(t)] +z()k ?
a) Je to zrychleni pohybujiciho se hmotného bodu,
b) je to rychlost pohybujiciho se hmotného bodu,
c) je to drdha pohybujiciho se hmotného bodu,
d) je to hmotnost pohybujiciho se hmotného bodu.
4. Co je to hodograf vektorové funkce f(r) = (x(¢), ¥(¢), z(t)) ?

a) Mnozina bodl v trojrozmérném prostoru o soutfadnicich (x(¢), y(¢), z(¢)), t € D,

b) rovnice télesa,

c) rovnice plochy,

d) rovnice rovinného obrazce.
5. Co ziskame, dosadime-li do vektorové funkce f () &islo ¢ z jejiho defini¢niho oboru D?

a) Proménny vektor,
b) nic,

c) rovnici kiivky,

d) konstantni vektor.

6. Jak vypada spravny zépis vektorové funkce dvou proménnych x, ?
a)  f(x,y)=P(x,)i +0(x,»)] +R(x, )k = (P(x,7), O, ), R(x, y)).
b)  f(x.¥)=P(x,y)i +O(x,y)] +R(x,y.2)k ,
) f(x.y)=P(x,»)+0(x,y)+R(x,),
d)  f(x.)=(P(x, )% O(x,y) £ R(x, ).

7. Jak derivujeme vektorovou funkci f(¢) = x(¢)i + y(£)] +z(¢)k ?

a) f(O=xXO)+y()+(),

Ef o
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b) [ =X i +y@®)]+2 0k
o) SO =xO7+y(0)] +zk,
d) vektorovou funkci nelze derivovat.
8. Jak vypocitame definicni obor vektorové funkce f(¢) = x(¢)7 + y(t)] +z(¢)k ?
a) Vektorova funkce nema defini¢ni obor,
b) je to sjednoceni defini¢nich obort jednotlivych slozek,

c) jeto vzdy defini¢ni obor funkce x(7),

d) je to prinik defini¢nich obori jednotlivych slozek.

Odpovédi na kontrolni otazky

1. b); 2. a); 3.¢); 4. a); 5.d); 6. a); 7. b); 8. d).

Pravodce studiem
Pokud jste spravné odpovedéli neyméné v Sesti piipadech, pokracujte dale.

V opacném piipad¢ doporucujeme prostudovat kapitolu 3.1 znovu.

Kontrolni test
1. Co je hodografem vektorové funkce f(f)=3costi +4sint j, t€<0,7>?
a) Polovina kruznice o poloméru » = 3,
b) ctvrtina kruznice o poloméru » =4,
c) polovina elipsy o poloosach délky 3 a 4,
d) ctvrtina elipsy o polooséach délky 3 a 4.
2. Vypoitejte derivaci vektorové funkce f(1) =e*'7 +e 2] +tk vbods ty=0.
a) jeto vektor 27 +27 —k ,
b) jeto vektor 27 —27 +k ,
¢) jetovektor i +7+k,

d) jetocislo 1.

Efm -142-
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2
3. Vypotitejte integral I(Sezt T+3 ] —elk)dt .
0

a) 4t )T+ -1+ -k,
b) 4E*-DT+E -k,
o) (*-Dj+(E*-Dk,
d) 16e*T - -+ =Dk .
4. Uréete definiéni obor funkce f(f)=8¢* 7 +3e>j —e 'k ?
a) VsSechna redlna ¢isla s vyjimkou ¢isla 0,
b) vSechna realna ¢isla,
¢) prazdnd mnozina,
d) vSechna kladna realna Cisla.
5. Rozhodnéte, zda je vektorova funkce f(f)=8e” 7 +3¢>j—e 'k spojita vbodech
tl = O, t2 = 1
a) Vbod¢ t; =0 ano, v bodé€ #, =1 ne,
b) vbod¢ f; =0 ne, vbodé€ t, =1 ano,
c) je spojita v obou bodech,
d) neni spojitd ani v jednom bodé¢.

6. Pohyb hmotného bodu je uréen vektorovou funkci f(¢)=e?'7 +e 2'j. Vypogitejte jeho

rychlost v Case ¢ =Is.
a) v()=e’i+e 7,
b) v(1)=0,
o) T()=eti-e?7],
d) v()=2e"7-2¢727.
2t

7. Pohyb hmotného bodu je uréen vektorovou funkci f(¢)=e?'7 +e 2'j. Vypocitejte jeho

zrychleni v Case ¢ =1s.

L
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a) a(l)=e’i+e?7,
b) a()=0,
©) a(l)=4e*T+4e7?7,
d) al)=2e2T+2e727.
8. Jsou dany vektorové funkce f(£)=(2¢+3)7 +(2—1t)] +tk, t €(—0,0) a

g(t)=3t7 +3In(t+2)  +k, t e(=2,+0). Vypotitejte soucet 4 f(£)+2g(¢).
a)  (14t+14)7 +(8+4t+6In(t+2)) j — (4t +2)k, t € (-2,+0),

b) (14t+12)7 +(8—4t+6In(t+2)) j + (4t +2)k, t € (—2,+),
) (1404+12)7 +(8—4t+61n(t+2)) T+ (41 +2)k, e (0,4+w0),
d)  (14t+12)7 +(8—4t+61In(t+2)) j + (41 +2)k, t € (—o0,+0).
9. Jsou dany vektorové funkce f()=2£i +j +t°k, t € (~,0) a
2(1)=37 +sint j —cost k, t € (~o0,+x). Vypoéitejte skalarni soucin 1 (r).g(¢).
a)  6f+sint— 1% cost, 1 € (~o0,+00),
b) 0,
¢) 6t7-—sintj+t2costk, te(—m,+w),

2

d) 6ti+sintj—t“costk, te(0,+m0).

10. Jsou dény vektorové funkce f(£)=2t +j +t°k, t € (—0,0) a

g(t)=37 +sint j—cost k, t € (—0,+w0). Vypotitejte vektorovy soutin f(£)xg(¢)

vbod¢ ¢, =0.
a) —1-3k,
b) o,

¢) i+3k,

d -i+7-3k

L]
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Vysledky testu

1.¢);2.b); 3. a);4.b); 5.¢); 6.d); 7. ¢); 8. b); 9. a); 10. a).

Privodce studiem

& P8

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné v osmi piipadech, pokracujte dale.

V opacném pripad¢ je nutno prostudovat kapitolu 3.1 znovu.

Shrnuti lekce

V této kapitole jste pochopili, Zze vektorova funkce nebo také proménny vektor je
spojenim pojmi vektor a funkce. Je to vektor, jehoZ soutadnice jsou funkcemi jedné (dvou, tii
nebo vice) nezavisle proménné. Prave proto, ze jde o spojeni pojmii vektor a funkce, mizeme
s vektorovymi funkcemi provadet operace znamé z vektorové algebry (skalarni, vektorovy a

smiSeny soucin) a z matematické analyzy (limita, derivace, integral, ...).

Efm -145-
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3.2. Skalarni pole

Privodce studiem

Dobte vite, ze fyzikalni veli¢iny délime na skalary, vektory a tenzory. Skaldrni fyzikalni

veli¢iny vytvareji skalarni pole. Tato pole se nyni nauc¢ime popisovat.

Cile

Cilem této kapitoly je objasnit pojem skalarniho pole, jeho zdkladni vlastnosti a

charakteristiky.

Predpokladané znalosti

Parcialni derivace funkce vice proménnych.

Skalarni souc¢in vektoru.

Vyklad

&

©

( D

Definice 3.2.1.

Skalarni pole v oblasti Q2 — 5 je ureno libovolnou funkci

u=u(x,y,z),

ktera je v oblasti Q definovana.

Skalarni pole tedy pfifazuje kazdému bodu oblasti Q2 jediné redlné ¢islo (skalar).

Hladinou skaldrniho pole u =u(x, y,z) nebo také skalarni hladinou nazyvame plochu

vyjadifenou rovnici u(x,y,z)=C, C € R. Na dané skalarni hladin¢€ proto nabyva skalarni pole

konstantni hodnoty (z praxe vSichni zndme izotermy, izobary, vrstevnice...). Mirou zmény

skalarniho pole u(x, y,z) ve sméru vektoru s je derivace ve sméru.

Definice 3.2.2.

Necht’ je v oblasti € déano skalarni pole u =u(x, y,z), bod 4=(a,a,,a3) ajednotkovy

vektor § = (s1,57,53).

i
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Derivaci skalarniho pole u(x,y,z) v bodé A ve sméru s nazyvame limitu

lim u(A+1s)—u(d) a znac¢ime ji du(4) .
t—0, t ds

Véta 3.2.1.

Je-li funkce u=u(x,y,z) diferencovatelnd v bodé¢ 4, pak pro derivaci skaldrniho pole u

v bod¢ 4 ve sméru § plati

du(4) _ ou(4) 5+ ou(A) 5+ ou(A) -
ds ox oy 0z

(32)

Poznamky

1. Je-li smeér s urcen smerovymi kosiny s =(cosa, cos f3,cosy), plati

du(A) _ ou(A) cos g+ ou(A) cos B4 ou(A)
0z

ds ox P

COS .

2. Derivace skaldarniho pole u(x,y,z) v bodé A ve sméru s urcuje priristek skalarniho pole
u(x,y,z) v bodeé A ve sméru vektoru s neboli rychlost rustu skalarniho pole u(x,y,z)

v bodé A ve sméru vektoru s .

Smér nejvétsiho rustu (nejveétsi spad) skalarniho pole u(x, y,z) urcuje gradient skalarniho

pole.

Definice 3.2.3.

Gradientem skalarniho pole u(x, y,z) nazyvame vektorovou funkci

grad u = ou(x, y,z) T ou(x, y,z) 7+ ou(x,y,z) T [51/!()6,)/,2) ’ ou(x, y,z) ’ ou(x, y,z) j

Ox oy 0z ox oy 0z
(33)

Poznamky

1.  Zavedeme-li Hamiltoniiv operator (operator nabla)

0- 0= 00— (0 0 O
Ve—it+—j+—k=|——,—|
ox Oy 0z ox Oy 0Oz

4
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muzeme gradient skaldarniho pole u(x,y,z) zapsat ve tvaru

grad u =Vu.

2. Pro derivaci skalarniho pole u(x,y,z)ve sméru s podle (32) plati

du oOu ou ou
— =9 +—S2 +—S3,
ds Ox oy 0z

du ou Ou Ou
0 rozepsani —=|—,—,— |.(s1,87,83)=grad u.s . 34
po rozep = (ax P azj(l 2:53) = & (34)

Derivace skalarniho pole u(x,y,z)ve sméru jednotkového vektoru s tedy je rovna

skalarnimu souc¢inu gradientu skalarniho pole u(x, y,z) a jednotkového vektoru sméru s .

Véta 3.2.2. (Vlastnosti gradientu)

1. Gradient skalarniho pole u(x,y,z) je vkazdém bodé kolmy k hladin€ timto bodem
prochézejici.

2. Ve sméru gradientu roste skalarni pole u(x,y,z) nejrychleji, ve sméru opacném
nejrychleji klesa.

3. Maximalni rychlost ristu skalarniho pole u(x, y,z) mé velikost [v| =| grad u .

Diikaz: 1. K dikazu uzijeme rovnici hladiny skalarniho pole u(x,y,z )= C a vytvofime

jeji totalni diferencial: du = dC,

a—udx+a—ua’y+a—udz =0.
Ox oy 0z

Levou stranu zapiSeme ve tvaru skaldrniho soucinu dvou vektort:

ou Ou Ou

A 0 A 0 A~ ~d9d9d :Oa

(6x o sz( . dy, d)

grad u.dr =0.
Z kritéria kolmosti dvou vektort, viz [5], [7], [8], plyne, ze vektory grad ua

proménny vektor dr , lezici v te¢né rovin€ k hladiné skaldrniho pole, jsou vzijemné

kolmé. Gradient skalarniho pole ma tedy smér normaly ke skalarni hladiné.

2. Podle vztahu () plati % =gradu.s =|grad u|.|s |.cosa,
s

4




Matematika Il Vektorova analyza

kde a je odchylka vektori grad ua s.
Protoze vzdy |5 |=1 (vektor sméru je jednotkovy), plati:

d
—uzlgradu|.1.cosa:|gmdu|.cosa.
ds

Derivace pole u ve sméru 5 je maximalni pro cosa =1, tedy « =0, coz znamena,
ze smer 5 je souhlasné rovnobézny se smérem vektoru grad u.

Derivace pole u ve sméru 5 je minimalni pro cosa =—1, tedy « =z, coz znamena,
ze sm&r 5 je nesouhlasné rovnobézny se smérem vektoru grad u.

3. Podle ptedchoziho plati

|v|=j_—j=gradu.§=|gmdu|.|§|.cosa=|gradu|.1.1:|gradu|.

17 12
* Resené ulohy ‘v

Priklad 3.2.1. Vypocitejte derivaci skalarniho pole u(x,y,z) = 3x2 -4 y3 +2z% v bodé

A=(1,2,1) ve sméru 5 , ktery je urcen vektorem E, B=(4,6,6).

ReSeni: Podle vztahu (32) musime uréit hodnotu parcialnich derivaci skalarniho pole

u(x,y,z) vbodé A4:

8—u=6x, a—u=—12y2, a—u:823,

Ox oy oz

ou(A) _6, ou(A) _ 48, ou(A) g
ox oy oz

Abychom ur¢ili soutadnice jednotkového vektoru sméru s , vypocitdme postupneé:

AB=B-A=(3,4,5),

‘E‘=\/32+42+52:@:5\E,

EZE:( 3 45 j:[&/ﬁ 22 Q]
‘ZE‘ 592°52°542) L1075 7 2

Po dosazeni do vztahu (32) plati:

du(4) _ N2 N2 o2 LI
ds 10 5 2 s

4
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Priklad 3.2.2. Uréete gradient skalarniho pole u(x, y,z) = x% + y2 + 2% — 2xy + 2xz + 2z,
jednotkovy smér maximalniho rastu pole v bodé A4 =(1,2,1) a nejvétsi hodnotu derivace

skalarniho pole u(x, y,z) v bodé A4.

Reseni: Podle vztahu (33) uréime grad u = (2x—2y+ 22,2y —2x+2z,2z+ 2x+2y).
Protoze podle vlastnosti 2 roste skalarni pole nejrychleji ve sméru gradientu, plati
postupné v bodé A4:
grad u(A4)=(0,4,8),

| grad u(A)|=~/80 =445,
—  grad u(A) £ 2\/_

s =
aradu(A)] 4f 4I) @
Derivaci db;(_A) vypocitame pouzitim vztahu (34):
s
du(A)

= grad u(A4).s =(0,4,8). [

\/_ 2\/—] +£+@:4\/§.

5 5 5

Porovnanim vysledkt | grad u(A)| a zjistime, Ze v ptipadé sméru

du(A)
ds

maximalniho riistu pole plati =| grad u(A)|, coz potvrzuje vlastnost 3.

du(A)
ds
Priklad 3.2.3. Urcete mnozinu bodu, v nichz je velikost gradientu skalarniho pole

u(x,y)= (x2 +y2)3 rovna 12.

ReSeni: Podle vztahu (33) je grad u(x, y) =3xy (x> + y)7 +3yy/x> + % 7.

Pro jeho velikost plati

| grad u| :\/9x2(x2 +yz)+9yz()c2 +y2) 2\/9()62 +)/2)(X2 +y2) :3(x2 +y2).
Podle zadéni je | grad u(x, y)|=12=3(x* + y?), tedy x%+y% =4.

ResSenim je mnozina vSech bodi kruznice se sttedem v pocatku soustavy soufadnic a

polomérem 2.

Ulohy k samostatnému feseni

1. UrcCete hladiny danych skalarnich poli

4
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) u(x,y)=x>+y°,

b) u(xvy):4x2_y27 ”(an/)>09

c) u(x,y,z)= x2+y2+22,
4
d) u(x,y,z)=
2+y?ez

2. Urcete derivace skalarniho pole u(X) ve sméru s v bodé 4:

) u(x,y)=5x*—dxp+2y-7,5=-1, A=(1,1),

b) u(x,y) =4 =5x°y +10y°,5|4B, 4=(0,1), B=(3,4),

) u(x,y)=yx*+ 2,547 -37), 4=(3,4),

3

d) u(x,y,z)= 3 er3 +z7, smér 5 svirasosoux uhel 60° a's osou y uhel 450,

A=(1,0,1).

3. Urcete body, v nichz je derivace skalarniho pole u(x, y) = e y3 +3xy v libovolném
sméru nulova.

2
4. Vypocitejte derivaci skalarniho pole u = g —x? _yT vbodé¢ 4=(1,2,3) ve sméru

pravodice bodu 4.

5. Vypocitejte gradient skalarniho pole u(X) v bod¢ 4:

a) u(x,y)=2x"+3y%, A=(2.),
b) u(x,y)=y4+x*+ 2, 4=(1,2),

©) u(x,y,z)=x>+y*+z> =3xyz, A=(0,1,1),

A ueyn=tr2:30 4o,
X y z xyz

6. Stanovte body, v nichz je gradient skalarniho pole u(x, y,z) = P y2 +z2 - 2xyz kolmy
k ose x.

7. Urcete smér, ve kterém je derivace skalarniho pole u(x, y,z) = X+ y2 +22 —1 v bodé
A=(0,-2,1) maximalni.

E.r -151 - 151
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Y

8. Ve kterém sméru roste skalarni pole u(x, y,z) = X202 Ybods A= (1,—1,1) s nejvetsi

y z X
rychlosti ?

9. S jakou nejvétsi rychlosti klesa skalarni pole u(x, y,z) = In(x?> — y* +z%)
vbod& 4=(1,1,1)?

10. Ve kterém bodé¢ skalarniho pole u(x, y,z) = 2+ 2xy+4 y2 +22 -4z je gradient roven
nulovému vektoru ?

2

11. Ve kterém bodé¢ skalarniho pole u(x, y,z)=x" -4 y2 —47% - 3xy—5x je gradient roven

vektoru @ =-37 =37 +24k ?

12. Urcete uhel gradientd skalarniho pole u =In(x+1n y) v bodech 4=(1,1), B=(5,1).

13. Které ze skalarnich poli u(x, y) = X2+ yav(x,y)=x+ y2 klesd v bod¢ 4=(2,1) ve
sméru vektoru 3/ —i rychleji ?

Vysledky uloh k samostatnému feseni

N~

1. a) kruznice: S=(0,0),r=\/g, ¢ > 0; b) hyperboly: S=(O,O),a=70,b=«/z,c>0;

16

¢) kulové plochy: S =(0,0,0), ¢ >0, r=c; d) plochy rota¢nich paraboloidt: V' = (0,0, —2),

C

c#0.

2. a)@z—%;b)%z%ﬁ;c)o;d) d”g‘gl)=3, dz;ALo_
1 2

3. 4=(0,0), B=(~1,-1).

du(4) _ 314

4 .
ds 14

5.a) grad u=8i +6j;b) gradu=%7+§7; ¢) grad u=-37 +27 +2k;

d) grad u=-5i —6j —7k.

6. x=yz. 7. 3:?(—27”?).
s.yzg(—ﬁ/?). 9. v=23.

10. 4=(0,0,2). 11. 4=(1,0,-3).
12. p=0. 13. v(x, y).

Efm -152-
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Kontrolni otazky
1. Skalarni pole v oblasti Q — E5 je obecné definovano funkci:

a) ()= (x(0), y(0), z(1)), b) u=u(x,y,2),

c) u=u(x+y+z), d) 1) =x@)+y@)+z().
2. Hladina skalarniho pole u = u(x, y,z) je urena rovnici

a) u(x,y,z)=C, b) u(x,y,z)=x,

c) u(x,y,z)=y, d) u(x,y,z)=z.

3. Derivace skalarniho pole u(x, y,z) ve sméru 5 v bod¢ 4 ptesné urcuje:

a) Jak se méni skalarni pole u(x,y,z) ve sméru s,

b) jak se méni skalarni pole u(x, y,z) v bod¢ 4,

c) jak se méni skalarni pole u(x, y,z),

d) jak se méni skalarni pole u(x, y,z) ve sméru 5 v bod¢ 4.
4. Hamiltontiv operator (nabla) znamena:

a) Skalar tvaru V =i+i+ﬁ

ox oy oz’

b) skalar tvaru V = iig ,
Ox 0y Oz
c) vektor tvaru V = (i + 9 + ﬁj ,

d) vektor tvaru V = (i, 9 QJ

5. Gradient skalarniho pole u(x, y,z) urcuje obecné svym smérem

a) Smér, ve kterém je pole u(x, y,z) konstantni,
b) smér nejvétsiho rastu pole u(x, y,z),

c) smér nejvetsiho klesani pole u(x, y,z),

d) neurcuje nic.

6. Derivace skalarniho pole u(x, y,z) ve sméru 5 je urcena:

E.r -153 - 153
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S

T

, .. du _
a) Vektorovym souinem —=graduxsys,
s
y o du _
b) souctem vektort —=gradu+vs,
ds
- .. u _
c) skalarnim soucinem —=gradu.s,
s
, . du _
d) rozdilem vektort —=gradu -y .
ds

7. Ve kterém sméru roste skalarni pole u(x, y,z) v bod€ 4 nejvetsi rychlosti?

a) Ve sméru gradientu grad u(A),

b) ve sméru opaéném ke gradientu grad u(A),
c) ve sméru vektoru 04,

d) ve sméru vektorového soucinu grad u(A)xs,

8. Cim je uréena velikost maximélni rychlosti riistu skalarniho pole u(x, y,z) v bod& 4?

a) Gradientem grad u(A),
b) velikosti gradientu | grad u(A)|,
c) skalarnim soucinem grad u (A).s ,

d) velikosti vektoru |u (A)|.

Odpovédi na kontrolni otazky

1. b); 2. a); 3. d); 4. d); 5. b); 6. ¢); 7. a); 8. b).

Privodce studiem

& pe

Pokud jste spravné odpovédéli nejméné v Sesti ptipadech, pokracujte dale.

V opaéném piipad€ doporucujeme prostudovat kapitolu 3.2 znovu.

Kontrolni test %

1. Hladiny skalarniho pole u = x+ y +z jsou ur€eny rovnici:

a) x+y+z=C,

4



Matematika Il Vektorova analyza

b) xz=0C,
c) x+y+z=0C,
d) grad(x+y+z)=C.
2. Vypocitejte gradient skalarniho pole u(x, y,z) = O+ y3 +2° vbods A= (1,L1).
a) grad u(A)=(@3,3,3), b) grad u(A)=3+3+3,
c) grad u(A)=(2,2,2), d) grad u(A4)=9.

3. Vypoditejte derivaci skalarniho pole u(x,y,z)=4xyz ve sméru 5 =17 +2 +3k vbodd

A=(11L1).

214 12414
a) 7 by T

7 7

214 2714
T v =

4. Urcete smér, ve kterém je derivace skalarniho pole u(x,y,z) =x+ y2 +z+2xy vbodé
A=1(0,0,1) maximalni.

a) (0,0,1), b) (L),

c) (0,0,0), d) (1,0,1).

5. Urcete smér, ve kterém je derivace skalarniho pole u(x,y, z)=ln(x2 + y2 +22 ) vbodé

A=(1,2,3) minimalni.

6. Ve kterém bod¢ skalarniho pole u(x,y,z)=2xy+ yz+3xz je gradient roven nulovému

vektoru ?
a) A4=(0,0,1), b) B=(,11),
c) 0=(0,0,0), d) C=(,0,1).

5 4
7. Vypocitejte derivaci skalarniho pole u(x, y,z) = x?_ y2 + ZT v bodé 4=(2,0,0) ve sméru

pravodice bodu 4.

Ef - 155 - 155
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a) 32, b) 16,
c) 8. d) 4.

8. Urcete uhel gradientd skalarniho pole # =sinxcos y vbodech 4=(7,0) a B=(0,7).

T
a) @=r, b) 9=
VA
c =—, d =0.
) @ 2 ) @

9. Které ze skalarnich poli u(x,y,z) =x2+ vz a v(x,y,z)=xz+ y2 se meéni v bodé
A=(2,1,3) ve sméru vektoru 7 + j +k rychleji?
a) pole v(x,y,2), b) u(x,y,2),

c) obé pole se méni stejné, d) ani jedno pole se neméni.

10. Stanovte body, v nichz je gradient skalarniho pole u(x,y,z) = x>+ y2 +x%—2x-2 y—2z
kolmy k ose x.

a) vSechny body roviny x =1, b) vSechny body roviny y =1,

c) vSechny body roviny z =1, d) vSechny body roviny x+y+z=1.

Vysledky testu !Ig.ﬂ_

1.¢); 2. a); 3.b); 4. a); 5. d); 6. ¢); 7. b); 8. d); 9. b); 10. a).

&) g

]
Priivodce studiem "f /
Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné v osmi piipadech, pokracujte dale.

V opac¢ném ptipadé je nutno prostudovat kapitolu 3.2 znovu.

2 Shrnuti lekce Z

V této kapitole jsme se seznamili se skalarnim polem, které je v trojrozmérné oblasti Q2

urceno funkci tfi nezavisle proménnych u(x, y,z).

K popisu skalarniho pole slouzi hladiny skalarniho pole o rovnici u(x, y,z) = C, na nichz

skalarni pole nabyva konstantnich hodnot (ekvipotencidly, vrstevnice, izobary, ...).

4
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Dulezitymi charakteristikami skalarniho pole jsou derivace ve sméru a gradient. Derivace
ve sméru je skalarni veliina, kterd uruje miru zmény skaldrniho pole v daném sméru.

Gradient skalarniho pole je vektor, ktery uréuje smér nejvétsiho rustu skalarniho pole.

Ef - 157 - 157
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-

3.3. Vektorové pole

Privodce studiem ‘

K popisu fyzikalnich jevli velmi cCasto uzivame vektorova pole. V této kapitole si
uvedeme definici vektorového pole, pozname jeho zékladni typy a veliCiny, kterymi

vektorové pole popisujeme.

Cile

Cilem této kapitoly je objasnit pojem vektorového pole a jeho zdkladni charakteristiky.

Predpokladané znalosti
Parcialni derivace funkce vice proménnych.
Neurcity integral, integra¢ni metody.

Skalarni a vektorovy soucin vektort.

Vyklad

-

Definice 3.3.1.

Vektorové pole v oblasti QO — E5 je ureno vektorovou funkci

ktera je definovana v oblasti Q.

Vektorové pole tedy pfifazuje kazdému bodu X =(x,y,z) oblasti Q jediny vektor

f(x,y,z), jehoz slozky tvoii funkce P(x,y,z), O(x, v,2), R(x, y,2).

Definice 3.3.2.
Jsou-li funkce P(x,y,z), O(x,y,z), R(x,y,z) spojité v oblasti Q) a Pfaffova forma

P(X)dx+Q(X)dy+ R(X)dz je totalnim diferencidlem kmenové funkce @(x, y,z), nazyva se

tato kmenova funkce potencial vektorového pole f(x,y,z) a plati

0Pp(X) 0p(X)
ox oy

706 7:2) =( , G@(ZX )j — grad §(x, 3,2). (35)

Efm -158-
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Funkce f(x,y,z) se nazyva gradient potencialu a vektorové pole (35) uréené potencialem

#(x,y,z) se nazyva konzervativni nebo také potencialové vektorové pole.

K popisu vektorového pole slouzi vektorové Cary (silocary, indukéni Cary, proudnice).

Jsou to kfivky, jichZ se vektor f(X) v kazdém bodé dotyka, viz obr. 34 a, b, c.

Pro ilustraci uvazujme skalarni elektrostatické pole. Jeho skaldrni hladiny se nazyvaji
ekvipotencialni plochy. Z ptedchozi kapitoly vime, Ze gradient skalarniho pole je vektorova
veli¢ina. Gradient elektrostatického pole tedy urcuje potencidlové vektorové pole, které

charakterizuje intenzitu daného pole.

Na obr. 34 jsou nacrtnuta vektorova pole
a) obvodové rychlosti rotacniho pohybu tuhého télesa,
b) centralniho silového pole,

¢) rychlosti laminarniho proudéni kapaliny.

v(x) Obr. 34a Obr. 34b

S

T~
N
/

§ / (%)

I Obr. 34¢

—t

Zakladni vlastnosti vektorového pole uréuji divergence a rotace vektorového pole.

L]
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Definice 3.3.3.
Necht je vektorové pole urceno vektorovou funkci
f(X)=P(X)i +0(X)] +R(X)k,ptitemz funkce P(X), O(X), R(X) jsou spojité a

diferenciabilni v oblasti Q.

1. Divergenci vektorového pole f(X) je skalarni pole

OP(X) , 20(X) | OR(X)

div f(X)=
AeAS ox oy 0z

=V.f(X). (36)

2. Vektorové pole, v jehoz kazdém bodg plati div f(X) =0, se nazyva neziidlové

(solenoidalni).

Body, v nich plati div f(X) > 0, se nazyvaji ziidla a body, v nichZ plati div (X ) <0,

se nazyvaji nory.

3. Rotaci vektorového pole f(X) je vektorové pole

i j k
0 0 0 =
P(X) O(X) R(X)

rot f(X)=

4. Vektorové pole, v jehoz kazdém bodg plati rot f(X) =0, se nazyva nevirové (bez virt,

laminarni).

Vyznam divergence a rotace vektorového pole si objasnime na vektorovém poli rychlosti

v(x,y,z) stacionarniho proudéni kapaliny.

Divergence vektorového pole v v bodé 4 je skalar, urcujici objemové mnozstvi kapaliny,
které vyteCe za jednotku Casu z jednotkového objemu v okoli bodu 4, neboli vydatnost ziidla

jednotkového objemu.

Rotace vektorového pole v vbodé 4 je vektor, jehoz smér urcuje osu, kolem které

kapalina v malém okoli bodu A4 rotuje jako celek.

Véta 3.3.1.
Vektorové pole f(X)=P(X)i +O(X)]+R(X)k jev oblasti Q potencidlové

(konzervativni) pravé tehdy, kdyz je v Q nevirové, tj. plati rot f(X)=0.

Efm -160-
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Diikaz: a) Je-li pole potencidlové, ma potencial ¢(.X) a plati
dg(X)=P(X)dx+Q(X)dy+ R(X)dz,

proto a_P:a_Q, a_P:a_R, a_Q:a_R, (38)
oy Ox 0z Ox 0Oz Oy

odkud plyne ze vztahu (37) rot f(X)=0.
b) Obréceng, je-li pole nevirové, rot f(X) =0, musi platit vztah (38) a proto Pfaffova
forma P(X)dx+Q(X)dy+ R(X)dz je totdlnim diferencidlem funkce ¢(X). Pole je tedy

potencidlové (konzervativni).

17
Resené ulohy : ; E

Piiklad 3.3.1. Znazorndte vektorové pole f(x,y)=(x—»)i +(x+ )/, které je zadano na

oblasti Q: x? +y2 <4,

Refeni: Zvolime v oblasti Q nékolik bodi a vypogitime piisluiné vektory £, které
jsou témto bodim pfifazeny, viz obr.
e 35.
A=11D— f(1,1)=0i +27,

C _ _
- B=(2,0)—> f(2,0)=27 +27,
A C=(0,2)—> f(0,2)=-27 +27,
D X — — —
B - D:(_zao)%f(_zaO):_Zi _zja

E=(0,-2)—> f(0,-2)=27 —-27,
F=(-L1)—> f(-L,1)=-27 +07.

Obr. 35

Priklad 3.3.2. Rozhodnéte, zda vektorové pole f(x,v,z)=x27 + y>j + 22k je

a) neztfidlové, b) nevirové. ¢) Uréete jeho potencial, pokud existuje.

ReSeni: V daném vektorovém poli je
> OP 6_Q 5 OR )

2 2
P=x",0=y",R=z",—=2x, ,— =
0=y Ox oy 4 oz

Efm -161-
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a) Podle vztahu (36) plati

div f(x,y,z) =2x+2y+2z, vektorové pole je proto ziidlové.

Naptiklad vbodé A4=(1,1,1) plati div f(A4)=6, tedy vbodé A je ziidlo, v bod&
B=(~1,-1,-1), kde plati div f(B)=—6, je naopak nor.

b) Podle vztahu (37) uréime

i 7k
2 2 2 2 2 2
ot T =L & O p| L %) pl @t T 5
ox Oy oz oy 0Oz oz Ox ox Oy
2 2 2
X~ y- oz

dané pole je tedy nevirové. Proto je podle véty 3.3.1 potencidlové, a ma tedy

potencial.
¢) K urceni potencialu vypocitame integraly:

P(X)dx = x2dx = £+ G,
J J¥tar=3

3
[oc)dy =Iy2dy=y?+cz :

3
z
.[R(X)dy :Izzdy =?+C3 .
Uvédomime si, Ze neurcity integral je definovan jako mnoZina primitivnich funkei.
Potencial ur¢ime jako sjednoceni téchto funkci. Znamena to tedy, ze zadné funkce se
ve vysledku nesmi opakovat.
3

3.3 3 33
¢(X)=IP(X)dquQ(X)dyujR(X)dz:%+%+%+C:$+C.

Piiklad 3.3.3. Vektorové pole sily F sméfuje do po¢atku soustavy soutadnic a jeho velikost

v libovolném bod¢ X (x, y,z) je rovna pievracené hodnoté ¢tverce vzdalenosti bodu

X(x,y,z) od pocatku. Urcete, zda toto pole je potencialové.

ReSeni: Sila F ma smér polohového vektoru bodu X OX =X -0=(x,y,z), ale

opacnou orientaci: F =(—cx,—cy,—cz), kde ¢ € R je konstanta umérnosti.

Pro jeji velikost plati | F |= \/czx2 + czy2 +c?z? = c\/xz + yz 472 ,

vzdalenost bodu X (x, y,z) od podatku je | OX | = yx* + 1% +2°.

L]
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N
AN

1 1
|OX\2 x2+y2+22’

T [ 1
Porovnanim zjistime ¢ X2+ y2 +22 = -

Podle zadani je |F|=

X7+ y2 +z
a ur¢ime c= ! .
(x2 +y2 +Z2)3/2
Vektorové pole ma proto slozky
F(X)=P(X)i +Q(X)] +R(X)k =
_ xi B i B zk
(x2+y2+22)3/2 3/2 3/2°

(x2+y2+22) (x2+y2+22)

Podle vztahu (37) vypocitame

— — 3yz(x2+y2+22)1/2 3yz(x2+yz+zz)1/2
rot F(X)=i 2. 2. 23 2. 2. 23 |T
(x“+y“+z7) (x“+y°+z9)

+

+j—, 3xz(x2 +y2 +22)1/2 B 3xz(x2 +y2 +22)1/2
()c2 + y2 + 22)3 ()c2 + y2 + zz)3

+k

=0.

= 3xy()c2 +y2 +22)1/2 3 3xy(x2 +y2 +22)1/2
(x2 +y2 +22)3 (x2 +y2 +Z2)3

Vektorové pole je proto nevirové a podle véty 3.3.1 je také potencialové.

Ulohy k samostatnému feseni

1. Urcete divergenci a rotaci daného vektorového pole:

a)
b)
c)

d)

f(x, V,z)= 2xi + 3y7 + 421;,
f(x, y,z)= x2y21T + xyZZJ_' + xyzzl;,
f(x,y,2)=(sin y+2z)i +(xcosy—z)7,

j_’(x, V,z)= gma’(x3 + y3 + 23).

2. Rozhodnéte, zda dané vektorové pole je neziidlové, nevirové, potencialové. Urcete
potencial, pokud existuje.

a)

b)

c)

f(x, y,z)= (x2 +yz)lT+ (y2 + xz)]_'+ (22 + xy)l;,
f(3,2)=(y+2)0 +(x+2)] +(x+ )k,

f.y.2)=x1 —z2] + vk,
Yy JTYy

Ef o
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d) j_’(x, v,z) = grad(xyz).

S| - - = .
3. Je proudéni o rychlosti v =(—+2z)i _iz j +xk laminarni ?

Y

Vysledky uloh k samostatnému feseni

1.a) div f =9,rot f =0;b) div f =6xyz, rotfz?x(zz—y2)+7y(x2—22)+1;z(y2—x2);
¢) div f=—xsiny,rot f =i + ] ;d) div f =6x+6y+6z,rot f =0.

x3+y3+z3

+xyz+C;
3 Y

2. a) ziidlové, nevirové, potencidlové, @(x,y,z) =

b) neziidlové, nevirové, potencidlové, @(x, y,z)=xy+xz+yz+C;
¢) ztidlové, virové, neni potencidlové, nema potencial;
d) neztidlové, nevirové, potencialové, @(x,y,z)=xyz+C.

3. Ano.

Kontrolni otazky
1. Vektorové pole v trojrozmérné oblasti Q je obecné definovano funkei:
a)  [(0)=(x(0), y(0), z(t)),
b) u=u(x,y,z),
©) [(x%2,2)=P(x,y,2)i +O(x,y,2)] +R(x,,2)k,
d)  f(x,y,2)=P(x,y,2)+ O(x, ,2) + R(x, ,2).
2. Divergence vektorového pole f'(x,y,z) je pole:
a) Vektorové, b) skaléarni,
¢) neni to zadné pole, d) tenzorové.
3. Vektorové pole f(x,,z), v jehoz kazdém bodg plati div f(x,y,z) =0, se nazyva:
a) Potencialové, b) nevirové,
c) neziidlové, d) rotacni.
4. Divergence vektorového pole f(x,y,z) je dana vztahem:

a) div f(x,y,2)=V.f(x,1,2),

b) div f(x,y,z) =V: f(x,y, z),

Efm -164-
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& P&

) div f(x,3,2)=Vxf(x,9,2),
d) div f(x,y,2)=V+ f(x,9,2).

5. Rotace vektorového pole f(x,y,z) je pole:

a) Vektorové, b) skaléarni,

¢) neni to zadné pole, d) tenzorové.
6. Vektorové pole f(x,y,z), v jehoz kazdém bods plati rot f(x,y,z) =0, se nazyva:
a) Skalarni, b) nevirové,
c) neziidlové, d) rotacni.
7. Rotace vektorového pole f(x,y,z) je dana vztahem:
a) rot f(x,y,2)=V.f(x,v,2),
b) rot f(x,y,2)=V: f(x,y,2),
©) rot f(x,,2)=Vxf(x,.2),
d) rot f(x,y,2)=V+f(x,9,2).

8. Vektorové pole f(x,y,z) je potencidlové pravé tehdy, kdyz je:
a) Skalarni, b) nevirové,

c) neziidlové, d) rotacni.

Odpovédi na kontrolni otazky

1. ¢);2.b); 3. ¢); 4. a); 5.a); 6.b); 7. ¢); 8. b).

Privodce studiem

& e

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné v Sesti pripadech, pokracujte dale.

V opacném ptipadé je nutno prostudovat kapitolu 3.3 znovu.

Kontrolni test &

1. Vypotitejte divergenci vektorového pole f(x,y,z)=e"yzi +xe”zj +xye’k.
a) div f(x,y,z)=e"yzi +xe’zj +xpek ,

b) div f(x,y,2)=(e"yz, xe’'z, xye®),

Efm -165-
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) div f(x,y,2)=xyze" T+,

d) div f(x,y,2)=e"yz+xe”z+ xye” .

2. Vypotitejte divergenci vektorového pole f(x,y,z)=e"yzi +xe’zj + xye’k v bodé

A=(1,0,0).
a) div f(4)=(0,0,0), b) div f(4)=(1,0,0),
c) div f(4)=1, d) div f(4)=0.

3. Vypotitejte rotaci vektorového pole f(x, y,z) = yze™i +xze” ] + xyek .
a) rot f(x,y,z)=x(e" —e¥)i +y(e* —e*)] +z(e” =)k,
b) rot f(x,y,2)=x(e” =)+ y(e* —e*)+z(e” —€),
c) rot f(x,y,z)=x(e" +e¥)i +y(e* +e°)] +z(e” +e )k ,
d) rot f(x,y,z)=xp(e” —e¥)i +yz(e* —e?)j +xz(e” —e")k .

4. Vypotitejte rotaci vektorového pole f(x,v,z) = yze*i +xze” J +xye“k v bodé
A=(1,0,0).
a) rot f(4)=(0,0,0), b) rot £(4)=(1,0,0),
¢) rot f(A)=1, d) rot f(A4)=0.
5. Rozhodnéte, jaké je vektorové pole f(x,v,z)=e"yzi +xe’zj + xye’k .
a) Nevirové a neziidlové,
b) nevirové a ziidlove,
c) virové a neztidlové,
d) virové a ztidlové.
6. Ur&ete potencial vektorového pole f(x,v,z)=e"T +e” ] +ek , pokud existuje.
a) d(x,y,z2)=e"i +e’j+k +C,

b) #(x,y,z)=€" +e’ +e” +C,

) Px,yz)=e"TE 4 C,

Ef o
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d) potencial neexistuje.
7. Uréete potenciél vektorového pole f(x,y,z) = grad(x+ y + z) , pokud existuje.
a) d(x,y,z2)=x+yz+C, b) d(x,y,z)=xy+z+C,
c) ¢(x,y,z)=x+y+z+C, d) potencial neexistuje.
8. Je proudéni o rychlosti v = (y+2)i +(x+2z)] +(x+ y)k laminarni ?
a) Ano, b) ne,
C) jennaosex, d) jen v pocatku soustavy soutadnic.
9. Uréete, zda je vektorové pole f(x,y,z) = grad (In(x+ y + z)) neziidlové.
a) Ano, b) ne,
C) jennaose x, d) jen v pocatku soustavy soufadnic.

10. Urgete, zda je vektorové pole f(x,y,z) = grad (In(x+ y +z)) nevirové.
a) Ano, b) ne,

C) jennaosez, d) jen v pocatku soustavy soutadnic.

Vysledky testu

S re

1.d); 2. d); 3. a); 4. a); 5. d; 6. b); 7. ¢); 8. a); 9. b); 10. a).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpovédéli nejméné v osmi ptipadech, pokracujte dale.

V opacném piipadé je potieba prostudovat kapitolu 3.3 znovu.

Shrnuti lekce z

V této kapitole jsme se seznamili s vektorovym polem, které je v trojrozmérné oblasti Q

urceno vektorovou funkci tii nezavisle proménnych
f(x, v,z)=P(x,y,2)i +0(x,y,2)] +R(x, y, 2)k .

Vektorové pole miizeme ilustrovat vektorovymi ¢arami (z fyzikalnich pokust na zakladni

Skole si jist¢ pamatujete tvar magnetickych indukénich car).

Vyznamnymi charakteristikami vektorového pole jsou divergence a rotace.

Divergence vektorového pole je skalarni veli¢ina, ur¢end vztahem

Efm -167-
4



Matematika Il Vektorova analyza

-

OP(X) N 00(X) N OR(X)
Ox oy 0z

div f(X) = =V.f(X).

Vektorové pole, v jehoz kazdém bodé¢ je divergence nulové, nema ziidla ani nory, proto se
nazyva neziidlové.
Rotace vektorového pole je vektorova veli¢ina, ur¢ena vztahem

j k

|~

rot f(X)= o % =Vx f(X).

oy
P(X) O(X) R(X)

Vektorové pole, v jehoz kazdém bod¢ je rotace rovna nulovému vektoru, nevytvaii viry,

proto se nazyva nevirové.

3.4. Operace druhého radu

Privodce studiem

V ptedchozich kapitolach jste poznali operaci gradient skaldrniho pole, jejimz vysledkem
je pole vektorové. Vysledkem divergence vektorového pole je pole skalarni. Rotace
vektorového pole je opét vektorové pole. Muzeme tedy vSechny tii operace znovu provadét

s noveé vzniklymi poli. Tak ziskdme operace druhého tadu.

Cile
Cilem této kapitoly je objasnit opakované pouZiti operaci gradient skalarniho pole,

divergence a rotace vektorového pole.

Predpokladané znalosti
Parcialni derivace funkce vice proménnych.
Neur¢ity integral, integraéni metody.

Skalarni a vektorovy soucin vektorti.
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Vyklad

Je dano skalarni pole u(x, y,z) a vektorové pole  f(x,v,z) = P(x,,2)i +O(x,y,2)] +
+R(x,y,2)k, ptigemz funkce u(x,y,z), P(x,,z), O(x,y,z), R(x,y,z) jsou dvakrat spojitd
diferenciabilni v oblasti Q.

Operace grad u(x, y,z)=Vu(x, y,z), (33), div f(x,y,2)=V.f(x,,z) (36)
a rot f(x,y,z)=Vx f(x,y,z) (37) nazyvame operacemi prvniho fadu. Vysledkem operaci
grad u(X) arot f(X) jsou vektorova pole, vysledkem div f(X) je pole skalarni. Jestlize

na tato pole znovu aplikujeme operace gradient, divergence a rotace, mizeme vytvorit pét

operaci druhého tadu:

2 2 2
div grad u(X)=V.Vu = i,i,i . 6_u,6_u’8_u :8 u+8 u+6 u:Au,
ox Oy 0z )\ox oy 0z ) ol 8y2 072
2 2 2
pricemz operator A= 0 >+ 0 >+ 0 3 (39)
ox® oy° oz
se nazyva Laplaceliv operator,
i J Kk
rot grad u =V xVu = 9 2 9 =
ox 0oy oz
u o o
ox 0oy oz
(P Pu| [Pu Pu) - Pu u)| _
=1 = +J = +k = =0,
0y0z 0y0z Ox0z Ox0z Ox0y  OxOy
i J ok
divrot f =V.(Vx f)= E,i,i i 9 i:
Ox Oy 0z )|0x Oy Oz
P O R

(a d aMaR o0 oP R 00 aPJ

o'y oz f\oy @z'ez oxex oy

_?R_0 op R 0 o
Ox0y 0Ox0z 0y0z OxOy Ox0z Oyoz
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graddlvf V(Vf) [8 8 8}({8 8 aJ(PQR)j

8882 8x88

0 0 o)er o0 or 82P+82Q+82R
o’ oy’ oz a ay oz o2 oxdy oxoz’

82P+62Q+ 0’R 0°P 82Q+82R
ox0y ay oyoz’ Gxﬁz Oyoz g2

_[&*p &*p &*p 82Q 0’0 80 . *R &*R &°R)_
o2 oxby’ oxoz 8x8y ayz 0y0z ooz’ Oyoz” g2

68P6P8P+ @@@ OR OR OR
ox\ox’ oy dz) oyl ox’ oy’ oz 82 o 8y oz

= grad 6_P + grad 8_Q + grad a—R, (40)
ox oy 0z

= 9 gradP + 9 gradQ + 9 gradR,
ox oy 0z

rotrot [ =Vx(Vx f)=grad div f —Vf dokazeme analogicky.

Poznamky

1. Protoze rot grad u =0 pro kazdé skaldrni pole u a dif rot f =0 pro kazdé vektorové pole

f, je ziejmé, Ze tyto dva operatory druhého radu nemaji prakticky vyznam.

2. Teoreticky lze dalsi aplikaci operaci grad u=Vu, div f =V.f a rot f =V« f vytvoFit
celkem devét operaci druhého rFadu. Operace grad grad u, grad rot f,divdiv f,rot div f

vSak nelze vytvori:

Vysledkem operace grad u je vektorové pole f, proto na né nelze znovu aplikovat gradient

(je definovan vyhradné pro pole skalarni).

Vysledkem operace rot f je vektorové pole g , proto na né nelze znovu aplikovat gradient (je

definovan vyhradné pro pole skaldarni).

Vysledkem operace div f je skaldrni pole u, proto na né nelze znovu aplikovat divergenci (je

definovana vyhradné pro pole vektorove).
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Vysledkem operace div f je skaldrni pole u, proto na né nelze znovu aplikovat rotaci (je

definovana vyhradné pro pole vektorové).

3. Shrneme-li predchozi poznamky, vidime, vyznam maji pouze tri operace druhého radu.

2 2 2
Nejdulezitejsi z nich je Laplaceiiv operdtor Au = 0 = 0 5 0 == div grad u(X)=V.Vu.
ox~ oy° oz

4. Skaldarni pole u(x,y,z), vjehoz kazdém bode plati Au(x,y,z)=0, se nazyva Laplaceovo

pole.

1z 17
-v Resené ulohy ; '

Priklad 3.4.1. Vypocitejte Au, kde u =u(x, y,z)=3x> +4y° —22%.

Refeni: Podle vztahu (39) musime vypoditat viechny druhé &isté parcialni derivace

funkce u(x,y,z).

2 2 2
G gy, T g2 Ty, G g3 T 42
ox ox? Ay o? oz 022

Platitedy Au=6+24y— 24z% . Pole u =3x* +4 y3 ~27* tedy neni Laplaceovo.

Piiklad 3.4.2. Vypotitejte operace grad div f ,kde f = f(x,y,z)=xyzi +xyzj + xyzk .

Reseni: Pouzijeme vztah (40).

oP o0 OR
P p—y p— p— R N —— N —— N —— N
xyz=0Q . vz o Xz = xy

arad L —0,2,y), grad?@ =00, grad R =(,x,0),
ox oy oz

grad div]_”=(0,Z,y)+(z,0,x)+(y,x,0):(y+z,x+z,x+y).

\I.IZ Ulohy k samostatnému feseni \I.IZ
AN AN

1. Vypocitejte Au, je-li dano:

) u(x,y)=x"+)°,

b) u(x,y)=4x> )2,
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c) u(x,y,z)= x2+y2+22,

) u(ryz)=—
T Jx+y+z

2. Rozhodnéte, zda dané vektorové pole u(X) je Laplaceovo:

a) u(x,y)= 2x2 +3y2,

b) u(x,y)=\/4+x2 +y2,

c) u(x,y,z)= X2 +y2 +22 -3xyz,

&) uley,z)=t4243,
X y z

e) u(x,y,z)=x+y+z-3.

Vysledky uloh k samostatnému feseni

2 d) Au= 4

\/x2+y2+22 (x+y-|—z)5

2. a) neni; b) neni; ¢) neni; d) neni; e) je.

1.a) Au=4;b) Au=6;¢) Au=

Shrnuti lekce

V této kapitole jsme se naucili skladat operace gradient skalarniho pole, divergence a
rotace vektorového pole. Vysledkem skladani jsou operace druhého fadu. Ukézali jsme si,
které operace druhého fadu lze provést a jaky je jejich vysledek. Zdivodnili jsme, pro¢

nékteré operace druhého fadu neexistuji.
Nejvetsi vyznam v praxi ma operace div grad u(X), jejimz vysledkem je Laplaceiv

o%u 82u Ozu

operator Au = + .
ox? 6y2 0z?
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4. KRIVKOVY INTEGRAL

Privodce studiem

V prvnim ro¢niku jste se seznamili s integralnim poctem funkce jedné proménné, v prvni
a druhé kapitole tohoto textu jste poznali vicendsobné integraly — dvojrozmérny a
trojrozmérny. Nyni roz§ifime pojem integral jest¢ dale na integral kiivkovy, jehoz integra¢ni

oblasti je kiivka v rovin€ nebo prostoru.

@ Cile

V této kapitole pozname rovnice kiivky a jeji orientaci, zavedeme kiivkovy integral 1. a
II. druhu a nauc¢ime se tyto integraly pocitat rtiznymi metodami. Nakonec se sezndmime

s vyuzitim kiivkovych integralii v geometrii a ve fyzice.

-

Predpokladané znalosti

Integracni metody (zakladni integracni vzorce, metoda integrace substituci, metoda per

partes), vypocet ur¢itého integralu (Newton — Leibnizova véta).
Dvojrozmérny integral a jeho vypocet.

Analyticka geometrie linedrnich utvari (obecna rovnice piimky, jeji smérnicovy a

usekovy tvar, parametrické rovnice ptimky) a kvadratickych ttvara v roviné (kuzelosecky).
Analytickd geometrie linearnich Gtvart v prostoru.
Vektorova algebra (skalarni soucin vektort).

Vektorova funkce jedné a vice nezavisle proménnych.

4.1. Krivka a jeji orientace

Pravodce studiem

Abychom mohli studovat kiivkovy integral, musime vyjadfit analyticky jeho integracni

oblast (kfivku v rovin€ ¢i prostoru) a také zavést orientaci kiivky.
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-

Cile

Cilem této kapitoly je poznat rovnice kiivky a zavést jeji orientaci.

Predpokladané znalosti

Analyticka geometrie linedrnich utvari (obecna rovnice piimky, jeji smérnicovy a

usekovy tvar, parametrické rovnice piimky) a kvadratickych ttvari v roviné (kuzelosecky)
Analytickd geometrie linearnich Utvart v prostoru.

Vektorova funkce jedné nezdvisle proménné.

Vyklad

V kapitole 3.1.1 jsme uvedli, Zze vektorovou funkci jedné nezavisle proménné ¢
() =x(0)i +y(t)] +z(Ok,te<a,b>
je urCena kiivka k, pokud jsou funkce x(7), y(¢),z(t) spojit¢ v <a,b>. Prfipomenime
ekvivalentni zapis kiivky k ve tvaru parametrickych rovnic s parametrem ¢

x=x(t),y=y(t),z=2z(t), te<a,b>.

-

Definice 4.1.1.
1. K¥ivka k o rovnici f(¢) = x(¢)i + y(t)] +z()k, t €< a,b > se nazyva kladné (souhlasng)
orientovana v < a,b > vzhledem k parametru t pravé tehdy, kdyz jsou jeji body

uspofadany tak, Ze pro libovolné hodnoty #,#, e<a,b>, t; <t,, lezi bod
My = (x(n), ¥(t), 2())) pied bodem M = (x(13), (1), 2(£2)):
Vi, ty e<a,b> t)<ty <& My <M,.
Plati-li naopak
Vi, ty e<a,b> t)<ty & My <M,
nazyva se kfivka k zaporné (nesouhlasné) orientovana v < a,b > vzhledem k parametru t.

2. Je-li kiivka k kladné orientovana v < a,b > vzhledem k parametru t , pak body
A= (x(a), y(a), z(a)) a B =(x(b), y(b), z(b))

jsou jeji krajni body, pricemz bod A se nazyva pocateéni bod a bod B koncovy bod kiivky £.
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3. Plati-li 4 = B, nazyva se kiivka k uzaviena.

4. Kiivka k se nazyva hladka v < a,b >, existuje-li spojita derivace f'(¢) v <a,b >, ktera
jeraznaod o pro Vte<a,b>.

. Kiivka £ se nazyva jednoducha v < a,b >, jestlize sama sebe neprotina, tj.

th,tz e<a,b>: h#b C>M1 iMz.

5%

Poznamky

1. Symbol < znamena predchazi, lezi pred.
2. Krivku kladné orientovanou znacime k., zaporné orientovanou k_.

3. Hladkou kiivku si intuitivné predstavime jako kirivku ,,oblého tvaru®, tedy krivku bez bodii

zlomu ¢i zvratu, v jejimz kazdéem nekrajnim bodeé Ize sestrojit tecnu.

4. Podle bodu 4 v definici 4.1.1 je ki'ivka k hladka v < a,b >, jestlize v < a,b > existuji spojité

derivace x'(t), y'(t), z'(t), které nejsou soucasné nulové

Resené ulohy

Piiklad 4.1.1.Napiste parametrické rovnice
a) usecky s krajnimi body 4 =(ay,ay,a3) a B=(b,b,,b3),

2

b) kruznice x2+y2=r , r>0,

¢) kruznice (x—m)2+(y—n)2 :r2, r>0,

2 2
d) elipsy “+2>=1, a>0, b>0,
a b

o =m)? (r-m)?

e) elipsy — > =1, a>0, b>0.

a b

ReSeni: a) Z analytické geometrie vime, Ze parametrické rovnice usec¢ky, uréené dvéma
body 4 a B, maji symbolicky tvar
X=A4A+t(B-A4), te<0,1>. (41)

Po rozepsani do soutadnic plati
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x=ay+t(byj—ay), y=ay+t(by—ay), z=ay+t(by—az), t€<0,1>.

b) Parametrick¢ rovnice kruznice se stfedem v pocatku soustavy soufadnic a
polomérem » maji tvar

x=rcost, y=rsint, t €<0,27x). (42)
Snadno se o tom piesvéd¢ime umocnénim rovnic na druhou

2 2 2

X~ =r-cos"t, y2=r2

sin2 t

a jejich sectenim

2

X +yz:r2

cos? t+ 12 sinzt:rz(cos2t+sin2 t):r2.1:r2 .

c¢) Analogicky pro kruznici se sttedem v bod¢ S = (m,n) a polomérem r plati
X=m+rcost, y=n+rsint, t€<0,2x).

Po tUprave

X—m=rcost, y—n=rsint

rovnice opét umocnime na druhou

(X—m)z = 1”2 COS2 t, (y—n)z = ]/'2 Sinz t
a secteme
(x—=m)? +(y—n)* =r* cos t+r?sin® t = > (cos” t +sin 1) = 12 .

d) Parametrické rovnice elipsy se sttedem v poc¢atku a poloosami a, b maji tvar
x=acost, y=bsint, t€<0,2r).

Snadno se o tom presvéd¢ime po Gprave

X )
~ =cost, Y _sins
a b

2 2
v w . X .
op€t umocneénim rovnic na druhou (—j = 0052 t, (%j = Sll’l2 t
a

a jejich sectenim

X 2 2
(—j +(1j —cos?t+ sinlr=1.
a b

e) Parametrické rovnice elipsy se sttedem v bod€ S = (m,n) a poloosami a, b maji
tvar

xX=m+acost, y=n+bsint, t€<0,2x).

Opét se o tom presveédcime po Gprave
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N
AN

x—m=acost, y—n=bsint, t€<0,27x),

X—m y—n .
=CO0S/, T=smt.

a

2
., ) xX—m 2
Umocnénim rovnic na druhou dostaneme =cos ¢,

a po jejich secteni plati:

xX—m 2 —n 2
( ) +[y7j =coszt+ sin2t=1.

a

Ulohy k samostatnému feseni
1. Napiste parametrické rovnice
a) usecky s krajnimi body 4=(1,2,3) a B=(3,2,1),
b) kruznice X2+ y2 =9,
N A
¢) pulkruznice x“+y~ =3, y>0
d) kruznice 2+ y2 —-4x =0,

e) kruznice x? +y2 +16y =5,

2

f) kruznice x>+ y% —6x+10y =2,

g) elipsy 457 +9y2 =36, x>0,

h) elipsy 9x% +4y? —36x—16y+16=0.

Vysledky uloh k samostatnému feseni
l.a) x=1+2¢, y=2, z=3-2¢, te<0,1>;
b) x=3cost, y=3sint, te<0,27);
c) xzx/gcost, y:\/gsint, te<0,7>;
d) x=2+2cost, y=2sint, t€<0,27);
e) x=\/@cost, y=—8+«/@sint, te<0,2x);

f) x=3+6cost, y=-5+6sint, te<0,27);
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g x=

h) x=

N
AR

. T T
3cost, y=2sint, te<——,—>;
22

2+2cost, y=2+3sint, te€<0,27).

Resené ulohy

Priklad 4.1.2. Napiste vektorovou funkci, kterd je rovnici

a) usecky s krajnimi body 4 =(a;,a,,a3) a B=(b,b,,b3),

b) kruznice x2+y2 :r2, r>0

¢) kruznice (x—m)? +(y—n)? =12, r>0,

2 2

d) elipsy “+2-=1, a>0, b>0,
a

e) elipsy -

b—2:

2 2
oy | o) 1, a>0, b>0.

a b2

ReSeni:  Stai zapsat vysledky piikladu 4.1.1 ve tvaru vektorové funkce:

a) f(0)=(ay +1(b —a)i +(ay +1(by —a))j + (a3 +1(by —a3)k, 1€<0,1>,
b) f(t)=rcosti +rsint j, te<0,27),

¢) f()=(m+rcost)i +(n+rsint) j, te<0,27),

d) f(t)=acosti +bsint j, te<0,27),

e) f(t)=(m+acost)i +(n+bsint);j, te<0,27).

Ulohy k samostatnému feseni

2. Napiste vektorovou funkci, ktera je rovnici

a)
b)
c)
d)

e)

i3]

usecky s krajnimi body 4=(1,2,3) a B=(3,2,1),
kruznice x° +y2 =9,
G2 2
kruznice x“ +y“ =3, y>0
kruznice x° +y2 —4x =0,
kruzni 2 2 _
Znice x“ +y“ +16y =0,

kruznice x>+ y% —6x+10y =0,
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g) elipsy 4xz+9y2 =36, x>0,
h) elipsy 9x> +4y> —36x—16y+16=0,

i) elipsy 4x* +9y% —8x—36y =104.

Vysledky uloh k samostatnému feseni
2.23) f()=(1+20)i +27+(B-20)k, te<0,1>;
b) f(t)=3costi +3sint j, t€<0,27);
¢) f(1)=~3costT +Bsint ], te<0,7>;
d) 7 (1)=(2+2cost)i +2sint j, te<0,27);
e) F(t)=69costT +(-8+/69sin?)7, te<0,27);
f) 7()=B+6cost)i +(-5+6sint) ], t€<0,27);

g) f()=3costi +2sint J, te<—%,%>;

h) f(t)=(2+2cost)i +(2+3sin?)j, te<0,27),

i) f(t)=(1+6cost)i +(2+4sint)j, te<0,27).

Kontrolni otazky

1. Ktery z nésledujicich zapist vyjadiuje kiivku v roviné formou parametrickych rovnic?

a) x=x(1),y=y(t),z=2(t), te<a,b>,

b) x=x(t), y=y(t), te<a,b>, funkce x(t), y = y(t) spojité v <a,b>,

¢) x=x(t),y=y@), te<a,b>,

d)  f(O)=x@t)i +y(t)]+z@)k,te<a,b>.

2. Ktera z nasledujicich rovnic vyjadiuje kiivku v prostoru formou vektorové funkce?

a) x=x(t),y=y(0),z=2(1), te<a,b>,

b) () =x(0)i +y(t)],te<a,b>, funkce x(¢), y = y(¢) spojité v <a,b>,

¢) x=x(1),y=y(), te<a,b>,
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d) (O =x)i +y(t)] +z(k,te<a,b>, funkce x(¢), y = y(t) ,z = z(¢) spojité
v <a,b>.
3. Jaké musi byt funkce x(¢), y(¢), aby vektorova funkce
7 () =x()i +y(t)],t €< a,b>vyjadfovala kiivku v roving?
a) Kladné, b) spojité,
¢) monotonni, d) periodické.
4. Parametrické rovnice x = x(t), y = y(¢), z = z(t), t =1 vyjadiuji:
a) Kiivku v roving, b) kiivku v prostoru,

c) bod v roving, d) bod v prostoru.
5. Kruznice x° + y2 = rz, r >0 ma parametrické rovnice:
a)  f(t)=(a+rcost)i +(b+rsint) j, te<0,27),
b) x=rcost, y=rsint, t€<0,27),
¢) f()=rcosti +rsintj, te<0,271),
d) x=rcost, y=rsint, te<0,7).
6. Parametrické rovnice usecky s krajnimi body 4 =(a;,a,) a B =(b;,b,) vyjadiuji rovnice:
a) x=a +tb—a), y=a,+t(by—ay), te<0,1>,
b) x=a+tbj—a), y=ay +t(by—ay), z=az+t(by—az), te<0,1>,
¢)  f(O)=(a;+1(b—a)))i +(ay +t(by —ay))] +(az +t(by—az)k, te<0,1>,
d)  f(t)=(a; +1(b,—a))i +(ay +t(by —ay))], t€<0,1>.
7.Vyraz f(f)=acosti +bsint j, a>0, b>0, t < 0,7 > vyjadiuje:
a) Horni polovinu elipsy se sttedem v pocatku,
b) dolni polovinu elipsy se sttedem v poc¢atku,
c) elipsu se sttedem v pocatku,
d) horni polovinu elipsy se sttedem v bod¢ S =(a,b).
8. Rovnice x =2cost, y=2sint, t €< x,27x) popisuji:
a) KruZznici se sttedem v pocatku a polomérem 2,

b) horni polovinu kruznice se sttedem v pocatku a polomérem 2,
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¢) dolni polovinu kruznice se stfedem v pocatku a polomérem 2,

d) horni polovinu kruznice se sttedem v pocatku a polomérem 4.

Odpovédi na kontrolni otazky

e

1. b); 2.d); 3. b); 4. d); 5. b); 6. a); 7. a); 8. ¢).

Privodce studiem ; )
8

& e

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné v Sesti ptipadech, pokracujte dale. V opacném

ptipadé doporucujeme prostudovat kapitolu 4.1 znovu.

@ Kontrolni test &

1. Urcete parametrické rovnice usecky s krajnimi body 4=(1,3) a B=(-3,2).

a) x=1-4¢, y=3+t, te<0,1>,

b) x=1-4¢t, y=3—-1t, te<0,1>,

c) x=1+4¢t, y=3—t, te<0,40),

d) x=1-4¢, y=3—-t, te<0,+,).
2. Urcete krajni body usecky x=2+¢, y=-3, z=6¢, te<0,1>.

a) A=(-2,-3,0),B=(3,-3,6), b) A=(2,3,0),B=(3,-3,6),

c) A=(2,-3,0), B=(3,-3,6), d) A4=(2,-3,6), B=(3,-3,0).
3. Kruznice x:2\/§cost, y:2\/§sint, t €<0,27) ma polomér

a) r=232, b) r=+2,

c) r=2, d r=8.

4. Napiste vektorovou funkci, ktera je rovnici pravé pualkruznice se sttedem S =(-1,1) a

polomérem r =8.

a) f(t)=(-1+8cost)i +(1+8sint) j, t€<0,27),

b) f(t)=(-1+8cost)i +(1+8sint) j, t <, 27x),

©) f(t)=(1+8cost)7 +(1-8sin?) 7, le<—%,%>,
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d)  F(t)=(-1+8cost)7 +(1+8sint) 7, te<—%,%>.

5. Urcete parametrické rovnice levé poloviny elipsy se stiedem v pocatku a poloosami

a=4, b=1.
. T 37
a) x=4cost, y=sint, te<5,7>,

b) x=4cost, y=4sint, te<%,377z>,

. T 3r
c) x=cost, y=4sint, te<—5,7>,

) V4
d) x=4cost, y=sint, te<5,7r>.

6. Vektorova funkce f(f)=(-2+2cost)i +(1+4sint)j, te< O,% > je rovnici

2 2
a) Casti elipsy (x+2) +(y D =1, x>0, y20,
4 16
2 2
b) &asti elipsy (’“;2) e 161) ~1, x<0, y<0,

c) casti kruznice x2+y2=16, x>0, y>0,
d) &asti kruznice x>+ > =4, x>0, y>0.

7. Kruznice x =2+ \/Ecost, y=-2+ V2 sin t, t €< 0,27) ma stftedovou rovnici:

a) (x-2+(y+27°=2,
b (x-2°-(r+2°=2,
o) (x+2%+(r+2)7%=2,
d) (x=22+(+2)7° =4,

8. Primér kruznice x° + y2 —10x =0, ktery lezi na ose x, lze vyjadfit naptiklad vektorovou
funkei:
a) f(t)=10¢7, te<0,1>,

b) f(t)=10t7 +10t j, te<0,1>,
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c)

d)

f(H=10t7, te<0,1>,

F(O)=10t7 + 7, te<0,1>.

9. Vektorové funkce f(r)=costi +sint j +1k, t€<0,107 > vyjadiuje kiivku

s parametrickymi rovnicemi:

a)
b)
c)
d)

x=sint, y=sint, z=t, te< 0,107 >,
x=cost, y=sint, z=¢, t€<0,107 >,
x=cost, y=sint, z=t, t€<0,27 >,

x=cost, y=sint, z=tsint, t€<0,107 >.

o D 1 ,
10. Parametrické rovnice kiivky x=¢, y=-, t €<1,10 > lze zapsat vektorovou funkei:
t

a)

b)

d)

Odpovédi na kontrolni test

1.b); 2.¢); 3. a); 4. d); 5. a); 6. a); 7. a); 8.¢); 9. b); 10. ¢).

Pravodce studiem

f(t)ztf—lf, te<1,10>,
t

-” - 1—.

f@)=-ti+-j, te<,L10>,
t

f(t)=t7+17, te<1,10>,
t

]7(1):17+L]_', te<1,10>.
10¢

Pokud jste spravné odpovédéli nejméné v osmi piipadech, pokracujte dale. V opaéném

ptipadé je zapotiebi prostudovat kapitolu 4.1 znovu.

Shrnuti lekce Z

V této kapitole jsme se naucili vyjadfit analyticky kiivku v rovin€ nebo v prostoru formou

parametrickych rovnic a ve tvaru vektorové funkce. Také jsme zjistili, jak se prevadi
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parametrické rovnice kiivky na vektorovou funkci a naopak. Zopakovali jsme parametrické

rovnice usecky, kterd je dana krajnimi body, parametrické rovnice kruznice a elipsy.

Definovali jsme orientaci kfivky vzhledem k rostoucimu parametru ¢. Poznali jsme, kdy

se ktivka nazyva jednoducha a kdy hladka.
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4.2. Zavedeni krivkového integralu

Privodce studiem

V prvnim ro¢niku jste zavedli ur€ity integral metodou déleni intervalu < a,b >. Kiivkovy

integral zavedeme na zaklad¢ analogie — rozdélime kiivku & na dil¢i kiivky. Musime vSak

rozliSovat, zda je kiivka k orientovand nebo neorientovana.

Cile

Cilem této kapitoly je objasnit pojem kiivkového integralu I. a II. druhu.

Predpokladané znalosti

Riemanntiv urcity integral, normalni posloupnost déleni.
Vektorova funkce jedné a vice proménnych.

Vektorova algebra (skalarni soucin vektort).

Rovnice kiivky a jeji orientace.

Vyklad

Kiivkovy integrél je jistym zobecnénim pojmu urcity integral, viz [4], [5], [7]. Pro nase
potieby se omezime na jednoduchou hladkou k#ivku £ o rovnici

F(O)=x@)i +y(t) j+z()k, te<a,b>,
kladné orientovanou vzhledem k parametru .

Interval <a,b> rozdélime posloupnosti bodii a=t;<# <ftp<...<t,=b na dilc¢i
intervaly. Tomuto déleni odpovida rozdé€leni kiivky k na n jednoduchych dil¢ich hladkych
kiivek ki, ky,...,k,, viz obr. 36. OznaCime As; délku i-té dil¢i kiivky, i=12,...,n. Na
kazdé dil¢i kiivee k;, i=1,2,...,n, libovolné zvolime bod M;=(x(¢,), ¥(t;), z(;)),
i=12,...,n, kterému odpovidd hodnota parametru ¢;. V kazdém bod¢ M;, i=1,2,...,n
sestrojime jednotkovy te¢ny vektor 7; =7(M;), i=L12,...,n, ktery orientujeme souhlasné

s kfivkou k.
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0 Xl(a) Xli-l X; xl(b) Obr. 36

V oblasti Q, v niz lezi kiivka £, jsou definované, ohrani¢ené a spojité:

«  skalamni funkce u =u(x, y,z) = u(X),
«  vektorova funkce F =F(x,y,z)=F(X)=P(X)i +0(X)] +R(X)k.
V bodech M;, i=1,2,...,n nabyvaji tyto funkce hodnoty u(M;)=u(x(;), y(t;), 2(t;)) a
F(M;) = F(x(t;), y(t;), 2(6;)) = P(M;) T+ Q(M;)] + R(M )k =
= P(x(t;), y(;), 2(t;)) T +O0u(t,), (), 2(1;) ]+ R(x(t;), (1), 2(1; )k -

Vytvofime

* souciny u(M;) As;
«  skalarni souginy F(M l-).A_Sl-, kde vektor A_sl =A §;7;.

Nyni vytvofime integralni soucty

o DuMy) Asp =D u(x(t), y(t;), 2()DA 57, (43)
i=1 i=1

. iF(Mi)-A_Si = iﬁ(x(li), y(;), 2(4)).5;A ;. (44)
i=1 i=1

Definice 4.2.1.

1. Existuje-li pro n > a As; = 0 pro vSechna i =1,2,...,n limita vyrazu (43), pak tuto

limitu nazveme kfivkovym integralem I. druhu funkce u(x, y,z) po kfivce &k a zapisSeme

ju(x, V,z)ds.
k
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2. Existuje-lipro n - a As; —» 0 pro vSechna i =1,2,..., n limita vyrazu (44), pak tuto
limitu nazveme k¥ivkovym integralem II. druhu vektorové funkce F(x,y,z) po k¥ivce

k, azapiSeme

j F(x,y,z).ds.
k+

Poznamky

1. K¥ivkovy integral I. druhu nezavisi na orientaci krivky, protoze délky dilcich kiivek A 's; ve
vztahu (43) jsou vZdy kladné. Proto se mu také rika neorientovany.

2. Krivkovy integral 1l. druhu zavisi na orientaci kiivky k, protozZe souradnice jednotkového
tecného vektoru t; ve vztahu (44) jsou zavislé na orientaci kiivky. Rikd se mu proto také

orientovany.

Shrnuti lekce

Integracni oblasti kiivkového integralu je rovinna nebo prostorova kiivka.

Kifivku £ jsme rozdélili na dil¢i kiivky normalni posloupnosti déleni. Na kazdé dilci
ktivce jsme zvolili libovolny bod a v ném jsme sestrojili jednotkovy te¢ny vektor, orientovany
shodné s kiivkou k. Kiivkové integraly I. a II. druhu jsme zavedli jako limity integralnich
soucta.

Pokud nezéalezi na orientaci kiivky, jde o kiivkovy integral I. druhu nebo také

neorientovany, ktery zna¢ime I u(x, y,z)ds. Je definovan pro (skalarni) funkci u(x,y,z).
k

Pokud zalezi na orientaci kfivky, jde o kiivkovy integral II. druhu nebo také orientovany,

ktery znacime I F(x,y,z).ds.Je definovan pro vektorovou funkci F(x,y,z).
k
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4.3. Vypocet a vlastnosti kiivkovych integralt

@ Pravodce studiem
\ iy A
8

Pocitat kiivkové integraly podle definice 4.2.1 by bylo velmi pracné a také zdlouhavé.
Existuje nckolik metod, jak tyto integraly pocitat. Nyni se sezndmime se zikladnimi

metodami vypoctu kiivkového integralu 1. a II. druhu.

B - &

Cilem této kapitoly je objasnit metody vypoctu a vlastnosti kiivkového integralu I. a II.

druhu.

' Piedpokladané znalosti '
L L

Integracni metody (zakladni integracni vzorce, metoda integrace substituci, metoda per
partes), vypocet ur¢itého integralu (Newton — Leibnizova véta).

Analytickd geometrie linearnich utvari (obecna rovnice piimky, jeji smérnicovy a
usekovy tvar, parametrické rovnice pfimky) a kvadratickych utvarti v roviné (kuzelosecky).

Analyticka geometrie linearnich Gtvarti v prostoru.

Vektorova algebra (skalarni sou¢in vektort).

Vektorova funkce jedné a vice nezévisle proménnych.

Eﬂ Vyklad %

Kiivkovy integral 1. a II. druhu vypocitdme pievedenim na urcity integral.

Véta 4.3.1.

Necht je dana jednoduché hladka kiivka k vektorovou funkci
@O =x(0)i +y(0)] +z(0)k, te<a,b>,

orientovana vzhledem k parametru ¢. Jsou-li skalarni funkce u(x,y,z) a vektorovad funkce

F(x,v,z)=P(x,y,2)i +O(x,y,2)] +R(x,y,z)k spojité a ohraniené v oblasti Q, v niZ leZi

kiivka k, pak pro kiivkovy integral I. druhu plati:
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b
[utxe, y,2)ds = [u(x(e), y(@), ZOWE2 @)+ 52 (0) + 2 (1) (45)
k a

a pro kiivkovy integral II. druhu plati:

b b
[F(x,,2).d5 = [ P(x(0), y(2), 2(e)(0)dt + [ Q(x(2), y(0), 2())p()dt +
k a a

b
+8J.R(x(t), y(), z(1))z(t)dt, (46)

kde ¢ =+1 v ptipadé kladné orientace kiivky k vzhledem k parametru ¢,

resp. ¢ =—1 v piipad€ zaporné orientace kiivky k vzhledem k parametru 7.

Vyraz (45) pochopime, uvédomime-li si, ze element délky kiivky ds v prostoru tvoii

vlastné télesovou uhlopficku kvadru o délkach stran dx, dy, dz . Pro jeho délku proto plati

ds = (dx)? + (dy)? +(d2) = Gi(0)de)? + (GO)dt)? + (E(0)de)? =520+ 72 (0) + 22 (1)
(47)
K odvozeni vyrazu (46) je nutno nejprve provést skalarni soucin
F(x,y,2).ds = (P(X), O(X), R(X)).(dx, dy, dz) = P(x, y,z)dx + Q(x, y,z)dy + R(x, y, z)dz
a pak vypocitat diferencidly dx = x(¢)dt, dy = y(t)dt, dz = z(t)dt.

Vlastnosti kiivkovych integralii ptimo vyplyvaji z definice souctii (43) a (44).

Véta 4.3.2. (Vlastnosti kiivkovych integrali)

1. j cu(X) ds 4j u(X) ds, j c F(X)ds =c j F(X)ds,
k k k, k,

2. j W(X)+v(X))ds = j u(X) ds+[v(X) ds,
k k k

[ F(x)+G(x)).ds = [ F(X)ds + [ G(X)ds,
k, k, k,

3. Ju(x)ds =[u(x)ds+ [ u(x)ds,
k ki ky
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j F(X)ds = j F(X).ds + j F(X)ds,
k+

k1+ k2+

4. j F(X)ds =— j F(X)ds,
k, k

pfi¢emz skalarni funkce u(X), v(X) a vektorové funkce F(X), G(X) jsou spojité a

ohraniCené v oblasti QQ, v niz lezi kiivka &k, c € R.

Ktivky k; a kp vzniknou rozd€lenim kiivky & na dvé Casti.

Poznamky

1. Prvni a druhou viastnost miizeme vyjadrit takto: Krivkovy integrdl I. a II. druhu je linearni

operator.

2. Treti viastnost vyjadiujeme takto: Krivkovy integrdl I. a II. druhu je aditivni funkci

integracniho oboru.

3. Ctvrta vlastnost se tykd vyhradné kiivkového integralu II. druhu: Zménime-li orientaci
krivky k na opacnou, zmeni se znaménko krivkového integralu Il. druhu. Tato vlastnost plyne

primo ze vztahu (46).

Prakticky vypocet kiivkového integralu zavisi na zpusobu, jakym je zadana kiivka k.

a) Kiivka K je uréena parametricky (nebo ekvivalentni vektorovou funkci).

k: x=x(t), y=y(t), z=z(t), te<a,b> (f(1)=x()i + ()] +z()k, t e<a,b>).

Kiivkovy integral I. druhu vypocitame dosazenim do vztahu (45). Je vyhodné dodrzovat

pii vypoctu nasledujici postup:

1. Vypocitame derivace x(z), y(2), z(¢).

2. Dosazenim do vztahu (47) vypogitdme ds = \/xz () + 92 () + 22 () dt.
3. Dosadime do zadani podle vztahu (45) za x = x(¢), y = y(t), z = z(¢) a ds.

4. Znamymi integraénimi metodami vypocitame takto ziskany urcity integral.
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Resené ulohy

Priklad 4.3.1. Vypocitejte integral F' = _[(xz + y+3z)ds, kde kiivka £ je GseCka OA4,
k

0=(0,0,0), 4=(a,0,0),a> 0.

Reseni:  Kiivku k vyjadiime podle vztahu (41) parametricky
x=at,y=0,z=0,te<0,1>,

vypocitame derivace x=a, y=2=0,
podle vztahu (47) ur€ime ds = a’ +0?% +0%dt = adt

1 3 1
a dosadime do vztahu (45): F = J‘(azt2 +0+3.0)adt = a [%:l = §a3.
0

Ulohy k samostatnému feseni

1. Vypocitejte kiivkové integraly po prostorovych kiivkach:

a) j (x+2)ds, k : Gsecka AB, A=(1,2,3), B=(3,2,1),
k

b) J.xzds,k:x:t,yzg 2t3,z:%t2,te<0,1>,
k

c) .[(xz +y2 npe )ds, k : prvni zavit Sroubovice x =acost, y =asint,z=at,a >0,

k
ZZ
d) _[ > ds, k : prvni zavit Sroubovice x =cost, y =sint, z =t,
PXT+y

e) Izds,k:x:tcost,y:tsint,z:t,te< 0,1>,
k

f) j(z+ x2+y2)ds,k: x=tcost,y=tsint,z=t,t€<0,1>.
k
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Vysledky uloh k samostatnému feseni
9 3 4 - 8 3 1
1. a) 8/2; b) =5 ¢) 27a V2 ST ) SN e)§(3\/§—2\/§);

f) %(3@—2@ .

Poznamka

Pokud je krivka k zaddna pouze v rovine, tj.
k: x=x(t),y=y(t), te<a,b> (nebo f(t)=x(t)i +y(t)], te<a,b>)

vyrazy (45) a (47) se zjednodusi:

b
[u(x, y)ds =[u(x(@), yOWE* @) + 37 @)dt, (452)
k a

ds =52 (t) + i (P)dt. (472)
Resené ulohy

Priklad 4.3.2. Vypocitejte integral G = J.i, kde k je isecka KL, K =(0,-1), L =(2,0).
X=y
k

ReSeni: Usecku KL vyjadiime podle vztahu (41) parametricky
x=2t, y=—1+t, te<0,1>,

vypocitame derivace x =2, y =1

a podle vztahu (47a) je ds =22 +12dt =~/5dt.

1 1
1
Dosadime do vztahu (45a): G :j%zx/g Ltlzx/g[ln|t+l|]0 =/5In2.
0 t—(-1+1) ol T

Priklad 4.3.3. Vypocitejte integral H = Ids, jestlize kiivka k je prvni oblouk cykloidy

k

x=a(t—sint), y=a(l—cost), t€<0,27 >.
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Refeni:  Abychom mohli dosadit do vztahu (47a), musime vypo¢itat derivace
x=a(l—cost), y=asint.

Po dosazeni do vztahu (47a) dostaneme:

ds = az(l—cost)z+a2sinztdt:a\/1—2cost+coszt+sin2tdt:a\/2—200st:
= axJ2\/1-costd :aﬁ.ﬁsin%dt:msin%dt

(pfi upravé jsme pouzili vztah siné = 1= ;OSZ ).

Po dosazeni do vztahu (45a) plati

27 / / 2r
H= j 2asin—dt =2a| —2cos— | =-4da(-1-1)=8a.
0 2 2,

Ulohy k samostatnému feseni
2. Vypocitejte kiivkové integraly po rovinnych kiivkach :

a) jxds, k :Gsecka, spojujici body O=(0,0), B =(1,2),
k

b) I(x2 +y2)ds,k: kruznice x =acost, y=asint,a > 0,1t €< 0,27 >,
k

0 j ds
k \/x2+y2

d) j ds, k : usecka AB, kde 4 = (-2,-4), B = (6,12),
k

, k : pulkruznice x =3cost, y =3sint,t €< 0,7 >,

o | 9 - isecka AB, kde A= (2.4), B=(3.1),
kx+y

2

f J.xzds, k : horni polovina kruznice X%+ y2 =a“,a>0,

k

g) I\/xz +y2ds,k:x:a(cost+tsint),y:a(sint—tcost),a >0,te<0,27 >,
k

h) J.\/Zyds, k : prvni oblouk cykloidy x = a(¢ —sint), y = a(l—cost), a > 0,
k
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1) I xyds, k : strany obdélnika, které lezi na pfimkach x=0, y=0,x=4, y =2,
k

.[(x + y)ds, k : strany trojuhelnika ABC, 4=(1,-1), B=(2,-1), C =(1,0),
k

S| x2yds, k : oblouk kruznice x” + y* = a® mezi body 4 = (a,0), B = (0,a), a >0,
k

) ) V4
Ixzds, k : oblouk asteroidy x =a cos> t,y=a sin> t,a>0,te<0,—>,
k

m) j(xy+x+y—1)ds, a) k:usecka AB, A=(1,2,), B=(-2,1),
k

) k :Gsecka spojujici pruseciky kiivek y = X2 , X = y2 ,

y) k:pramér kruznice X2+ 2x+ y2 =0 lezici na ose x.

Vysledky uloh k samostatnému feseni

2 3
2. a) %JE; b) 27a>; ¢) 7; d) 8/5; e) gln% 1)5 ra’; g)"T (+472)2 -1/

h) 4zaa; i) 24; §) 1++/2; k)%a4; l)%a m) a)——f 0,8)~ fy) 4.

Umluva

1. Pokud v nasledujicich prikladech nebude wuvedena orientace integracni cesty,

predpokladame, Ze kiivka je orientovana kladné vzhledem k parametru t.

2. V zapisu krivkového integralu II. druhu J. F(x,y,2).ds provedeme predepsany skaldrni

k.

soucin a budeme ho psat ve tvaru '[ P(X)dx+Q(X)dy + R(X)dz.
k+
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Resené ulohy

Priklad 4.3.4. Vypocitejte integral [ = jxdx + ydy + zdz, kde k je prvni zavit Sroubovice

x=2cost, y=2sint, z =3t

k

ReSeni: Pro derivace plati x =—2sinz, y = 2cost, z = 3. Pro prvni zavit je t €< 0, 27 >

a po dosazeni do vztahu (46) plati

2z 2z 27
1=1._[ 2c0st(—23int)dt+1._[ 23int.2costdt+l._[ 3t.3dt =
2r 2r
= j (—4sintcost +4sintcost+9t)dt = =187

0

Ulohy k samostatnému feseni

N
LN

3. Vypoditejte kiivkové integraly po prostorovych kiivkach k:

a) Iyzdx —xzdy, k : prvni zavit Sroubovice x =acost, y=asint,z=kt,a >0,k >0,
k

b) I xdx — ydy + zdz, k : orientovana usecka E, A=(1,L1), B=(4,3,2),
k

c) I(x + y+z)dx, k : strany trojuhelnika ABC, A=(1,0,0), B=(0,1,0), C =(0,0,1),
k

xdx + ydy + zdz

\/x +y2 422

e) _[ vzdx + xzdy + xydz, k : prvni zavit Sroubovice x = cost, y =sint, z =t
k

d) , k : orientovana usecka E, A=(0,0,a), B=(0,b,0),0<a<b,

f) j xdz + ydx + zdy, k :lomena ¢ara OABC,
k

0=(0,0,0), 4=(a,0,0,), B=(a,a,0), C =(a,a,a),a>0.
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Vysledky uloh k samostatnému feseni

3.a) —2kz%a>; b)5;¢)0;d) b - a; €) 0; f) a’.

Poznamka

Pokud krivka k lezi pouze v rovine, vztah (46) se zjednodusi a plati

b b
[F(x,).ds = & P(x(t), p(e)x(t)dt + & [ Q(x(0), y(1)) F(D)dlt (462)
k a a

Resené ulohy

Piiklad 4.3.5. Vypocitejte integral J =I > 23’
k (x"+y7)

2

ctvrtkruznice x~ + y2 =4 v prvnim

xdx — ydy

kvadrantu.

kde k je kladn€ orientovana

ReSeni: Parametrické rovnice étvrtkruznice maji podle vztahu (42) tvar

) T
x=2cost, y=2sint,t €< O,5>.

Pro derivace plati x =—2sin¢, y =2cost a podle vztahu (46a) je

v/

T
J-1 j- 2cost(-2sint)dt | 'T- 2sint.2 costdt
o (4 cos? ¢ +4sin? t)3 o (4 cos? ¢ +4sin? t)3
z
_ 1 sin’ ¢ |2 1
8| 2 16’
0
Ulohy k samostatnému feseni
4. Vypocitejte kiivkové integraly po rovinnych kiivkach &:

E
2

= —ﬂ J- sintcostdt =
64 0

y .. ) V4
a) jydx+xdy,k: ¢tvrtkruznice x = acost, y =asint,a >0, t e< 0,5>,

k

b) _[ (x—y)dx+(x+ y)dy, k :orientovana tsecka AB, A= (2,3), B=(3,9),

"
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c) dey, k : orientovana usecka @, A=(a,0), B=(0,a),a>0,
k

2

d) .[(xz —2xy)dy, k : horni polovina kruznice X2+ y2 =a",a>0,

k

e) j (x> + y?)dy, k : strany &tytuhelnika ABCD,
k

A=(0,0), B=(2,0),C =(4,4), D =(0,4),

f)  [yPdv—x’dy,k: tsetka 4B, A=(0,1), B=(1,0),
k

g) dey —ydx, «a)k:prvnioblouk cykloidy x = a(¢ —sint), y =a(l1—cost), a >0,
k

3

p) k : oblouk asteroidy x = a cos> t,y=asin " t,a>0,

2

3at 3at
304> 0,

30

y) k : smycka Descartova listu x =

1+1¢ _1+t

h) I(xy —Ddx+ xzydy, k : oblouk elipsy x = cost, y = 2sint od bodu 4 = (1,0)
k

do bodu B =(0,2),

i) [xydx+(y—x)dy, k: st paraboly y = x* od bodu O = (0,0) do bodu B = (1,1),
k

1) '[(2x + y)dx+(x+2y)dy, k : ¢tvrtkruznice X2+ y2 =4 v prvnim kvadrantu.

k

Vysledky uloh k samostatnému fesSeni

23 1 4 3 112 2 2 3 5 2 4
4.2)0;b) =——:¢) —a’; d) ——a’; &) —: ) =; @) a)—6xa”, ) =na~, ¥)3a"; h) —;
) 0; b) 5 )20 ) 32 ) 3 f) 3 g) a)—6xa”, f3) R 7)3a”; h) 3

1
i)—;j)O0.
)12 J)

o t’*‘i




Matematika IlI Kfivkovy integral

Vyklad

>

b) Rovinna kiivka K je vyjadiena explicitné vztahem y = y(x), x e<a,b>.

V tomto piipadé mizeme rovnici kiivky prevést na parametricky tvar (naptiklad
parametrizaci x=t, y = y(t), t €< a,b>) a dale pokracovat podle vztahl (45a) u kiivkového
integralu 1. druhu, resp. (46a) u kiivkového integralu II. druhu.

Jiny zptsob vypoctu kiivkového integralu I. druhu spociva ve vyjadieni diferencidlu ds

pomoci nezavisle proménné x:

ds =\ (d0)? +(dy)* =\Jdx® + (7' (x)dn) =1+ v (x)d. (47b)

Vztah (45) mé potom tvar

b
[u(x, y)ds = [u(x, y(e)1+ 3% (x)dx. (45b)
k a

Resené ulohy

Priklad 4.3.5. Vypocitejte integral K = j vds, kde k je ¢ast kubické paraboly
k

y:x3,xe<0,l>.

ReSeni: Pro derivaci plati y' = 3x2. Podle vztahu (47Db) je

ds =1+ (3x%)?dx =1+9x* dx a podle vztahu (45b) je

1 1+9x* = m m; =1+9.0% =1 0
K = [ \1+9x* dv =[36x dx = dm m2=1+9.14=10:%.[\/;dm:

0 3 1 1

X dx=—dm
36

1 27 3719 1
:—,—[\/m} =— (10310 -1).

363 | 54
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Ulohy k samostatnému feseni

5. Vypocitejte kiivkové integraly 1. druhu po kiivkach :

a) [(x*+y*)ds, k: tiseeka AB, A =(a,~a), B=(b,~b),0<a<b,
k

b | 9} usecka AB, A=(a.a), B=(b.b), 0<a<b,
kx+y

c) szds,k:yzlnx, xe<1,3>,
k

d) j xds, k : oblouk paraboly y = x> mezi body 4 = (2,4), B =(1,1),
k

e) I yds, k : oblouk paraboly y2 =2x, ohrani¢eny parabolou X2 =2 v,
k

f) j xds, k :useka OB, 0 =(0,0), B =(1,2),
k

g) I xyds, k : strany obdélnika, které¢ lezi na ptimkdch x=0,y=0,x=4, y=2.

k

Vysledky uloh k samostatnému resSeni

5. a) %ﬁ(iﬁ —a*); b) %m‘é : ©) %(10@—2\5); d) %(I%/E—S\B) . €) %(5\6—1);
a
D 2 V5; g) 24
Vyklad

Rovnéz ktivkovy integral II. druhu mizeme pocitat integraci podle nezavisle proménné x,

pokud ve vztahu (46a) nahradime dy = y'(x)dx a y = y(x):

b b
J.I?(x, v).ds =6‘I P(x, y(x))dx + SI O(x, y(x))y'(x)dx.

k a
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1/
'v Resené ulohy

Priklad 4.3.6. Vypocitejte integral L = I(x + y)dx +(x—y)dy, kde k je ¢ast rovnoosé

k
1
hyperboly y=—,xe<2,3>.
X
< ., . 1 ., 1 Y
ReSeni: Pro derivaci funkce y =— plati )' = -— a podle vztahu ( 46b) urcime:
X X
3 3 ~ 3 2 3
Lzl.j(x+1)dx+1.j(x—1)—21dx=j(x+l—i+i3)dx= x——% =
> X > X x 5 X X x 2 2y 5
9 1 1. 185
= —(Q2-0)=—.
2 18 8 72
| o
AR Ulohy k samostatnému resSeni

6. Vypodcitejte kiivkové integraly II. druhu po ktivkach &:

a) Ixydx +(y—x)dy,
k
a) k :orientovana usecka 04,0 = (0,0), 4=(2,2),

f) k:oblouk paraboly y = x> od bodu O = (0,0) do bodu B =(2,4),
y) k :oblouk paraboly y2 =x od bodu O =(0,0) do bodu C =(1,1),
0) k:oblouk kubické paraboly y = x> od bodu O = (0,0) do bodu D =(2,8),

b) [(x*—yPx,
k

a) k : oblouk paraboly y = x> od bodu O = (0,0) do bodu 4 =(1,1),
) k : orientovana usecka @, 0 =(0,0), 4=(1,1),
7) k : oblouk kubické paraboly y = x> od bodu O = (0,0) do bodu 4 =(1,1),
0) k : oblouk paraboly y2 =x od bodu O =(0,0) do bodu 4 =(1,1),
c) IM k : orientovana usecka AB, A = (L1), B=(2,2),

kx+y2
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d)  [(x* =2xp)dx+(y* —2xp)dy, k:oblouk paraboly y = x* od bodu A =(~1,1)
k

dobodu B=(11),

¢) [2xydx+ x2dy od bodu O = (0,0) do bodu B = (1,1),
k

)k :lsecka y=x,
) k : oblouk paraboly y = xz,

¥) k : oblouk paraboly y2 =X,
S) k : oblouk kubické paraboly y=x,

f) I xydx, k : ¢ast sinusoidy y =sinx, x €< 0,7 >,
k

g) [4xsin®ydy+ycos® 2x dy, k: orientovand tisecka O4, O = (0,0), 4=(3,6),
k

h) [ G+ Dy + (o —1)dx,
k

) k:useCka CD, kde C,D jsou pruseciky ptimky 2x+3y =6 s osou y a osou x,

B) k:usetka AB, A=(1,1), B=3,3),
y) k:Cast paraboly y = xz, xe<0,1>,
5) k :&ast kubické paraboly y=x>,x e<—1,1>,

D [Q@x+y)de+(x+2y)dy,
k

a) k:usetka OB, O =(0,0), B =(L,1),
B) k:&st paraboly 12 = x od bodu O = (0,0) do bodu B = (1,1),

y) k :Cast hyperboly yzz, xe<%,2>.
X

Vysledky uloh k samostatnému feseni

132

132 4
5 9

8 20 17
6' ) PSR PR 5 5
a) a) 3 p) 3 7) 30 ) X

2 1
b) a) Ev ﬂ) 0: 7/) 5) _g; C) lnz; d) -

52 13 44
e) a) lv ﬂ) 19 7) 1: 5) 1; f) 7 g) 18,]1) a) _4a ﬁ) ?9 7) 2_07 5) g;
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ha)3 p 3y -2

@T Vyklad

¢) Rovinna kiivka K je vyjadi‘ena v polarnich souradnicich rovnici p = p(¢),

pe<a,p>.

Pouzijeme transformacni rovnice do polarnich soufadnic (5), do kterych dosadime
p=p(@): x=p(p)cosp, y=p(p)sing, pe<a,f>.

Tim jsme ziskali parametrické rovnice kiivky k sparametrem ¢ a pro vypocet

ktivkového integralu I. druhu, resp. II. druhu pouzijeme vztahy (45a), resp. (46a). Pro délkovy

element ds muzeme pouzit také vztah, viz [7], [9],

ds=\[p2 (@) + P (@), kde pl(p)=LLD. @70)

do
17
* Resené ulohy

Priklad 4.3.7. Vypocitejte integral M = j arctglds, kde k je cast Archimedovy spiraly
X
k

p=2¢ lezici uvniti kruhu x” + y> <4, viz obr. 37.

ReSeni: Parametrické rovnice Archimedovy spiraly maji tvar

x=2¢pcose, y=2@sing.

p=2¢

Obr. 37
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Integrand upravime: arctgZ = arctgm =arctg tgp = o.
X 2¢ cos@

Vypocitame derivaci p=2.

Podle vztahu (47¢) plati: ds =+/(29)* +2%do = 2\p* +1 dg.

Horni mez ¢ je ur¢ena polomérem kruhu, v némz spiréla lezi:

p=2tedy2¢p=2 aodtud p=1.
1 37
2 5 2
Dostaneme: M = J-¢.2\/(02 +1ldp = E(goz +D2 | = 5(2\/5 -1).
0 0
Integral vypocitame substituci (p2 +1=t, 2pdp=dt.

Ulohy k samostatnému feseni

7. Vypocitejte kiivkové integraly zavedenim polarnich soutadnic:

2) _[ ds
NG+ )

b) _[ xyds, k : ctvrtkruznice X2+ y2 =% v prvnim kvadrantu,
k

,k:kfivkap:l, pe<l,3>,
»

c) jx\/xz —y2 ds, k : polovina lemniskaty (x2 + yz)2 = az(x2 —yz) prox>0,a>0,
k

viz obr. 23. %

Vysledky uloh k samostatnému fesSeni
2 1 3 2 3
7. a) g(S\/E—\/E), b) El" ,C) g\/ia .

Poznamka

Teoreticky je tedy mozZno vypocitat kiivkovy integral po rovinné krivce k tremi zpiisoby
v zavislosti na tvaru, vjakém vyjadriime kiivku k (parametrickymi rovnicemi, explicitni

rovnici, v poldarnich souradnicich,).
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Resené ulohy

Priklad 4.3.8. Vypocitejte integral N = J.\/xz + y2 ds, kde k je horni polovina kruznice
k

o poloméru » a stfedu v pocatku soustavy soutadnic.

ReSeni: a) Integraéni cestu vyjadiime podle vztahu (42) parametricky:
x=rcost, y=rsint, te<0,7>

a vypocCitdme derivace X =—rsint, y =rcost.

Ur¢ime podle vztahu (47a) diferencial ds = \/ (—rsin t)2 +(rcos t)2 dt=rdt .

Podle vztahu (45a) plati

T T
= [Jreosty? + (rsint)rdt = 1 [ di = 2.
0 0

b) Integracni cestu vyjadiime explicitné: X2+ y2 =72 , tedy y2 =2 —x?,

Odtud pro horni polovinu kruznice plati y =+ 7 —x? ,XES -1, F>.

—X

22

Vypocditame derivaci y' =

2
a ur¢ime podle vztahu (47b) diferencial ds =, [1+ 2x 3 dx = 2r - dx.
rF-x re—x

Podle vztahu (45b) vypocitame

7

N= MT ﬁdx_rzj ﬁ {_}

= 24l =,
2 2

¢) V polarnich soufadnicich ma dand ptlkruznice rovnici p=r, pe<0,7>.

Tedy plati x=rcose, y=rsing, ;11_,0:0

a podle vztahu (47c) je ds =+ 2 +0? do =rdo.
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v v
Podle vztahu (45a) dostaneme N = J.\/(r cos go)2 + (7sin q))zrdgo =72 I do= 7.
0 0

Kontrolni otazky

1. V ¢em spociva rozdil mezi kiivkovym integralem I. a II. druhu?

a) Integrél I. druhu zévisi na orientaci kiivky, integral II. druhu nezéavisi na orientaci
ktivky,

b) integral I. druhu je definovan pro kiivku orientovanou kladné, integral II. druhu pro
ktivku orientovanou zaporng¢,

¢) neni mezi nimi rozdil,

d) integral I. druhu nezévisi na orientaci kifivky, integral II. druhu z&visi na orientaci
kiivky.

2. Ktery z nasledujicich zapist vyjadiuje obecné kiivkovy integral I. druhu?

a) [u(x,y,2)+ds, b)  JuCx,y.2)ds,
k k

0) jf(x,y,z).%, d) ju(x+y+z)ds.
k k

3. Ktery z nésledujicich zépisi vyjadiuje obecné kiivkovy integral I1. druhu?

a) If(x,y,z) +ds , b) J-u(x,y,z)ds ,
k k

0) j Fx,v,2)ds, d) j u(x+ y+z)ds.
k k

4. Podle jakého vztahu vypocitame integral Iu(x, v,2)ds?
k

b
a) Iu(x,y,z)ds = Iu(x(t), y(t), z(¢))ds ,
k

a

b
b)  Ju(x,y,2)ds = [u(x(t)+ y(0) + z(t))ds,
k

a

b
0)  [uCx,y,2)ds = [ (x(t) + y(t) + 2(t))ds ,

a

k
Efm -205-
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b
d) j u(x,y,z)ds = j u(x(t), (1), z(¢))du .
k a

5. Podle kterého vztahu vypocitame diferencial ds?

a) ds=[x(t)+ y(t) + z(t)dt ,

b) ds = \x(t)+ y(t) + z(t)dt

¢) ds= sz(z) + Y2 (1) + 22 (t)dt,

d) ds=E20) + 52(0) + 22(0)dr

6. Jak vypocitame kiivkovy integral 1. nebo II. druhu souctu funkci?
a) Jeroven souctu integrald, b) je roven soucinu integrald,
c) jeroven rozdilu integrald, d) jeroven podilu integralti.

7. Jak se zméni kiivkovy integral II. druhu, zaménime-li orientaci kiivky?

a) Nezméni se, b) vysledek se zdvojnasobi,

c) ma opacné znaménko, d) jeroven 0.

8. Podle jakého vztahu vypocitaime integral IF (x,y).ds ?
k

b b
a) [ F(x,p).ds = [ P(x(¢), y(O)x(0)dt +[ O(x(0), y(1)) #(0)dt,
k a a

b b
b) [F(x,p)ds = &[ P(x(2), y(O))i()dt + £ [ Q(x(2), y(©)) $(t)dt,
k a a

b b
0)  [F(x,y)ds =& (x(t), y@)x)dt + [ (x(0), 1(0)) y(0)dt,
k a a

b b
d)  [F(xp)ds = e[ POe()+ y@)£(0)dt + [ Q(x(t) + y(0)) 3(t)dt
k a a

Odpovédi na kontrolni otazky

1. d); 2. b); 3. ¢); 4. a); 5. d); 6. a); 7. ¢); 8. b).
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Privodce studiem

Pokud jste spravné odpovédéli nejméné v Sesti ptipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opa¢ném piipadé je potieba prostudovat kapitolu 4.3 znovu.

@ Kontrolni test @

1. Vypocitejte integral I(y —2z)ds, k: isecka AB, A=(1,0,-1), B=(-2,2,0).

k
a) 14, b) 214,
0 314, dy 414.

2. Vypocitejte integral J.()c3 —2y)ds, k :usecka AB , kde 4, B jsou pruseciky ptimky
k

2x+3y—6=0 s osami soufadnic.

SREAER b) 4,
4 4
o L, 0o L.
4 4
Z4
3. Vypocitejte integral I 53 ds, k : prvni zavit Sroubovice x =2cost, y=2sint,z=t¢.
PXTEy
a) §7z5\5, b) éﬁsﬁ,
5 5
55 8 5
c) —rx \/g, d -rx J5.
8 3
Xrg i . 2 2 2 R | _ bt _ t
4. Vypocitejte integral I(x +y°+z%)ds,k:x=e cost,y=e"sint,z=¢e,te<0,1>.
k
SEENECE b SV3E -,
2 73 2 3.6
0 V3D, d) 3" -1

5. Vypocitejte integral I(x + y2 )ds, k : oblouk kruznice X+ y2 =9 ve druhém kvadrantu.
k
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RY/4 RY/4
a) 3(7 -1), b) 9(7 -2),
RY/4 RY/4

6. Vypocitejte integral dex + yzdy +2° dz, k : orientované tsecka OB , O = (0,0,0),

k
B=(4,3,2).
a) 20, b) 21,
) 22, d) 23.

7. Vypocitejte integral I(xz + y2 )dx + 2xydy, k, : dolni polovina kruznice X2+ y2 =1.

2
a) g , b)

(SSH S)

4
; d -—.
) 3

8. Vypocitejte integral J.(x2 — y2 )dx, k : obvod trojuhelnika ABC, A =(2,0), B=(4,4),
k

C =(0,4) vkladném smyslu.

128 128
a T b —
) 7 ) 5
c) —lig, d) 128.

. 1
9. Vypocitejte integral jxydx +(2y—x)dy, k. : Casthyperboly y=—, xe<1,2>.
X

k
1 1
a) —-—In2, b) —+In2,
4 4
c) —l—ln2, d) —l+ln2.
4 4
x2 y2
10. Vypocitejte integral jxdx + ydy, k_ : Cast elipsy I + 5 =1 v prvnim kvadrantu.
k
7 7
a) ——, b) —,
) 3 ) 3
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SN

7
c) 5 d)

g Vysledky testu g

1.b); 2.¢); 3. a); 4. a); 5. d); 6. b); 7. b); 8. ¢); 9. b); 10. d).

Pravodce studiem

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné v osmi pitipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opa¢ném ptipadé je nutno prostudovat kapitolu 4.3 znovu.

Z Shrnuti lekce 2

Pro vypocet kiivkovych integrald je vzdy vhodné kiivku wvyjadfit parametricky.

Pro kiivkovy integral 1. druhu pak plati:

b
[utx, y,2)ds = [u(x(®), (@), ZOWE2 @O+ 70+ 22(t)d
k a
Pro kiivkovy integral II. druhu pak plati:

b b
[F(x,p,2).d5 = [ P(x(0), y(2), 2(e)(0)dt + & [ Q(x(2), y(0), 2()p(¢)dlt +
k a a

b
+&[ R(x(t), y(0), 2(O))()at,

pii ¢emz ¢ =+1 v zavislosti na orientaci kiivky.

Efm -209-
4



Matematika IlI Kfivkovy integral

4.4. Greenova véta

Priivodce studiem

( D

Vypocet kiivkového integralu II. druhu po rovinné uzaviené kiivce se zjednodusi,
prevedeme-li ho za splnéni jistych podminek na integral dvojrozmérny. Urychli to vypocet
zejména v pripad¢, kdy integracni oblasti je uzaviena lomena ¢ara. Pak musime pocitat tolik
kiivkovych integrald II. druhu, zkolika car se sklddd lomend c¢éra. PouZijeme-li vSak

Greenovu vétu, pocitame pouze jediny dvojrozmérny integral.

Cile

Cilem této kapitoly je vysvétlit vypocet kiivkového integralu II. druhu po rovinné

uzaviené kiivce pomoci Greenovy véty.

Predpokladané znalosti

Integracni metody (zakladni integracni vzorce, metoda integrace substituci, metoda per

partes).
Kftivkovy integral I1. druhu.
Dvojrozmérny integral a jeho vypocet.

Analytickd geometrie linedrnich utvarG (obecnd rovnice pfimky, jeji smérnicovy a

usekovy tvar, parametrické rovnice ptimky) a kvadratickych utvara v roviné (kuzelosecky).

Vektorova funkce jedné a vice nezavisle proménnych.

Vyklad

Greenova véta vyjadiuje vztah mezi kiivkovym integralem II. druhu po uzaviené rovinné

ktivce a dvojrozmérnym integralem.

( D

Definice 4.4.1.

Necht jednoducha uzaviena ktivka k ohranicuje oblast Q. K¥ivka k je orientovana kladné
vzhledem k oblasti Q pravé tehdy, kdyz pti pohybu po kiivce k ve sméru orientace ziistava

oblast Q stale po levé ruce, viz obr. 38.
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DI
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Poznamka

Obr. 38

Je zirejmé, Ze orientace uzaviené kiivky zavedena v definici 4.4.1 je v souladu s fyzikou:

Kladna orientace znamena pohyb proti smeru hodinovych rucicek, zapornad orientace pohyb

po smeru hodinovych rucicek.

Umluva

Krivkovy integral I1. druhu po uzaviené kiivce oznacime symbolem (j)
k

Véta 4.4.1. (Greenova)

Predpoklady:

1. Necht vektorova funkce dvou proménnych F(x,y)=P(x,y)i +O(x,y)] je spojité
diferenciabilni v oblasti Q.

2. Necht oblast Q je ohrani¢end, rovinna a normalni vzhledem k ose x 1 vzhledem k ose y.

3. Necht hranici oblasti Q je jednoducha hladké uzaviena ktivka £,

kladné orientovana vzhledem k oblasti Q.

Tvrzeni:

00(x,y) OP(x,y)
ox 0

}w@. (48)
ly

$ P(x,y)dx + O(x, y)dy = [ {
k Q
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55

Poznamka

Je zrejmé, ze Greenova véta prevadi krivkovy integral II. druhu v roviné po jednoduché
uzavrené krivce k na dvojrozmeérny integral po rovinné oblasti Q. kterou krivka k ohranicuje

(pri splnéni uvedenych predpokladii).
Resené ulohy

Pfiklad 4.4.1. Vypogitejte integral O = (2xy —5y)dx + (x* + y)dy, kde kfivka k je
k

kruznice se stfedem S(0,0) a polomérem r.

ReSeni: Kruh x?+ y2 <r? je rovinna oblast, kterd je normalni vzhledem k obéma
soufadnicovym osdm. Kruznice k je jednoduchd a uzaviena, orientujeme ji kladné
vzhledem k Q.

Funkce P(x,y)=2xy—5y a Q(x,y)= 2+ y spliluji podminky Greenovy véty.
Ur¢ime P =2x-5, Q) =2x

a podle vztahu (48) vypocitdme O = H (2x—(2x—=5))dxdy =” Sdxdy =5|Q|= Sar? .
Q Q

Piiklad 4.4.2. Vypocitejte integral S = C_F ()c2 + y2 ) dx+(x+ y)2 dy, jestlize kiivku k tvori
k

strany trojuhelnika ABC, 4=(1,1), B=(1,3), C =(3,3), viz obr. 39.

ReSeni: V3iechny predpoklady Greenovy véty jsou splnény.
y 4

v >~

0 Obr. 39
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N
AR

Px,y)=x"+y%,  O(x,p)=(x+y)%,
P, =2y, 0, =2(x+y).
Vymezime oblast Q2 jako normalni vzhledem k ose x: 1<x<3,x<y<3.

Podle vztahu (48) dostaneme:

3 3 3 3
S= H (2x+2y—2y)dxdy = 2” xdxdy = 2.f xde- dy = 2J‘ xdx[y]i = 2.[ (3x—x2)dx =
Q Q 1 X 1 1

Ulohy k samostatnému feseni

1. Vypocitejte kiivkové integraly uzitim Greenovy véty:

a) qS(x2 + y2 )dy, k : strany obdélnika lezici na pfimkach x=0, y=0,x=2, y =4,
k

b) qudy, k : strany trojuhelnika OAB, O =(0,0), 4=(2,0), B=(0,3),
k

c) 862 ydx —(x+ y)dy, k : strany trojuhelnika, lezici na pfimkach x =0,y =0, x+2y =4,
k

d) qS(x + y)dx —2xdy, k : hranice oblasti ohrani¢ené kiivkami x =0, y =0, X2+ y2 =4
k

v prvnim kvadrantu,

e) Sﬁ(x + y)dx —(x— y)dy, k : elipsa 4x% +9y? =36,
k

f) ?xyzdy —x2y dx, k : kruznice 2+ y2 =1,
k

g) q; yzdx + xdy, @) k : strany Ctverce lezici na ptfimkach x =2, x=-2,y=2, y=-2,
k

p) k : kruznice X2 +y2 =4,
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h)  (1+xp)e? dx+x*(1+¢™)dy, k : strany obdélnika ABCD,
k

A=(0,0), B=(2,0),C=(2,1),D=(0,1),

i) qS(ex sin y —16y)dx + (e cos y +16)dy, k : kruznice x> + y> =2x,
k

. 1 2 ) . . . .
1) C_f —arctg L+ Z arctg X dy, k:hranice oblasti ohraniené kiivkami
X X v
k

X+ y2 =1, X2+ y2 =4, y=x, y= )C\/g v prvnim kvadrantu.

k) gSex (1—cos y)dx —e™ (y—sin y)dy, k : hranice oblasti 0 < x < 7,0< y <sinx,
k

1) qS(x— y2 )a?x+(x2 + y)dy, hranice kruhové vysece o poloméru r a sttedovém thlu
k

T
—<p<
6 ®

w |y

Vysledky uloh k samostatnému feseni
1.a) 16; b) 3; ¢) -12; d) -37; e) —12x; f) %; g) a) 16, p) 4r; h) 4;i) 167; j) %an;

k) £(-¢™) %r%ﬁ 1),

Kontrolni otazky

1. V €em spociva podstata Greenovy véty?

a) Prevadi kiivkovy integral I. druhu na kiivkovy integral II. druhu,
b) ptevadi kiivkovy integral II. druhu na kiivkovy integral 1. druhu,
c) prevadi kiivkovy integral I. druhu na dvojrozmérny integral,
d) pfevadi kiivkovy integral II. druhu na dvojrozmérny integral.
2. Jakd musi byt kiivka &, abychom k feSeni kiivkového integralu II. druhu mohli pouzit

Greenovu vetu?

a) Uzaviena, jednoducha, hladka, kladné orientovana, rovinna,

b) uzaviend, jednoduchd, hladka, kladn€ orientovana,
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c) uzaviend, hladka, kladn¢ orientovana, rovinna,
d) jednoduch4, hladka, kladné orientovand, rovinna.

3. Jaké podminky musi spliovat integracni oblast QQ v Greenov¢ véte?

a) Musi byt rovinnd, ohrani¢ena a normalni vzhledem k ose x,
b) musi byt rovinnd, ohrani¢ena a normalni vzhledem k ose y,
¢) musi byt rovinnd, ohrani¢end a normalni vzhledem k obéma osam,
d) musi byt normalni vzhledem k obéma osam.
4. Jaké podminky musi splitovat vektorova funkce F(X) v Greenové veéte?
a) F(x,y,z) musi byt spojité diferenciabilni v Q,
b) F(x,y,z) musi byt spojité diferenciabilni v Rx R,
¢) F(x,y) musibyt spojiti v Q,
d) F(x,y) musi byt spojité diferenciabilni v Q.
5. Jak je definovéna orientace uzaviené kiivky k?
a) Shodné¢ jako u kiivky neuzaviené,
b) kladny smér znamena pohyb proti sméru hodinovych rucicek,
¢) kladny smér znamena pohyb po sméru hodinovych rucicek,
d) zaporny smér znamena pohyb proti sméru hodinovych rucicek.
6. Ktery z nasledujicich vyrazi je tvrzenim Greenovy véty?

0P(ey) 200 | 4
ox oy ’

a) 95P(x, y)dx +Q(x, y)dy = H
k Q

00(xy) 0P |
dx dy ’

b)  P(r.y)dx+0(x.y)dy = [
% Q

[00(x,y) 0P(x,) |

c) P(x,y)dx+ Q(x,y)dy = dxdy ,
SkB g . oy ox |
0P(x.y)  0() | e

O Penaes Onay=[l| -0
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7. Splituje kiivka tvaru OO  podminky Greenovy véty?
a) Ano,
b) ne, neni jednoducha a orientovana,
¢) ne, neni jednoducha,

d) ne, neni orientovana.

8. Co musime doplnit na kfivce tvaru O , aby splnovala podminky Greenovy véty?
a) Nic,
b) orientaci po sméru hodinovych rucicek,
c) musime ji rozdélit na levou a pravou ¢ast,

d) orientaci proti sméru hodinovych rucicek.

Odpovédi na kontrolni otazky

1. d); 2. a); 3. ¢); 4. d); 5. b); 6. b); 7. b); 8. d).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpovédéli nejméné v Sesti ptipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opacném piipadé je potieba prostudovat kapitolu 4.4 znovu.

Kontrolni test

1. Vypositejte integral §(x - y)dx + (x+ y)dy, ky : x* +y* =36.
k

a) 9r, b) 18r,

c) 36r, d 72r.

2. Vypocitejte integral Cj)(x -2 y3 )dy, k, :strany AABC, ktery je ohrani¢en pfimkami

k
2x+3y-6=0, x=0, y=0.
a) 3, b) o,
c) 9, d) 12.
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3. Vypocitejte integral Cj)(x - yz)dy - (x2 +y)dx, k, : x=2cost, y =2sint.
k

a) 9r, b) 8z,

c) Tr, d) or.

4. Vypocitejte integral (JSxyzdx + (x2 + y2 )dy, k., :strany obdélnika leZici na pfimkach
k

x=Ly=2,x=4y=3.

42 42
a) —, b)) —,
) 5 ) s
42 45
) ——, d -—.
) 5 ) 2

5. Vypocitejte integral (JS yzdx + xzdy, k, : hranice oblasti, ktera je ohrani¢ena kiivkami

k
1
y=—, x=2, x=4, y=0
X
5 15
a) —, b) —,
) 4 ) 8
15 17
Y R d —_—.
) p ) 2

6. Vypocitejte integral Cﬁxzdx + yzdy, k, : hranice oblasti, ktera je ohrani¢ena kiivkami
k

y=Ilnx, x=0, y=e.
a) 0, b) e,

c) In2, d) e

7. Vypocitejte integral I(y2 —2x? )dx + 2xydy, k, : asteroida x =a cos’ t, y= asin’ t, a>0.
k

a) —, b) 0,

(NN

; d)

S
SSHINN
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5

8. Vypotitejte integral (x” - y?)dx, k
k

C =(0,4) v kladném smyslu.

128

a I
) 7

128

Y T
) 3

: obvod trojuhelnika ABC, 4 =(2,0), B =(4,4),

128

b >
) 5

d) 128,

9. Vypocitejte integral Cj}xydx -2y - X2 )dy, k, : hranice mensi z oblasti

k
y:\/16—x2, y=0,y=x.
642
a) 4 >
3
3042
C) Ta

10. Vypocitejte integral dey —ydx, k-

k
a) 24r,
c) or,
Vysledky testu

3442

b
) 3
0 3242
3

2 2
Lo
16 9
b) 127z,
d) 3.

1. d); 2. a); 3.b); 4. d); 5.¢); 6. a); 7. b); 8. ¢); 9. d); 10. a).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné v osmi piipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opa¢ném piipadé je nutno prostudovat kapitolu 4.4 znovu.

Shrnuti lekce

Kfivkovy integral II. druhu po uzaviené rovinné kiivce k. miiZeme za splnéni urcitych

dalSich podminek snadno vypocitat tak, Ze jej prevedeme podle Greenovy véty (véta 4.4.1) na

dvojrozmérny integral po oblasti €. Tato oblast QO musi byt ohrani¢ena kiivkou &, a musi

byt normalni vzhledem k obéma soutfadnicovym osam. Integrovana funkce

i
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F(x,y)=P(x,y)i +0O(x,y)j musibytv oblasti Q spojita a musi v ni mit spojité parcialni
derivace.

00(x,y) 0P(x,y)
ox oy

Pak plati @P(x, yv)dx +Q(x,y)dy = ”[ } dxdy .
k Q

Pokud nechceme pouzit k vypoctu Greenovu vétu, mizeme postupovat metodami

uvedenymi v kapitole 4.3.
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4.5. Nezavislost kifivkového integralu na integracéni cesté

Pravodce studiem

Dalsi metodu vypoctu kiivkového integralu II. druhu lze pouzit v ptipadé, kdy hodnota
integralu nezavisi na tvaru integracni kfivky, ale pouze na jejim pocateénim a koncovém
bod¢é. Nezavislost na tvaru integraéni kiivky je vlastnosti integrované funkce, ktera musi
splilovat ur¢ité podminky. Jaké podminky to jsou a jakym zplsobem pak kiivkovy integral II.

druhu vyiesime, si ukdzeme v této kapitole.

Cile

Cilem této kapitoly je objasnit pojem nezavislosti kiivkového integralu II. druhu na

integracni cesté a ukazat, jak v takovém ptipad¢ integral mizeme vypocitat.

-

Predpokladané znalosti

Integracni metody (zakladni integracni vzorce, metoda integrace substituci, metoda per

partes).
Ktivkovy integral II. druhu.
Vektorova analyza.

Totalni diferencial funkce vice proménnych.

Vyklad

-

Definice 4.5.1.

Necht je oblast Q, v niz lezi dva rtizné body 4, B, ohranicena jednoduchou uzavienou
kiivkou. Necht vektorova funkce F(X)=P(X)i +O(X)j +R(X)k je spojita v oblasti Q.
Pak plati:

1. Jestlize hodnota kfivkového integralu II. druhu

[F(x).ds = [ P(X)dx+Q(X)dy+ R(X)dz
k k

nezavisi na tvaru kiivky k, lezici v oblasti QQ a spojujici body 4, B, fikame, ze tento integral

nezavisi na integracni cesté mezi body A4, B.
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2. Plati-li to pro libovolné dva body 4, B z oblasti Q, fikdme, Ze tento integral nezavisi na

integracni cesté v oblasti Q.

Véta 4.5.1.

Necht’ je vektorova funkce F(X)=P(X)i +O(X)] +R(X)k spojité diferenciabilni v oblasti

Q, v niz lezi hladka kiivka k£ s pocateCnim bodem 4 a koncovym bodem B. Pak plati:
1. Kiivkovy integral

j F(X).ds = j P(X)dx+O(X)dy + R(X)dz
k k

nezéavisi na integracni cesté v oblasti Q prave tehdy, kdyz

Pfaffova forma P(X)dx+Q(X)dy+ R(X)dz

je totalnim diferencidlem kmenové funkce @4(X),
to je pravé tehdy, kdyz vektorové pole F(X) je potencidlové (kapitola 3.3),
to je pravé tehdy, kdyz vektorové pole F(X) je nevirové, tedy rot F(X)=0 (véta3.3.1.).

2. Ktivkovy integral je v takovém piipadé roven rozdilu funkénich hodnot kmenové

funkce @(x,y,z) v koncovém a pocatecnim bodé¢:

j F(X).ds = j P(X)dx+O(X)dy + R(X)dz = §(B)— p(A). (49)
k k

3. Je-li kfivka k uzavtena (4 = B), pak

qSF(X).ds- = #(B)-(B) =0. (50)
k

4. Pro kmenovou funkci #(x, y,z) plati vztahy:
* Vv prostoru:
X y z
(x,y,2) = | P(t,y,2)dt+ [ O(xq.t,2)dt + [ R(xg, yo,0)elt, (51)
X0 Yo 20

kde (xg,v9,2o) je libovolny pevné€ zvoleny bod oblasti €,
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. v roving
x y
#(x, )= [ Pt y)di+ [ Q(xo,0)dt, (522)
X0 Yo
pripadné
X y
#x,») = [ P yo)dr+ [ OCxnydr, (52b)
X0 Yo

kde (xp,yg) je libovolny pevné zvoleny bod oblasti €.

Poznamky

1. Druhé tvrzeni predchozi véty miizeme vyjadrit také takto: Kiivkovy integrdl z totalniho

diferencidlu je roven rozdilu kmenové funkce v koncovém a pocdatecnim bodé kiivky.

2. Pro uzavienou krivku k plati: K¥ivkovy integral z totdalniho diferencialu po uzaviené
kiivce je vidy roven nule. Toto tvrzeni vyplyvad ze skutecnosti, ze v pripadé uzaviené krivky
pocatecni a koncovy bod splyvaji.

3. Pripomenme si, ze pri studiu funkce dvou proménnych jsme dokdzali, Ze nutnou a
postacujici podminkou pro to, aby vyraz d¢(x,y)= P(x,y)dx+Q(x,y)dy byl totilnim

diferencialem kmenové funkce ¢(x,y) v oblasti Q, je platnost vztahu:

oP(x,y) _00(x)) (53)
8y ox ,
viz [4], [7].

Resené ulohy

Priklad 4.5.1. Vypogitejte integral T = V3 dx+3xy’dy  od bodu A(1,1) do bodu B(3,2).
k

ReSeni: Uréime funkce P(x,y), O(x,y) a vypoditame piislugné derivace:

3 2

P(x,y)=y", O(x,y)=3xy",
' 2 ' 2

P, =3y, O, =3y".

Vyraz y3 dx + 3xy2dy je podle vztahu (53) totalnim diferencidlem kmenové funkce,
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kterou urc¢ime podle vztahu (52a), pfi¢emz za bod (x(, yy) zvolime pocatek soustavy

soutradnic (0,0). Dostaneme:

X y
d(x,y) = Iy3dt + J.3.O.t2dt = y3 [t]g +0= xy3 +C.
0 0

Kfivkovy integral nezavisi na integracni cesté a podle vztahu (49) plati

T=¢3,2)-¢(1,1)=32>-1.1> =23.

Ulohy k samostatnému feseni

1. K totalnimu diferencialu ur¢ete kmenovou funkci podle vztaht (35a) nebo (35b):

a) do(x,y)= (3x2 -2xy+ y2 )dx — (x2 -2xy+ 3y2 )dy,

b)  dé(x,v)=(12x>y +%)dx +(4x° —23—x)dy,

0)  dp(x,y)=(4x" —xy)dx+(4y’ - x*y)dy,
d) d¢(x,y)=(xcos2y+1)dx— x?sin 2y dy,
e) d(x,y)=3x2e’dx+(x°e’ —1)dy,

) dé(x,y)=2x+ye™ )dx+(1+xe™)dy,

xdy — ydx
9 dglx.y)="5—,
X" +y

h) d¢(x,y)=cosxcos ydx—sin y(sin x+4cos y)dy,
) dg(x,y) =407 = ) xdx — ydy),
J) dé(x,y)=(2xcosy— y2 sinx)dx+(2ycosx— x?sin y)dy.

2. Vypocitejte kiivkové integraly po kiivce k s poc¢atecnim bodem A a koncovym bodem B:

a) [ 2xydx+x*dy, 4=(0,0), B=(1,4),
k

X

b) j arcsin y dx + dy, A=(0,0), B=(2,0),

k -y
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¢) [ydx+xdy, 4=(1,2), B=(2,3),
k

_[ xdx + ydy

k x2+y

d) ,A=(2,2), B=(3,4),

O [ Ldx—Ldv, A=(1,2),B=(2,),
P X

f) J.Zysiandx—COSZxdy,A:( ,1),B= (Z E)
k

X Y
2 £( /x2+y2 /x2+y2

h)  [(2y—6x)dv+(2x—-9xy?)dy, A=(1,1), B=(4,1),
k

+3) dx+( +x)dy, A=(1,2), B=(3,4),

) [@x+3y)dx+(Bx—4y)dy, 4=(0,0), B=(2,5).

k
Vysledky uloh k samostatnému reSeni
La) g0 y) = —xlye? =y 4 G b) g(x,) =42 y+ 5+ C;
Y
4 X5 4 1 >
©) #(x,y)=x Y +C; d) ¢(x,y)=5x cos2y+x+C;
¢) f(x,y)=x¢" = y+C; f) ¢(x,y)=arctg£+C;
g) ¢(X,y)=exy+xz+y+c; h) ¢(x,y)=sinxcos y+cos2y+C;
i) ¢(x,y)=(x2 —y2)2+C; J) ¢(x,y)=x2 cosy+y2 cosx+C.

2.2) 4;b) 0; ¢) 4; d) —1 % )%; 1)%; g) 15-/5; h) -39; i) -16.

1s 17
'v Resené ulohy *

' " 4 ‘*



Matematika IlI Kfivkovy integral

Priklad 4.5.2. Vypocitejte integral U = q; x2dx + yzdy po uzaviené kiivce k, kterou je
k

kruznice x° +y2 =72,

ReSeni: Uréime funkce P(x,y), O(x,y) a vypoditame piisluiné derivace:

2 2
P(x,y)=x", Ox,y)=y",
PJ', =0, 0, =0.
Podle vztahu (53) je Pfaffova forma xdx + yzdy totalnim diferencidlem jisté
kmenové funkce ¢@(x,y) a kiivkovy integral nezavisi na integracni cesté. Kiivka £ je

uzaviena a tedy podle vztahu (20) plati U = 0.

Ulohy k samostatnému feseni

3. Oveite, zda se kiivkové integraly po uzaviené kiivce k rovnaji 0:

 (x— )+ (y—x)dy,
k

a

N

b) q.D (x4 + 4xy3 )dx + (6x2y2 - 5y4 )dy,
k

2
1 3y 2y
C) (—+—-)dx——=-dy,x #0,
?Exz X 3

2
d) 86(2xy2 +3x7 Jriz+2—)2C)cz'x+(2xzy+3y2 +L2—2L3)dy,x¢0, y#0,
k Xy yoy

e) gS xye’dx+(x—1)edy,

k
x2
f) Cﬁleny dx+—dy,y >0,
% y

g) 85x3dx+y3dy.
k

Resené ulohy

Ef m - 225-
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Priklad 4.5.3. Uréete kmenovou funkei k totalnimu diferencialu

dd(x,y,z) = (3x% +3yz)dx + (3y° +3xz+ 2y +22)dy + (327 +3xy + 2y +22)dz.

Refeni:  Zvolime za pevny bod pocatek soustavy soutadnic O = (0,0,0).

P(x,y,2)=3x" +3yz, P(t,,2) =312 +3yz,
O(x,v,2) =3y +3xz+2y+2z, 0(0,t,z)=3t> +0+2¢+2z,
R(x,y,2) =322 +3xy+2y+2z, R(0,0,z)=3t>+0+0+2.
Podle vztahu (51) plati:

X

Py y z
Bx,,2) = [ 1% +3y2)de +[ 362 +20 + 22)de +[ (36 + 20)dt = [ﬁ +3 yzt} ;
0
0 0 0

y z
+[t3 +t2+2zt} +[z3 +t2J = +3xyz+y3 +y2 +2yz+z
0 0

3+22+C.

Ulohy k samostatnému feseni

4. K totalnimu diferencialu uréete kmenovou funkeci:
a) do(x,y,z)= (x2 + yz)dx + (y2 + xz)dy + (z2 +xy)dz,
b)  dé(x,y,z) = (x> —2yz)dx+ (y> = 2xz)dy + (2% — 2xy)dz,

c) do(x,y,z)=xdx+ ydy+ zdz,

xdx + vdy + zdz
d) d(x.y.2) =" z i —. (x0.70-2) #(0,0,0),
X“+y +z
zdx + xzdy + xydz
&) dp(x,y,z) = T
l+x“y“z
f) d¢(x,y,2)=w,xw+2>0,
x+y+z

g) do(x,y,z) =ldx—§dy+(3y;x +2)dz, z#0.
z zZ

z

o * i o
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Vysledky uloh k samostatnému fesSeni

4.a) ¢(x,y,z) :é(x3 +y3 +Z3)+xyZ+C; b) ¢(x,y,z)=%(x3 er3 +Z3)—2xyz+C;

) ¢(x,y,z)=§(x2+y2+z2)+c; d) ¢(x,.2) =\ +12 +22 +C;
e) g(x,y,z) =arctg xyz+C; D) ¢(x,y,z)=In|x+y+z[+C;
2
x-3 z
g) $(x,y,2) = y+7+c.

Resené ulohy
Priklad 4.5.4. Vypocitejte integral V = J. 2x+ yz)dx+ (xz + 2 )dy + (xy +2yz)dz od bodu

k
A=(1,1,1) do bodu B=(1,2,3).

ReSeni:  Uréime funkce P(x,y,2),0(x,y,z), R(x, y,z) apottebné derivace:
P=2x+yz, Q=xz+22, R=xy+2yz,
P, =z, 0, =z, R.=y,
P, =y, Q. =2z+x, R,=2z+x.
Plati tedy P, =0, AP, =R, AQ. =R a tedy rot F=0. Podle véty 4.5.1 jde
o integrdl nezavisly na integracni cesté. Zvolime pevny bod (0,0,0) a urcime
kmenovou funkci podle vztahu (51):

P(t,y,z)=2t+ vz, 0(0,t,2) =z, R(0,0,¢)=0

X y z
B(x,y,2) = [t +yz)dt +[ Z2de + [ 0dt = x* + xyz+ y2° + C.
0 0 0

Podle vztahu (49) plati

B
V:¢(B)—¢(A)=[x2 +xyz+y22J = (124123423 -2 41114113 =22,
A

Ef m - 227-
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Ulohy k samostatnému feseni

AR

N

5. Vypocitejte kiivkové integraly po kiivce k£ z bodu 4 do bodu B:

a) j yzdx + xzdy + xydz, A=(2,2,2), B=(2,3,4),
k

b) j xdx+ y2dy - 2°dz, A= (1,1,1), B=(2,3,2),
k

2 2.2
c) qgex TV (xdx + ydy + zdz),
k

d) j(l—l+1)dx+(1+l2)xdy—%dz,y¢ 0,220, 4=(0,1,1), B=(1,1,1),
k Yy z z y z

.[ xzdy + xydz — yzdx

s Xx#yz,4=(1,2,3), B=(1,3,1),
o (x—yz)

f) j yzdx +(2+ xz)dy + (xy—D)dz, A= (1,1,1), B=(2,2,2).
k

Vysledky uloh k samostatnému resSeni

3

77
5.a) 16;b) —; ¢)0;d) 1;¢) ——;
) )12 ) 0; d) )10

f) 8.

‘) Kontrolni otazky

1. Pro ktery integral mé vyznam nezévislost na integracni ceste?

a) Pro urcity integral,

b) pro neurcity integral,

¢) pro kiivkovy integral I. druhu,
d) pro kiivkovy integral II. druhu.

2. V ¢em spociva podstata nezavislosti kiivkového integralu na integracni cesté mezi body 4
a B, které lezi v oblasti Q?
a) Hodnota integralu je stejna pro vSechny kiivky, které lezi v oblasti Q a po kterych se
dostaneme od bodu A4 k bodu B,

Ef m - 228-
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b) hodnota integralu je stejna pro vSechny kifivky, po kterych se dostaneme od bodu 4
k bodu B,

¢) hodnota integralu je stejné pro vSechny kitivky, které lezi v oblasti Q,
d) hodnota integralu je stejna pro skoro vSechny kiivky, které lezi v oblasti QQ a po

kterych se dostaneme od bodu 4 k bodu B,

3. Kdy nezavisi kiivkovy integral .[ F(X).ds na integraéni cest&?
k

a) Jestlize integracni kiivka k je uzaviena,
b) jestlize integracni kiivka & je rovinna,
¢) jestlize vektorové pole F(X) je potencialové,

d) jestlize vektorové pole F(X) je neztidlové.

4. Kdy je vektorové pole F(X) je potencialové?
a) Jestlize ma zfidla,
b) jestlize nema zfidla,
c) jestlize tvoti viry,
d) jestlize netvofi viry.

5. Cemu se rovna kiivkovy integral z totalniho diferencialu?

a) Rozdilu hodnot kmenové funkce v pocatecnim a koncovém bodé kiivky,

b) rozdilu hodnot kmenové funkce v koncovém a pocatecnim bod¢ kiivky,

¢) aritmetickému priméru hodnot kmenové funkce v koncovém a pocatecnim bodé
kiivky,

d) vzdyjetoO.

6. Co je vysledkem kiivkového integral z totalniho diferencialu, jestlize je kiivka k£ uzaviena?

a) Rozdil hodnot kmenové funkce v po€atecnim a koncovém bode¢ kiivky,
b) geometricky primér hodnot kmenové funkce v koncovém a pocatecnim bod¢ kiivky,
¢) aritmeticky primér hodnot kmenové funkce v koncovém a pocatecnim bod¢ kiivky,
d) vzdyjetoO.

7. Je dana vektorova funkce F(X)=P(X)i +Q(X)] +R(X)k avyraz
P(X)dx+Q(X)dy+ R(X)dz je totdlnim diferencidlem kmenové funkce @(X).

Ef m - 229-
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Rozhodnéte, ktery z nasledujicich zapisi je nespravny, je-1i bod 4 poc¢ateénim a bod B
koncovym bodem kiivky £.

a) IP(X)dx +O(X)dy + R(X)dz = ¢(4) - #(B)
k

b) [F(X)ds = [P(X)dx+Q(X)dy + R(X)dz,
k k

) [F(X).ds =§(B)-§(4),
k

d) j F(X).ds = j P(X)dx +O(X)dy + R(X)dz = ¢(B) — p(A).
k k

8. Jakou podminku musi spliiovat vektorova funkce F(x,y)=P(x,y)i +0O(x,y)j, aby

integral CﬁP(x, v)dx + Q(x,y)dy byl roven 0?

k
g 200ey) _OP(y) by PG 00%(xy)
y ox 8y2 o’
c) OP(x, ) = 00(x,7) , d) jeroven 0 vzdy.

oy ox

Odpovédi na kontrolni otazky

1. d); 2. a); 3.¢); 4. d); 5.b); 6. d); 7. a); 8. ¢).

Privodce studiem

& R

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné v Sesti pripadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opa¢ném piipadé je potieba prostudovat kapitolu 4.5 znovu.

Kontrolni test

%

1K totélnimu diferencidlu d¢(x, y) = 2 COS 2.x COS 3y dx - 3 Sln 2x Sln 3y dy uréete kmenovou funkei.
a) ¢(x,y)=cos2xcos3y+C,

b) @(x,y)=sin2xsin3y+C,
c) ¢(x,y)=sin2xcos3y+C,

d) &(x,y)=cos2xsin3y+C.

Ef m - 230-
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2. K totalnimu diferencidlu d¢(x, y,z) = e (yzdx + xzdy + xydz) uréete kmenovou funkci.

a) d(x,y,z)=e"e’e’ +C,
b) é(x,y,2z)=xyze®* +C,
©) Px,y,z)=e"V4C,
d) #(x,y,z)=e*+C.

3. Vypocitejte kiivkovy integral JZxarcsin2y dx + dy po kiivce k s pocatecnim

k 1-4y
bodem A4 =(3,0) a koncovym bodem B = (4,%) .
a) 9r, b) 8z,
c) Tr, d) or.
2 3 dz po kiivce k

4. Vypocitejte kiivkovy integral I dx + dy +
kx+2y+3z X+2y+3z xX+2y+3z

s pocatecnim bodem 4 = (0,1,0) a koncovym bodem B = (1,0,1).

a) Inlé6, b) In8§,
c) In4, d) In2.
e e 1w , . , 1 1 1 .. e
5. Vypocitejte kiivkovy integral I 3 dx + 3 dy + 3 dz po kiivce k s pocatecnim
Pltx I+y 1+z

bodem O =(0,0,0) a koncovym bodem A4 =(1,1,1).

T 3z
a VR b T
) 3 )
Sx
c) —, d) O.
) 1 )
6. Vypocitejte kiivkovy integral Cfe“y *2(dx+dy+dz) po kfivee k, ktera je urena
k
rovnicemi x° + y2 =6, z=2.
a) 0, b) 2,
o) 4, d 6.

Ef -231-
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5

2
7. Vypocitejte kiivkovy integral 49 4 3
J Cos”x
2x% +3y% =6.
a) 0, b)
c) 40, d)
8. Vypogitejte kfivkovy integral [-2- dx—
k X
koncovym bodem B =(2,1).
3
a) —, b
) 2 )
5
c) —, d
) 5 )

9. Vypocitejte kiivkovy integral Icos xyz(yzdx + xzdy + xydz) po kiivce

k

20,

60.

X

3
2

3

0.

. Va
ky:x=2cost, y=2sint, z=t, te<0,z>.

a) -7,

¢ -,

2, 2
10. Vypocitejte kiivkovy integral I e* Y (2xdx + 2ydy) po kiivce

k

b)
d)

. Ve
k, :x=2cost, y=3sint, te< 0,5>.

a) e’ ,
C) et ,
Vysledky testu

1.¢); 2.d); 3.b); 4.d); 5.b); 6. a); 7. a); 8. b); 9. b); 10. d).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné v osmi piipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opac¢ném ptipadé je nutno prostudovat kapitolu 4.5 znovu.

i

b)

d)

1,

0.

€9+€4

9 4

e —e .

- 232-

dx+2ytgxdy po kiivce k, ktera je urCena rovnici

la’y po kiivce k s pocatecnim bodem 4=(1,2) a
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Shrnuti lekce

Kfivkovy integral II. druhu vrovin€ nebo v prostoru muzeme pocitat efektivnim
zpusobem, pokud nezavisi na tvaru kiivky k v oblasti (2. To nastane pravé tehdy, kdyz

vektorova funkce F(X) vytvaii potencidlové vektorové pole v oblasti Q, tedy nevirové
vektorové pole v oblasti Q (rot F(X)=0).

Kfivkovy integral II. druhu je pak roven rozdilu hodnot kmenové funkce v koncovém a
pocate¢nim bodé kiivky:

[F(x).ds = [ P(X)dx+ Q(X)dy + R(X)dz = $(B) - §(A).

k k

Staci tedy urcit kmenovou funkci, viz vztahy (51, 52a,b).

Je-1i kiivka & navic uzaviend, rovna se kiivkovy integrél z totalniho diferencidlu vzdy 0,

protoze koncovy a pocatecni bod splyvaji:

PF(X).d5 = §(B) - $(B) =0.
k

o * i o
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4.6. Aplikace kifivkového integralu

Pravodce studiem

-

Dosud jsme se naucili pocitat kiivkovy integral 1. a II. druhu, aniz jsme védéli, k cemu
nam ziskané znalosti budou uzite¢né. V této kapitole si ukazeme, pro¢ jsme vlastné kiivkové
integraly studovali. Pozname jejich vyuziti v geometrii pii vypoctu metrickych tloh a pfi
vypoctu fyzikélnich veli¢in, které charakterizuji hmotné utvary, u nichz vyznamné ptevazuje
jeden rozmér nad ostatnimi (draty, hadice, ...). Velmi vyznamnou aplikaci kiivkového

integralu ve fyzice je vypocet mechanické prace.

Cile

V této kapitole se naucime vyuzivat kiivkové integraly v geometrii a ve fyzice ¢i
mechanice. Pozname, jak vypocitat délku kiivky, obsah valcové plochy s fidici kiivkou £ a

obsah rovinné oblasti, ktera je ohranicena kfivkou & pomoci kiivkovych integralt. Vyuzijeme

2

ktivek a také k urceni statickych momentti a momentt setrvacnosti hmotnych ktivek.

Predpokladané znalosti
Vyuzijeme v§echny poznatky, které jsme ziskali v pfedchozich kapitolach:

Integracni metody (zakladni integracni vzorce, metoda integrace substituci, metoda per

partes), vypocet urcitého integralu (Newton — Leibnizova véta).
Dvojrozmérny integral a jeho vypocet.

Analytickd geometrie linearnich utvari (obecna rovnice piimky, jeji smérnicovy a

usekovy tvar, parametrické rovnice pfimky) a kvadratickych utvarti v roviné (kuzelosecky).
Analyticka geometrie linearnich Gtvarti v prostoru.

Vektorova funkce jedné a vice nezévisle proménnych.

Efm -234-
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4.6.1. Obsah valcové plochy

Vyklad

Necht’ je funkce f(x,y)=0 spojita v oblasti Q, v niz lezi jednoducha hladka ktivka k.
V kazdém bodé¢ kiivky £ ved'me rovnobézku s osou z az po jeji priisecik s plochou o rovnici

z=u(x,y), viz obr. 40. Pro obsah ¢asti takto sestrojené¢ valcové plochy mezi rovinou z =0

a plochou z =u(x,y) plati

S= J‘u(x,y)ds. (54)
k

Obr. 40
Vztah (37) urcuje geometricky vyznam kiivkového integralu I. druhu.
Resené ulohy

Priklad 4.6.1. Urcete obsah ¢asti valcové plochy X2+ y2 = r2, ktera je ohrani¢ena

rovinami z=0 a z=x v prvnim a ¢tvrtém oktantu, viz obr. 41.

ReSeni: Ridici kiivku & (je ji kruznice x% + y* = r2) véalcové plochy vyjadiime podle
vztahu (42) parametrickymi rovnicemi x = rcost, y = rsint,
uréime derivace X =—rsint, y = rcost

a podle vztahu (47a) vypocitame diferencial

ds = \/r2 sin2 t+ r2 cos2 tdt = rdt.

Efm -235-
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e . b4 T
V prvnim a ¢tvrtém oktantu mé parametr ¢ hodnoty: ey <t< EX

Dosazenim do vztahu (54) dostaneme:

T
2 z
S:jxds= J- rcost rdt = 1 [sint]zﬂ =22,
A _

Ulohy k samostatnému feseni

T

2

1. Vypocitejte obsah ¢asti valcovych ploch, ohrani¢enych rovinou z =0 a danymi plochami:

a) x2+y2:r2, 2rz =xy,r >0,

2 2

2

X
b) x2+y =r°, z=r+—,r>0,

©) 92 =4(x-17°, z=2-/x,

r

d) y2 =2x, z:\/2x—4x2,

e) y:\IZJC,x:§ z=y,

9’

D y=%x2,zzx,x:0,y:6.

Vysledky uloh k samostatnému resSeni

1.2a) 2;b) 3772; ¢) 13—1; d)

1
4

—7I;e)

98 16
—; ) —(10v10-1).
81 D 27( )
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>

4.6.2. Délka krivky

Vyklad

Necht je definovana jednoduché, po ¢astech hladka kiivka k.

Délka krivky & je dana vztahem
L:jw. (55)
k
Vztah (55) pochopime, jestlize si uvédomime, ze hodnota L je ciselné rovna obsahu

valcové plochy nad ktivkou &, ktera je ohrani¢ena rovinami z =0, z =1, tj. ma vysku rovnu 1

(ve vztahu (54) dosadime u(x,y)=1: L=S= Ilds = j-ds ).
k k

Resené ulohy

Priklad 4.6.2. Odvod’te vztah pro vypocet délky kruznice X2+ y2 =72

Kruznici vyjadiime podle vztahu (42) parametrickymi rovnicemi
x=rcost, y=rsint, t €<0,2x).
Vypocitame derivace x =—rsint, y = rcost

a podle vztahu (47a) ur¢ime diferencial

ds = \/(—V sint)? + (rcost)* dt = \/rz(cos2 t +sin? £)dt = rdt.
Dosadime do vztahu (55) a dostaneme:

27 )
L= .[ rdt:r[t]oﬂ:27zr.
0

%
2R

Ulohy k samostatnému feseni

2. Vypoditejte délku kiivek:
a) Prvniho oblouku cykloidy x = a(t—sint), y =a(l—cost),a >0,

b) kardioidy x =2acost—acos2t, y=2asint—asin2t,a >0,

Efm -237-
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1 4

l 6

c) x=2 —Zt , Y= gt mezi priseciky se soufadnicovymi osami,

1

1 2
d =—Inx,z=—x",xe<],2>,
)y 5 5
e) x:e[,yze_t,Z=tx/§,te<0,l>,
1 1
f) y=—x2,Z:gx3,xe<O,l>,

2

g) y:arcsin\/;+\/x—x2,xe< 0,1>,

h) y:\/1—x2 +arccosx, x e<—1,1>,

1) p=2acose, (oe<—%,%>,a>0,

j) y=1-Incosx,x

Vysledky uloh k sa

2. a) 8a: b) 16a;c)?

e<0,£>.
4

mostatnému reseni

- d) %(3+ln2);e) e—é;f) %; g) 2; h) 4; ) 27a; j) In(1++2).

4.6.3. Obsah rovinné oblasti

Vyklad

Necht’ & je jednoduchd, uzaviend, po ¢astech hladké kiivka. Kiivka k£ ohranic¢uje rovinnou

oblast 2, normalni vzhl

Obsah oblasti Q je

P :l(ﬁxdy — ydx.
2 k

Diikaz: Kiivka &k a oblast Q splnuji predpoklady Greenovy véty (véta 4.4.1). Pfipomenme

si alespon stru¢nym

i

edem k obéma osam, a je vzhledem k ni kladné orientovana.

dan vztahem

(56)

zapisem jeji tvrzeni: gSde + Qdy = I (aa—Q - (Z—PJ dxdy .
k o\ &Y
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Polozme nyni funkce P =0, Q = x, pak a—P =0, 8—Q
oy ox

=1.

Po dosazeni do Greenovy véty dostaneme: CIDde + xdy = ”(1 — 0) dxdy ,

k Q
po upraveé (j)xdy = ” dxdy . (57)
k Q
Nyni polozme funkce P =y, Q =0, pak or =1, o0 =0.
oy ox

Po dosazeni do Greenovy véty dostaneme: (j) vdx +0dy = ”(0 — 1) dxdy ,
k Q

po upraveé <I)—ydx = dedy . (58)
k Q

Secteme-li vztahy (57) a (58), dostaneme: (ﬁxdy —ydx = 2“ dxdy
k Q

a odtud plati dokazovany vzorec P = |Q| = ” dxdy = %Cf xdy — ydx .
Q k

17 17
'v Resené ulohy *

Priklad 4.6.3. Odvod’te vztah pro vypocet obsahu elipsy.

ReSeni: Parametrické rovnice elipsy se sttedem v poc¢atku soustavy soutradnic a délkou

poloos a, b maji tvar x =acost, y =bsint, t €<0,2x). Pro derivace plati

X =—asint, y = bcost. Pouzitim vztahll (46a) a (56) dostdvame

1 2 2 1 2
PZE l.j acostbcostdt—l.J- bsint(—asint)dt :Eab-[ (c0s2t+sin2 t)dt =

0 0 0
2
2
=lab I dt:lab[t] "~ zab.
2 2 0
0
N - N
AR Ulohy k samostatnému reseni AR

3. Urcete obsahy rovinnych oblasti, které jsou ohraniceny kladné orientovanymi kiivkami:

Efm -239-
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a) Asteroidou x=a cos’ t,y=a sin> t,a>0,
b) kardioidou x =2acost—acos?2t, y=2asint—asin2t,a >0,

c) cykloidou x =a(¢—sint), y=a(l—cost),t €< 0,27 >,a>0 aosou x,

: 3at 3at
d) smyckou Descartova listu x = a y= 24 as 0,

1+t3

e) y2 =x? —x*,

% Vysledky uloh k samostatnému feseni

3.2) %ﬁaz :b) 674’ ; ¢) 3za’; d) %az; e) g.

4.6.4. Prace sily po kfivce

Eﬂ Vyklad §

Pisobi-li v kazdém bod¢ jednoduché, po ¢astech hladké kiivky £ sila
F= (P(x,y,2), O(x,v,2), R(x,y,z)), pak prace, vykonana touto silou pii plisobeni na

hmotny bod s jednotkovou hmotnosti po kiivce &, je dana vztahem

A= [ P(x,,2)dx+Q(x, y,2)dy + R(x, y,2)dz, (59)
k

o 24

k

17 17
'v Resené ulohy *

Piiklad 4.6.4. Sila F , jejiz velikost v kazdém bod¢ je rovna vzdalenosti tohoto bodu od
roviny z =0, sméfuje do pocatku soustavy soutadnic, viz obr. 42. Vypocitejte praci této
sily pfi pohybu hmotného bodu s jednotkovou hmotnosti po Gsecce x =t, y =2t, z =3¢

zbodu K =(2,4,6) do bodu L =(3,6,9).

Efm -240-
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Refeni: Sila F je rovnobézna s polohovym vektorem OX=X-0= (x,y,z) bodu
X(x,y,z), ale ma opacnou orientaci a zatim nezndmou velikost: F= (—ex,—cy,—cz),

kde ¢ je konstanta umérnosti. Velikost sily F je dana vztahem

NZ

|

) \y

\F, Obr. 42

Fl=Ac?x? + 2% + 222 =ex? + 2 + 22,
Y y

Podle zadani plati | F |=z, (z>0 v prvnim oktantu, v némz lezi tisecka KL).

tedy po dosazeni c\lxz + y2 +z2 =z

z , R IR TN
aodtud ¢=——————= (v prvnim oktantu, v némz lezi tsecka KL).
2+ 2+ 22

Po dosazeni za konstantu umeérnosti ¢ dostavame:

vz 22

- )

Xz
V.X2+y2+22 \/)C2+y2+Z2 X2+y2+22
: e B 1 2
po zjednoduseni plati F = ————+—(xz, yz,z7).

X2 +y2 +22

Bodu K odpovidd parametr ¢=2 (zjistime to dosazenim soufadnic bodu K do

F=(-

parametrickych rovnic uUseCky KL: 2=t,4=2¢,6=3¢t), bodu L parametr ¢=3
(zjistime to dosazenim soufadnic bodu L do parametrickych rovnic useCky KL:
3=1,6=2t,9=3¢).

Podle vztahti (59) a (46) pro praci 4 plati:

3
-1 2 -1 2 2 2
A= (xzdx+ yzdy + z°dz) = | ——==3t"dt + 6¢".2dt + 9" .3dt) =
{ ENERE) = ) 'l.t\/1+4+9(

Ef -241 -
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N
AN

3
—42
— | tdt =—
J14 £

2

3
2
42 it 15v14
e | =221
14 I:Z}Z

Ulohy k samostatnému feseni

4. Najdéte praci silového pole F= xyi +(x+y)J, jestlize se hmotny bod pfemisti z pocatku
0 =(0,0) dobodu 4=(1,1)

a) po pfimce y=ux,

b) po parabole y = x2 ,

c) po lomené ¢aife OBA4, kde B =(1,0),
d) po lomené ¢aie OCA, kde C =(0,1).

5. Urcete praci silového pole F= (x—y)i +xj pii pohybu hmotného bodu po stranach
ctverce, které lezi na ptimkach x=+a, y =+a, v kladném smyslu.

6. Vypocitejte praci silového pole F= (x+y)i +2xj piijednom ob&hu hmotného bodu po

2

kruznici x~ + y2 =72 v kladném smyslu.

7. Silové pole v prostoru je urceno silou F=xi+ yj +zk . Vypogitejte praci, kterou vykona
pii pohybu hmotného bodu po lomené ¢aie OABCO, O =(0,0,0), A =(0,1,0),
B=(1,1,0), C=(11L1).

8. Najdéte silové pole, jehoz potencidl je ¢(x,y)=In \/x2 + y2 — arctgf a vypocitejte praci
y
tohoto pole pii pohybu hmotného bodu z bodu 4 = (1,1) do bodu B = (+2,~/2).

9. Urcete praci silového pole F= 2xyi + x27 pii pohybu hmotného bodu z bodu 4 = (1,0)
do bodu B =(0,1).

Vysledky uloh k samostatnému feseni

4.a)§;b) %;c)%;d) I; 5. 8a2;6. 7zr2;7.0;8. lnx/E;Q.O.
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4.6.5. Cirkulace vektorového pole

Vyklad

Cirkulaci vektorového pole F(X)=P(X)i +O(X)] +R(X)k po uzaviené, po &astech
hladké, orientované kiivce k nazyvame kiivkovy integral II. druhu
C= gSF(X).ds- = (JSP(X)dx +O(X)dy + R(X)dz. (59a)
k k
Je ziejmé, Ze v potencidlovém vektorovém poli (rof F(X)=0) nezavisi kiivkovy
integral ve vztahu (59a) na integracni cesté a proto je cirkulace podle vztahu (50) vzdy

nulova.

Poznamka

Porovnanim vztahu (59a) se vztahem (59) vidime, Ze cirkulace urcuje prdaci vektorového pole

F pii premisténi hmotného bodu s jednotkovou hmotnosti po uzaviené kiivce k.
Resené ulohy

Piiklad 4.6.5. Urcete cirkulaci vektorového pole F(x,y,z) = yi —xj +zk po uzaviené

2 2 2

kladné orientované kiivce, ktera je prinikem ploch X+ y2 +z"=4ax"+ y2 =z,

z>0.

ReSeni: Rovnice x2+y2+22 =4 urCuje kulovou plochu se stfedem v pocatku

soustavy soufadnic a polomérem r =2, rovnice x>+ y2 =72 je rovnici rotacni
kuzelové plochy s vrcholem v pocatku soustavy soutfadnic a osou rotace v ose z, viz
obr. 43. Obé¢ plochy se protinaji pro z >0 v kruznici, kterd ma stted v bod¢ (0,0, V2 )

2 2

a polomér r = V2. Zjistime to vyfeSenim soustavy X+ y2 +22 = 4, x“+ y2 =z":
2

222 =4, 22 =2, z=\/§, odtud x? +y2 =22 :<\/§) a proto r=2.

Parametrické rovnice této kruznice x = x/Ecos t, y= \/Esin t, z= \/5, te<0,2rx)

derivujeme: x =— ZSint,)'/zx/Ecost,z':O .

Efm -243-
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y

Obr. 38

Po dosazeni do vztahu (59a) vypocitame:

2
C=C.|3ydx—xdy+zdz= I (\/Esint(—\/asint)—\/acost 2cost+\/§.0)dt:
0

2r 2r
=-2 J. (sin2t +cos’ tydt =-2 I dt =-227=-4r.
0 0

Priklad 4.6.6. Vypocitejte cirkulaci vektorového pole

F(x,y,2)=(x% + > +22)(xi +yj +zk ) po kladn& orientovanych stranach trojithelnika

ABC, A=(1,0,0), B=(0,1,0), C = (0,0,1).

ReSeni: Cirkulaci vypo¢itame podle vztahu (59a):
C= qu(xZ +y2 +22) dx+y(x2 +y2 +22) afy+z(x2 +y2 +22) dz.
k
Nejprve zjistime, zda vektorové pole F(X) neni potencialové. Sta¢i vypoéitat

7 k
0 0
ox

x(xz+y2 +22) y(x2 +y2 +22) z(x2+y2+zz)

tF(X)= o
rotF (X) .

Q| ~i

=7 (yz-2yz)+j(2xz—2xz)+ k (2xy —2xy) = 0.
Vektorové pole F(X) je proto nevirové a podle véty 3.3.1 je rovnéz potencialové a
tedy integral C nezavisi na integracni cesté (véta 4.5.1). Protoze cirkulace C je

definovana na uzaviené ktivce, plati podle vztahu (50): C =0.

' ..**‘*
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N
AR

Ulohy k samostatnému feseni

10. Vypocitejte cirkulaci vektorového pole F(X ) po kiivce k:

a)

b)

2)

h)

F(x,y)=( =i +(° +x)j, k je kladn& orientovand kruznice se stiedem
v pocatku soustavy soutfadnic a polomérem 7,
F(x,y)=(x+y)i +(x—y)7, k je kladné orientovana elipsa se stfedem v pocatku

soustavy soufadnic a délkou poloos a, b,

F(x,y)= (x2 + y2 )i + (x2 - y2 )j, k jsou kladn& orientované strany trojuhelnika
0OAB, 0=(0,0), A=(1,0), B=(0,1),

2 2

F(x,y)=-x2yi + xv°7, k je kladné orientovana kruznice x> + y* =72,

F(x,y)=(x+y)°T —(x+y)*J, k jsou kladn& orientované strany trojtthelnika
04B, 0=(0,0), 4=(1,0), B=(0,1),

F(x,y,z)=(x+y+2)i, k jsou kladné orientované strany trojuhelnika ABC,
4=(1,0,0), B=(0,1,0), C=(0,0,1),

F(x,y,z)=xi +yj +zk, k je kladn& orientovana lomena &ara OABCO,

0 =(0,0,0), 4A=(0,a,0), B=(a,a,0),C=(a,a,a),a>0,

F(x,y,2)=(z= )i +(x—2)j +(y—2)k, k jsou kladn& orientované strany
trojtihelnika ABC, A=(3,0,0), B =(0,2,0), C = (0,0,1),

F(x,,2)=—y*T +zj +xk, k jsou kladn& orientované strany trojthelnika ABC,

pfi¢emz body 4, B, C jsou pruseciky roviny 2x+2y+z =6 s osami soufadnic.

Vysledky uloh k samostatnému feseni

72'7"4

10. a) 27rr2;b) 0; ¢) 0; d) ; e) —%;f)O; g)0;h) 11;i) 9.

2 9
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4.6.6. Hmotnost oblouku kfivky

Vyklad =1
ykia g—‘

Je-li k jednoduchd, po castech hladka kiivka a p = p(x,y,z)linedrni hustota v jejim

libovolném bodé X =(x,y,z), pak kiivkovy integral I. druhu

m= Ip(x,y,z)ds (60)
k

vyjadfuje hmotnost kiivky k.

17
Resené ulohy *

Piiklad 4.6.7. Uréete hmotnost kfivky f(r)=e' cost i +¢'sint j +e'k, t €<0,1>, jestlize
linearni hustota kiivky v jejim libovolném bodé¢ je nepfimo iimérna ctverci velikosti

pravodice tohoto bodu a v bod¢ 4 =(1,0,1) je rovna 1.

Reseni: Kiivku vyjadiime parametrickymi rovnicemi
_ it N A _t
x=e cost, y=e sint, z=e, t€<0,1>,

vypo&itame derivace x = e’ (coss—sin?), y = e (sinf +cost), z = &'

a ur¢ime podle vztahu (47) diferencial

ds = \/eZt (cost—sin 1)2 + eZt(sin t+cos t)2 +eldr =

= \/(cos2 t—2sintcost +sin’ 1)+ (sin2 t+2sintcost +cos’ H+1dt=¢' J3dt.

Privodi¢ OX = X — 0= (x,y,z) bodu X (x,y,2) mé velikost |OX|=/x* + y? + 22,
|OX|2 = x? +y2 +22.

Pro hustotu podle zadani plati nepfima amérnost:

p(x,,2) ° : °
x’ y,Z = = = .
X%+ y2 +22 costrresind i+ 20

kde ¢ je konstanta imérnosti.
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Bodu 4 odpovida hodnota parametru ¢ =0 (po dosazeni souradnic bodu 4 do
parametrickych rovnic kiivky dostaneme 1=e¢’cost, 0=¢'sint, 1=¢' a vykeSenim
ziskame jediné feseni 1=0).

V bodé¢ 4=(1,0,1) je p(A4)=1.

Tedy pro t =0 v bod¢ 4 je 620 =1 a odtud c=2.
2e”
Hustota je pak urcena vztahem p(¢) = % =X,
e

Po dosazeni do vztahu (60) pro hmotnost m plati:

1 1
m :‘([e% ENEY zﬁge_tdt:—\/g[e_tl :\/g(l—e_l).

Ulohy k samostatnému feseni

11. Urcete hmotnosti kiivek:
a) Casti paraboly y = x> mezi body O(0,0) a B(1,1), jestlize linearni hustota p =2x,

b) prvniho z&vitu Sroubovice x =cost, y =sint, z =¢ o hustot¢ p = X2+ y2 + 22,

c) kiivky 3y=2x\/; mezi body 0(0,0) a A(l,%), jestlize hustota v kazdém bodé¢
X(x,y) je rovna délce oblouku OX,

d) kiivky y=Inx mezi body A(0,1) a B(2,In2), jestlize hustota v kazdém bod¢ je
rovna ¢tverci x-ové souradnice bodu,

X X

e x a Ly yy
e) casti fetézovky y=5(ea +e 4) pro xe<0,a>,a>0, jestlize hustota v kazdém

bod¢ X (x,y) je nepfimo umérnd vzdalenosti od osy x a v bodé¢ A(0,a) ma hodnotu

1,
f) cCtvrtkruznice x =acost, y =asint,a >0 v prvnim kvadrantu, je-1i hustota v kazdém

bodé¢ X (x,y) pfimo imérna y-ové souiadnici tohoto bodu,

g) casti paraboly y = %xz mezi body O =(0,0) a 4=(2,2), je-li hustota p = 1,

X
Efm -247-
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h) casti kiivky x =In(1+ tz), y=2arctgt—t pro te<0,1>, je-li hustota p = ye ™.

Vysledky uloh k samostatnému resSeni

1. a) %(5\/3—1); b) gm/i(3+4;z2); c) %(9—4&); d) %(5\/3—2&); e) a; 1) ka’;

Yeelinym L2
g) 6(5\/§ 1); h) &7 Inv2 .

v vew

Vyklad

Je dana jednoducha, po ¢astech hladka prostorova kiivka K, jejiz linearni hustota je

uréena funkci p= p(x,y,z). Pro jeji statické momenty vzhledem k souiadnicovym

rovinam os Xx, y, resp. X, z, resp. y, z plati:

S = [20(xy.2)ds, (61a)
k

Sz = [yp(x,y,2)ds, (61b)
k

S, = jxp(x, y,2)ds. (61c)
k

W Wew

S S
g=20 pBe 00 (62)
m m

m
kde m znaci hmotnost ktivky £.

Analogicky, je-li dana jednoducha, po ¢astech hladka rovinna kiivka k, jejiz linearni

hustota je p = p(x,y), pak pro jeji statické momenty vzhledem k souiadnicové ose x, resp.
y plati:

Se = [yp(x.y)ds. (632)
k

S, = j xp(x, y)ds. (63b)

k
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W Wew

Oznacime-li T = (&,n) tézisté kiivky rovinné kiivky K, pak pro jeho soutadnice plati:

EOJ
%)

> (64)

m m

kde m znaci hmotnost kiivky £.

17
* Resené ulohy

X =cost, y=sint, z =t.

2%

ReSeni: Osaz je osou symetrie Sroubovice, proto t&zisté lezi na ose z, to je £=17=0 a

tedy také Sy, =8,,=0.K urceni ¢ potiebujeme znat podle vztahu (62) hmotnost m
a staticky moment S,,.

Urc¢ime nejprve derivace x =—sin¢, y =cost, Z =1 a podle vztahu (47) vypocitame

diferencial ds = \/ sin2 t+ cos2 t+1dt = \/Edt.

Hustotu polozime bez tjmy na obecnosti rovnu 1.

2z
Podle vztahu (60) vypolitime ~ m = j 12dt =272
0

2 2 2r
a podle vztahu (61a) ur¢ime Syy = I t.1:2dt =2 {%} =27242.
0 0
B 27[2\/5 -
2732

Prvni zavit homogenni Sroubovice ma tézisté o soufadnicich 7 = (0,0, 7).

Plati tedy: 4

N
AN

Ulohy k samostatnému feseni

Vv ey

a) Prvniho oblouku cykloidy x=a(f-sint), y=a(l—cost), a>0, je-li jeji hustota

jednotkova,

b) dolni poloviny kruZnice X2+ yz = rz, r >0, je-li jeji hustota jednotkova,

Efm -249-
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c) casti asteroidy x = acos’ t,y=a sin’ t, a>0 mezibody 4=(0,a) a B=(a,0), je-li

jeji hustota v kazdém bodé X (x, y) rovna x-ové soufadnici tohoto bodu,

d) &asti kiivky x =€’ cost, y =e'sinz, z=¢' pro t e (0,0 >, je-li jeji hustota
konstantni.

Vysledky uloh k samostatnému feseni

4 2r 5 15 2 11
12. y ,b 0,__ 5 —d,— ,d = oA/
a)(7”1361) ) ( 7[) c)(8a 256”61) )(5 5 2)

4.6.8. Momenty setrvaénosti kiivky

Vyklad

Je-1i k jednoducha, po ¢astech hladk4 prostorova krivka o rovnici

() =x()i +y(t)]+z()k, te<a,b>a p=p(x,y,z) jeji linearni hustota v jejim

libovolném bod¢ X (x, y,z), pak moment setrva¢nosti kiivky K pri rotaci kolem osy x,

resp. 0sy y, resp. osy z je urcen postupné vztahy:

I = [ +2)p(x, y,2)ds,
k

1, = [+ 2)p(x.y. 2)ds.
k

I, = [ + y")p(x, ,2)ds.
k

Analogicky pro jednoduchou, po ¢astech hladkou rovinnou kiivku K o rovnici

(65a)

(65b)

(65¢)

f(@®)=x(t)i +y(t)j, te<a,b> s linearni hustotou p = p(x,y) v jejim libovolném bodé&

X (x,y) plati: Moment setrva¢nosti kiivky pri rotaci kolem osy x, resp. osy y, resp. Osy

z, je postupné urcen vztahy:

I = [y p(x,y)ds,
k

1, = [ p(x.y)ds.

k
Efm -250-
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I =I+1, = +y*)p(x,y,2)ds. (66¢)
k

1z 17
'v Resené ulohy *

Priklad 4.6.9. Urcete moment setrvacnosti prvniho zavitu homogenni cykloidy

x=a(t—sint), y=a(l—cost),a >0 pfti rotaci kolem osy x.

ReSeni: Pro derivace plati x=a(l—cost), y=asint a podle vztahu (30a) uréime

diferencial ds = \/az (I-cos t)2 +a?sin? tdt = a2\l - costdt = 2a sinédt.

Podle vztahu (66a) plati pro p=1:

7 t 2T 1 _cost t Toat ot
I, = .[ az(l—cost)2.2asin—dt:2a3 _[ 4( )2 sin—dt =8a° I sin* —sin—dr =
2 2 2 2
0 0 0
t
2 ; y COSE = m +1
=84 j (1-cos> 5)2 sin—dt=| =84’ j (1—m?)?2dm =
0 ——sinédt = dm|

5 15
N ) S N
AR Ulohy k samostatnému reseni AR

13. Urcete momenty setrvacnosti pii rotaci kolem soutadnicovych os prvniho zavitu

;o . . at
homogenni Sroubovice x =acost, y=asint, z= Py a>0.
V4

Vysledky tloh k samostatnému feseni

13. I, :%a3\/47r2 +1=1,, I, =a’\ar? +1.

‘) Kontrolni otazky ‘)

1. Ktery z nésledujicich vyrazi vyjadiuje obsah valcové plochy, ktera ma fidici kiivku £ a je

ohrani¢ena rovinou z =0 a plochou z =u(X)?
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a) S= ju(x,y,z)ds , b) S= ju(x, yydz,
k k

c) S= j u(x, )ds, d) S= j u(x, y)dx .
k k

2. Délku kiivky & vypocitame podle vztahu:

2) L=ju(x,y,z)ds, b) L=jds,
k k

0) L:jdx+dy, d) L=lgl'>xdy—ydx.
k 2k

3. Podle vztahu %g)xdy — ydx vypocitame:
k

a) Délku kiivky £,
b) hmotnost kiivky £,
c) obsah rovinné oblasti, kterd je ohranicena kiivkou £,

d) obvod rovinné oblasti, ktera je ohrani¢ena kiivkou £.

4. Podle vztahu I p(x,v,z)ds, kde funkce p(x,y,z) vyjadiuje hustotu v bodé¢ X(x,y,z),
k

vypocitame:
a) Délku kiivky £,
b) hmotnost kiivky £,
c) obsah rovinné oblasti, kterd je ohranicena kiivkou £,
d) obvod rovinné oblasti, ktera je ohranicena kiivkou k.
5. Ktery znasledujicich vztaht vyjadiuje praci, kterou vykona sila F(X) pii pohybu

hmotného bodu s jednotkovou hmotnosti po kiivce k?

a) A=[F(X)ds, b) A=[F(X)xds,
k k

) A=[F(x)dx, d) A=[F(x)xdF.
k k

6. Cirkulace vektorového pole znamena:

a) Préci vektorového pole pii pohybu po uzaviené kiivce,
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b) vykon vektorového pole,
c) divergenci vektorového pole,
d) rotaci vektorového pole.
7. Staticky moment vzhledem k soufadnicové rovin€ os x, y jednoduché, hmotné kiivky £,

jejiz hustota v bod¢ X (x,y,z) je p(x,y,z),je urCen vztahem:

a) Sy =[wpxy.2)ds, b) Sy = [xp(xy.2)ds.
k k

) Sy = J.yp(x,y, z)ds, d S, = Izp(x,y,z)ds .
k k

8. Moment setrvac¢nosti jednoduché hmotné kiivky £, jejiz hustota v bodé¢ X(x,y,z) je

p(x,y,z), ktera rotuje kolem osy z je urcen vztahem:

k k
) I, =[2p(x,y.2)ds, d) 1, = [(* + y2)p(x,,2)ds

k k

Odpovédi na kontrolni otazky

5

1.¢);2.b);3.¢);4.b); 5. a); 6.a); 7. d); 8. d).

Privodce studiem

&

Pokud jste spravné odpovédéli nejméné v Sesti ptipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opacném ptipadé je potieba prostudovat kapitolu 4.6 znovu.

Kontrolni test

By

1. Vypocitejte obsah ¢asti valcové plochy X2+ y2 =36, ktera je ohrani¢ena rovinami z=0 a

z=x, z20.
a) 24, b) 12,
c) 72, d) 144.

2. Urcete délku kiivky y =3x+5 pro xe<2,5>.

a) 2410, b) 3410,
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) 410, d) 510.

3. Urcete obsah rovinné oblasti, ktera je ohranic¢ena kladné orientovanou kiivkou

9x% + > =36.
a) 127, b) 24r,
c) 9r, d) 36r.

4. Vypogitejte praci sily F(X)=x27 + y°j + z2k pti pohybu hmotného bodu po kiivee k:

f(t)=costi +sint j+tk, te< 0,%>.

3 3
T T
a A0 b >
) 5 ) 2
3 3
T T
c) —, d —.
) 12 ) 24

5. Urcete cirkulaci vektorového pole f(X )= X7+ y27 +2%k po kladn€ orientované lomené

gate OABCO, 0 =(0,0,0), A=(0,2,0), B=(2,2,0),C =(2,2,2).

a) 0, b) 23
c) 4, d) 6.
6. Vypocitejte hmotnost homogenni kiivky &1 y =2x—-1, x e<1,3>, polozte p(x,y)=1.
a) 5, b) 35,
) 245, d) 5.
7. Stanovte soufadnice t¢zist¢ homogenni kiivky k: X2+ y2 =4, x>0, polozte p(x,y)=1.
4
) T=C.0), b =0,
/4 /4
0 T=02), O T=0,
V4 T

8. UrCete moment setrvacnosti homogenni kiivky k1 y=2x-1, xe<1,3>, kterd rotuje

kolem osy y. Polozte p(x,y)=1.

2) ?ﬁ, b) ?ﬁ,
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0) %ﬁ, d) %ﬁ.

9. Urcete staticky moment vzhledem k ose y homogenni kiivky k1 y=2x-1, xe<1,3>.

Polozte p(x,y)=1.
a) 1445, b) 445,
©) 2445, d) 4045.

10. Vypocitejte praci sily F(X)=(x+y)i +xyj pii pohybu hmotného bodu kiivce k:

y=2x-1, xe<1,3> vkladném smyslu.

130 140
a ) b -,
) 3 ) 3
110 100
¥ PSR d _—.
) 3 ) 3
Vysledky testu

1.¢);2.b); 3. a);4.d); 5. a); 6.¢); 7. b); 8. a); 9. b); 10. ¢).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné v osmi piipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opacném piipad¢ je nutno prostudovat kapitolu 4.6 znovu.

Shrnuti lekce

V této kapitole jsme si ukdzali vyuziti kiivkovych integrali v matematice a fyzice.
Kiivkovy integral 1. druhu umoziuje vypocitat délku kiivky a obsah valcové plochy, kterd ma
fidici kiivku k a je ohranicena rovinou z =0 a plochou z =u(X).

Kiivkovy integral II. druhu nam déava dal§i moznost, jak vypocitat obsah rovinné oblasti.

V ptipadé¢ hmotné kiivky k& dokdZeme kiivkovym integralem I. druhu jednoduse

2%

momenty setrvacnosti pii rotaci oblasti 2 kolem soutadnicovych os.

Kiivkovy integral II. druhu umoziuje urcit praci sily pii pohybu po kiivce £ a cirkulaci

vektorového pole.

Efm -255-
4




Matematika Ill PloSny integral

5. PLOSNY INTEGRAL

Pravodce studiem

V zévéru tohoto ucebniho textu se ve strucnosti seznamime s dal$im rozsifenim pojmu

integral, kterym je integral plo$ny. Jeho integracni oblasti je plocha.

@) o Q

V této kapitole pozndme rovnice plochy a jeji orientaci, zavedeme plosny integral 1. a II.

druhu a nau¢ime se tyto integraly pocitat riznymi metodami. Nakonec se seznamime

s vyuzitim plo$nych integrali v geometrii a ve fyzice.

Predpokladané znalosti '

-

Integracni metody (zakladni integracni vzorce, metoda integrace substituci, metoda per

partes), vypocet ur¢itého integralu (Newton — Leibnizova véta).
Dvojrozmérny a trojrozmérny integral a jejich vypocet.

Analyticka geometrie linearnich utvari (obecnd rovnice roviny, jeji smérnicovy a
usekovy tvar, parametrické rovnice piimky) a kvadratickych utvart (kvadratické plochy)

V prostoru.

Vektorova funkce dvou a vice nezavisle proménnych.

5.1. Plocha a jeji orientace

Privodce studiem w

.‘i_\.

&

Abychom mohli studovat plo$ny integral, musime vyjadfit analyticky jeho integracni

oblast (plochu) a také zavést orientaci plochy.

Cile

®
©

Cilem této kapitoly je poznat rovnice plochy a zavést jeji orientaci.

Predpokladané znalosti

L D
L D

Vektorova funkce dvou nezéavisle proménnych.
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Maticovy pocet.

Parcialni derivace funkce vice proménnych.

Eﬂ Vyklad =|

Vektorovou funkei dvou nezavisle proménnych u,v
f ) =x, )i +y(u,v)j + 2k, (u,v)eQ
je uréena plocha o, pokud jsou funkce x(u,v), y(u,v), z(u,v) spojité diferenciabilni podle

proménnych u,v.

& & o

Body, v nichz matice d = ou ou Ou ma hodnost 2, jsou regularni body plochy.
x oy &
ov 0oOv Ov

Ekvivalentnim zépisem plochy o jsou parametrické rovnice s parametry u,v tvaru
x=x(u,v),y=yu,v),z=zu,v), (u,v) e

Z parametrickych rovnic odvodime explicitni rovnici z = f(x,y) plochy o vylou¢enim
parametri # a v. Dosadime-li napiiklad za u =x a v=y, pak z =z(u,v) =z(x,y) = f(x, ).

Implicitni funkce F(x,y,z)=0 je rovnici plochy o, pokud funkce F(x,y,z) je spojité
diferenciabilni podle proménnych x, y,z. Body, v nichZ je aspon jedna z parcialnich derivaci

OF OF 6—F nenulova, jsou regularni body plochy.

5’5’ oz

1s 1.7
* Resené ulohy 'v

Priklad 5.1.1. Vyjadrete rovnici kulové plochy se sttedem v poc¢atku soustavy soutfadnic a
polomérem » =3 a) implicitni funkei,
b) explicitni rovnici,
¢) parametricky,

d) vektorovou funkci.

ReSeni: Stfedova rovnice kulové plochy se stfedem v po€atku soustavy soufadnic a

polomérem » =3 ma tvar X2+ y2 +22 =9,
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a) Implicitni vyjadieni plochy ziskdme anulovanim stfedové rovnice
X2 +y2 +22-9=0.

b) Vyjadienim proménné z z ptedchozi rovnice ziskame dvé explicitni rovnice:

Z=+49- X2 - y2 pro horni polovinu kulové plochy a
z=—/9- X2 - y2 pro dolni polovinu kulové plochy.

c) Nejcasteji pouzivané parametrické rovnice kulové plochy maji tvar:

= 3cosusinv,
= 3sinusinv,

z = 3cosv,
kde u €<0,2x), ve<0,7 > jsou parametry.
d) Vektorovou funkci vyjadiujici kulovou plochu ziskame z parametrickych rovnic:

f(u,v)=3cosusinvi +3sinusinv j +3cosvk, ue<0,27), ve<0,7>.

Vyklad

Plocha o se nazyva

- hladka, obsahuje-li pouze regularni body,

- jednoducha, jestlize sama sebe neprotina,

- dvojstranna, lze-li ur¢it jeji rub a lic,

- jednostranna, nelze-li rozliSeni stran urcit,

- uzaviend, ohranicuje-li né¢jaké prostorové téleso.

Prikladem dvojstranné plochy je list papiru nebo plocha kulova.

B=D Obr. 44

o -’*‘i
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Ptikladem jednostranné plochy je Mdbitv list, viz obr. 44, ktery vytvotime
z obdéInikového pasu ABCD tim, Ze jej prekroutime o 180° a spojime strany 4B a CD tak,
aby platilo A=C a B=D.

Zékladni rozdil mezi jednostrannymi a dvojstrannymi plochami spociva v tom, ze
jednostranné plochy nelze orientovat. MlZe u nich totiz nastat pfipad, Ze pti spojitém pohybu
po nékteré spojité a uzaviené kiivce k lezici na ploSe o ma normdalovy vektor k ploSe na
zacatku pohybu opacnou orientaci nez na konci pohybu.

Dvojstrannou plochu povazujeme za orientovanou, oznac¢ime-li jednu jeji stranu za
kladnou a druhou za zipornou. V teorii plo$ného integralu je vyhodna orientace podle
normalového vektoru.

Plocha o je orientovana kladné vzhledem k ose x, resp. y, resp. z, svird-li jeji normalovy
vektor ostry uhel svektorem i, resp. j, resp. k. Je-li tento uhel tupy, je plocha o
orientovana zaporné. Na obr. 45 je vné&jsi strana plochy z= f(x,y) orientovana kladng

(znacime o, ), kdeZto vnitini strana zaporn¢ (znacime o_).

Kontrolni otazky

1. Které znasledujicich rovnic vyjadiuji plochu v prostoru formou parametrickych rovnic
s parametry u,v?

a) x=x(),y=y(),z=2z(), te<a,b>,
b) x=x(u,v),y=yu,v),z=zu,v),(u,v)ed,
c) x=x(u,v),y=ywuv), uv)eQ,

d)  fu,v)=x,v)i +yu,v)j+zu,v)k, (u,v)eQ.
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2. Ktera z nasledujicich rovnic vyjadiuje plochu v prostoru formou vektorové funkce?
a) x=x(),y=y(),z=2z(), te<a,b>,
b) x=x(u,v),y=yu,v),z=zu,v),u,v)eQ,
c) x=x(u,v),y=yu,v), (u,v)eQ,
d)  f(u,v)=x,v)i +yu,v)j+zu,v)k, (u,v)eQ.
3. Jaké musi byt funkce x = x(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v) , aby vektorova funkce
f(u,v) = x(u,v)i +yu,v)j +zu,v)k, (u,v)eQ vyjadiovala plochu?
a) Kladng, b) spojité,
c) spojité diferenciabilni, d) periodické.
4. Které¢ z nasledujicich tvrzeni vyjadiuje rozdil mezi jednostrannou a dvojstrannou plochou?
a) Na jednostranné plose nelze urcit lic, na dvojstranné plose nelze urcit rub,
b) na jednostranné plose nelze odlisit lic a rub, na dvojstranné plose ano,
¢) na dvojstranné ploSe nelze odlisit lic a rub, na jednostranné plose ano,
d) neni mezi nimi rozdil.

2

5. Kulové plocha X2+ y2 +22 =42 , >0 ma parametrické rovnice:

a) x=rcosusiny, y=rsinusiny, z=rcosv, ue<0,2xr), ve<0,7>,
b) x=rcosucosv, y=rsinusinv, z=rcosv, ue<0,2xr), ve<0,7>,
c) x=rcosusiny, y=rsinusinv, z=rcosv, ue<0,xr), ve<0,7>,
d) x=rcost, y=rsint, te<0,7>.

6. Explicitni rovnice horni poloviny kulové plochy se stfedem v pocatku soustavy soufadnic a

polomérem » ma tvar:

a) z=i\/r2—x2—y2, b) z:—\lz—xz—yz,
c) Z=+\/V—X2—y2, d) Z=+\/r2—x2—y2

7. Vyraz f(u,v)=rcosusinvi +rsinusinv j +rcosvk, ue<0,7z), ve<0,7 > vyjadiuje:
a) polovinu kulové plochy se sttedem v poc¢atku soustavy soutfadnic a polomérem 7,
b) ctvrtinu kulové plochy se stfedem v pocatku soustavy soufadnic a polomérem r,

c) osminu kulové plochy se stftedem v pocatku soustavy soutfadnic a polomérem 7,
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d) kulovou plochu se sttredem v poc¢atku soustavy soufadnic a polomérem 7.

8. Implicitni rovnice kulové plochy se stfedem v pocatku soustavy soufadnic a polomérem » ma
tvar:

2

a) x2+y2+z +r=0, r>0,

b) x2+y2+22—r2=O, r>0,

2

c) x +y2+z2

+r2=O, r>0,

2

d) x2+y2—z -r=0, r>0

Odpovédi na kontrolni otazky

1. b); 2.d); 3. ¢); 4. b); 5. a); 6. d); 7. a); 8. b).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpovédeli nejméné v Sesti pripadech, pokracujte dale. V opacném

piipadé¢ je potieba prostudovat kapitolu 5.1 znovu.

Z Shrnuti lekce Z

V této kapitole jsme se naucili vyjadfit analyticky plochu ve tvaru parametrickych rovnic

a ve tvaru vektorové funkce. Déle jsme si objasnili rozdil mezi explicitni a implicitni rovnici
plochy. Poznali jsme rozdil mezi jednostrannou a dvojstrannou plochou. Dvojstranné plochy

jsme orientovali podle normalového vektoru.

5.2. Zavedeni plosného integralu

Pravodce studiem

Urcity integral, dvojrozmérny integral, trojrozmérny integral i kiivkovy integral jsme
zavedli shodnou metodou — d€lenim ptislusné integracni oblasti na dil¢i oblasti normalni
posloupnosti déleni. Plosny integral zavedeme na zaklad¢ analogie — rozdélime plochu o na
dil¢i plochy. Musime vSak stejné jako u kiivkového integralu rozliSovat, zda je plocha o

orientovana nebo neorientovana.

8 - &

Cilem této kapitoly je objasnit pojem plosného integralu I. a II. druhu.
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-

Predpokladané znalosti

Zavedeni kiivkovych integrala.

Vektorova funkce dvou a vice proménnych.
Vektorova algebra (skalarni soucin vektorl).

Rovnice plochy a jeji orientace.

Vyklad

Plos$ny integral je zobecnénim dvojrozmérného integralu, pficemz integratnim oborem je
misto rovinné oblasti QQ plocha o .

Omezime se na jednoduchou hladkou ohrani¢enou plochu o, kterou rozdélime na n
jednoduchych dil¢ich hladkych ploch oy,0,...,0, fezy rovinami rovnob&znymi se
soufadnicovymi rovinami x, z a y, z, viz obr. 46. Dé¢leni provedeme tak, aby tvofilo

normalni posloupnost délent.

(0903 C.n)

Obr. 46

Ozna¢me Ao; ploSny obsah i-té dil¢i plochy o;, i=1,2,..., n. Tomuto déleni plochy o

odpovida rozdéleni jejiho pravouhlého primétu Dy, do roviny z =0 na c¢asti Dy,D,,...,D,.
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Pro obsah i-té ¢asti ADi plati ADi :ij.Ayk, i=12,...,n, j=12,...,m,
k=12,...,p,, n=m.p.

Na kazdé dil¢i ploSe o; libovolné zvolime bod M; =(&;,7;,4;), i=1,2,...n a vném
sestrojime jednotkovy normalovy vektor n; =n(M;) orientovany shodné s orientaci plochy.

Na plose o jsou definovany, ohrani¢ené a spojité:

 skalarni funkce u =u(x, y,z) =u(X),

« vektorova funkce F = F(x,y,z) = F(X)=P(X)i +O(X)] + R(X)k.
V bodech M; nabyvaji tyto funkce hodnoty u(M;)=u(&,n;,¢;) a F(M;)=F(&,n,¢7).
Vytvorime souciny u(M;) Ac; a skalarni souciny F(M ;)n(M;)Ao; proi=12,....n

n
Nyni utvofime soucty Z u(M;)Ao; (67)
i=1

a ZH:F(MZ-).E(MZ-) AC;. (68)
i=l1

Definice 5.2.1.
1. Existuje-li pro n >0 a Ac; — 0 pro vSechna i =1,2,...,n limita vyrazu (67),
pak tuto limitu nazveme ploSnym integralem I. druhu skalarni funkce u(x,y,z) na ploSe &

a zapiSeme ji ve tvaru

”u(x,y, z)do.

2. Existuje-li pro n > a Ao; — 0 pro vSechna i =1,2,...,n limita vyrazu (68),
pak tuto limitu nazveme ploSnym integralem II. druhu vektorové funkce

F(x,y,z)=P(X)i +O(X)] +R(X)k na orientované plose o a zapiSeme ji ve tvaru

” F(x,y,z)ndo = H P(x,y,z)dydz + Q(x, y,z)dxdz + R(x, y, z)dxdy.

o O

Shrnuti lekce

Integra¢ni oblasti plosného integralu je plocha.
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Plochu & jsme rozd¢lili na dil¢i plosky normalni posloupnosti déleni. Na kazdé dilci
plosce jsme zvolili libovolny bod a v ném jsme sestrojili podle orientace plochy jednotkovy
normdlovy vektor. Plo$né integraly 1. a II. druhu jsme zavedli jako limity pfislusnych
integralnich souctu.

Pokud nezélezi na orientaci plochy, jde o plosny integral I. druhu, ktery znacime

[[u(x,y.2)do. Je definovan pro (skalami) funkei u(x, y,z).

o
Pokud zalezi na orientaci plochy, jde o plosny integral II. druhu, ktery zapisujeme ve

tvaru j j P(x,y,2)dydz + O(x, y,z)dxdz + R(x, y,z)dxdy , pfipadné struéngji ﬂ F(x,y,2)7 do.

o o

Je definovan pro vektorovou funkci F(x,y,z).

5.3. Vypocet a vlastnosti plosnych integralt

Privodce studiem

Pocitat plosné integraly podle definice 5.2.1 by bylo velmi pracné a také zdlouhavé.
Existuje nckolik metod, jak tyto integraly pocitat. Nyni se sezndmime se zikladnimi

metodami vypoctu plosnych integralt I. a II. druhu.

B - Q

Cilem této kapitoly je objasnit metody vypoctu a vlastnosti plosného integralu 1. a II.

druhu.

Predpokladané znalosti

-

-

Integracni metody (zakladni integracni vzorce, metoda integrace substituci, metoda per

partes), vypocet ur¢itého integralu (Newton — Leibnizova véta).
Dvojrozmérny integral a jeho vypocet.
Parcialni derivace funkce vice proménnych.

Analyticka geometrie linearnich utvari (obecnd rovnice roviny, jeji smérnicovy a
usekovy tvar, parametrické rovnice piimky) a kvadratickych utvart (kvadratické plochy)

V prostoru.

Vektorova funkce dvou a vice nezavisle proménnych.
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Vyklad

Plosny integral 1. a II. druhu pocitime pfevedenim na dvojrozmérny integral. Vypocet

zavisi na zpusobu zadani plochy o.

Véta 5.3.1.

1. Necht’ je dana jednoduché hladké plocha o, na které jsou definovany, spojité a ohranic¢ené

skalarni funkce u =u(x, y,z) a vektorova funkce
F(x,y,2)=F(X)=P(X)i +O(X)] +R(X)k.
Ozna¢ime-li D, pravouhly primét plochy o do roviny z =0 a plochu vyjadiime explicitné

ve tvaru z = z(x, y), plati pro plo$ny integral I. druhu

0z 2 oz 2
[Jutx,y,2)d0 = [[ ux,y, 2oy 1+| = | + = | dxdy. (69a)
pt b, ox oy

Promitneme-li plochu o do roviny y =0, primét ozna¢ime D,_, pak plochu o vyjadiime

explicitn€ ve tvaru y = y(x, z). PloSny integral I. druhu vypocitame podle vztahu

0z

u(x,y,z)ydo = || u(x, y(x,z),z),|1+ ¥ 2+ ¥ 2a’xa’z. (69b)
[t | >

Analogicky pfi promitani plochy o do roviny x=0, primét oznacime D),  a vyjadiime

plochu o explicitni funkci x = x(y,z). Plosny integral 1. druhu vypocitdme podle vztahu

2 2
Hu(x,y,z)daz ” u(x(y,z),y,z)\/l+(@J _{a_xj dydz. (69¢)
p b,, oy oz

2. Pro plosny integral II. druhu plati

[[Fx,p. 207 do = [[ P(x, y,2)dvdz + Q(x, y, 2)dxdz + R(x, y, 2)dxdy =

o o
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=& ” P(x(y,z),y,z)dydz + ¢ H O(x,y(x,z),z)dxdz + & J.J. R(x,y,z(x,y))dxdy, (70)
D, D D

Xz Xy

pricemz &=+1 v pripadé kladné orientované plochy o a ¢&=-1 v pfipadé¢ zaporné

orientované plochy o .

Vlastnosti ploSnych integralli pfimo vyplyvaji z definice souctd (67) a (68) a jsou

analogické vlastnostem ktivkovych integralti.

Véta 5.3.2. (Vlastnosti ploSnych integrali)

I [[eut)do =c[[u(x)do, [[e Fx)mdo=c|[ F(X)ndo, ceR,

o, o,

2. j j w(X)+v(X))do = j j u(X)do + j j w(X)do,

ﬂ (F(X)+G(X))iido = j j F(X)ndo+ j j G(X).7 do,

o5 o o4

3, j j u(X)do = ”u(X)da + j j u(X)do,

1 2

[[Fxmdo=[[ F(x)ado+ [[ F(x)a do,

o, 01+ 02+

4. j j F(X)ido=- j j F(X)in do,

o, o

pfi¢emz skalarni funkce u(X),v(X) a vektorové funkce F(X), G(X) jsou spojité a

ohranic¢ené na ploSe o, plochy oy, 0, vzniknou rozd€lenim plochy o na dvé ¢asti.

Efm -266-
4




Matematika Ill PloSny integral

| Poznamky

1. Plosny integral I druhu stejné jako krivkovy integral I druhu nazyvame také
neorientovany, protoze podle vztahii (69ab,c) jejich vypocet nezavisi na orientaci

plochy o . Plosny element do je vidy kladny.

Plosny integral II. druhu shodné s krivkovym integrdalem II. druhu nazyvame také

orientovany, protoze podle vztahu (70) zdvisi jeho hodnota na orientaci plochy o

2. Pro vypocet plosného integralu II. druhu Ize za stejnych predpokladi jako ve vété 5.3.1

uzit nasledujici vztahy:

ﬂ F(x,y,z) do = H P(X)dydz + Q(X)dxdz + R(X)dxdy =

0z 0z
. g [ (RCX)-PCX) o9& )y, (71a)
Xy
_ _ Y _ D\ dds
= ggj (O(X) = P(X) — = R(X) —)dsdz, (71b)
= j j (P(X)-0O(X) ox_ R(X) @)dydz. (71c)
5 oy 0z

yz
3. Zvety 5.3.1 vyplhva, ze plosny integral I. druhu miizeme teoreticky vypocitat promitnutim
plochy o do kterékoliv souradnicove roviny. Prumétem vSak musi byt rovinna oblast.
4. Zvety 5.3.1 vyplyva, ze pri vypoctu plosného integralu Il. druhu je jednoznacné urceno
promitani v zavislosti na soucinu diferencialii:
V pripade soucinu diferencidalu dxdy promitame plochu o do souradnicové roviny os x, y,

v pripadé soucinu diferencialit dxdz promitame plochu o do souradnicové roviny os x, z,

v pripadé soucinu diferencialii dydz promitame plochu o do souradnicové roviny os y, z.

12 -
* Resené ulohy

Priklad 5.3.1. Vypocitejte integral A= H zdo, kde o je ¢ast kuzelové plochy x>+ y2 =72

o

pro 1<z<2.
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ReSeni: Dosadime-li do rovnice plochy o za z=1, dostaneme rovnici kruznice

X2+ y2 =1. Dosadime-li do rovnice plochy o za z =2, dostaneme rovnici kruznice

2+ y2 =4. Pravothlym primétem D,

y Pplochy o do roviny z=0 je tedy

mezikruzi, viz obr. 47.

Piislusny dvojny integrdl budeme proto feSit v polarnich soufadnicich (5):
x=pcosp, y=psing, pdpde.

Mezikruzi 1< x? + y2 <4, vyjadiime v polarnich soutadnicich

Dyp:1<p<2, 0<p<27.

Obr. 47

Plocha o ma v polarnich soufadnicich rovnici

z= x2+y2 =\/p2cosz¢+pzsin2¢=p.

Podle vztahu (69a) urc¢ime:

2 2

2 2
daz,/1+z;2+23,2dxdy: [ N S I B S dxdy = 1+x2+y2dxdy:
2 2 [x2+y2

X" +y

:\/dedy.

Po dosazeni do vztahu (69a) plati:

2 2
A= ” \/x2+y2x/§dxdy:” px/Epdpd(o:x/E fdwfpzdp:
Dy, D 0 1

X PP

o -’*‘i
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Priklad 5.3.2. Vypocitejte integral B = H x do, kde plocha o je ur¢ena rovnicemi

o

P +y?=R%,0<2<2,x>0,y>0.

ReSeni: Integraéni plocha o je ¢asti valcové plochy, viz obr. 48. Primétem plochy o

do roviny x, y je pouze Ctvrtkruznice, tedy kiivka. Promitneme proto plochu o
napfiklad do roviny os y, z. Primétem D, je obdelnik, ktery je ur¢en nerovnicemi

0<y<R,0<z<2.

Plochu o vyjadiime ve tvaru  x=x(y,z) = R?- y2

a vypocitdme derivace o = L, ox =0.
oy R2 _yz 0z
z

(0,0,2)
: Dyz
|

0cg

//// \\\\\\‘(OaR:O)
/ y

% R00) Obr. 48

Podle vztahu (69c¢) plati

2 2
Y 2 R y y
do = [l+———+0" dydz = |————— dydz =————dydz
\/ R )2 R —y /7

a po dosazeni do integralu vypocitame

S

R
dydz_Rjdyjdz—sz

\/7 0 0

Ulohy k samostatnému feseni

1. Vypocitejte plosné integraly 1. druhu na plose o :

L]
o t’*‘i

N
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a)

b)

d)

g)

h)

3

” vdo, o: castkulové plochy X2+ y2 +z2=1v prvnim oktantu,

o

”Z do, o: ¢astroviny x+ y+z =1 v prvnim oktantu,

o

”\/xz + y2 do, o: cast kuzelové plochy bz(x2 +y2) = azzz, a>0, b>0 pro

o

ze<—b,0>,

” (2x2 +3 y2 )do, o: cast plochy rotaniho paraboloidu 2z = 2+ y2 uvnitt
o

valcové plochy X2+ y2 =2,

”.\/xz + y2 do, o ¢ast plochy rotacniho paraboloidu z = X2+ y2 ohrani¢ena

(o3

rovinou z =1,

”xy do, o: ¢ast kuzelové plochy 2Z2=x+ y2 mezi rovinami z =0,z =9,

o

zZ %z . x .7z .
”ﬁdcf, o : ¢ast kulové plochy 2+ y2 +22 = 4, z>0 vné rotacni valcové
X“+y
o

plochy x>+ y2 =1, %

2
X - <1 v . vr s ‘v « ;. .
”—3de, o : ¢ast kuzelové plochy 2=x"+ y2 leZici uvnitf rotaéni valcové

o z

plochy X2 +2x+ y2 =0, %

o : Cast plochy rota¢niho paraboloidu z = X2+ y2 lezici uvnitf rotacni

” do

" Vl+4z
. R 2 2 _

valcové plochy x“ +y“ =2x, %

2

” xy223d o, o: Castrotacni valcové plochy x“ + y2 =16, x <0 mezi rovinami
o

k) Hx do, o: ¢astroviny x+z =1 v prvnim oktantu, y <1,

O
¥y
Ef v
* *
..’ ‘*
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1) ”z do, o: ¢ast povrchu rotacniho elipsoidu T+

(e}

2

2
Y

4

2

+ e =1 v prvnim oktantu,

m) H xyz do, o: ¢ast kulové plochy 2 y2 +22 = 4, y>20, z2>0,

o

n) H (x+y+2z)do, o: ¢astroviny x+2y+3z =6 v prvnim oktantu.

o

Vysledky uloh k samostatnému feseni

1. a) %; b) %ﬁ; 0) %ﬂazx/az +5%; d) %:(6\/5“); e) %7[(9\/§—ln\/2+\/§); f) 0;

g) 4rln2;h) ?\/E;i) 75 ) —@;

Resené ulohy

K) %\/5;1) 59—67r;m)o; n) 114/14.

Priklad 5.3.3. Vypocitejte integral C = ” xdxdy, kde o je vngjsi strana kulové plochy

x2+y2+z2 =9.

o

ReSeni: Zrovnice x°+ y2 +22=9 nelze vyjadiit integraéni plochu z= f(x,y)

jedinou explicitni rovnici. Plochu o tedy rozdélime na dvé ¢asti, viz obr. 49:

Obr. 49

o1 nad rovinou z =0 ma rovnici z =+4/9 —x% - y2 a je orientovana kladné,

05 pod rovinou z =0 ma rovnici z =—/9— X2 - y2 a je orientovana zaporné.

i
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Primétem D,,, obou ploch do roviny z=0 je kruh 2+ y2 <9. Integral C je proto

souctem dvou integralli C = ” xdxdy + ” xdxdy

01+ 02—

a podle vztahu (70) plati C=+1 [[ xdxdy—1 [[ xdxdy =0.

Dy, Dy,

Priklad 5.3.4. Vypocitejte integral D = H vdxdz, kde o je kladné orientovana strana roviny

o

X+ y+z=1 v prvnim oktantu, viz obr. 50.

ReSeni: Vzhledem k diferencialim dxdz budeme podle vztahu (70) plochu ¢ promitat

do roviny os x, z. Primét D,

. je dan nerovnicemi: 0<x <1, 0<z<1-x.

Z rovnice plochy o vyjadifime funkci y = y(x,z)=1-x—-z a dosadime do vztahu

(70):
1 1-x 1 1-x
D=1” (l—x—z)dxdz:jdx J. (1-x—2z2)dz =J.{(1—x)z—z—:| dx =
sz 0 0 0 2 0
! 2 1 37!
=J- (l—x)z—u dx:l-[(l—x)zdle u =_l(0_1)=l.
0 2 20 2 -3 0 6 6

Obr. 50

Priklad 5.3.5. Vypocitejte integral E = j j xdydz + ydxdz + zdxdy, kde plocha & je horni

o

strana roviny x+ y+z =a, a >0 v prvnim oktantu.

L]
o * i o
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ReSeni: a) Plochu o vyjadiime ve tvaru z = z(x, y) =a—x—y a uréime jeji pravothly
prumét do roviny z =0, viz obr. 51.

D,,:0sx<a,0<y<a-x

K vypoctu integralu pouzijeme vztah (71a), pfi¢emz dosadime

P=x, O=y, R=z %:—l,@:—l.
ox oy

Dostaneme:
E=1 ” (a—x—y—x(—l)—y(—l))dxdy=H (a—x—y+x+y)dxdy =
D,, Dy,
2
a 1 3
= dxd D, |=a—=—=a".
ab” xdy = a| Dy, |= a2 2(1

Xy
b) Integral E rozdélime na tii integraly

E= j j xdydz + j j ydxdz + j j zdxdy = Ey + E, + E3 a vyfe§ime kazdy zvI4st.

(o o o
Podle vztahu (70) plati:
Dyz . 0< y <a iy
Elzﬂxdydz: 0<z<a-y —IH (a—y- z)dydz_jdy I (a—y—z)dz=
o X = a-y—z D,, 0 0

24y a ) a
[(a y)z——} dy=j(<a—y>2—%] dy == [ (v =
0 0 0

O"—;Q

o -’*‘i
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. . . 1 :
Analogicky bychom promitanim do roviny os x, z urcili E, = gaz’ , respektive

a . o y 1
promitdnim do roviny os x,y zjistime, ze [E3 = ga3.

Tedy E=314% =143,
6 2

Je ztejmé, Ze postup feSeni pouzity v piipad¢ a) je jednodussi a rychlejsi.

Ulohy k samostatnému feseni
2. Vypocitejte plosné integraly II. druhu na plose o :
a) _[ j xzdxdy + xydydz + yzdxdz, o : kladné€ orientovana strana roviny x+ y+z =1
o
v prvnim oktantu,

b) ” xzdydz + zzdxdy, o : vnéjsi strana kuzelové plochy x>+ y2 =72 pro ze<0,1>,

o

c) ” xyzdxdy, o : kladné orientovana strana kulové plochy X2+ y2 +z2=1v prvnim

(e}

oktantu,

d) I I xdydz + dxdz + xz? dxdy, o : kladné€ orientovana strana kulové plochy

o
x>+ y2 +z22 =" v prvnim oktantu, %
x2 y2 22
e) ” xzdxdy + xydydz + yzdxdz, o : vné&jsi plocha elipsoidu e + 5 + e =1 v prvnim
o
oktantu, %

f) H zdxdy + xdxdz + ydydz, o : Cast plochy x—y+z =1 ve ¢tvrtém oktantu,

O
orientovana kladné,

g) ” 2 dxdy, o : vngjsi strana kulové plochy X2+ y2 +22 = 4,

o

h) [[x*dydz+y*dvdz + z*dxdy, o : vngjsi plocha kvadru, jeho¥ stény lezi v rovinach

(o2

x=0,y=0,z=0, x=1,y=2,z=3,

Ef o
- t’*‘i
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1) H xydxdy + yzdydz + xzdxdz, o : vn&j$i plocha krychle, jejiz stény leZi v rovinach

o

x=0,y=0,z=0,x=2,y=2,z=2,

i) j j xy?22dydz + yx* 22 dxdz + zx2 y2dxdy, o : vnéji plocha StyFsténu, jehoz stény lezd
(o2

vrovindch x+y+z=1,x=0,y=0,z=0,

k x+1)dydz, o : vnéjsi plocha elipsoidu X% 42y + 422 =4,
3 JS1p p y

o

D [J* +2x)dydz+(y* —2)dxdz, o : vngjsi plocha krychle, jejiz stény lezi

(o3

vrovindch x=0,y=0,z=0,x=3,y=3,z=3,

m) j j xdydz + ydxdz + zdxdy,

o

a ) o: vn¢jsi plocha krychle, jejiz stény lezi v rovinach

x=0,y=0,z=0,x=2,y=2,z=2,

p) o: vngjsi strana kulové plochy X2+ y2 +z

Vysledky uloh k samostatnému feseni

1 3 2

—;d) —+—+

1 T
2.a) —; b) ——: ¢
)8 ) 2 )15

L

o

Kontrolni otazky

6 4 15

- K) gm/i; 1) 162; m) «)24; B) 4xr>.

nre  mr 2 5
_]/' .

b

2

27

e) —r

2

2

=r .

1
D -

1. V ¢em spociva rozdil mezi ploSnym integralem I. a II. druhu?

o) %n; h) 36; i) 0;

a) Integral 1. druhu zavisi na orientaci plochy, integral II. druhu nezavisi na orientaci

plochy,

b) integral 1. druhu je definovan pro plochu orientovanou kladng, integral II. druhu pro

plochu orientovanou zaporné,

c) integral I. druhu nezavisi na orientaci plochy, integral II. druhu zavisi na orientaci

plochy,

i
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d) neni mezi nimi rozdil.

2. Ktery z nasledujicich zapist vyjadiuje obecné plosny integral 1. druhu po plose o ?

a) [[ux,y,2)do, b) [[u(x,y,2)dxdy,
0) ” F(x,y,z)do, d) ﬂ u(x, y,z)dxdvdz .

3. Ktery z nasledujicich zépisii vyjadiuje obecné ploSny integral II. druhu po orientované

plose o ?
a) Hﬁ(x,y,z).do, b) ﬂ F(x,y,2)ndo,
0) ” F(x,,z).7 dxdydz, d) ﬂ u(x,y,z)do.

4. Podle jakého vztahu vypogitame integral 1. druhu j j u(x,y,z)do ?

o

a) “u(x,y,z)dO' = ” u(x,y)do,
o D

Xy

b) ”u(x,y,z)da = H u(x,y)do,
log D

Xy

D,,

c) ”u(x,y,z)da = H u(x,y,z(x,y)) dxdy,

d) Hu(x, v,z)do = H u(x,y,z(x,y))do

D,,

5. Podle kterého vztahu vypocitame diferencial do ?

2 2
a) do= 1+(gj + & dxdy ,
ox oy

o -’*‘i
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Y (o)
d) do= 1+(—yj +(—yj dxdy .
Ox 0z

6. Jak volime soufadnicovou rovinu, do které promitdme plochu o pfi vypoctu plosného
integralu I. druhu?

a) Zcela libovolng,
b) libovolng, ale primétem musi byt rovinna oblast,
c) libovoln¢, ale primétem musi byt uzaviena ktivka,

d) vzdy promitame do soufadnicové roviny os x, y.

7. Podle jakého vztahu vypocitame integral II. druhu J.I F(x,y,z)ndo?

o

a) & [[ (P(x,y,2)+Q(x,3,2) + R(x, y,2))dxdy,

D,

b) ¢ H P(x(y,z),y,z)dydz x & H O(x,y(x,z),z)dxdz x & J-J- R(x,y,z(x,y))dxdy,
D D D

vz Xz Xy

o) &[] Px(r,2),7,2)dy+ ¢ [[ O(x,y(x,2), 2)dx+ & [[ R(x,y,2(x, y))dx,
D D D

vz Xz Xy

d ¢ H P(x(y,z),y,z)dvdz + & J.J. O(x,y(x,z),z)dxdz + ¢ J-J. R(x, y,z(x,y))dxdy .
D D D

vz Xz Xy

8. Jak volime soufadnicovou rovinu, do které promitdme plochu o pfi vypoctu plosného
integralu II. druhu?

a) Zcela libovolng,
b) libovolng, ale priimétem musi byt rovinna oblast,

¢) promitaci rovina je jednoznacné urcena soucinem diferencidlti dxdy, resp. dxdz,

resp. dydz,

d) vzdy promitame do soufadnicové roviny os x, y.

Odpovédi na kontrolni otazky

1.¢); 2.a); 3.b); 4. d); 5. a); 6. b); 7. d); 8. ¢).
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Privodce studiem

Pokud jste spravné odpovédéli nejméné v Sesti piipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opacném piipadé je nutno prostudovat kapitolu 5.3 znovu.

Kontrolni test

Ay

1. Vypocitejte integral ”z do, kde o je cast kulové plochy X+ yz +22=4 , z20.

o
a) 67, b) 8r,
c) 10rx, d 12r.

2. Vypocitejte integral J.J- (x+y)do, kde o je ¢astroviny x + y+4z =4 v prvnim oktantu.

o

a) 16v2, b) 2442,
©) 482, d) 96v/2 .

3. Vypocitejte integral ﬂ zde', kde o je ¢ast roviny 2x+3y =6 v prvnim oktantu pro

o

z<2

NS » 23,
3 3
0) %JB d) %JE.

4. Vypocitejte integral ” xz do, kde o je ¢ast valcové plochy X2tz = 9, 0<y<4,

o
x>0, z=20.

a) 18, b) 36,
c) 54, d) 72.

5. Vypocitejte integral J.J- V1+4zdo, kde o je ¢ast plochy rota¢niho paraboloidu

o
Z:x2+y2,ZS4.

a) 36r, b) 38x,
c) 40r, d 42r.
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6. Vypocitejte integral IJ‘ yza’xdy + xzdxdz, kde o, je plocha ¢tverce o stranach

o

x=0, y=0, x=2, y=2 vrovin¢ z =2.

16 10
a) —, b) —.
) 3 ) 3

8 4
Y ) d —.
) 3 ) 3

7. Vypocitejte integral ” xdydz + ydxdz + zdxdy, kde o je vn&j$i plocha kvadru, jehoZ stény

O
lezi v rovinach x=0, y=0, z=0, x=2, y=4, z=6.
a) 188, b) 136,
c) 144, d 172.

8. Vypocitejte integral J.J- xzdxdz, kde o, je ¢astroviny 2x +3y + 6z =12 v prvnim oktantu.

o
a) 8, b) 6,
0 4 4 2.

9. Vypocitejte integral J.J- xydxdz, kde o je ¢astroviny 2x+3y +6z =12 v prvnim oktantu.

o
a) 18, b) 16,
) 14, d) 12,

10. Vypocitejte integral J.I z4dxdy, kde o je cast kuZelové plochy

()
x2+y2:zz, ze<0,2>, x>0, y>0.
167 167
a) —, —
) 3 ) 15
1 1
o Lot g 167
45 5
Vysledky testu

1.b); 2. a); 3.¢c); 4.¢); 5.a); 6.a); 7. ¢); 8.b); 9. d); 10. a).
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Privodce studiem

2

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné v osmi piipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opacném piipadé je nutno prostudovat kapitolu 5.3 znovu.

Shrnuti lekce

Pfi vypoctu plosného integralu I. druhu promitneme integra¢ni plochu o do vhodné
soufadnicové roviny, vypocitame ptislusny diferencidl do a prevedeme jej na dvojrozmérny
integral podle vztahu (69a,b,c) v zavislosti na tom, do které soufadnicové roviny jsme
promitali plochu o. Dvojrozmérny integral vypocitdme nckterou z metod uvedenych
v kapitolach 1.1 nebo 1.2.

Plo$ny integral II. druhu rozdélime na diléi integraly pro jednotlivé souciny diferenciali
dydz, resp. dxdz, resp. dxdy apostupné promitneme integracni plochu o do
soufadnicové roviny os y, z, resp. oS X, z, resp. os x, y. Podle vztahu (70) prevedeme dilci
integraly na integraly dvojrozmérné. Dvojrozmérny integral vypocitame nékterou z metod
uvedenych v kapitolach 1.1, 1.2 nebo 1.3. Zméni-li se orientace plochy, zméni plos$ny integral

II. druhu znaménko.

5.4. Gauss-Ostrogradského véta, Stokesova véta

Privodce studiem

Vypocet plosného integralu II. druhu na uzaviené plose se zjednodusi, pievedeme-li ho za
splnéni jistych podminek na integral trojrozmérny. Urychli to vypocet zejména v ptipadé¢, kdy
integracni oblasti je uzaviend plocha, kterd se skladd z vice ploch (stény kvadru, stény
krychle, ...). Pak musime pocitat tolik plosnych integralt II. druhu, z kolika casti se sklada
integracni plocha. Pouzijeme-li vSak Gauss-Ostrogradského vétu, pocitame pouze jediny
trojrozmérny integral. Dal§i moZnost vypoctu plosného integralu skytd véta Stokesova, kteréd

fesi vzajemny vztah mezi ploSnym integralem II. druhu a kfivkovym integralem II. druhu.

Cile

Cilem této kapitoly je vysvétlit dvé dal§i metody vypoctu plosného integralu II. druhu -

pomoci Gauss-Ostrogradského véty a pomoci Stokesovy véty.
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Predpokladané znalosti

Integra¢ni metody (zakladni integracni vzorce, metoda integrace substituci, metoda per

partes).
Kfivkovy integral I1. druhu.
Trojrozmérny integral a jeho vypocet.
Plo$ny integral II. druhu.

Analytickd geometrie line4drnich utvarli (obecnd rovnice roviny, jeji smérnicovy a
usekovy tvar, parametrické rovnice piimky) a kvadratickych utvarti (kvadratické plochy)

Vv prostoru.

Vektorova funkce jedné a vice nezavisle proménnych.

Vyklad

Gauss-Ostrogradského véta vyjadiuje vztah mezi ploSnym integrdlem II. druhu po

uzaviené plose a trojrozmérnym integralem. Je tedy jistou analogii Greenovy véty (kap. 4.4).

Umluva

Plosny integral 1l. druhu po uzaviené plose o znacime symbolem (ﬁ)ﬁ

o

-

Véta 5.4.1. (Gauss-Ostrogradského)
Predpoklady:
1. Necht vektorova funkce F(X)=P(X)i +Q(X)] +R(X)k, a skalarni funkce

OP(X) N 00(X) N OR(X)
Ox oy 0z

div F(X)= jsou spojité v oblasti 2.

2. Necht oblast Q je trojrozmérna, ohranic¢end a normalni vzhledem ke vSem tiem

soufadnicovym rovinam.
3. Necht hranici oblasti Q je jednoducha uzaviena hladké orientovana plocha o.

Tvrzeni:

ﬁDF(X)ﬁ do = j j j div F(X)dxdydz,
o Q

m -281-
4




Matematika Ill PloSny integral

po rozepsani

ﬁDP(X)dydz + O(X)dxdz + R(X)dxdy = j j j [ OP(X) |, 90X) | OR(X )] dxdydz.  (72)
pe 5 Ox oy 0z

%5

Poznamky
1. ProtoZe na pravé strané rovnice (72) je integrdl z divergence vektorového pole F(X)

v oblasti Q, pouziva se pro Gauss-Ostrogradského vétu také nazev divergencni teorém.

2. Vzhledem ktomu, Ze leva strana rovnice (52) z fyzikalniho hlediska predstavuje tok

vektorového pole F(X) plochou o, mizeme vétu 5.4.1 formulovat také takto:

Tok vektorového pole F(X) uzavienou plochou o je roven trojnému integrdlu divergence

pole F(X) v oblasti Q, kterd je ohrani¢ena plochou o.

3. Vkapitole 3.3 jsme bod X, v némz plati div F(X)>0, nazvali ziidlo. Podle véty 5.4.1
to znamend, Ze tok vektorového pole F(X) malou uzavienou ploskou, kterd ziidlo obklopuje,
je kladny.

Analogicky pro noru (div F(X) <0 ) plati, ze tok vektorového pole malou uzavienou ploskou,
ktera noru obklopuje, je zaporny.

4.  Podle Gauss-Ostrogradského vety miizeme plosny integral II. druhu po uzaviené plose o

pocitat prevedenim na trojrozmeérny integral, pokud jsou splnény predpoklady veéty.
Resené ulohy
Priklad 5.4.1. Vypocitejte integral F = cﬁgxydydz + yzdxdz + xzdxdy, kde plocha o je vné&jsi
o

plocha krychle, jejiz stény lezi v rovinach x=0, y=0,z=0,x=2, y=2,z=2.

Reseni: Krychle je trojrozmérné oblast normalni vzhledem ke vSem tfem
soufadnicovym rovinam. Plocha o je uzaviena, jednoducha, hladka a orientovana.

Predpoklady Gauss-Ostrogradského véty jsou splnény.

Efm -282-
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N

P(X) = xy, 0X) = yz, R(X) = xz,
.
ox oy 0z

Oblast Q je uréena nerovnicemi 0 <x <2, 0<y<2 0<z<2,

Podle vztahu (72) plati:

2 2 2 2 2 2712
F:.”.J.(y+z+x)dxdydz:dejdyj(x+y+z)dz:J.de‘[(x+y)z+Z—} dy =
0 0 0 0 0 0 2 1y

2 2 2 )2 2 2
:!).dxg((x+y).2+2)dy=22[{xy+7+yldx:2.([(2x+2+2)dx:

2 2
- 4l:%+2x} —4.6=24.
0

Ulohy k samostatnému feseni

3. Pouzitim Gauss-Ostrogradského véty vypoditejte plosné integraly z ulohy 2. g) — m)
v této kapitole.

Vyklad

Stokesova véta vyjadfuje vztah mezi kiivkovym integralem II. druhu po uzaviené

prostorové kiivce a ploSnym integralem II. druhu. Je tedy zobecnénim véty Greenovy.

Véta 5.4.2. (Stokesova)

Predpoklady:

1. Necht vektorové funkce F(X)=P(X)i +O(X)j+R(X)k a rot F(X) jsou spojité na
plose o.

2. Necht plocha o je jednoducha, hladka, ohrani¢end a kladné orientovana.

3. Necht hranici plochy o je uzaviena kladné orientovana kiivka k.

Tvrzeni:

C.FF(X).%: H rot F(X)n do,

ky o,

po rozepsani
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_(flee._or OR 00\ 1 gi P8 _OR), o
g:)rP(X)dx+Q(X)dy+R(X)dz—£{ (6}5 > xdy+(ay azjdya’ +(82 axjdxa’.

(73)

I Poznamky I

1. Krivkovy integral vektorové funkce F(X) po uzaviené kiivce k na levé strané rovnice

(73) predstavuje z fyzikalniho hlediska cirkulaci vektorového pole F(X) po kifivce k. Plosny
integral na pravé strané rovnice (73) urcuje z fyzikalniho hlediska tok vektorového pole

rot F(X) plochou o. Miizeme tedy Stokesovu vétu interpretovat takto:

Cirkulace vektorového pole F(X) po uzaviené kiivce k je rovna toku vektorového pole

rot F(X) plochou o, kterd je ohranicena kiivkou k.

2. Podle Stokesovy véty miizeme krivkovy integrdl II. druhu po uzaviené krivce vypocitat

prevedenim na plosny integral I1. druhu a naopak.

17 . 1z
v Regené tlohy _v

Priklad 5.4.2. Vypo¢itejte cirkulaci C vektorového pole F = y%i —x2 +z°k po kladn&

orientované kiivce k, kterd je prise¢nici parabolické plochy 4zt =1- y se

soufadnicovymi rovinami v prvhim oktantu, viz obr. 52.

ReSeni: Vektor F ma slozky P = y2 ,0= —x? ,R= z? , pro derivace plati:

X V:(O,I,O)

Obr. 52
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F; =0, 0; =0, R;, =0.
Podle vztahu (73) plati:
C= Cﬁ y2dx—x*dy + 2%dz = j j (=2x = 2y)dxdy + (0= 0)dydz + (0— 0)dxdz =
k, o
= 2{[ (et y)dxdy,
(o}

kde plocha o je povrch ¢asti paraboloidu XX+l =1- vy v prvnim oktantu.
Plosny integral II. druhu vyfeSime promitnutim do roviny os x, y a pouzitim vztahu

(70). Integracni oblast D, je urcena nerovnicemi: 0<x<1,0<y<1- X2,

1 1-x? 1 y2 1-x
C=-2 _” (x+ y)dxdy = —ZJ.dx j (x+y)dy = —2J.|:xy+7] dx =

Dy, 0 0 0 0

1 1

=-2f (1= x2)+ L= x2)? dx:—2j(x—x3+l—x2+lx4)dx=
2 2 2

0 0
4 3 57

x2 X 1 X X 31
=2 =t —x——t =] ===
2 4 2 3 10 0 30

Ulohy k samostatnému feseni

4. Pouzitim Stokesovy véty vypocitejte kiivkové integraly po kiivce k:

a) q.nyzdx + xydy + xdz, k : kruznice X2+ y2 =9 vroviné z=0,
k

b) gS(xz + y2 )dy, k : strany obdélnika, které lezi na ptimkdch x=0,y=0,x=2, y =4,
k

c) q.D x(z—y)dx+ y(x—z)dy +z(y — x)dz, k : strany trojihelnika ABC, A =(a,0,0,),
k

B = (O)a7 0)7 C = (O) O’ a)’

d) q.D vzdx + xzdy + xydz, k :libovolna jednoducha uzaviena ktivka,
k

Ef o
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e) q; vdx + zdy + xdz, k : kruznice, kterd je dana rovnicemi X2+ y2 +22 =72 ,
k
x+y+z=0,

n ¢ y2dx + z2dy + x>dz, k : strany trojthelnika ABC, 4 =(1,0,0), B = (0,1,0),
k

C = (05 0’ 1)7

g) SB (y+2z)dx+(x+z)dy+(x+ y)dz, k : kruznice, kterd je ddna rovnicemi
k

x2+y2+z2 =Lx+y+z=0.

Vysledky uloh k samostatnému fesSeni

4.2)0;b) 16;¢) a°; d) 0; €) —/37r%; ) -1; g) 0.

Kontrolni otazky

1. V ¢em spociva podstata Gauss-Ostrogradského véty?

a) Prevadi plosny integral I. druhu na plo$ny integral II. druhu,
b) pievadi plosny integral II. druhu na plos$ny integral I. druhu,
c) prevadi plosny integral II. druhu na trojrozmérny integral,
d) prevadi plosny integral I. druhu na dvojrozmérny integral.

2. Jakd musi byt plocha o, abychom k feSeni plosného integralu II. druhu mohli pouzit
Gauss-Ostrogradského vétu?

a) Uzavfend, jednoduchd, hladka, orientovana,

b) uzaviend, jednoduchd, kladné orientovana,

c) uzaviend, hladka, kladné orientovana,

d) jednoducha, hladka, kladné orientovana, rovinna.

3. Jaké podminky musi spliiovat integracni oblast Q v Gauss-Ostrogradského véte?

a) Musi byt rovinnd, ohrani¢ena a normalni vzhledem k soufadnicové roviné os x, y,

b) musi byt trojrozmérnd, ohranic¢end a normalni vzhledem ke vSem tfem

soufadnicovym rovinam,

musi byt ohrani¢ena a normalni vzhledem ke v§em tfem soufadnicovym osam,

©)
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d) musi byt normélni vzhledem ke vSem tfem soufadnicovym rovinam.
4. Ktery z nasledujicich vyrazi je tvrzenim Gauss-Ostrogradského véty?

@F(X)da = j ﬂ div F(X)dxdydz ,
o Q

a

N’

b

e

@F(X)ﬁda = ﬂ j div F(X)dxdydz
o Q
0) @F(X)ﬁda = ﬂ j div 71 dxdydz

o Q

d

p—

@F(X).ﬁda = ﬂ j div F(X)do .
o Q

5. Jaky jiny nazev se pouziva pro Gauss-Ostrogradského vétu?

a) Rotac¢ni teorém, b) divergencni teorém,

c) plosny teorém, c) teorém toku.
6. V ¢em spociva podstata Stokesovy véty?

a) Prevadi kiivkovy integral II. druhu po uzaviené kiivce na plosny integral II. druhu,

b) ptevadi plosny integral II. druhu na plosny integral 1. druhu,

c) prevadi plosny integral II. druhu na trojrozmérny integral,

d) ptevadi plosny integral I. druhu na kiivkovy integral 1. druhu po uzaviené kiivce.
7. Ktery z nasledujicich vyrazi je tvrzenim Stokesovy vety?

a) qS F(X)ds = j j div F(X)7 do,
k

+ O+
b) <§ F(X).%z ” grad F(X)n do,
ky o4
o) § F(x)ds= [[ rot F(xX)7 do,
ky ot
d) c]ﬁ F(X)xds = j j rot F(X)7i do.
ky oy
8. Ktera z nasledujicich interpretaci Stokesovy véty je spravna?
a) Cirkulace vektorového pole F(X) po uzaviené kiivce k je rovna toku vektorového

pole rot F(X) plochou o, ktera je ohrani¢ena kiivkou k,

Ef e
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b) vykon vektorového pole rot F(X) po uzaviené kiivce k je rovna toku vektorového

pole rot F(X) plochou o, ktera je ohrani¢ena kiivkou k,

c) prace vektorového pole F(X) po kiivce k s pocateénim bodem A a koncovym

bodem B je rovna divergenci vektorového pole F(X),

d) cirkulace vektorového pole rot F(X) po uzaviené kiivce k je rovna toku

vektorového pole F(X) plochou o, ktera je ohraniéena kfivkou k.

Odpovédi na kontrolni otazky

1.c); 2.a); 3.b); 4.b); 5.b); 6. a); 7. c); 8. a).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpovédéli nejméné v Sesti ptipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opacném piipadé je potieba prostudovat kapitolu 5.4 znovu.

Kontrolni test @

1. Vypocitejte integral H xdydz + ydxdz + zdxdy, kde o je vnéj$i plocha kvadru, jehoz stény

o
lezi v rovinach x=0, y=0, z=0, x=2, y=4, z=6.
a) 188, b) 136,
c) 144, d 172.

2. Vypocitejte integral ” xydxdz, kde o je vné&jsi plocha Ctytsténu 2x+3y+ 6z =12,

o
x=0, y=0, z=0.

a) 8§, b) 16,
c) 24, d) 32.

3. Vypocitejte integral H (2z +3)dxdy, kde o je vnéjsi strana kulové plochy

o
x2+y2+22=9.

a) 36r, b) T2z,
c) 108z, d) 144r.
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4. Vypocitejte integral H (2xz + 3)dxdy, kde o je vn&jsi povrch osminy koule

o

2—i—y2+22:9, x=0, y=0, z=0 v prvnim oktantu.

X
a 2 b 27,
5 8
367 81x
o) 2Z. o L
) ) g

5. Vypocitejte integral J.J- X dydz + y3 dxdz + 2° dxdy, kde o je vné&jsi strana kulové plochy

(e}
X2 +y2 +22=4.
2) 364 ’ b) 3637 ’
5 5
0 388xr , d) 384rn .
5 5

6. Pouzitim Stokesovy véty vypocitejte integral ggxdx + xydy + xyzdz, kde kiivka k,_ je
k

kruznice x? + y2 =4 vrovin¢ z=1.

a) 8, b) 4,
c) 2, d) 0.
7. Pouzitim Stokesovy véty vypocitejte integral Sf)x(2z —y)dx+ y(2x—z)dy +z(2y — x)dz,

k
kde kiivku k. tvofi strany trojuhelnika ABC, 4 =(1,0,0,), B =(0,2,0),C =(0,0,3).

13 11
a ) b —,
) 5 ) 3
9 7
Y > d —.
) 3 ) 3
8. Pouzitim Stokesovy véty vypocitejte integrél 8f>x2dx+ y2dy +z2dz, kde kiivka k, je
k
kruznice, které je dana rovnicemi X2+ y2 +2% = 4, x+2y+3z=0.
a) 8, b) 4,
c) 2, d) 0.
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9. Pouzitim Stokesovy véty vypocitejte integral SB( v+z)dx+(x+z)dy+(x+ y)dz, kde
k

kiivku k. tvofi strany trojuhelnika ABC, 4 =(3,0,0), B =(0,2,0), C =(0,0,1).
a) 8, b) 4,
c) 2, d) 0.

10. Pouzitim Stokesovy véty vypocitejte integral Cﬁ vzdx + 2xzdy + 3xy)dz, kde kitvku k,
k

tvofi strany obdé¢lnika, kter¢ lezi na pfimkach x=0, y=0,x=3, y=5 vrovin¢ z=2.

i

a) 10, b) 20,
c) 30, d) 40.
Vysledky testu

2

1. ¢); 2. a); 3. b); 4. d); 5. d); 6. d); 7. ¢); 8. d); 9. d); 10. ¢).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné v osmi piipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opacném pripad¢ je nutno prostudovat kapitolu 5.4 znovu.

Shrnuti lekce

Pro feSeni plosného integralu II. druhu existuji dvé dalsi metody, jak ho vypocitat. Ob¢

metody pfedpokladaji urcité specidlni podminky, za kterych je lze pouzit.

Plos$ny integral II. druhu po uzaviené plose o mtzeme za splnéni dalSich podminek
snadno vypocitat tak, ze jej prevedeme podle Gauss-Ostrogradského véty (véta 5.4.1) na

trojrozmérny integral po oblasti €2, kterou plocha o ohranicuje.

V¢éta Stokesova prevadi plosny integral II. druhu po ploSe o na kiivkovy integral II.

druhu po uzaviené kiivce £, kterd je hranici plochy o .

Pokud nechceme k vypoctu Gauss-Ostrogradského vétu nebo Stokesovu vétu pouzit,

muzeme postupovat univerzalnimi metodami, které jsou uvedeny v kapitole 5.3.

Efm -290-
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5.5. Aplikace plosného integralu

Privodce studiem

Dosud jsme se naucili pocitat plosny integral I. a II. druhu, aniz jsme véd¢li, k ¢emu ndm
ziskané znalosti budou uziteCné. V této kapitole si ukdzeme, pro¢ jsme vlastné¢ plosné
integraly studovali. Pozndme jejich vyuziti v geometrii pfi vypoctu metrickych tloh a pfi
vypoctu dilezitych fyzikalnich veli¢in, které charakterizuji plosné hmotné utvary.

Vyznamnou aplikaci plosnych integrali ve fyzice je vypocet toku vektorového pole plochou.

Cile

V této kapitole se nauCime vyuzivat ploSné integraly v geometrii a ve fyzice ¢i
mechanice. Pozname, jak vypocitat obsah plochy o a objem télesa, které¢ je ohraniceno

uzavienou plochou o . Vyuzijeme plosné integraly pro vypocet toku vektorového pole

2%

a momentl setrvacnosti hmotnych ploch.

Predpokladané znalosti
Vyuzijeme vSechny poznatky, které jsme ziskali v pfedchozich kapitolach:

Integracni metody (zékladni integracni vzorce, metoda integrace substituci, metoda per

partes), vypocet ur¢itého integralu (Newton — Leibnizova véta).
Dvojrozmérny a trojrozmérny integral a jejich vypocet.

Analyticka geometrie linearnich utvari (obecnd rovnice roviny, jeji smérnicovy a
usekovy tvar, parametrické rovnice piimky) a kvadratickych utvart (kvadratické plochy)

V prostoru.

Vektorova funkce jedné a vice nezavisle proménnych.
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5.5.1. Obsah plochy

Vyklad

Je-li o jednoducha hladka plocha, pak plosny integral I. druhu

S=lo|=[[do
o
znaci obsah plochy o .

Resené ulohy

(74)

Priklad 5.5.1. Vypocitejte obsah trojihelnika 4ABC, kde body 4, B, C jsou priseciky roviny

x—2y+3z =6 se soufadnicovymi osami, viz obr. 53.

ReSeni: Rovnici roviny prevedeme na tsekovy tvar %+l3 +§ =1. Body 4, B, C maji

soutfadnice 4 =(6,0,0,), B=(0,-3,0),C=(0,0,2). Zrovnice plochy o vyjadifime

2 1 Y . oz
z=2 +§ y —Ex, urime derivace — =

Oox

1 oz

37 oy

2
=3 a vypocitime podle vztahu

(69a) diferencidl do = \/1 +(- %)2 + (%)zdxdy = %x/ﬁdxdy.

N Z

(0,0,2)

\y

Obr. 53

Podle vztahu (69a) vypocitame:

i
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| Dyt 0 < x <6 *—3
S:gda:gjgﬂdxdy: §_3 <y o< Oz——\/_jdx I dy =
6
fj 12 e \/7J.(——3)dx———\/7{——3x} =314
0

Lze také vyuzit vlastnosti dvojrozmérného integralu H dxdy =| Dy, |.

D,,

Pak S—lfﬂdxdy— VA1 Dy =118 &2 234,

nebot’ mira | Dy, | je obsah pravothl¢ho trojuhelnika se zakladnou 6 a vyskou 3.

Poznamka

Pri této prilezitosti si pripomenme dalsi metody vypoctu obsahu trojuhelnika:

, , .. l — —
*  Pomoci vektorového soucinu S=—|4Bx AC|,
; a+b+c
*  pomoci Heronova vzorce S= \/S(S —a)(s—-b)(s—c), s= 5
P av, by, cv
*  pomoci bézné uzivaného vzorce S= 5 = > = I

Ulohy k samostatnému feseni

5. Vypocitejte obsahy ploch:
a) Casti roviny 6x+3y+2z =12, ktera lezi v prvnim oktantg,
b) casti plochy rota¢niho paraboloidu 2z = X2+ y2 , ktera lezi uvnitf rota¢ni valcové
plochy X2+ y2 =1,
c) casti kulové plochy X2+ y2 +22 =12 , ktera lezi uvnitf rota¢ni valcové plochy

x2+y2:9, r>3,

d) casti kuzelové plochy z = \/xz + y2 , ktera lezi uvnitf rota¢ni valcové plochy

x2+y2=2x, ®
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e) casti plochy z =xy, lezici uvnitf rota¢ni valcové plochy X2+ y2 =4,
f) casti parabolické valcové plochy 22 = 4x, ohrani¢ené parabolickou valcovou
plochou y2 =4x arovinou x =1,

g) casti plochy 2= 2xy nad obdélnikem, jehoz stény lezi v rovinach x=0, y =0,

x=3,y=06,

h) casti kuzelové plochy y2 +22 = x? , ohranic¢ené hyperbolickou valcovou plochou

2

2oy =q?

,a>0 arovinami y=>b, y=-b,

1)  c¢asti rotacni valcové plochy X2+ y2 =72 , kterd je ohrani¢ena rovinami

z=Xx,z=—x,x20,y2>0.

Vysledky uloh k samostatnému feseni

5. a) 14; b) %7[(2\/5—1) s ¢) dzr(r—yr2—9); d) 7v2;e) %72’(5\/5—1) - f) ?72’(2\/5—1);
g) 36; h) 8ab/2 ;i) 217 .

5.5.2. Objem télesa

Vyklad

Necht o je jednoduchéd hladka uzaviend plocha, kterd ohranicuje trojrozmérnou oblast
), normalni vzhledem ke v§em tfem soufadnicovym rovinam. Pak objem oblasti Q je urCen
pomoci plosného integralu II. druhu

V=Ql= %ﬁbxdydz + ydxdz + zdxdy. (75)
o

Uvedeny vztah snadno odvodime pomoci Gauss — Ostrogradského véty (72), jejiz

predpoklady jsou splnény. Plati

P(X) = x, oX) = vy, R(X) = z,
A T
ox oy 0z

Po dosazeni do vztahu (72) dostaneme
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% xdydz + ydxdz + zdxdy = % {{I (1+1+1) dxdydz :J!;j dxdydz = | Q | =V

o

W
-v ResSené ulohy

Priklad 5.5.2. Odvod’te vztah pro vypocet objemu koule.

Reseni:  Kulovou plochu X2+ y2 +22 =72 rozd&lime na dvé &asti:

. , .. 2 2 2 . . , v
o; nad rovinou z =0 marovnici z =+/r" —x" —y“ aje orientovana kladné,

o, pod rovinou z=0 ma rovnici z= —\/rz —x? - y2 a je orientovana zaporn¢, viz
obr. 49.

Primétem obou ploch do roviny z =0 je kruh X2+ y2 <r? , proto zavedeme polarni
soufadnice (5): x = pcosp, y=psing, dxdy=pdp dp,

Dp(p:0<p£r, 0<@p<2r.

Podle vztahu (75) plati:

V= % [ xdydz+ yxdz + zdxdy +§ [[ xdyez+ yaedz + zdxdy

O-1+ 02,
a podle vztahu (51a) je

e e L

\/r -x" =y re—=x"-y

2 r? > pdpdqo 2.2 pdp
_2 dxdy =2 d
3£y /rz_xz_y g r ” / I ¢I 2.

7

2 2z 2 4
=—r2[¢)]0 [—\/rz—pz} =§r2 27z(—0+r):§7zr3.

0
Integral v proménné p jsme vytesili substituci

dt

r? —p =t, —2pdp=dt, pdp——?

Ulohy k samostatnému feseni

N
AN

6. Uzitim vztahu (75) vypocitejte objemy téles, kterd jsou ohranicena plochami:
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a) z=4-y?,z=1y>+2, x=-1,x=2,
b) z:x2+y2,z:2x2+2y2,y:x2,y:x,
c) z=4—x2,2x+y=4,y=0,z:0,x20,

d) z=9-y2,3x+4y=12,x=0,2z=0,y>0,

2 2
e) ZZXT—F%,X:O,y:O,z:O’XZCZ’y:b,a>O,b>0,

f) Z:x2+y2+1,x:0,y:0’Z:0’x:4,y:4’

g x+y+z=63x+2y=12,3x+y=6,y=0,z=0,

2 yz 72
h) —2+—2+—2:1, a>0, b>0, ¢>0.
a- b c
Vysledky uloh k samostatnému reSeni

at b2 560

40 4
—+—); ) —;g) 12; h) —7 abc.
5 3)1) 3 g) )37Ta0

3 1
6.2)8;b) —;¢c) —;d)45;e) —ab
) )35 ) 3 ) )6a(

5.5.3. Hmotnost plochy

%T Vyklad %

Je-li o jednoduchd hladka plocha a x = u(x,y,z) ploSna hustota v jejim libovolném

bod¢ X =(x,y,z), pak ploSny integral I. druhu

m= ([ u(x,y,2)do (76)

o

vyjadiuje hmotnost plochy o .

17 . 1z
-v ResSené ulohy *

Priklad 5.5.3. Urcete hmotnost ¢asti plochy z = %(x2 -+ y2 ) pro z€<0,1>, viz obr. 54, je-li

plosna hustota v libovolném bodé€ plochy pfimo umérnéa vzdalenosti tohoto bodu od

roviny z=0 avbodé¢ 4=(1,1,1) je rovna 3.
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ReSeni: Podle zadani je plo§na hustota 1 =c z, kde ¢ je konstanta tm&rnosti,

u(A)=3,toje 3=c.1 aodtud ¢ =%.
: y 1
Hustota je tedy urena vztahem u(x,y,z)= EZ'

Pro derivace plati % =X, 2—2 =y atedy podle vztahu (69a) je diferencial
X y

do = \/1+x2 +y2dxdy.

Pro hmotnost podle vztahu (76) plati:

m :”%z da:é _U %(x2 +yz)\/1+x2 +y2dxa’y,
o D,,

piicemz primétem Dy, plochy o do roviny z=0 je kruh X%+ y2 <2.
Pro feSeni pouzijeme polarni soutadnice (5):
x=pcos@,y=psing,dxdy=pdpde.

Pak plati: D, IOS¢<27T,O<pS\/§.

Dale vypocitame:

1 2 2 1°F 2 2 2
m=- [[ PPN1+p pdcodp=gfdco [ PPN1+p°pdp=
D,, 0 0
1+,o2 = uz,
PRpdp = 2udu, p=0=u=1 |
pdp = udu, p2:\/52>u2=\/§
p2 = uz_la
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Lo ’ 1 v3 I |u
:g[(ﬂ]oﬂ I(uz—l)uudu =527 _!(u4—u2)du 257{?__

1

2
=E7z(6\/§+1).

Ulohy k samostatnému feseni

7. Urcete hmotnost ploch:

a) Stén krychle 0<x <1, 0<y <1, 0<z<1, je-li ploSné hustota ur¢ena vztahem
p(x, ,2) = xyz,

b) casti kulové plochy X+ y2 +z2=1v prvnim oktantu, je-li plo$na hustota
v libovolném bod¢ rovna vzdalenosti tohoto bodu od roviny y =0,

¢) plochy trojuhelnika ABC, A=(1,0,0), B=(0,1,0), C =(0,0,1), je-li ploSna hustota

v libovolném bodé plochy rovna vzdalenosti tohoto bodu od roviny z =0

Vysledky uloh k samostatnému reseni

3 T 1
7.a) —;b) —;¢c) —3.
) 3D )6I

5.5.4. Statické momenty a souradnice tézisté plochy

Vyklad

Je-li o jednoducha hladké plocha a x = u(x,y,z) jeji plosné hustota v jejim libovolném
bod¢ X =(x,y,z), pak pro statické momenty vzhledem k soufadnicovym rovinam os x, y,

resp. x, zaresp. y, z plati:

Sy = qu(x,y,z)da, (77a)
S = [[yutx.y,2)do, (77b)
S, = Hx,u(x, y,2)do. (77¢)

W Wew
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=2 n="32 F=2 (78)

kde m je hmotnost plochy o (76).

Resené ulohy

Priklad 5.5.4. Urcete tézisté horni poloviny kulové plochy X2+ y2 +z

2

hustota v kazdém bodé€ plochy je rovna ¢tverci vzdalenosti tohoto bodu od osy z.

ReSeni: Hustota je uréena vztahem u(x, y,z) = X+ y2.

Plochu o vyjadiime ve tvaru z=z(x,y)= +\/r2 —x2- y2 ,
i . Oz —x Oz —y
vypocitame derivace — = ——-ou-, —=—=—
Ox /rz_xz_yz oy /rz_xz_yz

a ur¢ime podle vztahu (69a) diferencial

2 2
dxd
da:JH.z S T
re—x“—y* rf-x"-y 72 —x? —y?

Primétem D,, plochy o doroviny z =0 je kruh X2+ y2 <2

Zavedeme polarni soufadnice (5): x=pcos@, y=psing,dxdy=pdp de..

Pro integracni oblast pak plati: D,,: 0<¢ <27, 0<p<r.
r
NEciiaas
r—=p

Pro diferencial do po dosazeni plati: do =

Podle vztahu (76) vypocitime hmotnost

27 r

=72, jestlize plogna

1
m=[[(*+yMdo= [[ p*———pdpdp=r [ dp[p*——pdp=
o D,y \/”2—,02 0 0 \/rz—pz
2 2 2
rop = U _ _ 0 2 2 r
=0 = - -
=|2pdp = 2udu, A —HED =r[(0]2” (r—u)udu=27rr (rz—uz)a’u=
- - 0
B Pr=r=uy=0 u
pdp = —udu, r 0
:"': - 299 -
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3 r
=2rr rzu—u— ziﬂrd'.
3 0 3

Plocha o a funkce hustoty (x,y,z) maji osu symetrie v ose z a proto lezi tézisté

na této ose. Odtud £=7=0 ataké S,

27 r

D,y 0 0

~7r 3
Podle vztahu (78) je &= ﬁ =—r a
a4 8

3

N

Ulohy k samostatnému feseni

=r [[ P* pdpdp=r[ do[pdp=r[o] {p

T =(0,0,

r).

—r” (x +y )dxdy—

=§,,=0. Podle vztahu (77a) je

Syy :_”.(x2 +y2)z a’O':'”‘(x2 +yz)\/r2 —x? —y2d0'=

= H (7 +yP WP =x* =y E rjlzdy_

a) Casti roviny x+ y+z =8, ktera leZi v prvnim oktantu a je ohrani¢ena rovinami

x =2,y =4, je-li jeji hustota jednotkova,

b) casti kuzelové plochy x>+ y2 =72 pro z e<0,1>, je-li jeji hustota v kazdém bodé

pfimo umérna vzdalenosti tohoto bodu od

c) casti kuzelové plochy z = \/x2 + y2 lezici uvnitf rotacni valcové plochy

x2 + 1% =2y, je-li jeji hustota jednotkova,

08y z,

d) &asti kulové plochy x% + 3> +z% =1 v prvnim oktantu, je-li jeji hustota jednotkova,

e) horni poloviny kulové plochy x2 + y% +z2 =1, je-li jeji hustota jednotkova.

Vysledky uloh k samostatnému fesSeni

. 3. 111
8.a) (1,2,5); b) (0,0,4),0) (01 ) d) (2 "2
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55

5.5.5. Momenty setrvaénosti plochy

Vyklad

Je-li o jednoducha hladka plocha a = u(x,y,z) jeji plosna hustota v libovolném bodé
X =(x,y,z), pak moment setrvacnosti plochy o pfi rotaci kolem osy x, resp. osy y, resp.

osy z je urcen vztahy

I, = [[(*+2)utxy,2)do, (79a)
I, = [[*+2))uxy,2)do, (79b)
L = [[&®+y)utx,y,2)do. (79¢)

Resené ulohy

Priklad 5.5.5. Urcete moment setrvacnosti ¢asti homogenni kulové plochy

X2 +y2 +2% = r2, ze<H,r>, 0< H <r, ptirotaci kolem osy z, viz obr. 55.

ReSeni:

kulové plochy jsme ur¢ili diferencial (ptiklad 5.5.4):

do = rdxdy _rp dp d(p_
\/2_ 22 2 2
r—=x"-y r-—p

Oblast D, je ur€ena nerovnicemi 0< ¢ <27z, 0< p<v r2—H?.
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Podle vztahu (79¢) vypocitame:

5 5 5 rp 2r NrP-H? ,02
L=[[*+ykdo=k [[ p ﬁd,odgo:krjdgo | A pdp=
NI =p 0 0 NI -p

° Dpyp

2 2 2
=|12pdp = 2udu, =—kr[g0] udu =
_ 0.2 2 _ 0 u
pdp - —udu, Pr=Nr"-H" =uy=H -

o2 2 2w ' 3 o H
:ZEkVI(r —u®)du =2rxkr| r’u——/ =2mkr(r’ ——-r"H+—)=
i 3 i 3 3

= %ﬁkr(2r3 ~372H + HY).

Ulohy k samostatnému feseni

N
AN

9. Vypocitejte momenty setrvacnosti homogennich ploch s jednotkovou hustotou pfi rotaci
kolem osy z :

a) Casti kuzelové plochy x> + 1% =22 pro ze<0,1>,

b) kulové plochy X2+ y2 +22 = r2,

c) casti plochy rota¢niho paraboloidu X2+ y2 =2z pro ze<0,1>.

Vysledky uloh k samostatnému resSeni

1 8 4 633 +1
9.a —7z\/§;b —zr;c)dr .
)2 )3 ) 15

5.5.6. Tok vektorového pole plochou

Vyklad

Necht' na jednoduché, hladké, kladné orientované ploSe o je definovand a ohrani¢ena
vektorova funkce F(x,y,z)=P(x,y,2)i +O(x,,2)] + R(x, ,z)k. Pak plosny integral II.
druhu

Efm -302-
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T= j j F(X)7a do = jj P(X)dydz + Q(X)dxdz + R(X)dxdy, (80)

o o
kde 7 je jednotkovy vektor normaly k plose o, uréuje tok vektoru F(x,y,z) plochou o .

Pokud F(x,y,z) je vektor rychlosti proudici kapaliny, uréuje tento integral tok kapaliny

plochou o za jednotku Casu.
Resené ulohy

Piiklad 5.5.6. Vypotitejte tok vektorového pole F = x7 +2yj —zk vngjsi stranou plochy

kulové x? +y2 +22 =09,

ReSeni: Ze zadani vyplyva P =x, Q =2y, R =—z a proto podle vztahu (80) plati

T= Cﬁﬁ xdydz + 2 ydxdz — zdxdy.

o

Vypocitame derivace o =1, P _ 2,

OR
ox oy

T
0z

a podle Gauss-Ostrogradského véty (vztah 72) prevedeme plosny integral na
trojrozmérny:

T:HI(I—%—Z—I)dxdydz:ZIIIdxdydz:2|Q|:2§ﬂ33 =727
Q Q

Ulohy k samostatnému feseni

10. Vypocitejte tok vektorového pole F plochou o :
a) F=(x—22)i +(3z—4x)] +(5x+ )k, o :plocha étyisténu OABC, O =(0,0,0),
A=(1,0,0), B=(0,1,0),C=(0,0,1),
b) F=(x+2)i +(y+x)] +(z+y)k, o: uzaviena plocha, jejiz hranice lezi na

plochach x2+y2=9, x=2z,z=0, z>0,

©) F=x’T+1’7+2k, o: plochakulovd x* + % + 2% =1,

d) F =3xi -2z +yk, o plocha &tyfsténu, jehoZ stény lezi v rovinach

x+y+z=2,x=0,y=0,z=0,
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e) F =2xi —yj+zk, o: uzavien plocha, jejiz hranice leZi na plochach

2

9-z=x +y2,z:0,

f) F= xy27+y22]_'+x221;, o : kulova plocha X2 +y2 +22 = r2,

g) F=(x+2)i +(y+2)k, o: uzaviena plocha, jejiz hranice lezi na plochach
x2+y2:9, z=y, z>0,

h)y F= 7+ 22 j, o:uzaviena plocha, jejiz hranice lezi na plochach

zzzl—x—y, x=0, y=0, z=0.

Vysledky uloh k samostatnému feseni

16

1 12 4 5
10.a) —; b)54;¢) —7;d)4;e) 817 ;f) — ;2)36:h .
)6 ) )Sﬂ ) 4;e) ﬂf)sﬂr g) )105

Kontrolni otazky

1. Ktery z nésledujicich vyrazl vyjadiuje obsah plochy o ?

a) |ol= Ha’xdy, b) ya\=ﬂdxdy,
Dy, o
0 |ol=[[odo, d) |ol=[[do.

2. Objem télesa Q, které ohranicuje jednoducha hladka uzaviena plocha o, urc¢en vztahem:

a) %Cf:ﬁ dydz + dxdz + dxdy , b) %Cﬁﬁ xdydz + ydxdz + zdxdy ,
o o
1 1
0) 5335 dxdydz d) Eg;ji (x+ y+ z)dxdydz .

3. Podle vztahu ” Hu(x,y,z)do ,vnémz u(x,y,z) znamend hustotu v bodé¢ X(x,y,z),

o
vypocitame:
a) Obsah plochy o,
b) hmotnost plochy o,

c) objem télesa 2, které ohranicuje jednoducha hladka uzaviena plocha o,
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d) obvod plochy o .

4. Podle vztahu j j P(X)dydz + O(X)dxdz + R(X)dxdy , vypo&itime:

o
a) Tok vektorového pole F(X)=(P(X), O(x), R(X)) plochou o,
b) hmotnost plochy o

c) obsah plochy o,

d) préci vektorového pole F(X)=(P(X), O(x), R(X)) na plose o .

5. Které z nasledujicich tvrzeni je nepravdivé?

2%

2%

6. Cirkulaci vektorového pole neumoznuje vypocitat véta:
a) Greenova, b) Gauss-Ostrogradského,
c) Stokesova, d) Newton-Leibnizova.

7. Staticky moment vzhledem k soufadnicové roviné os x, z jednoduché hmotné plochy o,

jejiz hustota v bodé¢ X (x,y,z) je u(x,y,z), je urCen vztahem:

a) S, = .”xz,u(x,y,z)da , b) S, = Hy,u(x,y,z)da ,
o o

c) S, = .” yu(x,y,z)dxdz , d S,= ”y,u(x,y,z)dy .
o o

8. Moment setrvacnosti jednoduché hmotné plochy o, jejiz hustota v bodé¢ X(x,y,z) je

M(x,y,z), kterd rotuje kolem osy x je urCen vztahem:

a) I, = J‘J. xz,u(x,y,z)dx,

o

by I = j j X u(x,y,z)do,

o

c) I, =J.Iy2 +22y(x,y,z)da,

o

Ef o
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d) 1. =[[* +2*)u.y.2)do

o

Odpovédi na kontrolni otazky

1.d); 2. b); 3. b); 4. 2); 5. d); 6. b); 7. b); 8. d).

Privodce studiem

& pe
S ke

Pokud jste spravné odpovédéli nejméné v Sesti pripadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opacném piipad¢ je potieba prostudovat kapitolu 5.5 znovu.

@ Kontrolni test

1. Vypocitejte obsah ¢asti plochy z = x + y, lezici uvnitf rota¢ni valcové plochy x>+ y2 =9.

a) 12743, b) 2473,
¢) 973, d) 3673.

2. Vypocitejte obsah té Casti plochy z = xy, jejimz primétem do soufadnicové roviny os x, y

jekruh x2 +1%=9.

a) 2?”(10@—1), b) 47”(10\/5—1),
81 107z
0) ?(10«/5—1), d) T(10JE—1).

3. Uzitim vztahu (75) vypocitejte objem Ctyfsténu, ktery je ohrani¢en rovinami
4x+3y+2z=12, x=0,y=0, z=0.
a) 8, b) 12,
c) 16, d) 20.

4. Urcete hmotnost ¢asti povrchu elipsoidu 4x% +4 y2 +22=16 v prvnim oktantu, je-li jeho

hustota v bodé X (x,y,z) rovna vzdalenosti od soufadnicové roviny os x, ).

g 27, b X,
3 5

C) 56_72-’ d) 56_7[
7 9
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5. Vypocitejte hmotnost ¢asti kuzelové plochy X+ y2 =72 pro z e<1,3 >, jestlize jeji

plos$na hustota v bodé X (x,y,z) je rovna vzdalenosti od osy z.
a) _567:\/57 b) 53—”«/5,

3 3
o 224, » V2.

6. UrCete staticky moment vzhledem k souradnicové roviné os x, y poloviny homogenni

kulové plochy z =4/4 — X2 - y2 . Bez jmy na obecnosti polozte u(x,y,z)=1.

a) or, b) 8r,
c) 10x, d) 12rx.
7. Stanovte soufadnice tézisté poloviny homogenni kulové plochy z =4/4 — X2 - y2 .
a) T7=(,0,0), b) 7 =(0,10),
c) T=(0,0,1), d T=(0,1,1).

8. Urcete moment setrvacnosti poloviny homogenni kulové plochy z = \/4—x2 - y2 , ktera

rotuje kolem osy z.

a) 64_7[, b) 96_7[,
3 3

0 2, o 2
3 3

9. Urcete tok vektorového pole F(X Y=xi+yj+z k kladn& orientovanou plochou AABC,

kterou vytind rovina x + y +z =4 v prvnim oktantu.
a) 38, b) 36,
c) 34, d) 32.

10. Vypoditejte tok vektorového pole F(X)=2x7+2yj+z>k kladn& orientovanou

kulovou plochou X+ y2 +z2=4,

2) 647 , b) 1287 ’
3 3

0 2567z, d) 5127 .
3 3
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Matematika Ill PloSny integral

& pe

Vysledky testu

1.¢);2.a);3.b);4.d); 5.¢); 6.b); 7. ¢); 8. a); 9. d); 10. b).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné v osmi ptipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opac¢ném piipadé doporucujeme prostudovat kapitolu 5.5 znovu.

Shrnuti lekce Z

V této kapitole jsme si ukazali vyuziti ploSnych integralii v matematice a fyzice. PloSny

integral 1. druhu umoznuje vypocitat obsah plochy. Plosny integral II. druhu nam dava dalsi

moznost, jak vypocitat objem télesa.

V ptipadé hmotné plochy, dokdZeme ploSnym integralem I. druhu jednoduSe vypocitat

2%

momenty setrvacnosti pii rotaci plochy kolem soufadnicovych os.

Plosny integral II. druhu umoziuje uréit tok vektorového pole plochou.
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