Matematika |, ¢ast Il Graf funkce

4.3. Graf funkce

Vyklad

Chceme-li urcit graf funkce, mazeme vyuZit piedchozich znalosti a urcit vlastnosti
funkce, které shrneme do nize uvedenych 10 bodu. MuZe se stat, Ze funkce né&kterou
z vlastnosti nebude mit nebo ji nedovedeme urcit. Postup feSeni podle zminénych boda

budeme nazyvat uréeni priabéhu funkce.

1. Ur¢ime defini¢ni obor funkce, jeji nulové body a intervaly, v nichZ je funkce kladna nebo

zaporna.

2. Zjistime, zda je funkce suda, licha nebo periodicka. (Pro funkce sudé a liché mazeme jeji

prabéh vysetiovat jen pro x e< 0,), pro funkce periodické v jednom pasu daném periodou).

3. Ur¢ime intervaly spojitosti a v krajnich bodech vySetiime jednostranné limity. (Vysledky

vyuZijeme v bodé 9 pti uréovani asymptot bez smérnice).

4. Vypocitame Yy, uréime Dy, nulové body y’ a intervaly, v nichZ je y' kladna nebo
zaporna.

5. Ur¢ime intervaly, v nichz je funkce rostouci nebo klesajici.

6. Stanovime lokalni extrémy funkce.

7. Vypocitame y”, urcime Dy, nulové body y” a intervaly, v nichz je y" kladna nebo
zaporna.

8. Ur¢ime intervaly konvexnosti a konkavnosti a najdeme inflexni body funkce.

9. Ur¢ime asymptoty funkce.

10. V extrémech a inflexnich bodech funkce uré¢ime funkéni hodnoty a teény. Zakreslime do
grafu kone¢né limity v bodech nespojitosti, asymptoty a nulové body funkce. Nakreslime cely

graf funkce.
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Resené tlohy

Priklad VySetrete prabéh funkce y = 2—10x5 —% X3 a nacrtnéte jeji graf.

< 1 1
Reseni: 1. Dana funkce je polynom a tedy D, =R. P0I02|me x> — =0 a odtud

1 3 1 2 1 / /
0. Nulové body jsou x =0, X, = X . Plati
2 (10 3j Yi 1 2= 3=

y(-3)<0,y(-1) >0, y(1)<0 ay(3)>0, vizobr.60.

m B + } +
y . — . .
10 0 10
-3 3
y”. . o -
+ V2 - o - 2 +
N =M /
y’: . . °
; 1t 0 "1 *
Obr. 60

2. Plati f(—x) 2%(—X)5—% —x)3 :—[iXS—lxsjz—f(x) pro vdechna x e R, to

znamena, Ze dana funkce je licha. Jeji graf bude soumérny podle po¢atku soustavy souradnic.

Mohli bychom tedy vySetiovat pribéh funkce pouze pro x > 0.

Déle je f(x+ p):zio(x+ p)S—%(x+ 0)% % =8

1 3 Y
—=x"=f(x) provsechna xeR a p=0.
20 5 (x) p € p

Funkce neni periodicka.
3. Funkce nemé body nespojitosti.
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4. y’:£x4—1x2, Dy’ =R. Polozime lx“—lx2 =0 a dostaneme 1x2 lx2 -1|=0.
4 2 4 2 2 2

Nulové body funkce y' jsou x; =0, X4 =—/2, X5 =+/2. Plati

y'(-2)>0, y'(-1) <0, y(2) <0 a y'(2)>0. Znaménka zapiSeme do obr. 60.

5. Funkce je rostouci pro x e (-0, —/2) apro x e (v/2,00). Funkce je Klesajici pro

X € (—/2,0) apro x e (0,+/2), viz obr. 60.

6. Funkce ma v bodé x, = —/2 ostré lokalni maximum a v bod& x5 =~/2 ostré lokélni

minimum.

3 3

7.y"=x"-x,Dy =R. PoloZime x° —x =0 a dostaneme x(x2 —1) = 0. Nulové body funkce

y" jsou x =0, xg =—1 a x; =1. Plati y"(-2) <0, y"(—%) >0, y”(%) <0 ay"(2)>0.

Znaménka zapiSeme do obr. 60.
8. Funkce je konvexni pro x e (=1,0) U (1) a je konkavni pro x e (—w,-1)(0,1), viz
obr. 60. Body ¥ =0, Xg =—1, X7 =1 jsou inflexni body dané funkce.

9. Asymptoty bez smérnice neexistuji, viz bod 3. Vypocteme

) 1 . 2 T
== = |lim (—XA'——XZJ:OO—OO: lim ———=2—=w¢ R. Neexistuji
X—>+oo X x—>+o0\ 20 6 X—>+0o i

asymptoty se smérnici.
2 7 7 2
10. Plati: y(—v2)=—+~2,y(-)=—,y(0)=0,y()=—— a 2)=——+/2. Bad
V(2) =52,y = 5 V(0 =0,y =~ 55 @ y(2) =~-2. Body
0 soufadnicich (—ﬁ,%ﬁj,(0,0) a (I—%ﬁj jsou stacionarni body a tedy te¢ny

v nich ke grafu funkce jsou rovnobézné s osou x kartézské soustavy souiadnic. Pro body

(—1, éj a (1, —éj plati y'(-1)=Yy'(D) = —% a tedy te¢ny ke grafu funkce prochazejici

témito body maji stejnou smérnici k = —%. Graf funkce je na obr. 57.
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Poznamka

V nésledujicich prikladech budeme v jednotlivych bodech urcovani pribehu funkce uvédet

pouze vysledky bez komentare.

Resené tlohy

X
Priklad Urcete prabeh funkce y :e—.
X

Reseni:

X
1. Dy = R\{0}, % =0=¢e* =0, coz neplati pro 7adné x e Dy, y(-1) = —% <0,y(1)=e>0,

viz obr.61.
2. T(—x) :e_i/ ) = funkce neni ani suda ani licha.

—x  \-f(x)

eX+p S L
f(x+p)= # f(x), cozplati vxe Dy a p=0= funkce neni periodicka.

X+

3. Funkce je spojita pro x € (—o0,0) U (0, ).

X X
Plati lim S =oo, lim & =,
x—0" X x—0" X
X —_—
4. y’:e (X2 1),ex(x—l):0:> ¥ =1 Dy =Dy, y'(—l):—§<0, y'(%):—zﬁw,
X
2

y'(2) = % >0, viz obr. 61.
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_ - +
y: 5
v - 0 - 1 +
/2D \_J
y" .
- 0 +
Obr. 61

5. Pro xe(—,0) a xe(0,2) je funkce klesajici, pro x € (1,) je rostouci.

6. V bod¢ x =1 ma funkce ostré lokalni minimum.

X(y2
7. y":e (x 32X+2),Dyn:Dyr:Dy,ex(x2—2x+2):0:>x2—2x+2:0:>

2++-4

= X,2= = nema realné koteny, y"(-1) = —g <0,y"(1)=e>0.

8. Pro x € (—,0) je funkce konkévni, pro x € (0,) je konvexni, nemé inflexni body, viz
obr. 61.

9. Existuje asymptota bez smérnice x =0, viz bod 3, pro

Xx—0" jey——w aprox—0" je y > o,

Asymptoty se smérnici:

X X
lim &= lim & —wgR,
. eX /X—>002X X—w 2
k= lim —==
X—)ioox?- \ ex
lim —=0€eR,
X—)—oox2
eX
g= lim | —-0x|=0eR.
X——oo| X

Funkce mé& asymptotu se smérnici y =0 pro x — —oo.

10. y(1) =e, y'(1) =0, tecna ve stacionarnim bodé (1,e) je rovnobé&zna s osou x. Graf je na

obr. 62.
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Obr. 62

1
Priklad VySetiete prabeh funkce y =eX,

Reseni:
1. Dy = R\{0}, praseciky s osou x neexistuji, y >0 Vxe Dy.
2. Neni ani sud4, ani licha, ani periodicka.

1

3. Funkce je spojita pro x e (—,0) U (0,), lim ex = 0, lime
Xx—0~ x—0*

X |

= 00,

4. y’=—i2ex, Dy =Dy, VxeDy 1y =0, y’(—l):—l<0, y'()) =-e<0.
X e

5. Funkce je klesajici pro x € (—,0) apro x e (0,), viz obr. 63.

6. Lokalni extrémy neexistuji.

2 1o T 1 Y1y 1 Toaxed
7 y”—_gex +—49X:—39X[2+—]:—3 X X+ )
X X X X) x X
1 T ox+1
xR 05 2x41=0= x = -2,
X3 X
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y'(-1) = 1 <0, y"(—%) =128¢74 >0, y"(1) =3e >0, viz obr. 63.
e

_ + +
y: 0
! . \ \
y': - s -
A N \/
y": .
-1 4+ O +
2
Obr. 63

8. Funkce je pro x e (—oo,—%) konkavni a pro x e (—%,Oju(o,oo) je konvexni, bod
X = —% je inflexnim bodem funkce.

9. Z bodu 3 vyplyva, Ze piimka x=0 je asymptotou pro x — 0.
1

X |

X
Asymptoty se smernici: k= lim £ _oe R, q= lim e
X—too X X—>Fw

=leR.

Funkce mé asymptotu y =1 pro x — o a pro x — —oo.
1 o 1 o . . s Y.
10. y N e,y N —4e “, t]. v inflexnim bodé ma tecna ke grafu smérnici

k = —4e~2. Graf funkce je na obr. 64.
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Obr. 64

Ulohy k samostatnému Feseni

V néasledujicich cvicenich vysetiete prabéh funkce a nac¢rtnéte graf funkce.

1.

10.
13.

16.

19.

22.

y = x3 +3x

y=e X

1

y:xzex

y=xInx
y:xlnx2

2
2

y = arccos
1+X

y—§+arctgx
2

2.

11.
14.

17. y

20.

23.

y =16x(X —1)3

y—|n1+_x
1-x
_Inx

X

1
y =arctg—
X

X
y = 5 +arccotg x
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3.

12.
15.

18.

21.

24.

y:‘16—x2‘

y=xe

y:x2 In x

y =Sin X+ C0S X

y—arctgL
x-1

y = arctg X —arccotg x

%
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Vysledky tloh k samostatnému feSeni
1. Dy =R; lichéa funkce; rostouci: (—oo,o0); nemé extrémy; konvexni: (0,c0), konkavni:
(—0,0), inflexni body: x=0; nema asymptoty. 2. Dy =R; neni ani suda ani licha;

1 ] 1 27 1 1
rostouci: | =, , klesgjici: | —o0,— |; i =——— pro Xx==:; konvexni: (—o0,=)a (1),
(4ooj j (oo4j Ymin =22 pr0 x= (0. D)2 )

konkavni: (%,1), inflexni body: x=1, x:%; nema asymptoty. 3. Dy =R; suda funkce;
rostouci: (—4,0)a (4,«), klesajici: (—0,—4)a(0,4); Ymin =0 pro x=-4,
Ymin =0 Pro x=4 Yna =16 pro x=0; konvexni: (—o,—4)a (4,), konkavni: (-4,4),
inflexni  body nema; nema asymptoty. 4. Dy = R\{O}; licha funkce; rostouci:
(—o,—1)a(L,0), klesajici: (-1,0)a(0,1); Ymin=-2 Pro X=-1, Ymax =2 pro x=1;
konvexni: (0,o), konkavni: (—,0), inflexni body nema; asymptoty: x=0, y=X.
5. Dy:R\{—\/g,\@}; licha funkce; rostouci: (—3,—\/§)a(—\/§,\/§)a(\/§,3), Klesajici:
(-0,-3)a (3,»); Ymin :% pro x=-3, Yimax :—g pro x=3; konvexni:
(—w,—@)a(o,ﬁ), konkavni: (—\/§,O)a(\/§,oo), inflexnibod x=0; asymptoty:

x=—3, x=+3, y=-x. 6. Dy=R\{0}; neni ani suda ani licha; rostouci: (1,2),

Klesajici:  (—0,0)U(0,1)U(2,0); Ymin =0 pro x=1, Ymax = %pro x=2; konvexni:

(O,Z—Z—f]a(2+¥,w} konkavni: (—w,O)a£2—¥,2+¥}, inflexni  body:

23 243

XZZ_T’ x:2+TB; asymptoty: x=0, y=0. 7. Dy =R\{0}; neni suda ani licha
] . ] . 1 Lo (1
rostouci: (—o,0)a (0,0); nema extrémy; konvexni: (—oo,O)a(O,E), konkavni: [E,oo],

inflexni bod:x:%; asymptoty: x=0, y=1.8. Dy=R; neni ani suda ani licha; rostouci:

(0,), klesajici: (—,0); Ymin =1 pro x=0; konvexni: (—oo,0), inflexni body nemé;
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asymptota: y=x pro x—>+o0. 9. Dy =R; neni ani suda ani lich; rostouci: (—,1),

klesajici: (1,0); Ymax —e~! pro x=1; konvexni: (2,%), konkavni: (—o,2), inflexni bod:
X=2; asymptota: y=0 pro x—>+w. 10. Dy =R; neni ani suda ani licha; rostouci:

2
(%oo) Klesajici: (—oo,O)a(O,%); ymin:e— pro x:%; konvexni: (—,0)a (0,0),

4
inflexni body neméa; neméa asymptoty. 11. Dy =R; neni ani suda ani lich; rostouci: (0,2),
klesajici:  (—,0)a(2,%0);  Ymin =0 pro x=0,  Ynax = 4e72 pro x=2; konvexni:

(—oo,Z—\/E)a<2+\/§,oo), konkavni: (2-~/2,2++/2), inflexni

body:x:Z—x/E, x=2++2; asymptota: y=0 pro X —+oo. 12. Dy =R; lichd funkce;
rostouci: (—i ij Klesajici: (—oo —ija(i ooj' Ymi :—L pro x:—i
U V2'Y2) ' V) W2t ™M e V2

1 1 (_[3 3 i 3 3
Ymax:ﬁ pro X:ﬁ' konvexni: | — E’O a >® , konkavni: | —co, 2 a| 0, PRk

inflexni body: x = —\/g, x=0, x= \/g ; asymptota: y=0. 13. Dy =(0,); neni suda ani

lichd; rostouci: (l,oo], Klesajici: (0,1); Ymin _ 1 pro x:l, konvexni: (0,%), inflexni
e e e e

body nema; nema asymptoty. 14. D, =(-11); licha funkce; rostouci: (-11); nema

extrémy; konvexni: (0,1), konkavni: (=1,0), inflexni body: x=0; asymptoty: x=-1, x=1.

. - 1 . 1
15. D, =(0,0); neni ani suda ani lichg rostouci: |—=, |, Klesajici: (0,—=);
=) (o) s 0

1 1 1 1 .
i =—— pro x=—:; konvexni: | ——,o |, konkavni: | 0,—— |, inflexni bod:
Ymin e p N { ,—e3 ] { ,_e?’]

x=i; nemé asymptoty. 16. Dy =R\{0}; licha funkce; rostouci: (—w,—lja(l,oo)

\/;3 e e

) 1 1 2 1 2 1
klesajici: | —=,01]a| 0,= |; i =—— Pro X=-—--—, =— pro x=-=; konvexni:
J ( o j ( ej Ymin o p o Ymax o p o

(0,0), konkavni: (—0,0), inflexni body nema; neméa asymptoty. 17. Dy = (0,00) ; neni ani
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suda ani licha; rostouci: (0,e), klesajici: (€,%0); Ymax =% pro x=e, konvexni: (\/e?,oo),
konkavni: (0,\/;3), inflexni bod: x:\/e?; asymptota: y=0. 18. Dy =R; neni suda ani
lichd:  rostouc: (—§ﬂ+2kﬂ',£+2kﬂ'j, Klesajic: [szﬂ,ﬁmzkﬁ], keZ:
4 4 4 4
3z V4 . (37 7
Ymin =2 pro XZ—T, Ymax =2 pro X:Z+2k”; konvexni: T+2k7z,z7z+2k7z :

konkavni: (—%+ 2k7z,%7z+2k7z), keZz, inflexni body: x:—%+ kz,keZ; nema

asymptoty. 19. Dy =R; suda funkce; rostouci: (0,:0), Klesajici:  (—0,0);
Ymin =0 pro x=0; konkavni: (—o0,), inflexni body nema; asymptota: y=rx.

20. Dy = R\ {0} ; licha funkce; Klesajici: (—»,0)a (0,%0); nemé extrémy; konvexni: (0,0),

konkavni:  (—,0), inflexni body neméa; asymptota: y=0; lim f(x):z,
x—0" 2

lim f(x) =—%. 21. Dy = R\{1} ; neni ani sudé ani lich4; klesajici: (—o0,1)a (1, 2); nema
x—0"

extrémy; konvexni: (%,1)U(1,oo), konkavni: [—oo,%), inflexni bod: x:%; asymptota:

y="; lim f()=2, lim f(x)=-2. 22. D, =R; lich funkce; rostouci: (~o,o0);
x—1* 2 w1 2

nema extrémy; konvexni: (—oo,0), konkavni: (0,0), inflexni bod: x=0; asymptoty:

yzﬁ—z, y=§+£. 23. Dy =R; neni ani suda ani licha; rostouci: (-w,~1)a (L),
2 2 2 2
klesajict: (-1,1); Ymin :%+% pro x=1, ymaxz%z—% pro x=-1; konvexni: (0,),

konkavni: (—,0), inflexni bod: x=0; asymptoty: yzg, y:§+7r. 24. Dy =R; neni
ani suda ani lich; rostouci: (—w,0); nemé extrémy; konvexni: (—,0), konkéavni: (0,),

inflexni body: x=0; asymptoty: y = —37” ES %
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