Matematika I, Cast Il Asymptoty funkce

4.3. Asymptoty funkce

Vyklad

Definice 4.3.1.

JestliZe nastane alespon jeden z pfipada lim f(x)=o, lim f(X)=—o0, lim f(X)=oo,
X—Xg X—Xg X—Xg

lim f(x)=-o0, kde xge(D¢)’, pak fikame, ze pfimka X = Xg je asymptotou funkce
X—>Xg

f(x) v bodé xg. Jestlize lim (f(x)—kx—q)=0, resp. lim (f(x)—kx—q)=0, pak

X—>00 X—>—00
iikame, Ze pfimka y =kx+q je asymptotou funkce f(x) v nevlastnim bodé

oo, esp. -oo.

Poznamka

1. Asymptoty o rovnici X = Xy nékdy nazyvame asymptoty bez smeérnice a hledame je v
krajnich bodech X; intervali spojitosti Dy .

2. Asymptoty o rovnici y =kx+q nekdy nazyvame asymptoty se smernici.

Vyklad

Véta 4.3.1. Jestlize

lim ﬂ: keR aplati lim (f(x)—kx)=qeR, pak ptimkay =kx+q je asymptotou

X—oo X X—>00

funkce f(x) v nevlastnim bodé 0. (Véta plati i pro nevlastni bod —x).
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Dikaz: Z definice vyplyva, Zze lim (f(x)—kx—q)=0, odtud je lim (f(x)—-kx)—gq=0 a

X—>00 X—00
dale lim (f(x)—kx)=q. Plati 0= fim 3= fim 2O =K _ i T 44 aitud
X—>00 X—0 X X—>00 X X—o X

dostavame k = lim ﬂ. (Stejné dokazeme pro x — —o0.)
X—wo X

Ul
~
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/TN

ReSené tlohy

s/
Pan

x2 +1
Priklad Urcete asymptoty funkce y =

, D¢ =R\{0}.

Redeni: 1. Asymptoty bez smérnice

Krajni bod intervala spojitosti funkce y je bod x5 =0. VyieSime limity

x2 +1 x2+1

lim =—c0 a |lim =
x—0" X x—0t X

Z vysledka vyplyva, Ze piimka x =0 je asymptotou funkce. (Pro x >0 je
y — -0, pro x— 0" je y — ).

2. Asymptoty se smérnici

2
Vypocitame smérnici k = lim SR lim (1+i):1e R.
X—>F00 x2 X—>to0 x2

2 2 2
. X“+1 . XS+1-x .1
Dostaneme gq= lim —Xx|= lim ——= |lim ==0eR.
X—>to0 X X—>1o0 X X—to0 X

Funkce y = x je asymptotou pro X —» oo i pro X — —oo, viz obr. 58.

4



Matematika I, Cast Il Asymptoty funkce

y A
y=X
0 X
x=0
Obr. 58
o y 1
Priklad Urcete asymptoty funkce y= 2 X+arctgx, xeR.
Resent:
1. Asymptoty bez smérnice neexistuji. Funkce je spojitd na R.
2. Asymptoty se smérnici:
k= lim [L amngzie R,
X—>00 X 2
z pro X — oo
g= lim (1x+arctg x—lx] = lim arctgx :/ 2
X—>o0 2 X—>+00 \ V4
) pro x — —oo.

Funkce mé asymptoty y:§+% pro X —>ow a yzg—% pro x — —oo, viz obr. 59.
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Obr. 59

Kontrolni otazky

1. Funkce f(x) maasymptotu bez smérnice v bodé xy. Tato asymptota je:
a) rovnobézna s osou x,
b) rovnobéZzna s osou v,
c) kolmakose vy.
2. Asymptota bez smérnice funkce f(x) v bod¢ Xy ma rovnici:
8 y=yo. b) x=x, © y=Xx.
3. Je-li funkce f(x) spojitd v R, pak asymptoty bez smérnice:
a) nema, b) ma, C) muze, ale nemusi mit.

4. Pokud pfimka y =kx+q je asymptotou funkce f(x) v nevlastnim bodé oo, pak

a) k= lim ——eR, q=lim (f(x)—k) R,
X—>00 X X—>00

b) k= lim ——cR, g= lim (kx— f (X)) € R,
X—>00 X X—>00

0 k= lim ~X R gz lim (F(0)—ke) <R,

X—oo X X—>00
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5. Funkce f(x) je definovanav intervalu <a,b >, a,b € R. Existuji asymptoty se smérnici

této funkce?

a) ne, b) ano, c¢) mohou, ale nemusi.

Odpovédi na kontrolni otazky

1.b); 2.b); 3.a); 4.¢); 5.a).

Ulohy k samostatnému Feseni
1. Najdéte rovnice asymptot grafu dané funkce:
X 1
a =, b = : c =3X+—,
) Y= ) V=5 ) Y=+
3 4
X7 +2 1 X
d) y= 2 ) e) y=2— ) f) y= 2
X“—4 2X°+x-1 (x+1)
2. Najdéte rovnice asymptot grafu dané funkce:
: 1
Q) y=2, b) y=2x-22, ©) y=ex,
X X
> I 1
d) y:xex2 : e) y=x+ﬂ : f) y=xIn(e+=) .
X X
3. Najdéte rovnice asymptot grafu dané funkce:
2
a) y=x+e b) y=arccos—— c) y:arctg1 ,
1+ X X
d) y:arctgi1 : e) y=-x+arctgx, f) y=arctgx—arccotgx .
X_

Vysledky Gloh k samostatnému reSeni
1. a) x=1 y=1; b) x=-1 x=1 y=0; c) x=2, y=3x; d) x=-2, x=2, y=X;

e) x=-1, x:%, y=0; f) x=-1. 2. a) y=0; b) x=0, y=2x; c) y=1;

d) x=0, y=x; e) x=0, y=x; f) x:—%, y:x+%. 3.8 y=x; b)y=x; c) y=0;
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/4 /4 T 3
d)y:Z; e)y=—x—E pro X — —oo, y=—x+E pro X — +o; f)y=—7 pro

T
X — —o0, y:E pro X — 4.

Kontrolni test

3

=

Najdéte rovnice asymptot bez smérnice ke grafu funkce y =

X2 —4'
a) y=2,y=-2, b) x=2,y=-2, ¢) x=2,x=-2
2. Najdéte rovnice asymptot se smérnici ke grafu funkce y = xarctg x.

T T
a) y:Zx—l pro X — oo, y:—zx—l pro X — —oo,

b) y:%x—l pro X — oo, y=—%x—1 pro x — —oo,

C) y=x-1pro x—oo, y=—X-1 pro x — —oo.
3. Najdéte rovnici asymptoty se smérnici ke grafu funkce y = X —Inx v nevlastnim bod¢ .

a) y=xX, b) neexistuje, c¢) y=x+1.

4. Najd¢te rovnice asymptot grafu funkce y = x+ il
X —

a) y=x x=1, b) y=Ly=-x, ¢) y=-xy=-1L

2,.—X

5. Najdéte rovnice asymptot grafu funkce y = x“e ",
a) y=0 pro x— —o,
b) y=1pro x— oo,

c) y=0 pro x — oo.

Vysledky testu

1.¢); 2.b); 3.b); 4.a); 5.¢).

Pravodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné ve 3 piipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opa¢ném piipade¢ je tieba prostudovat kapitolu 4.3. znovu.
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