Matematika |, ¢ast Il Konvexnost, konkavnost, inflexe

4.2. Konvexnost, konkavnost, inflexe

Vyklad

Definice 4.2.1.

Necht existuje f'(Xy), Xg € Ds. Rekneme, Ze funkce f(x) je v bodé x, konvexni, resp.
konkavni, jestlize existuje O(Xp) tak, Ze plati
Vxe Dy :xeO(xg)\{Xg} = F(x)> f(xg)+ f'(Xg)(X—Xp),

resp. f(x) < F(xp) + f'(x0)(x=Xp).

f(x)

f(X o)

Poznamka

Z obr. 52 je videt, Ze pro konvexni funkci f(x) lezi hodnota f(x), xeO(Xy) nad tecnou

k f(x) vbodé Xy pro vhodné O(xy). Podobne pro konkavni funkci leZi tyto hodnoty pod

tecnou.
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Vyklad

Definice 4.2.2.

Rikame, Ze funkce f(x) je konvexni, resp. konkavni v intervalu | c D,, jestlize v kazdém

bod¢ | je konvexni, resp. konkavni.

Véta4.2.1. Necht f"(x,)>0, resp. f"(x,)<0, pak je f(x) vbodé¢ x, konvexni, resp.

konkavni.

Diikaz: Oznaéme g(x) = f(x)— f(X,)— f'(X,)(X—X,) v O(x,), kde je f(x) konvexni,
resp. konkavni, viz obr. 53. Funkce g(x) >0, resp. g(x) <0 pro xeO(x,)\{X,}, jestliZe je
f(x) v O(x,) konvexni, resp. konkavni, viz definice 4.2.1. Dostaneme
g'(x)=f'(x)-f'(x,) a g"(x) = f"(x). Dosadime x =X, a dostaneme g'(x,) =0. Pro funkci
g(x) je bod x, stacionarni. Podle ptedpokladu véty je g9"(x,) = f"(x,) >0, resp.

9" (%,) = T"(x,) <0atedy funkce g(x) mav bod¢ X, ostré lokalni minimum, resp. maximum.
ya

f(x)
f(x o)

Obr. 53

Poznamka

Hledani intervali konvexnosti, resp. konkavnosti je podle vety 4.2.1 vlastné hledanim

intervali, na kterych je funkce f’(x) rostouci, resp. klesajici. Podle véty 4.1.1 mohou zmény
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v monotonnosti funkce f'(x) tedy nastat v bodech x5 € D¢, vnichz f"(xg) =0, nebo v nichZ

f"(Xg) neexistuje.

Vyklad

Definice 4.2.3.
Necht’ existuje f'(Xg), Xg € D¢ a necht’ funkce g(x)= f(x)— f(xg)— f'(Xg)(X—Xg) méni

v bodé X, znameénko, pak fikame, ze funkce f(x) mav bodé X inflexi.

Poznamka
Funkce f ma v bode (Xg, f(Xg)) inflexi, jestlize existuje O(xy) tak, Ze pro x <Xy lezi jeji
graf pod tecnhou t a pro X > X lezi nad tecnou t, nebo naopak, viz obr. 54.

y

f(x)

Obr. 54

Vobr. 54 je f'(x)=0, bod X je pro funkci f(X)stacionarni atecna t; je rovnobezna

S 0SOU X.
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Vyklad

Véta 4.2.2. Necht je f'(x) spojita v xg a f"(x) meéni v Xy znaménko, pak mé& funkce

f(x) v xg inflexi.

Dikaz: Platnost véty vyplyva ptimo z véty 4.2.1 a z definic 4.2.1 a 4.2.3.

Poznamka

Body X,, v nichz ma funkce inflexi, nazyvame inflexni body.

Resené ulohy

Priklad: Vysettete intervaly konvexnosti a konkavnosti funkce y = 93 xt1 9 3 x>

88 10

a urcete jeji inflexni body.

Redeni:  Definiéni obor Dy =R, y' existuje v Dy. Pak plati

3 S 3 z
'==x3-=x3, Dy =R,
Y73 2 y
5 1 .
.
3-x 3="—=, Dy»=R\{0}.

y =X° -
Ix
Polozime x% -1=0, tj. X 2 =*1, coz jsou nulové body funkce y”. Bod nespojitosti je bod

X3 =0, viz obr. 55.
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Dostaneme y"(-2) <0, y”(—%) >0, y"(%) <0 a y"(2)>0. Funkce y je konvexni pro

xe(-10)a (1,) a konkédvni pro x € (—»o,-1) a (0,1), viz obr. 56. Body

X =-1 X =1 a X3 =0 jsou inflexni body dane funkce.

(x) 7 (%) (Xo)

y A
|
| 1
1 ’ T >
-1 0 : X
|
Y=t - 23
88 10
Obr. 56
E——H vyklad E——H
@ Véta4.2.3. Necht f"(xg)=f"(xg)=...= @V =0, 1@ .0 a 2" existuje v O(xo),

pak bod Xp je inflexnim bodem funkce f (Xx).

NV}
T\

Bez duakazu.

Resené tlohy
o y . . 1 5 13
Priklad Urcete inflexni body funkce y:2—0x _EX .
4 2
. 1 1 -2
Reseni: Dostaneme y':—x"’——x2 :u, kde Dy =D, = R. Vypocteme
4 2 4
y" = xS - x, Dy» =R apolozime x3—x =0, x(x2 —1) =0. Dostavame nulové body
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X =0,X =1 x3=-1. Dale y" = 3x% -1, tj. y"(0)=0, y"()#0 a y"(-1) # 0. Body

X1, Xo, X3 jsou inflexni. Graf funkce y :Ziox5 —%x?’ je na obr. 57.

y/\
|
|
|
o
I -
o 10
3 | 1 V2 N3
LN :
[
[
.
5 1.3 !
- — X" - =X |
y20 6
Obr. 57

Kontrolni otazky

1. Necht f(x) mav bod¢ xqg derivaci f'(xy). KdyZ existuje okoli bodu xg 0(xy) takové, Ze
pro vSechna x € 0(xg) \{Xo} leZi body grafu funkce pod tenou k f(x) vbod¢ Xy, je
f(x) vbodé xq
a) konvexni, b) konkavni, c) klesajici.

2. Je-li "(x)>0 v kazdém bod¢ intervalu | < D¢, je funkce f(x) vtomto intervalu
a) konvexni, b) konkavni, c¢) rostouci.

3. Necht' funkce f(x) méav bod¢ xqy derivaci f'(xy). Prechazi-li graf funkce v bodg
[xo, f (xo)] z polohy nad te¢nou do polohy pod te¢nou nebo naopak, nazyvame bod Xg
a) stacionarnim bodem funkce f(x),
b) bodem lokéalniho maxima funkce f(x),
c) inflexnim bodem funkce f(x).

Pokud funkce f(x) spliuje v bodé Xy podminky f'(xg)=0 a f"(xg) =0, pak bod xg
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a) je inflexnim bodem,
b) neni inflexnim bodem,
c) miuZe, ale nemusi byt inflexnim bodem.

5. Necht bod Xg je inflexnim bodem funkce f (x). Pak

a) f"(xg) =0,
b) f"(xy) =0 nebo neexistuje,

c) f"(xg)=1.

Odpovédi na kontrolni otazky

1.b); 2.a); 3.¢); 4.¢); 5.Db).

Ulohy k samostatnému Feseni
1. Naleznéte inflexni body a intervaly konvexnosti a konkavnosti dané funkce:
a) y:5x2+20x+7 , b) y:3x5—5x4+4, C) y:x(l—x)2 :
7
d) y=x*+2x-12x>-5x+2,e) y=3-(x+2)5, f) y:x+i2 :
X

2. Naleznéte inflexni body a intervaly konvexnosti a konkavnosti dané funkce:

a) y=xInx, b) y=1—|n(x2—9) : C) y=xarctgx ,
d) y=edrctox e) y=X—COSX , f) y=Inl+x?) .
3. Naleznéte inflexni body a intervaly konvexnosti a konkavnosti dané funkce:
2
a) y:‘16—x2‘ : b) y:InlJr—X , ) y=xe X |
1-x
2,—X X
d y=x%e", e) y=arctgx—arccotgx , f) y=— -
e

4. Ukazte, ze vSechny inflexni body funkce y = X2+1
X +1

lezi na jedné piimce.

5. Pro jaké hodnoty a, b je bod [1,3] inflexnim bodem kiivky y = ax® +bx? ?
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Vysledky tloh k samostatnému feSeni

1. a) inflexni body nemd, konvexni: (—oo,); b) inflexni body: x=1, konvexni: (1),
konkavni: (—,1); c)inflexni body: x:é, konvexni: (%,oo), konkavni: (—oo,%);

d) inflexni body: x=-2, x=1, konvexni: (-o0,-2)a (1,o), konkavni: (-2,1); e) inflexni
body nema, konvexni: (—o0,—2), konkavni: (-2,00); f)inflexni body nema, konvexni:
(-,0)a (0,0). 2. a)inflexni body nemd, konvexni: (0,); b) inflexni body nema,

konvexni: (—oo,-3)a (3,%); c)inflexni body nema, konvexni: (—o0,); d) inflexni body:

x:%, konvexni: (—oo,%), konkavni: (%,oo); e) inflexni body: x:%+k7r, konvexni:

(—Z 42k, Z 4 2k, konkavni: (Z+2kz,F+2kz):  f)inflexni body: x=-1 x=1,
2 2 2 2

konvexni: (-1,1), konkavni: (—,-1)a(L,). 3. a)inflexni body nema, konvexni:

(—o0,—4) a (4,), konkavni: (-4,4); b)inflexni body: x=0, konvexni: (0,1), konkavni:

(-3,0)  c)inflexni body: X:_\E’ x =0, x=\/§, konvexni: {—\E,O)a( %oo}

konkavni: (—oo,— gJa[O,\E]; d) inflexni body: x=2-+/2, x:2+ﬁ, konvexni:

(—0,2—~/2) a (2++/2,0), konkavni: (2-+/2,2++/2); e)inflexni body: x=0, konvexni:
(=0,0), konkavni: (0,0); f)inflexni body: x=2, konvexni: (2,%), konkavni: (—,2).

},[1,1].5. a=-3 b=2.
2 2

4. inflexni body {—Jé —z,#] {x@ P f

Kontrolni test

1. Naleznéte intervaly konvexnosti a konkavnosti funkce y = x* —6x? +5.
a) konvexni: (-1,1), konkavni: (—o0,-1) a (1,),
b) konvexni: (-1,1) a (1,»), konkavni: (—o0,-1),

c) konvexni: (—o,-1) a (1,%0), konkéavni: (-1,1).
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+2

. : , . X
2. Naleznéte intervaly konvexnosti a konkavnosti funkce y = —
X

a) konvexni: (—o0,—6) a (—6,0), konkavni: (0,),
b) konvexni: (-6,0), a (0,%), konkavni: (—0,—6),
c) konvexni: (—o,—6), konkavni: (—6,0) a (0,).
3. Naleznéte intervaly konvexnosti a konkavnosti funkce y = x + arctg x.
a) konvexni: (—o0,0), konkavni: (0,0),
b) konvexni: (—0,1), konkavni: (1,0),

c) konvexni: (0,0), konkavni: (—o,0).

4. Naleznéte inflexni body funkce y = x*—2x% +1.

a) X = -1, X2 =1

1 1
b) X1=—\/%, X =\/;,

c) X =0 x% =1

5. Naleznéte inflexni body funkce y = xe”.

a) x=-2, b) x=2, C) x:%.

6. Naleznéte inflexni body funkce y = (x - 2)4.

a) x=2, b) x=-2, c¢) neexistuji.

Vysledky testu

1.¢); 2.b); 3.a); 4.b); 5.a); 6.c).

Pravodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné ve 4 piipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opac¢ném piipadé je tieba prostudovat kapitolu 4.2. znovu.
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