Matematika I, ¢ast Il Extrémy funkce
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4. PRUBEH FUNKCE

Pravodce studiem

V matematice, ale i ve fyzice a technickych oborech se c¢asto vyskytne pozadavek na
sestrojeni grafu funkce y=f(x). K nakresleni grafu funkce Ize dnes vétSinou pouZzit vhodny
matematicky software. MuZe se vSak stat, Ze pii zadani funkeniho piedpisu udélame chybu, Ze
zvolime nevhodny interval pro zobrazeni grafu, nebo Ze si zvoleny software s vykreslenim
grafu dokonale neporadi. pro tyto piipady je nutné naucit se hledat vyznacné vlastnosti
funkce. V této kapitole budou tyto vyznacné vlastnosti uvedeny a v zavéru kapitoly je

shrneme a naucime se graf funkce y =f(Xx) nac¢rtnout.

4.1. Extrémy funkce

Predpokladané znalosti

V této a dalSich ¢astech budeme hovotit o monoténnosti funkci, viz definice 1.4.2 a budeme

pouZivat vétu 3.2.6.

Vyklad

o=

Definice 4.1.1.

Rikame, Ze funkce f(x) mavbodé xg € D¢

absolutni maximum Vxe Dy 1 f(x) < f(x),

absolutni minimum vxe Dy 1 f(x) 2> f(Xp),

lokalni maximum | jestlize 30(Xp) : x € O(xg) = F(X) < f(Xg),
lokalni minimum J0(xg) : x € O(xg) = f(X) = f(Xg),
ostré lokalni maximum 30(xg) : x € O(xg) \{Xo} = f(x) < f(Xp),
ostré lokalni minimum 30(xg) : x € O(x) \{Xo} = (x)> f(Xp).

JestliZe nastane n&kterd z predchozich moZnosti fikdme, Ze funkce f(x) mav bodg xg

extrém (absolutni, lokalni, ostry lokalni).
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Resené ulohy

Priklad Funkce y= 5
1+Xx

1+x2 -

ma v bodé xg =0 absolutni maximum. Nerovnice

<y(0) =2 plati pro vSechna x € R. Po Uprave¢ totiZ dostaneme 2 <2(1+ x2), dale pak

0 < x2. Ptedchozi Gvaha plati pro kazde O(xg) a tedy funkce ma v bodé xy =0 také lokalni

maximum, které je ostré, protoze 0 < G pro vdechna x R\{O}.

3,2

Priklad Funkce y=x"+x“ mav bod¢ Xy =0 ostré lokalni minimum, protoZe nerovnice

3

xS+ X% > y(0) =0 je spinéna v okoli (-1,1) bodu 0 s vyjimkou bodu 0, nebot’ po Upravé

dostaneme x2(x+1) > 0. Toto lokalni minimum neni absolutni, protozZe napiiklad

y(=2) =-4<y(0).

Vyklad

Véta4.1.1. Necht je Xy vnitini bod Dy a necht existuje f'(xg) = 0. Pak funkce f(x) nema

v bodé X; lokalni ani absolutni extrém.

Bez duakazu.

k%

303




Matematika I, ¢ast Il Extrémy funkce

Y 1

f(x,)]

f(xo)
f(x )

VSimnéme si na obr. 46, Ze te¢na ke grafu funkce f(x) v bodé xg nenipro f'(xy) =0
rovnobézna s osou x. Existuje tedy O(xg) takové, ze plati f(x) > f(Xg), f(x2)< f(Xp)

pro vhodné zvolené body X;, xo € D NO(Xg).

Poznamka

Zvety 4.1.1 vyplyva, Ze lokalni i absolutni extrémy mohou existovat pouze v bodech

Xg € D¢, vnichz f'(xg) =0, nebo vnichz f'(Xp) neexistuje. Body Xg, vnichz f'(xy)=0

budeme nazyvat staciondrni. Mezi body, v nichZz f'(Xp) neexistuje, pat/i také krajni body

defini¢niho oboru.

Vyklad

Véta 4.1.2. Spojita funkce, jejiz derivace meéni v bodé x; znamenko, ma v bodé X ostry

lokalni extrém.
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Bez dikazu. Uvédomime si, Ze podle véty 3.2.6 je pro f'(x) >0 funkce f(x) rostouci a pro
f'(x) <0 je funkce f(x) klesajici. Podle véty 4.1.1 maze derivace spojité funkce f(x)
zménit znaménko pouze v bodech xg € D¢, v nichz f'(xg) =0, nebo v nichz f'(xy)

neexistuje.
Resené tlohy
Priklad Urcete lokalni extrémy funkce y = exxg/ x2.

Redeni: Funkce je spojitd na mnoZing reélnych ¢&isel R. Zjistime nulové body a body

nespojitosti funkce y’ a podle véty 4.1.2 rozhodneme, zda v nich bude lokalni extrém:

E 2 _1 3 2 X
y’=exx3 _;’_eX._X 3:%
3 3¥/x

bod ziskame fesenim rovnice (3x+2)e* =0, tj. 3x+2=0 aodtud x, = —%. Tyto body

. Bodem nespojitosti funkce y' je bod x; =0. Jeji nulovy

rozdéli R na tii intervaly, viz obr. 47.

Obr. 47

4
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yzexi/x_2

Obr. 48

VyuZijeme poznatka o feSeni nerovnic z kapitoly 2.4 a dostaneme:

y'(-1) >0, y’(—%) <0, y'(2)>0. Derivace funkce y meéni v bodech =0 a x, = —%
znaménko, tj. v téchto bodech existuji lokalni extrémy. Bod x, = —% je stacionarnim bodem.

Monotonnost funkce y se v bodech X, =0 a Xo =— meni, viz obr. 47. Graf funkce y je

w|N

na obr. 48.

Vyklad

Véta 4.1.3. Predpokladejme, Ze f'(xg)=0 a f"(xg) <0, resp. f"(xg)>0. Pak ma funkce

f(x) v bodé Xy ostré lokalni maximum, resp. ostré lokalni minimum.

Bez dikazu. Pro maximum v bodé xg plati, Ze f'(x) >0, pro xe(Xg—7,Xg)
a f'(x) <0 pro xe(xg,Xy+9) avhodné ¢ >0, viz obr. 49, 50. Funkce f'(x) je ziejme

vintervalu (Xg — 9, Xp +9) Klesajici a tedy f"(xp) <O.
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Y 4 Yy 1

X N

0 x,—8 Xo Xo+0

Obr. 49 Obr. 50

Podobnou tvahu maZeme provést pro minimum v bodé X a dostaneme f"(xg) > 0.
Resené alohy

Priklad Urcete extrémy funkce y = ex%/)TZ’ jejiz defini¢ni obor je Dy =<-1, % >,

< o ] » ] . . . 5 2 )
Reseni: ZteSeni predchoziho ptikladu vime, ze dana funkce ma v bodé X, :—§ ostré

lokalni maximum a v bodé x; =0 ma ostre lokalni minimum.

Z poznamky za vétou 4.1.1 vyplyva, Ze zbyva uréit funkéni hodnoty funkce y v krajnich
bodech defini¢niho oboru, tj. v bodech x3 =-1 a X4 :1.

Dostaneme:

y(-1) =e1=0,36788,

2
2 2 o4
—S)=e 33—==0,39181,
Y2 =e 33

y(0)=e2.0=0,

1
1 5 4ll
=) =e2.3= =1,03863.
VG =e2 37

4

NV

l|\\
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Z predchozich vztahi vyplyva, Ze funkce ma v lokalnim minimu ¥ =0 absolutni minimum a

v krajnim bod¢ defini¢niho oboru x4 =3 ma absolutni maximum.

Vyklad

Bez dikazu predchozi vétu zobecnime.

Véta 4.1.4. Necht ma funkce f(x) v bodé Xy spojitou n-tou derivaci pro n >3 a necht’
f'(x0)=f"(Xg) =...= F" D (x)=0 a F™M(x5)=0. Je-li n &islo sudé a

f(MW(x9) <0, resp. (M (xy)>0, pak ma funkce f(x) vbod& Xy ostré lokalni

maximum, resp. ostré lokalni minimum. Je-li n liché ¢islo, pak v Xq extrém neexistuje.

Ul
~
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Resené ulohy

Priklad Urcete lokalni extrémy funkce y = % x4 —% X° +1 xC.

6

Reseni:
Funkce y je polynom, tj. jeji defini¢ni obor a defini¢ni obor jejich derivaci je R.

1. y'= X3 —2x* +x° = x3(1— x)2 = stacionarni body jsou ¥ =0, X, =1.

o

y'= 3x% —8x3 +5x4, y"(0) =0, y"(1) = 0= budeme dale derivovat.
3. y"=6x- 24x% +20%°, y"(0)=0,y"(1)=2#0= Vv Xx, =1 neexistuje extrém.

y(4) = 6— 48 +60x°, y(4) (0)=6>0= Vv ¥ =0 je ostré lokalni minimum.

>
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Poznamka

VetSina praktickych uloh vede na hledani absolutniho maxima nebo minima funkce, ktera

ulohu popisuje. Tento extrém maze, ale nemusi byt lokalni.

Resené ulohy

Priklad Z bodu O do bodu A vede piimé Zeleznice, viz obr. 51. Navrhnéte umisténi
piekladového n&drazZi v bodu B na této trati tak, aby pfi silni¢ni dopravé z bodu C do bodu B

po piimé silnici a nasledné doprave z bodu B do bodu A po Zeleznici byla cena za prepravu

v v/

silnici 0,5 K&/km. Cena piekladky za jednotku je 1Ké. Vzdalenost |OA| je 100 km,
vzdalenost |OC | je 10 km.

Y 4

C=(0,10)

0 B=(x,0) A=(100,0) X

Obr. 51

ReSeni: Ozna¢me soufadnice bodu B = (x,0), kde x je hledana vzdalenost bodu B od bodu

O. Délka cesty po Zeleznici pak bude (100—x) km a délka ptrepravy po silnici

Vx2+10% km. Cena prepravy jednotky zbozi je pak dana funkci

y = (100-x).0,2+vx? +100.0,5+1, Dy =<0,100>.

Uréime absolutni minimum této funkce:

= i’*,i
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X
Vx% +100

Funkce Y’ je spojita, ur¢ime tedy jeji stacionarni body:

y'=-0,2+ 0,5.

X X 1

0,24—205=0=>——" == —5x=2yx%+100 =
\x2 +100 24/x% +100
5 252 = 4% + 400 = 21x% = 400 = ¥ 5 = + -2
! J21

] 20 ., . y y s -
Do D, patti pouze x, = —=. Piesveédcime se, ze v bode ¥, se jedna o minimum funkce:

V21

o 2h@e00-x X )
v (; 1} _ Jx%2£100 _ 2(x°+100)-2x~ 50
2

y' = -z = .
Vx2+100 ° 4(x* +100) 4\/(x2 +100)3 \/(x2 +100)3

Je vidét, Zze y" >0 pro vSechna x e Dy a tedy i pro X, tj. v bodé x; :ﬂ jde 0 minimum

V21

funkce y. Nyni zjistime funkeni hodnoty v krajnich bodech Dy a porovname je s funkeni
hodnotou v bodé x; :

y(0)=26,  y(100)=51,25, y(ﬂj = 25,58,

V21

Ve s

Nejvyhodnéjsi je postavit nadrazi v bod¢ B, ktery je od bodu O vzdalen 20 km.

J21

Kontrolni otazky

1. Pti vySetrovani lokélniho extrému funkce f(x) v bodé xg sledujeme funkéni hodnoty

této funkce
a) v celém jejim defini¢nim oboru,

b) v okoli bodu Xg,
C) pouze v bodé Xg.
2. Stacionarnim bodem funkce f(x) nazyvame bod xg, ve kterém

a) f'(xg)=0,

4




Matematika I, ¢ast Il Extrémy funkce

N
AR

b) f'(xg) =0,
c) f'(xp) neexistuje.
3. Spojitd funkce f(x) mav bode xqg ostry lokalni extrém. Pak derivace této funkce f'(x)

v okoli bodu xg
a) nemeéni znaménko,
b) rovna se nule,
€) meni znaménko.
4. Pro funkci f(x) vbodé Xxq plati, Ze f'(Xxg)=0a f"(xg)>0. Pak v bod¢ xg
a) je ostré lokalni minimum,
b) je ostré lokalni maximum,
¢) neni tam lokalni extrém.
5. Ma-li funkce f(x) v bodé Xq stacionarni bod, pak v bodé xg lokalni extrém
a) urcité nastane,
b) nenastane,

C) muZe nastat.

Odpovédi na kontrolni otazky

1.b); 2.a); 3.¢); 4.a), 5.¢).

Ulohy k samostatnému Feseni
1. Najdeéte intervaly, na kterych je dana funkce rostouci a na kterych je klesajici:
a) y:x3—x, b) y:x5—15x3+3, ) y= X2 :
1+Xx
4 1
d) y=[x+l+|x-1, e y=—+—, f) y=x+ :
X 1-X X% _1

2. Najdéte intervaly, na kterych je dané funkce rostouci a na kterych je klesajici:

X
a) y=x-e*, b) y=x%%, c) y:e?,

4
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d) y=|n\/1+x2, e) y:2x2—lnx, f) y:In(x+\/1+x2),
2

g) Yy=X+CO0SX , h) y=sinx+cosx , 1) y=arccos 5
1+ X
3. Ukazte, Ze funkce y =arctgx—x je pro kazdé realné x klesajici.
4. Naleznéte lokalni extremy danych funkci:
a) y:xz(x—6) : b) y=x3—12x—6 : C) y:4x3—18x2+27x—7 :
3
d) y:—x4—2x2+3, e) y= 22X : f) y:x2+i2.
X“+1 X
5. Naleznéte lokalni extrémy danych funkci:
—X —x? 2_—x?
a) y=x+e ", b) y=xe : c) y=x% ,
X
Q) y=", e y=2, fy=ex.
e* X
6. Naleznéte lokalni extrémy danych funkci:
a) y=xInx, b) yzlnf—ﬂ, c) y=x2Inx,
—X
d) y:xlnxz, e) yzln_x, f) y:In\/1+x2—arctgx.
X
7. Naleznéte lokalni extrémy danych funkci:
X 2 x—1]
a) y:E+arctgx, b) y:‘16—x ‘ c) y=——,
X
d) y=4x-tgx, e) y=e “sinx, f)  y=x+arccotg(2x) .
8. Urcete absolutni extrémy funkci na daném intervalu:
a) y=x%-6x+10, xe(-15) , b) y=x%Inx, X€<1,e>,
e
2 U X
c) y=2tgx—-tg°x, XE<O,E>, d y=x", xe(0,x).

9. Cislo 28 rozlozte na dva s¢itance tak, aby jejich sougin byl nejvétsi.

10. Najdéte takové kladné cislo, aby soucet tohoto ¢isla a jeho pievracené hodnoty byl

nejmensi.

11. Jaké rozméry musi mit pravouhly rovnobéznik daného obvodu s, aby jeho uhlopricka

byla nejmensi?

12. DokaZte, Ze ze v8ech pravouhlych rovnobéznika daného
a) obsahu ma ¢tverec nejmensi obvod,

b) obvodu ma ¢tverec nejvétsi obsah.

4
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13. Z valcového kmene o praméru d se ma vytesat tram obdélnikového priafezu tak, aby m¢l

maximalni nosnost. Z nauky o pevnosti je zndmo, Ze nosnost y trdmu je dana vztahem

y= kab?, kde k>0 je soucinitel materialu, a je Sitka a b vySka tramu.

14. Ze ¢tvercového plechu o strané a se méa vyrobit oteviena krabice tak, Ze v rozich se
odsttihnou ¢tverce a zbytek se zahne do krabice. Jak velka musi byt strana odstiizenych

¢tverct, aby byl objem krabice maximalni?

15. Cestovni kancelar porada zajezd. Je-li pocet Ucastnika zajezdu 100 a méné, je cena pro
jednoho G¢astnika 600 K¢. Pii vétSim poctu nez 100 se cena snizi za kazdého Ucastnika

navic o 2,50 K¢. Pri kolika ucastnicich bude obrat cestovni kancelare nejvétsi?

Vysledky tloh k samostatnému feSeni

1 1 . 1 1
1. a)rostouci: | —o,—— |a| —, o |, klesajici: | ——=,— |; b) rostouci:
) (wﬁ][@wj . (ﬁ@j)
(—0,-3)a (3,0), klesajici: (-3,3); c) rostouci: (-1,1), klesajici: (—o0,~1)a (1,0);

d) rostouci: (1,0), klesajici: (-o0,—1) , v (~1,1) je konstantni, y=2; e) rostouci:
(%1} a(1,2), klesajici: (—,0)a (0%) a(2,0); f) rostouct: (—oo,—\/g) a (\/goo)

klesajici: (—ﬁ,—l)a(—l,l)a(l,x@). 2. a) rostouci: (—,0), klesajici: (0,0);

b) rostouci: (0,2), klesajici: (—,0)a (2,0); c) rostouci: (1,o0), klesajici:
(-,0)a(0,1); d) rostouci: (0,0), klesajici: (—0,0); e) rostouci: (%oo) klesajici:
(0,%); f) rostouci: (—o0,0); g) rostouci: (—oo,0); h) rostouci:

(—%ﬂ'+2kﬂ',%+ Zkﬂj’ Klesajici: (%+2k7z,%7z+2k7zj,k € Z; i) rostouci: (0,),

klesajici: (—0,0). 4. @) Ymax =0 pro x=0, Y, =-32 pro x=4;
b) Ymax =10 pro x=-2, ynin =—22 pro x=2; c) nema lokalni extrémy;

d) Ymax =3 pro x=0; e) nema lokélni extrémy; f) yin =2 pro x=-1,
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1 1
n=2 pro x=1. 5. a w=1pro x=0; b in=——— pPro X=———,
Ymin p ) Ymin p ) Ymin 2\/5 p NG
y —i pro x—i'c) y —1 pro x=-1,y —1 pro x=1
max 2\/6 \/E’ max e ' max e '

Ymin =0 pro x=0; d) ymax=% pro x=1; €) Ymax =€ Pro x=1;

12 2 1 1
f) Ymax =—7= Pro X==, Ymin =0 pro x=0. 6. &) Ypin === Pro x==;
3',92 3 € €
b) nemé lokalni extrémy; ¢) Yy __ L pro x—i' d) y _2 pro x——1
y’ min 2% \/E’ max o e,

2 1 1 1 Vs
i =—— Pro x==—; e == pro x=e; in=—In2-— pro x=1.
Ymin o p o ) Ymax o p ) Ymin > 4 p

7. a) nema lokalni extrémy; b) Ymax =16 pro x=0, Ynin =0 pro x=-4,
1

Ymin =0 pro x=4; c) Ymax:E pro X=2, Ymjn =0 pro x=1;

d) ymaxz%”wk;z—\/é pro x=2-+kr, keZ,

Yemin =—4?7[+4k7r+\/§ pro x=—%+k7r, keZ,

—( +2k7)
€) Ymax =€ £ pro x—Z+2k;z
57
—(—+2k7[)\/§ 57 3r 1 1
Ymin =—€ 4 - pro x=7+2k;z,kez; f)ymaX:T_E pro x =7,

r 1 1
Ymin :Z+§ pro XZE' 8. @) Ymax =17 pro x=-1, ymip =1 pro x=3;

b) ymax=e2 pro X=€, Ymin = 1 pro X—T' C) Ymax =1 pro x:%,nemé

absolutni minimum; d) Y =0.6922 pro x:l, nema absolutni maximum.
e
0. [14+14]. 10. x=1. 11. a=>, b=2. 13 a=L b= Yad
4" 4 BB

3
14, x—% vmaxzz(%j . 15. n=170.
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Kontrolni test

1. Najdéte intervaly, na kterych je funkce y = x> —12x +1 rostouci a na kterych je klesajici.
a) rostouci (—o0,-2) a (2,), klesajici (-2,2),
b) rostouci (-2,2), klesajici (—0,-2) a (2,),
c) rostouci (—oo,2),klesajici (2,).
2. Najdéte intervaly, na kterych je funkce y = xe™ ryze monoténni:
a) rostouci (1,), klesajici (—o0,1),
b) rostouci (—o,1), klesajici (1,),
c) rostouci (—o0,—1), klesajici (=1, ).
3. Najdéte intervaly, na kterych je funkce y = x + 2arccotgx ryze monotonni.
a) rostouci (-1,1), klesajici (—0,—1) a (1, ),
b) rostouci (—oo,1), klesajici (1,0),
c) rostouci (—o0,—1) a (1,), Klesajici (—1,1).

2
: < - . X
4. Najdéte vsechny lokalni extrémy funkce y = 1

a) Ymax =4 Pro Xx=2, Ymin =0 pro x=0,
) Ymax =0 pro Xx=0, Ypin =4 pro x=2,
9
) Ymax =3 pro X=3, Ymin =0 pro x=0.
5. Najdéte vSechny lokalni extrémy funkce y =sin X+ CoS X.

5 7

Q) Ymax =—/2 pro Xzzﬂa Ymin =2 pro Xzz,

D) Ymax =1 pro x=0, Ynin =-1 pro x=r,

) Ymax = J2 pro x :%-F 2k, kcele ., Ymin = —J2 pro x =%7z+ 2k, k celé ¢.

6. Urcete absolutni extrémy funkce y =x—2Inx naintervalu <1e>.
a) Ymax =1 pro x=1, Ymin=2-2In2 pro x =2,

4
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C) Ymax =2—2In2 pro Xx=2, Ypin =1 pro x=1.

7. Vypoctste rozméry obdélniku o plode 25 cm? tak, aby mél nejkratsi ahllopiicku.
a) a=5cm,b=5cm; b)a=4,75cm,b=5,25cm, c)a=4,25cm,b=5,9 cm.

Vysledky testu ﬂg—’l

1.a); 2.b); 3.¢); 4.b); 5.¢); 6.a); 7.a).

Pravodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné v 5 pripadech, pokracujte dalsi kapitolou. V opa¢ném

piipadé je tieba prostudovat kapitolu 4.1. znovu.

4
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