Matematika I, ¢ast Il Funkce dana parametricky, polarné a implicitné

3.4. Funkce dan& parametricky, polarné a implicitné

Vyklad

Definice 3.4.1.
Necht’ jsou dany funkce ¢(t), w(t) definované na M — R a necht’ ¢(t) je prosta na M.
Slozena funkce f(x)= l//((p_l(X)) definovana na H o € nazyva funkce dana parametricky

rovnicemi X =g(t), y=w(t),te M.

Poznamky

1. Funkce go_l(x) inverzni k prosté funkci ¢(t) existuje.

2. Derivace funkci ¢(t), w(t) podle parametru t budeme znacit ¢(t), w(t).

Resené ulohy

Priklad Rovnicemi x=rcost, y=rsint,te<0,7>,r >0 je dana funkce

y= 2_x%, xe<—1,1>, jejimz grafem je ,,horni* polovina kruznice x2 + y2 =

2 2

Umocnime obé rovnice parametrického zadani a dostaneme x“ =r cos?t, y2 =2

sint.

Tyto rovnice secteme:

X2 + y2 =r? (c032t+sin2t) =r?,

Vsimnéme si, Ze Xx=-rsint<0 pro te<0,7 > a je tedy ryze monotdnni (klesajici).

Priklad Funkce dana parametricky rovnicemi x = el +t3 -1, y=Int+sint,t e R neni
elementarni, protoze z rovnice x =e' +13 -1 nedovedeme t vyjadtit. Funkce go‘l(x), xeR

vSak existuje, protoze x = el +3t2 >0 pro teR, tj. x= el +t3-1 je rostouci pro te R.
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Matematika I, ¢ast Il Funkce dana parametricky, polarné a implicitné

Poznamka

Zejména pro pripady, kdy z rovnic x=g(t), y =w(t) nelze vyjadrit y :l//(gp_l(x)) musime

umet urcit derivaci y' podle nasledujici vety.

Vyklad

Véta 3.4.1. Necht je funkce f(x) dana parametricky rovnicemi x=¢(t), y=y(t),teM a
necht na M existuji derivace ¢(t), y(t), kde @(t)=0 na M. Pak v bodé Xo € H,

existuje derivace

t'(x0) = 2. kde o(ty) = .
o(tg)

AV

T\

Diikaz: Podle definice 3.4.1. je f(X)= w(go_l(x)). Podle vét o derivaci sloZzené funkce
(3.2.2) a inverzni funkce (3.2.3) dostaneme

)]

f'(x0) = (W (@ 1 (x))) = (0 (o)) (0 (%)) =¥ (tg) ——~ = -2,
o(ty)  o(ty)

Resené ulohy

Priklad: Vypoctéte derivaci funkce dané parametricky rovnicemi

x:et+t3—1, y=Int+sint.

1
w(t) ¢ Hoost _ 1+tcost

Ay = , kde x=el +t3-1.
ot) et +3t?  t(e'+3t?)

Redeni: Podle véty 3.4.1 plati f'(x) =
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Matematika I, ¢ast Il Funkce dana parametricky, polarné a implicitné

Poznamka

Derivace f’(x) je funkce dana parametricky rovnicemi x=¢(t), y’:%,te M. Podle
®»

vety 3.4.1 muzeme urcit druhou derivaci

,,z[mf L _ye0-vOI0 oy~ o)
ot) ) o (o()

Podobne bychom mohli podle vety 3.4.1 urcit vysSi derivace funkce dané parametricky.
Resené ulohy
Priklad: Urcete druhou derivaci funkce x =cost, y =sint,te<0,7 >.

. 0
Reseni: y'=Y = cost =—cotgt, X = cost, y"=(lj .E.: 1 ! !
X

' X sin?t —sint  sin3t’

X —sint

kde Xx=cost.

Priklad Urcete rovnici te¢ny k pulkruznici x=cost, y=sint, te<-z,0> v bodé

th=—2.
07

Reseni: Rovnice te¢ny je y— Yy = f'(Xg)(X—Xg).

Dostaneme X :cos(—%j:%, Yo :sin[—%jz—g a f'(x) =—cotgt, tj.

f'(xg) =—cotgty =—(-1) =1.
V2 o W2

Dosadime do rovnice te¢ny a dostaneme y+7 = x—7, . x— y—\/§ =0, viz obr. 43.
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Matematika I, ¢ast Il Funkce dana parametricky, polarné a implicitné

‘1 O/\ 1‘ / <

x—y—ﬁ:/
y

Obr. 43

Vyklad

Definice 3.4.2.

Necht’ je dana funkce g(@) >0, o€ M takova, Ze funkce g(¢p)cose, kde @M, je prosta.
Pak funkce f(x) dana parametricky rovnicemi X=g(¢)cose, y=g(p)sing,pe M je

dana polarné rovnici p=g(p), p M.

NV

an

Resené ulohy

Priklad: Urcete rovnici tecny ke grafu funkce f(x), ktera je dana polarné rovnici

p:;, (pe[O,zj Vv bod¢ ¢ zz.
3-e) 7 )
o 5 o

Resdeni: Parametrické rovnice jsou

Cos @ _sing

i) el
» 5 » » 2 »
E.r o 279

= i’*,i
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Matematika I, ¢ast Il Funkce dana parametricky, polarné a implicitné

A\ ¥
Paxy

82 82
-~

Rovnice tecény je y—ygo = f'(Xg)(X—Xgp). Vypocitame hodnoty X =—5 aYp=—5
T T

Dale ur¢ime derivaci

sing

(p(”—(pj cos (” - 2]—sin (”—2)
2 ) 260 ) ) 5 )

f'(x) = = .
(x) u . V2 2 Vs
—sing Ego—¢ —COoS @ E—Z(p

2z a2
f{gﬁ}_ 2(24 16 .
) e[z x_x%)_
2124 16
Rovnice te¢ny ma tvar y_¥=_[X—8\/§J, . y=—x+16‘£§,
T T T
Poznamka

O derivaci funkce dané implicitne rovnici F(x,y)=0, kde F(x,y) je vyraz obsahujici
proménnou x a funkci y=y(x), budeme hovorit vtextu Diferencidlni pocet funkci vice

promennych (Matematika I1). Nyni si zpuisob, jak derivovat funkci danou implicitné ukazeme

pouze na prikladech. Musime mit na paméti, Zze y ve vyrazu F(x,y) jey funkce promeénné x,

ktera neni z rovnice vyjadrena a jeji derivaci tedy oznacime jako obvykle y'.
ReSené tlohy

Priklad: Urcete derivaci funkce y+xy—xsiny=0.
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Reseni:
y'+(xy)' —(xsiny)' =0,
y'+y+Xxy' —siny—xcosyy' =0,
y'(1+Xx—xcosy)=siny-y,

,  siny-y

y 1+X—XCOSY

Priklad: Urcete rovnici tecny ke ktivce X+ y3 =3xy+1 vbodé¢ T =(0,1).

Redeni: Rovnice teény ma tvar y—yg = f'(Xg)(X—Xg). Uréime derivaci funkce dané
implicitné rovnici X+ y3 —3xy—1=0. Dostaneme

3x? +3y2y’—3y—3xy’=0, y2y’—xy’= y—x2
2

' —X ’
y=2"", yopn=1
y©-—X

Rovnice te¢ny je y—1=X, tj. x—y+1=0, viz obr. 44,
ya

x3+y3 =3xy+1

N

X-y+1=0

Obr. 44

Kontrolni otazky

1. Funkce f(x) je dana parametricky rovnicemi x = ¢(t), y = (t). Oznaceni ¢(t), y(t)

znamenaji derivace podle
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Matematika I, ¢ast Il Funkce dana parametricky, polarné a implicitné

a) promeénné x,
b) parametru t,
C) promenné y.
2. Funkce f(x) je dana parametricky rovnicemi x = ¢(t), y =w(t), pak pokud existuje

derivace f'(Xg), ma tvar

o) - 9)
VT =s )
o(to)y (tg) — @(to)y (tg)
[o(to)]

b) f'(x)=

vy = Vo)
9 o) 9(to)

3. Funkce y = f(x) je dana parametricky rovnicemi x = ¢(t), y = w(t). Druha derivace y

"

ma tvar

2 y=Y)
X

b) y"=(Yy),

0 y=2.
X

4. Funkce f(x), ktera je dana polarné rovnici p = g(¢), ma parametrické zadani
a) x=g(p)sing, y=g(p)cose,
b) x=g(p)cose, y=g(),
) x=g(p)cose, y=g(p)sing.

Odpovédi na kontrolni otazky

1.b); 2.¢); 3.a); 4.¢).

Ulohy k samostatnému Feseni

1. Vypoctéte prvni derivace funkci danych parametrickymi rovnicemi:
a) x=t3+3t+1 y=3t>+5t3+1, b) x=etsint, y=elcost ,
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C) X =sin’t, y:coszt, d) x = 2c0s°t, y=4sin3t,

e) x=a(t-sint), y=a(l—cost) , f) x=tgt, y=coszt :

2. Sestavte rovnice te¢ny a normaly k asteroidé x = V2 cost, y= JV2sin®t vbodé t :%

3. Sestavte rovnice te¢ny a normaly k cykloidé x=t-sint, y=1-cost vbodé t :% :

4. Sestavte rovnice tecny a normaly ke kiivce x =2e!, y=e™ vbodg t=0.

5. Sestavte rovnice te¢ny a normaly ke ktivce x=sint, y=cos2t vbod¢ t= %

6. Najdéte smérnici tecny k elipse x=3cost, y=4sint v bodé [¥2J§J

4

7. Najdéte smérnici tecny k elipse x=2cost, y=sint v bodé (1,7 :

8. Najdste smérnici teény ke kiivee x=t—t*, y=t>—t3 v bodg (0,0).

9. UkaZte, Ze funkce dana parametrickymi rovnicemi x = 1% y= %+% vyhovuje
t 2t

Yy

rovnici xy'3 =1+y (y'= i

10. Vypoctéte derivaci (Y’ :%) funkci danych implicitné rovnici
X

a) y>-3y+2x=0, b) Jx+y=2, ¢) 2ylny=x,

d) xC+y3-3axy=0, e) cos(xy)=x, f) y=1+xe¥,
2 2 2 2 2

g) X—2+y—:l, h) x3+y3=a3, i) y=x-+arctgy .
a“ b

11. Sestavte rovnice te¢ny a normaly ke kfivce X2 + 2xy2 + 3y4 =6 vbod¢ T= [1, —1] :

12. Sestavte rovnice teény k hyperbole 8x* —9y? =72 vbodé T = [-9,-8].

2 2

13. Sestavte rovnice tecen k hyperbole X? _y7 =1 kolmych k ptimce 2x+4y—-3=0.

14. Znazornéte kiivky a vypoctéte derivace f'(x), je-li funkce f(x)dana polarné rovnici:
a) p=3p, @e(0,0) (Archimédova spirala),
b) p=2sing, @e<0,7> (kruznice),

o) p=2, pe(0,w) (hyperbolicka spirala),

®»
k%
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d) p=2(l1+cose), @e<0,2z> (kardioida),
e) p=e’, @e(0,0) (logaritmicka spirala).

15. Urcete rovnici tecny ke grafu Archimédovy spiraly, ktera je dana polarné rovnici
p=2¢, @e(0,0),vbode¢ ¢,=r.

16. Urcete rovnici teény ke grafu kardioidy, ktera je dana polarné rovnici p =2(1+cos),

pe<0,27 >, vbod¢ ¢0=%.

17. Pro které ¢ nabyva funkce, ktera je dana polarné rovnici p=¢”, @ (0,7), maximalni
hodnoty y?

18. Pro ktera ¢ je te¢na ke grafu kardioidy, ktera je dana polarné rovnici p =2(1+cos),
@ e<0,27 > , rovnobéZna s osou x?

19. Ur¢ete rovnici asymptoty grafu hyperbolické spiraly, ktera je dana polarné rovnici

T
p=—, pe(0,x) .
%

Vysledky tloh k samostatnému reSeni

1-cost

f) y’=—23intcos3t. 2. Xx+y-1=0; x-y=0. 3. x—y+2—%:0; x+y—%:0.

4 V3

4, Xx+2y-4=0; 2x-y-3=0. 5. 4x+2y-3=0; 2x-4y+1=0. 6. ~3 7. —.

6
P— 2 1
8.0a1. 10. a) 2 ; b)—l; c);; ayx; e—w'
3 3(1-y?) X 2(1+Iny) y? —ax xsin(xy)
y 2 2
) A ) —bz—x; h) —%ﬁ; i)“—g_’. 11. x—4y-5=0; 4x+y—-3=0.
1-xeY a‘y X y

12. x-y+1=0. 13. 2x-y+1=0; 2x-y-1=0. 14. a) f’(x):w;
Cos@—@sing

, 2cos gsin , sing—gcos , 2c0s? p+cosp—1
b) /() =200 o) f=— L2y = S PR
2cos” p—1 COS@ + @sin g sinp(2cos ¢ +1)
&) /00 =03PFSING 45 v (x+27). 16, x—y+2=0. 17. p="r.18. ¢ =2,
cos@ —sin g 4 3

Q, =T, 403:5?”. 19. y=x pro ¢ —>0.
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Kontrolni test
1. Vypoctéte derivaci funkce dané parametricky rovnicemi x =asint, y =bcost.

a) —Ecotgt, b) —Etgt, c) —bsint.
a a

2. Vypoctéte derivaci funkce dané parametricky rovnicemi x =Int, y= %(t + %).

1 1 1 1 2t
a) E(t_I)’ b) E(l_t_z)'c) 2.1

3. Vypoctéte derivaci funkce dané parametricky rovnicemi x =1+ 3cost, y =4+ 3sint

v bodé t =

r
2
a1l bo ¢ -L

4. Sestavte rovnici teény ke kiivce x =e?t, y =e% v bodé t =0.

a) 3x—-2y-1=0, b) 2x+3y-1=0, ¢) 2x+y-3=0.

5. Sestavte rovnici normaly ke kiivce x = 2t3 o, y =t? +t v bodé t =1.
a) Xx+y-5=0, b) x+y+5=0, c) x—-y+9=0.

6. Vypoctéte 2. derivaci y" funkce dané parametricky

rovnicemi x=a(t+1), y= at.

a) 3at’>,  b) iz c) S
3t a
7. Vypoctste derivaci funkce f(x), je-li dana polarné rovnici p=e?.

sing + cos ¢ c sing + cos @

a) —cotge, b) —, - :
Cos@ —sing sing —cosg

8. Sestavte rovnici te¢ny ke grafu funkce, ktera je dana polarné rovnici p =sing v bodé¢

¢=

NN

a) x=1 b) y=1 ¢) x-y+1=0.
9. Vypoctéte derivaci Yy’ funkce dané implicitné rovnici xsiny + ysinx =0.

yCcosx+siny b siny c yCcosX+siny
XCOSY +sinx’ sinx’ sinx
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Vysledky testu

1.b); 2.a); 3.¢); 4.a); 5.¢); 6.¢); 7.b); 8.b); 9.4).

Pravodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné v 6 piipadech, pokracujte dal$i kapitolou. V opa¢ném

piipade¢ je tieba prostudovat kapitolu 3.4. znovu.
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