Matematika I, Cast Il Spojitost funkce

2.4. Spojitost funkce

Cile

funkce, jejichz limita v bodé X je rovna funkéni hodnoté v tomto bodé. Seznamime se

s vlastnostmi takovych funkci.

Vyklad

Definice 2.4.1.
Jestlize xg € Dy n(D¢)'a lim f(x)= f(Xp), pak fikame, Ze funkce f(x) je spojita
X—=>Xg

v bodé xg.

Véta 2.4.1. Necht jsou funkce f(x), g(x) spojité v bodé Xy € (Ds N Dg)', pak jsou spojité

1)

i funkce f(x)+g(x), f(x).g(x) apro g(x)=0 je spojita i funkce ()

Dikaz: Plyne piimo z véty 2.1.2.

Véta 2.4.2. Predpokladejme, Ze funkce f(y) je spojitd v bodé b a necht’
lim g(x)=b. Pak lim f(g(x))= f(b).
X—>Xp

X—>Xp

Dikaz: Platnost vyplyva v podstaté z véty 2.1.3.

Definice 2.4.2.

Rikame, Ze funkce f(x) je spojita v intervalu (a,b) c Dy, jestliZe je spojita v kazdém

bodé¢ intervalu (a,b).
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Véta 2.4.3. Jestlize je f(x) zakladni elementarni funkce a interval | — D¢, pakje f(x)

spojita v intervalu |.
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Dikaz: Vyplyva z definice zékladnich elementarnich funkci, viz ¢ast 1.5.

Poznamky

1. Patri-li krajni body intervalu <a,b>do D¢ a lim f(x)= f(a), resp.
x—at

lim f(x)= f(b), pak /ikame, Ze je f(x) spojita v bodé a zprava, resp. v bodé b zleva.
X—b~

2. Z vety 2.4.3 vyplyva, Ze soucet, soucin, podil a sloZeni spojitych funkci je funkce spojita.

3. VeétSinu limit Ize tedy vypocitat p/imym dosazenim, tj. lim f(x) = f (xg), Xg € Ds.
X—)XO

4. VyuZijeme-li znalosti o pocitani s nevlastnimi body, miizeme vétSinu limit vy7eSit také
dosazenim; ziskdme-li nektery z vyrazii uvedenych v posledni pozndmce za veétou 2.2.1, je

treba funkci vhodnym zpiisobem upravit.

Resené ulohy

x2+x+1 224241 7

Priklad 1. lim 5 == =—,
x—>2x°—x+1 2-2+1 3

2. lim Inx=—o, 3. lim e* =0,
x—0" X—>—o0

4. lim Inx =oo, 5. lim e* =1,
X—>00 x—0

6. lim X—l_lzg proto funkci upravime:
x—0 X 0

. Jx+1—1—Jx+1+1_|. X+1-1

. X . 1
: = lim ————=lim ———= lim ————==.
x>0 X VX+1+1 x50 X(vX+1+1) x>0 X(VX+1+1) x-0+/x+1+1 2
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Poznamky

Bez dikazu uvedeme limity nekterych funkci, které budeme pouZivat:
- lim 20X =1, dukaz viz [1, cast I1], priklad 11.10, str. 28,
x—0 X

- lim (1+ 1)X =e, dikaz viz [4, cast I1], veta 5.15.17, str. 446 a veta 5.1.9 na str. 477,
X—>00 X

- lim (1—3)X =1, dizkaz viz [4, ¢ést I1], priklad 5.38, str. 477,
e

X—»00 X
X _ eX _
- lim =Ina, tj. lim =1, dukaz viz [4, cast 1], priklad 5.61, str. 485.
x—0 X Xx—0 X
Vyklad

Vlastnosti spojitych funkci maZeme vyuZit pii ¥eSeni nerovnic. Z predchozich Gvah
ziejme vyplyva:

Je-li funkce f(x) spojitd na intervalu I, pro vSechna xel plati f(x)=0 a existuje-li
Xp el takové, ze f(Xp)>0, resp. f(xp) <0, pak f(x)>0, resp. f(x)<0 pro vechna
xel.

Nerovnici upravime na tvar f(x)>0, nebo f(x)>0. Defini¢ni obor D¢ rozdélime na
podmnoziny, v nichz je f(X) spojita. V téchto podmnozinach stanovime nulové body funkce
f(x). Tim jsme rozdélili D¢ na ¢asti, v nichZ je vidy f(x)>0 nebo f(x)<0. Staci pak

zjistit znaménko funkce v jedinem bod¢ z kazdé ¢asti Dy .
Resené tlohy

P¥iklad Reste nerovnici L<l.

x2+3x—4
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ReSeni:  Nerovnici upravime na tvar f(x)>0.

2_ —
Tx+1 —1£O:—w<0:

x2—4x—5>
x2+3x—4 x2+3x—4_ x2+3x—4

>0= f(X)=W>o

(x-D(x+4)
Body nespojitosti funkce f(x) jsou ¥ =1, X, =—4. Nulové body funkce f(x) jsou

X3 =5, X4 =—1, obr. 36.
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Obr. 36

Mnozinu R jsme rozdélili na pét ¢asti: (—o0,—-4), (-4,-1>,<-11), (15>, <5,0). V kazdé
¢asti zvolime libovolny bod Xy a uréime znaménko

f(x0): f(=5)>0, f(=2)<0, f(0)>0, f(2)<0, f(6)>0.

Plati tedy, ze f(x)>0 pro x e (—o,—-4)u<-11)U<5,0) atedy 27X—+1 <1 ve
X=+3x—-4
sjednoceni uvedenych intervali.
Kontrolni otazky
1. Je kazda posloupnost konvergentni?
a) ano, b) ne.
2. Kolik m& posloupnost limit?
a) nejvyse jednu, b) alespon jednu, c) Zadnou.
3. Jaka je podminka pro jednostranné limity v bodé Xq, plati-li XI_Ig]( f(x)=a, aeR?
0

a) rovnaji se ¢islu a,
b) jedna miZe byt nevlastni,
¢) neni podminka.
4. Lze funkci dodefinovat tak, aby v bodé xg, ve kterém neni definovana, byla spojita? Co
musi platit?
a) ano, existence vlastni limity v bodé¢ Xq,

b) ano, existence jedné nevlastni jednostranné limity,

c) nelze.
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5. Mafunkce y= 1 v bod& xg =0 limitu? Reste na zaklad¢ znalosti grafu funkce y = 1.
X X

Zduvodnéte!

a) ano, existuji jednostranné limity v bodé Xg =0,

b) ne, jednostranné limity se sobé nerovnaji.

6. Funkce y=tgx je na intervalu (—%,%) spojita. Je na tomto intervalu ohrani¢end?

a) ano, b) ne.

7. Funkce y=sinXx je spojitad pro Vx € R. Je spojita také funkce y =sin(sinx)?

a) ne, VxeR,

b) ano, VxeR.

Odpovédi na kontrolni otazky

1.b); 2.a); 3.a); 4.a); 5.b); 6.b); 7.h.

Ulohy k samostatnému Feseni
1. Vypoctéte:
a)  lim sin 3x | b) lim S|_n4x |
x—0 X x—»0SIN5X
) lim =X &) lim 9K
x—0Sin 2x x—>0 X

2. Vypoctete:

. 1-cosx ] cosx—cos3x
a) lim 5 , b) Ilm—2
x—>0 x x—0 X
. 2 3 .2
. sin“2x . 3X7=sIn“x
d) lim — e) lim ——
x—=0 x“(1-Xx) x—0 2X

3. Vypoctéte:

1)\ 3\
a) lim (1+—) , b) lim (1+—) ,
X—>00 X+4 X—>00 X

4

f)

f)

lim

x—0

lim

x—0 sin3 5x

lim
Xx—0

lim
X—>00

. X
SIin—
lim —2 |
Xx—0 2X

(

sin4x+sin7x

sin 3x

3x3

3x3—sin X

3

2x3

1+—
X

4jx+3
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2x+5 )" o —
d) lim ,e)  lim (1+2x)*, f) lim(1-4x) * |
) x—>oo(2x+3j ) x—>0( ) ) x—>0( )
2X kx X KX
o) lim& =1 h  lim 2=t )y lim 220
x—0 X x—0 X x—0 X
4. Pro ktera x je funkce f(x) spojita?
2
a) f()=x3-2x2+x-5 ,b)f)=2 _34 , 0) f(x)=vx2-x-6,
X+
2
Q) f()=a 25 gfe=l@-x?), ) f()=arcsin(x-2).
X" +5X° +6X
5. Pro ktera x neni funkce f(x) spojita?
a) f(x)=vx2-9, D) f(x):SIT(Xil) , c) f(x)=arctg£,
X— X
X 1-2e* 2x+1
d f(x)=—, e) f()=——=, f) f(x= :
tgx 1-e°¥ 2

6. Funkce f(x) neni spojitd pro x =0. Lze rozsitit definici funkce pridanim funkéni hodnoty
f(0) tak, aby byla v bod¢ x =0 spojita?

2 .
8y fx)=U"2" 74 f(x):¥ , 0) f(x):%,
2
B o= g =, n =Xt
X 3tg° x X
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Vysledky tloh k samostatnému feSeni

1, S, vp.op 1l 1.1, S A 1, .
Z,d)—E,e)k,f)— 2. a)E,b)l,c) 5,d)4,e)—§,f)1. 3. a)e;

4 3
1. a)3;b) —:c . —
) )5 ) 3 12

b) e3; c) e4; dye; e) e2; f) e_4; g)2; h) klna; i) In%. 4. a) R; b) R—{—B};
¢) (<0, -2>u<3w); d) R-{-3-20}; e (—2,42); H<L3>. 5. a)xe(-33);
b) x=1; ¢) x=0; d) x:kg, keZ; e) x=0; f)spojita. 6. a)ano, f(0)=-4; b)ano,

f(0)=1; c) ne; d) ano, f(0) :%; e) ano, f(O):%;f) ne.

Kontrolni test

4 5 2
1. Urcete limitu: lim n -7 2+n .
n—wo5(n+1)(n“ +5)

@é b)0, ) .

) sin 4x
2. Vypoctéte lim ———.
P x—>0VX+1-1

a) 2, b)4, «¢)8.
1-x

3. Vypoctéte lim (1—4x)7.
x—0

a) et b) e, C) neexistuje.

Vx2+9

4. Vypoctéte limity funkce y = v bodech Xg =+, Xg = —ox.

a)Ll,  b)-1-1 c)1-1

5. Vypoctste lim (——)2".,
n—0 n-1

a) e, b)e2, ¢t
e

cotgx

6. Vypoctéte lim .
tgx

x—07"
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a) 0, b) +o0, C) —c0.
7. Urcete, pro ktera x je funkce f(x) spojita:
y =2 —arccos(3—Xx).
a) xe<2,4> b) xe<-11>, c) xeR.

8. Urcete, pro ktera x neni funkce f(x) spojita:

f(x):x—+5+tg2x.
X—4

a) X =4, x:(2k+1)%,

b) x=4, x= kZ,
2
c) Xx=4.
I 1-cosx . N
9. Lze rozsirit definici funkce f(x) =— v bod¢ nespojitosti tak, aby pak byla v tomto
sin x
bod¢ spojita?
a) ne, b) ano, f(0)=0.

Vysledky testu

1.¢); 2.¢); 3.b); 4.¢); 5.b); 6.b); 7.a); 8.4a);9.h).

Praivodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné v 6 pripadech, pokracujte dalsi kapitolou. V opa¢ném

piipadé je tieba prostudovat kapitolu 2 znovu.
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