Matematika I, ¢ast Il Nevlastni limity

2.2. Nevlastni limity

Vyklad

M= * 7 Y I 7 w7 7
Mnozinu R =Ru{—oo,oo} budeme nazyvat rozsSirena ciselnd osa a prvky —oo,o

budeme nazyvat nevlastni body. Pro nevlastni body bude platit —o <a <o pro kazdé a e R.
Kazdy interval (—,a), resp. (a,©),ae R, je okolim O(—x), resp. O(w) nevlastnich

bodu.

Piiklad  Promnozinu N ={1,2,3,...} plati N'={oo}.

Nyni maZeme definici 2.1.4 rozsitit také pro nevlastni body. Rekneme-li, Ze v definici

2.1.4 jsme definovali vlastni limitu a ve vlastnim bodé Xy, kde a, Xy € R, mizeme nyni
definovat vlastni limitu a v nevlastnim bodé x5, aeR,xg e{—oo,oo} nebo nevlastni
limitu a ve vlastnim bodé x, ae{—oo,oo}, Xge R nebo také nevlastni limitu a
v nevlastnim bodé Xg, a,xg € {-o,}. Uvedeme definici vlastni limity a v nevlastnim bodé¢

Xg = co. Ostatni definice jsou analogické a ponechavame jejich formulaci na ¢tenati.

Definice 2.2.1

Rikame, Ze funkce f(x) mavbodé xg =, 0 e D} limitu a, jestlize

VO(a)30(x): x e O(0)NDs = f(x) e O(a). Piseme Ilim f(x)=a, (obr. 35).

X—>00
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Poznamka

Tuto definici miZzeme také zapsat ve tvaru:

Ve>03keR:x>k=|f(x)—alce pro xe Dy, (obr. 35).

Vyklad

Véta2.2.1. Necht lim f(x)=a,a>0, lim g(x)=0 anecht existuje O(xy) takové, Ze
X—)XO X—)XO

pro xe Dy N (O(xo) \{Xo}) plati g(x)>0, kde xo (Dt NDgy)'. Pak plati

Diikaz: Zvolme O(wx), tj.k >0 aozna¢me ¢ =ﬁ Podle predpokladu existuje 6 >0
+1.

takové, Ze pro 0 <|x—xg |< o plati | f(x)-al<e a 0<g(x)<e. Dostaneme

f(x)>a—-¢>0 atedy
9(x)

k%

M>a_g:k.
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N
AR

Poznamky

1. Vetu 2.2.1 muzeme zapsat symbolicky %: o, pro a>0, g(x)>0,

resp. a<0, g(x) <0 nebo %=—oo, pro a>0, g(x)<0, resp. a<0, g(x)>0.

2. Dalsi veéty o pocitani s nevlastnimi body oo, —o zapiSeme symbolicky pro ae R:

i:O, 00 + 00 = 00,
too

00,00 = 00, a + 00 =00,
00,(—00) = —00 a—00=—00
(—o0)(—00) = oo, —00—00 = —00,

v Sy, o 0 L, , ..
3. V8imnéme si, Ze vyrazy —, o 0.0, 0—a0, 0°, 00?0, 1% se v seznamu symbolickych zapisi
o0

nevyskytuji. Jejich vysledky mohou byt jakymkoliv prvkem z R a pri vypoctu limit jsou to

prave ty limity, jejichZ urcovani mauze cinit problémy.

Resené ulohy
Priklad
1 0im (x3+2) = lim x3+ lim 2= 00+ 2=c0.
X—>0 X—>0 X—>0
1 1
S
324 x-1 . X x2 3+0-0
2. lim ——————=Ilim = =18),
x—w X2 _13 X—®o  q_ 3 1-0
2
X
Ulohy k samostatnému feseni
1. Vypoctéte limity nejprve pro x — oo potom pro X — —o':
2 B vl
a)  lim—— b lim L Yx—6x
x>t X + ] X—>+00 —2X2—3X+4 x—>t0 3 4+1
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. 3x-5 . 2x° +3 . \3/x3+2x—1
d) lim , e) lim , f) lim ———
x—30 D —TX X—>to0 [3)(4 -1 X—>to0 X+ 2
3.2 3 2 [.2 2
g lim X“+1 h) lim X7 +3X° 42X i lim (VX©+1+x) .
Xt X+1 x—>+0 X2 _X—6 xoto 36 4
2. Vypoctete:
a) limWx>+3x=x), b) lim(x-vx>*—=x+1), ¢) limx?-9-x),
X—>00 X—>0 X—>00
d) limEWx*+1-x3), €) lim (WVx?+x-x) , ) lim (WVx%+1-+X) .
X—>00 X—0 X—00
3. Vypoctéte limity, pripadné jednostranné limity:
a) lim 2X , b) lim x+1 , C) Iimarctgi,
x—>39_x2 x—>2|n(x-]_) x—>-1 1+ X
1
g imP4y o gim—X=t f)  lim(ex—x) .
x>0 x?2 x-1sin(x —1) x—0
— X2 —4
4. Vypoctete limity funkce f(x) = v bodech a) x=2, b) x=3, ¢) x=w,
2
X®—3x+2
d) x=-2, e) x=1, f) x=-o.
4

5. Vypoctéte limity funkce f(x)= v bodech a) x=-o0, b) x=-3, ¢) x=-1,

1+x)°
d) x=0, e) x=1, f) x=w.

6. Vypoctete limity funkce f(x):§+£ v bodech a) x=-w, b) x=-1, ¢) x=0,
d) x=1, e) x=0.

7. Vypoctéte limity funkce f(x):arctg% v bodech a) x =-o0, b) x=0, ¢) x=1,

d) x=00.

Vysledky tloh k samostatnému feSeni

QLI b) o -2 2 2 d) -2 -3 g 2,2
2 2 7 7

[EEN

N AN
1

b)E; c)0; d)0; e)%; f) o. 3. @) o0 pro x—>3", —0 pro x—37;

; H1,1; 9)0,0; h) owo,—o0;
. 3
N4,4. 2. a) —;
) )2

b) —o0 pro x—>27, © pro x—>2"; c¢) —% pro x—>-1, % pro x »>-1"; d) —oo;

k%
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g) —oo pro X —>1", 0 pro x—1"; )0pro x>0, +o pro x—>0". 4. a) 4; b)g; c) 1;

_ N 81 _
d)0; €) —wo pro x—>1", 0 pro x—»>17; f)1. 5. a) —oo; b)_E; C) —oo pro x > -1,
o pro x—-1"; d)O0; e)%; f)oo. 6. @)0; b)0; ¢) —o0 pro x—>07, o0 pro x >07;

d) oo pro x—>1", —o0 pro x—1"; e)0. 7. a)0; b)—% pro x>0, +% pro x—>0";

7[-
0% DO,
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