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2. LIMITA A SPOJITOST FUNKCE

Pravodce studiem

Funkce y= je definovana pro x e (—,0)w(0,1>. Z grafu funkce (obr. 32) a

X
1-V1-x
z tabulky (a) je vidét, Ze ¢im vice se hodnoty x blizi k -3, tim vice se funkéni hodnoty blizi ke
3. Pozdgji budeme fikat, Ze funkce ma v bodé¢ -3 limitu 3. Podobnég, ¢im vice se hodnoty x
blizi k 0, tim vice se funkéni hodnoty blizi ke 2 (obr. 32, tab. (b)). Podobné i v bodé 0, ve

kterém funkce neni definovana, budeme tikat, Ze funkce mé v bodé 0 limitu 2.

y A

-3 0 1 x>
Obr. 32
X y X y
-2,98 2,9949 0,02 1,9899
-2,99 2,9974 0,01 1,9950
-2,995 2,9987 0,005 1,9975
-2,999 2,9997 0,001 1,9992
-3,001 3,0002 -0,001 2,0005
-3,005 3,0012 -0,005 2,0025
-3,01 3,0024 -0,01 2,0050
-3,02 3,0049 -0,02 2,0100
Tab. (a) Tab. (b)

V prvnim ptipadé je limita v bod¢ -3 rovna funkeni hodnoté a budeme pozdgji fikat, Ze je

funkce v bodé -3 spojitd. Pokud se funkéni hodnota v bodé nebude rovnat limité v tomto

bodé¢, nebo funkéni hodnota v bodé nebude existovat, jako v bod¢ 0, budeme fikat, Ze funkce

k%

v bodé neni spojita nebo takeé, Ze je nespojita.
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2.1. Limitafunkce

Cile

Zavedeni pojmu limity funkce je stéZejnim pro dalSi studium matematiky. Diky jemu se

nauc¢ime, mimo jiné, pocitat s tzv. nevlastnimi prvky, které budeme oznacovat +o, resp. — .

Vyklad

7

Definice 2.1.1.

MnoZinu O(xg) ={xe R:|x—Xg <&}, kde & e (0,0), budeme nazyvat okolim bodu

(¢isla) Xp.

Poznamky

1. Okoli bodu xg je tedy otevreny interval (Xg—¢&, Xg +¢&).

2. Budeme nekdy rikat, Ze O(Xg) z definice 2.1.1. je ¢ - okoli bodu X,.

Vyklad

Definice 2.1.2.

Bod Xy € R je vnitinim bodem mnozZiny M c R, jestlize existuje okoli O(xg) tak, ze plati:

O(Xo) c M.

Definice 2.1.3.

Bod a € R nazveme hromadnym bodem mnoziny M c R, jestlize

vO(a):(O(a)nM)\{a} = .
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Poznamky
1.  Mnozinu vSech hromadnych bodii mnoziny M oznac¢ime M’
2. Hromadny bod mnoZiny M nemusi patrit do M.

3. Bod beM azaroverr bg M’ se nazyva izolovanym bodem mnoziny M.

\\II/
A XK Resené ulohy
Priklad
. .. 11 . ,
1. Hromadnym bodem mnoziny M = 1,5,5, ...t R jebod xy =0, M'={0}.
2. Hromadnymi body otevieného intervalu M =(a,b) = R jsou vSechny body
Xe<a,b> M'=<a,b>.

A1/
an

Definice 2.1.4.

Rikame, Ze funkce f(x) ma v hromadném bodé x, € D} limitu a, jestlize

vO(a) 30(xg) : x € (O(x0) \{Xo}) "D = f(x) €O(a). Pideme lim f(x)=a (obr. 33).

X—=>Xg

N
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Poznamka

Definici limity a funkce f(x) v xg € D¥ muZeme napsat také ve tvaru:

Ve>039>0:0<|x=Xy|<o=]|f(x)—a|<e pro VxeDg, (obr.33).

Resené ulohy

s/

Pan

Priklad
- . G|
1. UkaZeme, Ze plati lim =2.
x—1 X—1
x2-1 .
Plati . —2/=|x+1-2|=|x-1 <& pro 0<|x—1|<&, kdyZ zvolime & =e¢.
X_
2. lim = neexistuje, viz obr. 34.
x—0 X
ya
1
0 X
) -1
Obr. 34

3. lim c=c pro ceR. Plati |f(x)—c|=|c—¢|=0<¢ proviechna xeR a libovolné &.
X—)XO

4. lim x=xo. Plati |f(x)—Xo|=|x=Xo|<& pro 0<|x—xg| <5, kdyz §=e.

X—=>Xg

4
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Vyklad

Véta2.1.1. Funkce f(x) mav bodé Xy nejvyse jednu limitu

(lim f(x)=anA lim f(x)=b)=a=hb)

X—>Xo X—=>Xo

Diikaz (sporem):

Predpokladejme a=b. Pak existuji O(a) a O(b) takova, ze 0O(a)nO(b)=<. Podle

piedpokladu véty existuje x takové, ze f(x)eO(a) a zaroven f(x)eO(b), coZ je spor,

nebot’ O(a) N O(b) =. Tento spor znamena, Zze a=»h.

Véta2.1.2. Necht xge(Df nDg) a lim
X—>Xp

lim (f (x)+

X—=>Xg

f(x)=a, lim g(x)=h. Pak plati:

X—>Xp

g(x)) =a+b,

lim (f(x)-g(x))=a-b,

X—=>Xp

f(x)

lim
x—Xg 9(X)

a
— pro b=0.
b p

Dikaz: Viz napi. [3], str. 69, nebo [4] str. 443

Resené tlohy

P¥iklad Plati lim x" =xJ, kde ne N

X—>Xp

. Dtikaz provedeme matematickou indukci.

Pro n=1 vztah plati, viz pfedchozi ptiklad 4. Ptedpokladejme platnost vztahu

lim x" = xg. Podle véty 2.1.2. dostaneme

X—>Xp
lim x"1 = lim (x"x)= lim x". lim x=x§.x = x§*.
X—>Xg X—>Xg X—>Xg  X—>Xg
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Vyklad

Véta 2.1.3. Necht je funkce f(g(x)) definovina na mnoZiné M a necht’ x; € M". Jestlize

lim g(x)=Dh, Iimbf(y)za a existuje O(xg) tak, ze g(x) #b pro xeO(xg)\{Xo},
y—

X—>Xg

pak plati lim f(g(x))=a.

X—=>Xg

Dikaz: Z predpokladu Iimb f(y) =a plyne, Ze ke kazdému ¢ >0 existuje &; >0 takové, Ze
y—
pro 0<|g(x)—b|< o plati | f(g(x))—a|<e. Volime-li & =0, pak podle

predpokladu lim g(x) =b existuje k & c¢islo o takové, Ze pro | x—X, | <o plati
X—>Xo

| g(x)—b| < &. Slozime-li oba vysledky, je véta doké&zéna.

Resené ulohy

Priklad Plati

lim V4—x? = 2. Dostaneme Iim(4—x2):4, lim ﬁzz a 4-x>#4
x—0 x—0 y—4

pro xe<-2,00u(0,2>.

¥
l|\\

Vyklad

Definice 2.1.5.

Rikame, ze funkce f(x) mav bodé xy € D} limitu zprava, resp. limitu zleva, coz piseme

lim f(x)=a, resp. lim f(x)=Db, jestlize ma funkce f(x) na mnozing&
X—>Xg X—>Xg

(Xg,©)N D¢, resp.namnozing (—«,xy) D¢ limitua, resp. limitu b.
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Peiklad Pro funkci f(x)=1X! plati tim XI-
X

N
LN

1. a)0; b)0; ¢)1; d)72; e)2; f)x. 2. a)% 10.

Poznamka

Zrejme plati:  Iim f(x)=a< (lim f(x)=ana lim f(x)=a).
X—>Xg X—Xg X—>Xg

Resené ulohy

x—0" X x—0~ X

f(x) mavbodé O limitu zprava i limitu zleva, nema vSak v bodé 0 limitu.

Ulohy k samostatnému feseni

. Vypoctste:
a) lim(P—3x+2) . b) lim 2L 0 lim (x+5)°
X—2 X—>—13X—2 X—>—6
d) lim x22% , e) lim X*2 , f im_)(;k :
x—3 x—0 COS X k-o0sin(k + z/2)
. Vypoctéte Iim2f(g(x)) a Iim2g(f(x)) pro
d 0=, g00=x2+1, b =21, gx==
X+1 X+2
o) f(X)=+x, g(x)=x>+1, d) f()=——, g()=x+2.
X+2
Necht’ f(x)=x2—2x—1 a g(x)=coszx. Vypoctéte:
a) !(iinl(f(x)+g(x)) , b) !(iml(f(x)—g(x)) , c) !(iml(f(x)-g(x)) ;
d) fim e) lim(f(g(x) , ) lim(g(f(x) .
x—1 g(X) X—1 X1

Vysledky tloh k samostatnému reSeni

;c)\/_3 d)

mloo
w| s

mll—\

9

b)-1;, ¢)2; d)2; e)2; f)1.

4

1a tim 2IZ_1 viz obr. 34. Funkee
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