Matematika I, ¢ast Il Zakladni pojmy a graf funkce

1.3. Zakladni pojmy a graf funkce

Vyklad

Nyni se jiz budeme zabyvat pouze realnymi funkcemi realné proménné a proto budeme

zobrazeni M — R, kde M — R nazyvat struéné funkce. Zopakujeme, Ze funkce je kazdé

zobrazeni f:M — R, M c R, které kazdému xeM =D ptitadi pravé jednu hodnotu
yeH; c R. MnoZinu D; budeme nazyvat definiéni obor funkce f a mnoZinu H;

nazveme obor hodnot funkce f . Budeme psat y = f(x).

Definice 1.3.1.

Grafem funkce f nazveme mnozinu viech boda (x, f(x)) v kartézské soustave souradnic.

Poznamka
Funkce f(x) muZe byt dana riznymi zpusoby. Nekteré nyni uvedeme: - y=f(X), y

je z rovnice vyjadreno; rikame, Ze funkce je dana explicitné,

F(x,y)=0, y neni ze vztahu F(X,y) obsahujiciho proménné x, y vyjadreno; 7ikame,

Ze funkce je dana implicitné rovnici F(x,y) =0,

- x=0),y=y(), teM c R} ame, se funkee je déna parametricky,
- grafem,

- tabulkou.

Umluva: Body na ose x o soufadnicich (x,0), resp. body na ose y o soufadnicich
(0, y) budeme pii popisu graft ¢asto oznacovat pouze X, resp. y.
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Resené dlohy

Piiklad ~ Mgjme funkci y = x+1, D, ={1,2,3}. Zadejte tuto funkci vyse uvedenymi
zpusoby.
Reseni:
1. Explicitné:
a) Vyjadreni y=x+1 D, ={1,2,3} je explicitni.
b) Zadanou funkci mizeme vSak také vyjadiit explicitné napiiklad ve tvaru

y=|x-1+2,xe{L2,3}.

2. Implicitné:
Rovnice y—x-1=0, xe{l,2,3} vyjadiuje danou funkci implicitné.
3. Parametricky:
Rovnice x=2+t, y=3+t,t e{-1,0,1} jsou jednim z moznych parametrickych

vyjadieni dané funkce.
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Obr. 1

Zobr. 1 je vidét, Ze grafem dané funkce jsou izolované body v kartézské soustaveé

soutadnic.
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5. Tabulkou:
X 1 2 3
y 2 3 4
Vyklad
Definice 1.3.2.

Funkce fi(x), xeM; a fy(x), xe M, se rovnaji, jestlize M;=M,=M a

VxeM: f(x)=fy(x).

Resené Glohy

2
Priklad Je-li f;(X)=x, X € (—0,0) U (0,0) a fy(X) :X—, x e R\{0}, pak f; = f,.
X

Poznamka

Mimo kartézské soustavy souradnic budeme uZivat takzvanou polarni soustavu souiadnic.

V kartezské soustaveé souradnic vroviné E, je kazdy bod X roviny dan jednoznacné
usporadanou dvojici (x,y), kde X,y e R, a naopak. Piseme X =(X,y), viz obr. 2. Zvolime
nyni bod O =(0,0) v E, anazveme jej po¢atkem polarni soustavy sourradnic a primku (osu)
x, O ex, viz obr. 3. Kazdému bodu roviny E, priradime dvojici (¢,p) kde ¢ (0,27) je
(kladne) orientovany Uhel pr/imek x,0OX a p = |X —O| > 0. Je zirejmé, Ze korespondence mezi
takto utvorenymi usporadanymi dvojicemi realnych cisel a body roviny E, je vzajemné
jednoznacna. Vztah mezi kartézskymi a polarnimi souradnicemi je dan vztahy
X=pC0Sep, Yy=psing, (1)

viz obr. 2, 3.
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Priklad  Grafem funkce x° + y2 =1 Ds ={xe<-11>:y >0} je palkruznice y=+v1- X2,
viz obr. 4. Dosadime z rovnic (1) a upravime:

,o2 cos? §0+p2 sin? p=1,

p2 (c032 go+sin2 go) =1,

p2:1 = p=1 pe<0,7>.

Dostali jsme rovnici p =1 dané pulkruznice v polarnich soufadnicich vyjadiené v zadani

implicitné rovnici X2 + y2 =1. Pokud pro hodnoty ¢, o pouZijeme polarni soufadnice,
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Obr. 5
bude grafem funkce p=1 Use¢ka, viz obr. 5. Dale si muZzeme vSimnout, Ze KkruZnice

X2 + y2 =1 v kartézské soustavé soutradnic neni funkce, napt. pro x=0 existuji dvé razné
hodnoty y=41. Vyjadtime-li vSak kruznici v polarnich soufadnicich rovnici
p=1¢9e<0,2r), pak kazdé hodnoté ¢ je piitazena pravé jedna hodnota p =1 a kruznice

je podle definice funkci. Obdobné se tak muze stat i u jinych krivek.

Poznamka
Podle definice je funkce f zadana defini¢cnim oborem D¢ a predpisem, ktery kazdému x € D,
prirazuje praveé jedno y = f(x) e H; — R. Casto budeme funkci f zadavat pouze predpisem

a definicnim oborem budeme rozumét mnoZinu vSech x e R, pro néZz ma dany predpis smysl.
Resené Glohy

Priklad  Je dana funkce y =+v1— X2 +£, uréete jeji defini¢ni obor.
X

Reseni: Plati 1-x%>>0Ax#0,
(L-x)A+x)>0Ax=0,
(1-x>20A1l+x>20)v(1-x<0Al+x<0)Ax =0,

(x<IAx2-Dv(x>1ax<-D)Ax#0= xe<-1,0)u(0,1>.
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Graf funkce je na obr. 6.

Obr. 6.

Ulohy k samostatnému feseni

1.Rozhodnéte, zda jsou si rovny funkce f a g s maximalnimi defini¢nimi obory
D cR, Dg cR:

a) f:y=x, g:y:\/?, b) f:y=x, g:y:(\/;)z,
c) fry=|x, giy=Vx2, d)f:y=x, g:y=3x.

2. Urcete defini¢ni obory funkci:

a) y=+X+2, b) y=+9-x, C) y=+-x+Va+x,
d)y=+3-x, e) y=vx*—4, f) y=vi4x—x°.
3. Urcete defini¢ni obory funkci:
1-x X—2
a =, b == c =\3-+VX,
)y X? +2x+15 )Y 3-x ) Vx
x—1 X(x—3) 1
d :—1 e = , f :—’
)y x* —2x-15 ) Y X—4 ) Y x—|x|

g) y=In(~x-4++6-x), h) y=Inl—tgx), 1) y:4_32+log(x3—x),
i) y=+sinx++16-x%, k) y:sin(lnzgler
+/X+2, n) y=Insin(x—-3)++16-x>.

1), ) y=log(2cosx—~/3),

™ Y= i)

4. Znate-li graf funkce y = f(x), xeDjy , sestrojte grafy funkci
a) f,:y=f(x)+c, by f,:y=f()-c, c) f;:y=f(x+c),

d)f,: y=f(x-c), e) f.:y=-1(x), ) fs:y=1(-x)),
g f,:y=f(c-x)+k, kde ¢c>0, k>0.
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5. Nakreslete graf funkce

a) y=x>+4x-4, b) y=x%—-2x+2, ) y=-x>-2x+2.
6. Ze znalosti grafu funkce y = x® nakreslete graf funkce

a) y=-x°, by y=x*+2, ) y=—(x+2)3,

d)y=(x-2)3, e) y=-x3+3, f) y=(x+1)°%-2.
7. Ze znalosti grafu funkce y = 3" nakreslete graf funkce

a)y=-3, b) y:%BX, c) y=-1+3",

1 X

d) y =3*2, e) y:(gj , f) y=3-3%3
8. Ze znalosti grafu funkce y =logx nakreslete graf a urcete defini¢ni obor funkce

a) y =log(-x), b) y=log(x-3), ¢) y=log|x,

dy=1-logx, e) y=2+log(x+1),f) y=|logx.

Vysledky uloh k samostatnému FeSeni

1. a) ne, nebot’ g: y:\/x_2:|x|; b) ne, nebot D¢ =R, Dy =<0,0); c) ano; d) ano.
2. 8) x>-2; b) [x|<3tj. xe<-33>; c) xe<—4,0>; d) x<3; e) [ =2 t].
xeR—-(-22);f) xe<04>. 3. a) xeR; b) xe<23); ¢) xe<0,9>;

d) Xe (-0,-3)uU(-35)U(5,x); e) xe<0,3>U(4,©); f) Df =¢; g) <4,6>;

h) (—g+kn,%+kn), keZ: i) (-L0)UL2) U(2,0); |) <—4-t>U<0,1>;

K) xe (—%,oo); ) (-3 +2ke " + 2, keZim) <-20)U(0);

n) (3-2m3—-m) U (34>

4. Grafy funkci f, aZz f, dostaneme transformaci grafu funkce f(x) .

a) Graffunkce f,: y=f(x)+c, Dg = Dy . Graf funkce f; dostaneme posunutim

grafu funkce f v kladném sméru osy y. Velikost posunuti je ¢ (obr. a).

b) Graf funkce f,: y=f(x)—-c, D¢, = Dy¢. Graf funkce f, dostaneme posunutim

grafu funkce f v zaporném sméru osy y. Velikost posunuti je c (obr. a).
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c)

d)

f)

9)

Reseni:

Graf funkce f3: y=f(x+c), Dy, ={xeR; x+ceDy}. Graf funkce f;

dostaneme posunutim grafu funkce f v zaporném sméru osy x. Velikost posunuti je ¢
(obr. b).

Graf funkce f,: y=f(x-c), Dy, ={xeR; x—ceDj}. Graf funkce f,

dostaneme posunutim grafu funkce f v kladném sméru osy x. Velikost posunuti je ¢
(obr. b).

Graf funkce fg: y=—f(x), D¢, = Dg. Graf funkce f; je soumérné sdruzeny

s grafem funkce f v osové soumérnosti podle osy x, nebot’ f¢(x) =—f(x) (obr. c).

Graf funkce fg: y= f(-x), D¢, ={xeR; -xeD¢}. Graf funkce fg je soumérng

sdruZeny s grafem funkce f v osové soumérnosti podle osy y, nebot’ fs(X) = f (—x)

(obr. d).
Graf funkce f,: y=f(c—-x)+Kk. D¢, ={xeR; c—xeDy}. Graf funkce f,

dostaneme postupn¢ transformacemi typu f), ¢), a). To znamena, Ze nejprve
sestrojime graf soumérné sdruzeny s grafem funkce f v osové soumérnosti podle osy
y, nasleduje posunuti grafu v zaporném sméru osy x o hodnotu ¢ a nakonec posunuti
grafu v kladném sméru osy y o hodnotu k. (obr. e).

Transformace grafu funkce:

) b) c)
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5.a) y=(x+2)>-8; b) y=(x-1)%+1; c) y =—(x+1)? + 3. Grafy dostaneme

transformacemi grafu funkce y = x? (viz piiklad 1.3.4). 6. Grafy viz ptiklad 1.3.4.

7. Grafy viz ptiklad 1.3.4. 8. Grafy viz ptiklad 1.3.4;a) D¢ =(-,0); b) D =(3,0);

c) Dy :R—{O}; d) Df =(0,©); e) D¢ =(-1o); f) D =(0,).
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