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3.7. Metrické vlastnosti linearnich Gtvara v Ez

Vyklad

M¢jme v E; ptimky p se smérovym vektorem w a q se smérovym vektorem v. Zvolme
libovolny bod M a ved'me jim piimky p’ se smérovym vektorem w a g’ se smérovym

vektorem w. Piimky p’, g’ rozdéluji rovinu na ¢tyii konvexni neorientované uhly, z nichZ dva

a dva maji stejnou velikost. Ozna¢me jejich velikost o, . Odchylkou piimek p, g

pak rozumime thel @, kde

¢ = min{a, B}.

T

Pro totozné piimky poloZzime ¢ = 0. Odchylka dvou piimek je tedy Ghel ¢ e<0, 2>. Necht’
pro smerové vektory w, v je jejich thel y. Pak bud v e<0,g> a y je odchylkou obou

piimek, tj. ¢ =y, nebo v e(g T > potom odchylkou ¢ ptimek je ¢islo T — vy, tj. @ = 7 - .

Pro oba ptipady muZeme uZzit jediného vztahu

. 1)

wv
Cos@ = |cos vy | = ‘w

Odchylku ¢ dvou rovin p, o definujeme pomoci jejich normalovych vektori m,, ng

vztahem

(2)

Spravnost vztahu plyne z véty o rovnosti Ghla s rameny na sebe kolmymi (obr. 13).

Obdobn¢ definujeme odchylku piimky p se smérovym vektorem w od roviny p

s normalovym vektorem m vztahem

. uwn
sin @ = cos y =

: (3)

]
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kde (p=g—\|/ (obr. 14).

Obr. 13 Obr. 14
Resené ulohy

Priklad Urc¢eme odchylku ¢ rovin ABCaBCD: A=(1,1,1),B=(1,1,3),
C=(1,20),D=(1,2,3).
Redeni: K uréeni norméalovych vektori m; a m; rovin ABC a BCD uZijeme vektorového
soucinu:

i j k
n,=B-A)x(C-A)=|10 0 2/=(-20,0),

0 1 -1

ij k
n,=(D-B)x(D-C)=0 1 0/=(30,0).

0 0 3
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UZijeme vztahu (2) pro odchylku dvou rovin:

(-2)3

CcO0S =
=123

‘:l, ¢ =0.

Resené ulohy
Priklad Vypoctéme odchylku roviny a: x -y + 3 =0 a piimky AB, A = (5, 5, 5),
B=(3,5,3).

ReSeni:  Dostavame m = (1, -1, 0) pro normélovy vektor roviny o a m=B-A =

= (-2, 0, -2) pro smerovy vektor ptimky AB. Déle podle (3)

| (20-2.a-10) |
e = V12 + (12 (=2)% + (-2)?|

1 T
= — a ted = —.
2 y =%

Vyklad

Vzdalenost bodu X = (Xo, Yo, Zo) 0d roviny a: ax + by +cz +d =0 ozna¢ime

p(Xo, o).
Z bodu X, vedeme kolmici p na rovinu o (obr. 15). Oznacime prasec¢ik A =pnNa..

Obr. 15

A1/
an
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Vzdalenost bodu Xo, A je pak hledanou vzdalenosti. Pro normalovy vektor
-

n = (a, b, ¢) roviny a plati X,A=tm,

te R atedy |A-Xo=|t|.m|=]t] va®+b?*+c?.

5
Oznaéme A = (Xa, Ya, Za). Z vektorove rovnice X,A = tm dostaneme

X, = X, + ta
Ya = Yo T th
z, = z, + tc.

Ponévadz A € o musi byt axa + bya + cza + d = 0. Dosadime za Xa, Ya @ za do piedchozi
rovnice a dostaneme

a(xo +ta) + b(yo + th) + c(zo + tc) + d = 0.

Odtud

ax, + by, +cz, +d

t =
a’+b? +c?

UZijeme rovnici pro vzdalenost boda A, Xq a ziskame vztah

lax, + by, +czy +d|

T )

|A_Xo| =

Vzdalenost bodu Xo = (Xo, Yo, Zo) 0d piimKy p: X = X3 + ust, y = y1 + Ust, Z = 73 + ust,

Kterd je dana bodem X; = (X1, Y1, 1) @ smérovym vektorem w(us, Uy, U3), o0znacime p(Xo, p).

Z vlastnosti vektorového soucinu a ze vztahu pro vypocet obsahu rovnobéznika

(obr. 16) vyplyva rovnost [u x X;Xg| = |u]| .d. Zrovnice vyjadiime d a dostaneme vztah
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_ U XX |
lul

d = p (Xo, P) -

Obr. 16

Préace v analytické geometrii je natolik rozmanita, Ze se nelze spoléhat jen na pouZiti vzorca.
Obvykle je nutno nejprve rozvazit prostorové ifeSeni piikladu a potom jej analytickou

metodou vyresit.

Resené tlohy

Priklad Ur¢eme bod Y, ktery ma stejnou vzdalenost od boda A =(1,1,1) a
B=(-1,0,1)aleZzinaptimce p:x=t,y=1-t, z=2-2t.
Rozbor dalohy (obr. 17):

1. Ur¢ime soufadnice bodu C, ktery je stiedem Usecky s koncovymi body A, B.

2. Stanovime rovnici roviny a prochazejici bodem C kolmo k ptimce AB. (Rovina a. je

mnozina vSech bodu, které maji stejnou vzdalenost od boda A, B).

3. Ur¢ime Y =pna . Bod Y ma pozadovanou vlastnost.

Redeni:

1. Bod C je stiedem usecky s koncovymi body A, B atedy plati C= % (A+B), t.

o1
C=(0, . 1.

s/
Pan
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Obr. 17

2. Rovina oo ma rovniciax +by +cz+d =0.

Ma-li C lezet v roving a., je a.0 + b.% +cl+d=0.

Vektor AB = (-2, -1, 0) maZeme povaZzovat za normalovy vektor roviny o.
Plati -2.0-1.i +0.1+d=0, d=£.
2 2
Rovina a. ma pak rovnici
1
—2X-y+—-=0
Y 2

a po Upraveé
4x +2y-1=0.
3. Soutadnice spole¢ného bodu ptimky p a roviny o nalezneme feSenim soustavy rovnic
X=ty=1-tz=2-2t,4x+2y-1=0.

Z prvnich tfi rovnic dosadime do ¢tvrté a dostaneme t = R Dosazenim do prvnich tti rovnic

ziskame souradnice bodu Y = (—% g , 3).
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Kontrolni otazky

1. Jsou-li smérové vektory wm,wv linearné nezavisle, ktera z moznosti plati pro ptimky p, Q:
a) rovnobézné ruzné nebo raznobézné,
b) ) rovnobézné razné nebo mimobézné,
C) riznobézne nebo mimobézné.

2. Obecné rovnice dvou rovin «, # urcuji soustavu dvou linearnich rovnic o trech
neznamych. Ktera z moznosti plati, jsou-li roviny riznobé&zné:
a) h=14,h"=2, b)h=h'=2, c¢)h=h"=1

3. Rovnice ptimky a rovnice roviny urcuji soustavu linearnich rovnic. Jaka je vzajemna
poloha ptimky s rovinou, méa-li soustava pravé jedno reSeni:
a) rovnobézna, b) riznobézna, c) totozna.

4. Jaky soucin vektord pouzivame pro vypocet odchylek linearnich utvara v E; :
a) skalarni, b) vektorovy, c) smiseny.

5. Ktery ze vztahu definuje odchylku ¢ ptimky p se smérovym vektorem w od roviny «

s normélovym vektorem m:

un
P o]
b) sing = ﬁ
un
C) tg(ﬂ— |ll||]l| )

6. Jakou metodu pouzijeme pti vypoctu vzdalenosti bodu od piimky:
a) vypocet vysky v trojuhelnika,
b) vypocet objemu trojsténu,

c) vypocet odchylky dvou primek.
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Odpovédi na kontrolni otazky

1.¢), 2. b), 3.b), 4. a), 5. b), 6. a).

Ulohy k samostatnému Feseni

1. Urcete odchylku piimek p, q:
a) p:x=3+ty=-2-tz= \/Et,q:xz 2+t,y=3+t,z=-5+ Jat,

- 2z - 5 =0
b) p:x=-2+3t,y=0,z=3-t, q:{x ?
y = 0,
C)_x—y—4z—5:0_x—6y—62+2:0
p'2x+y—22—4:0,q'2x+2y+92—1:0.

2. Vypoctéte odchylku rovin a a B, jestlize
a) rovina a je danabody A, B, Carovinap body B,C,D: A=(1,1,1),B=(1, 1, 3),
C=(1,2,0),D=(1,2,3),
b) o: 4x-2y+2z-3=0, B: x=3-2r+3s, y=1-r+s, z=2+r-25,
C) a, B jsou roviny stén ¢tyrsténu ABCD protinajici se v hran¢ AB, A = (0, 2, 6),
B=(21,4),C=(50,1),D=(0,20).
3. Najdete odchylku piimky p od roviny p, jestlize
a) p: x=3+t,y=3+2t,z=-2-t,p: X+y-1=0,
b) ptimka p je ddnabody A=(5,5,5)aB=(3,5,3)ap: x-y+3=0.
4. Stanovte vzdalenost bodu M od roviny a, jestlize
a) M=(-2,-4,3),a: 2x-y+2z2+3=0,
b) M=(1,2,-3),a: 5x-3y+z+4=0,
c) M=(-1,1,-2)arovinaa je danabody A,B,C: A=(1,-1,1),B=(-2,1, 3),
C=(4,-5-2),
d M=(2,3,-1),a: x=r+s,y=1-r+s, z=-1+s.
5. Urcete vzdalenost bodu X, od ptimky a, jestlize
a) Xo=(3,2,1),a: x=2-3t,y=1+t,z=7-2t,
b) Xo=(2,3,-1),a: x=1+t,y=2+t,z=13+4t,

= i’*,i
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) %=@3-1 x {ii ] Zz: i 22 i 1? _ 8.
6. Napiste rovnici piimky m, ktera prochazi bodem K = (3, 3, 2) a je kolma k roviné
p: X=1-2r+3s,y=2+r+s,z=4-r+2s.
7. Urcete rovnici roviny soumérnosti Usecky AB: A = (2, 3,0), B =(-1, 5, 4).
8. Urcete bod Q soumérné sdruzeny s bodem P = (2, -5, 7) podle ptimky p, kterd prochazi
body A = (5, 4, 6) a B = (-2, -17, -8).
9. Zjistéte souradnice bodu Q soumérné sdruzeného s bodem P = (1, 3, -4) podle roviny
o 3Xx+y-2z2=0.
10. Urcete vzdalenost rovnobéznych rovin o a :
a) a:X-2y-2z-12=0,p: x-2y-2z-6=0,
b) a: 2x-3y+6z-14=0,B:4x-6y +122+21=0.
11. Vypoctéte vzdalenost rovnobéznych piimek p a g, jestlize
a) p:x=2+ty=-1+2t,z=-3+2t, - x=1+t,y=1+2t,z=-1+2t,
b) ptimka p je danabody A, B: A=(7,7,3),B=(10,9,4) a
_ {Zx -3y - 9 =0
y - 2z + 7 = 0.
12. Najdéte kolmy pramét bodu A = (2, -1, 4) do roviny a.: 3x+y +2z-20=0.
13. Urcete obecnou rovnici roviny prochazejici bodem Xo = (1, 2, -3) rovnobézné s piimkami
p: Xx=1+4+2t,y=-1-3t,z=7+3t, - Xx=-5+3t,y=2-2t,z=-3-1t.
14. Urcete obecnou rovnici roviny, ktera prochazi bodem Xo = (2, -2, 1) a pfimkou
p: x=1+2t,y=2-3t,z=-3+2t.
15. Urcete obecnou rovnici roviny prochazejici piimkou p: x =1+3t,y=3+2t,z=-2-t

e, 2Xx - 'y + z - 3 = 0,
rovnobézné s primkou q:
+ 2y -z - 5 = 0.

16. Urc¢ete parametrické rovnice primky prochazejici bodem Xq = (3, -2, -4) rovnobézné s
rovinou a: 3x - 2y - 3z - 7 = 0, kterd protind pfimku p: x=2+3t,y=-4-2t,z=1+ 2t.

17. Stanovte parametrické rovnice ptimky, ktera je rovnobé&zna s rovinami
o:3Xx+12y-32-5=0,B: 3x-4y +9z+7 =0 aprotind piimky p: x=-5+ 2t,
y=3-4t,z=-1+3t,q: x=3-2t,y=-1+3t,z=2+4t.
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Vysledky tloh k samostatnému feSeni

1.a) p= % b)p= %, c) cos ¢ = %. 2.2) 0 =0, b) ¢ =28°0732", c) ¢ =18°2606".
3.a)(p=§, b)(p=%.4.a)p(M,0L)=3, b) p (M, ) =0, ¢) p (M, a) = 4,

26 432
dp(M, a)= T . 5.a)p (Xo, a) = gﬁ5,6, b) p (Xo, @) =6, C) p (Xo, @) = 15.

6.x=3+3t,y=3+t2z=2-5t 7.6x-4y-82+29=0. 8.Q= (4, 1,-3). 9.0=(-5, 1, 0).
10.a)d=2, b)d=35. 11.a)d= 432,b)d:2\@. 12. (5,0, 5).

13.9x+ 11y +52-16=0. 14.4x+6y+52-1=0. 15.13x-14y +11z+51=0.
16.x=3+5t,y=-2-6t,z=-4+9t. 17. x=-3+8t,y=-1-3t,z=2-4t

Kontrolni test

1. Jsou dany body A=(2,-1,4),B=(-2,1,-4),C= (—1,%,—2), D =(10,-5,20). Urcete

vzajemnou polohu piimek AB, CD:

a) riznobézné, b) rovnobézné totozné, c¢) mimobézné.
2. Urcete vzajemnou polohu rovin:

a: 2X—-y+z+3=0,

p: A=(2,7,0), u=(12,0), v=(0,-1,-1).

a) rovnobézné, b) riznobézné, c) rovnobézné totozné.
3. Napiste rovnici prasecnice rovin

a: X+y+z-1=0,

. 4x+5y—-z+1=0.

a) b)
= 545t = 5-5t
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4. Urcete vzajemnou rovnici pfimky a roviny:

p: P=(13,2), u=(1,-1,-3),
o: 9X+3y+22+2=0.

a) riznobézné, b) rovnobézné, c) leZi v roving.

5. Vypoctéte odchylku ptimek p, g, jsou-li:
p: 2X+y—-z=y+32-4=0,
q: —X+2y—-z+4=4x-y+3z-10=0.
a) 79°20°, b) 81°30", «¢) 77°10".

6. Vypoctéte odchylku ptimky p a roviny « :
p c P= (2!_1’ 0)| u= (9,21_4);
a: A=(54,3),B=(8,7,6),C=(2,2,2).
a) 75°30', b) 87°40', c) 89°10'.

7. Urcete vzdalenost dvou rovin:
o 3X—2y—-6y+35=0,
P 3x—-2y-62=0.

a)35 b)5 c) v/35.

8. Urcete vzdalenost bodu A =(2,3,1) od piimky

28 s
11 11

66

66
C) —.
) 11

Vysledky testu

1.b), 2. ¢), 3. a), 4. b), 5. a), 6. b), 7. b), 8. ).

Pravodce studiem

p:B=(210),C=(L41).

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné v 6 pripadech, pokracujte dalsi kapitolou. V opa¢ném

piipadé je tieba prostudovat kapitoly 3.6., 3.7. znovu.

k%
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