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3.6. Vzajemna poloha linearnich utvartiv E;

Vyklad

A. Vzajemna poloha dvou p¥imek

Uvazujme v E3 ptimky p, q:
p: X=A+mu
g X=B+swv

a hledejme jejich spole¢né body, tj. hledejme takové hodnoty parametra r, s, které dosazeny

do uvedenych rovnic ur¢i tyZ bod. Pro r, s dostadvame rovnici

rm-sv=B-A,
kde A = (a1, az, as), B = (b1, by, b3), m = (uy, Uy, U3) a v = (1, Vo, V3). Dosadime soufadnice a

dostaneme soustavu tii rovnic o neznamychr, s

rup-svi = by-a;
fup -SVy = b2 -a
fuz - Svz = b3 - as.

Ozna¢me h hodnost matice soustavy a h’ hodnost matice rozsSiiené. Pro piimky p, q pak

nastane praveé jedna z nasledujicich moznosti:

(1) Soustava nema Zadné reSeni a vektory wm, v jsou linearné zavisle (h =1, h'=2).

Ptimky p, g jsou rovnobézné, razné.

(2) Soustava nema Zadné teSeni a vektory w, v jsou linedrn¢ nezavislé (h = 2, h'= 3).

P¥imky p, g jsou mimobézné.

(3) Soustava mé prave jedno reSeni, vektory m, v jsou pak linearné nezavislé (h = 2,

h'=2). Pfimky p, g jsou riaznobézné.
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(4) Soustava ma nekone¢né mnoho feseni. Pak jsou vektory wm, v linearné zavisle

(h =1, h'=1). Pfimky p, g jsou totozne.

Resené ulohy

Priklad  Rozhodnéme o vzajemné poloze piimek p: X=A +rm, q: Y =B + sv, jestlize
a) A = (-ll 21 l)l u = (31 11 -1)1 B = (9’ 4$ '10), Vv = (-91 -3$ 3)1

by A=(7,53),w=(3,21),B=(0,-1,-2),v=(12,3).

Reseni:

a) Plati v = -3u, vektory w, v jsou linedrn¢ zavislé. Zjistime, zda jsou ptimky p, q totozné

nebo rovnobézne. Budeme proto hledat spole¢né body piimek p, g. Soustava rovnic ma tvar

3r + 9 = 10
r + 3 = 2
-r — 3 = -11.

Lze se snadno presvédéit, Ze soustava nema feSeni a tedy ptimky p, q jsou rovnobézné, razné.
b) Vektory w, v jsou linearné nezavislé. Piimky p, g jsou riznobézky nebo mimobézky. Nyni

budeme feSit soustavu rovnic

3r - s = -7
2r — 28 = -6
rr - 3 = -5.

Soustava ma jediné feSeni r = -2, s = 1. Existuje tedy jediny prusecik ptimek p, g, bod

R =(1, 1, 1). Ptimky p, g jsou raznobézne.

Vyklad

B. Vzajemna poloha dvou rovin

4

¥
l|\\




Matematika I, ¢ast | Vzajemna poloha linearnich utvar(i v E;

Pro dvé roviny maZe nastat prave jedna z nasledujicich moznosti:

(1) Roviny nemaji Zadné spolec¢né body, pak jsou rovnobézné, razné.

(2) Mnozina vSech spole¢nych bodt obou rovin je ptimka, tj. obé& roviny jsou

riaznobézné.

(3) Roviny jsou totozné.

Predpokladejme, Ze roviny jsou dany vektorovymi rovnicemi

X = P + ka + Ib,
Y = Q + me + nd,

kde P = (p1, P2, P3), Q = (01, 2, 43), & = (a1, az, az), b= (by, by, bs), € = (3, C2, C3) @

d = (dy, dy, d3). K ziskani spole¢nych bodt obou rovin budeme teSit rovnici
P+ka+Ilb = Q+me +nd

s neznamymi Kk, I, m, n. Dosadime soufadnice a dostaneme soustavu tii rovnic o ¢tyrech

neznamych.

ka, + Ib, — mc, — nd;, = g, - p;
ka, + Ib, — mc, - nd, = g, - p,
ka, + Ib, — mc; - nd; = g, — p;.

Oznacime h hodnost matice soustavy a h’ hodnost matice rozSitene. Mohou nastat piipady:

1) h=2,h" =3, soustava nema reSeni (roviny jsou rovnobé&zné rizné),

(2) h=3,h" =3, soustava ma nekone¢né¢ mnoho teseni, kterd zavisi na jednom
parametru (roviny jsou raznobézné),

(3) h=2,h" =2, soustava ma nekone¢né mnoho reseni, kterd zavisi na dvou

parametrech (roviny jsou totozné).
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Resené ulohy

Priklad Rozhodnéme o vzajemné poloze rovin:

a) X=(1,1,1)+k( 0,2) +1(-2,1, 1),

Y=(0, 2,-2) + m(-1, 1, 3) + n(-3, 1, -1),

b) X=(0,0,1), +k(1,1,0)+1(2,2,1),

Y =(7,5,5)+m(3, 2,2) +n(2, 1, 1),

0) X=(1,1,1)+k(2 0,4) +I1(-6,3, 3),

Y=(51,9) +m(,-1,-3) +n(3, -1, 1).

Reseni:

a) Dostaneme soustavu rovnic:

-2 +
| —
2k + | -
UZijeme Gaussovu elimina¢ni metodu:
A B > Upravy
1 -2 1 3 |-1|2
0 1 -1 1 1 (0
2 1 -3 1|3 (-2 |, - 2n
1 -2 1 3]|-1 2
o 1 -1 -1 1 0
0 5 -5 -5|-1|-6|(rpb - 5
1 -2 1 3 |-1| 2
0O 1 -1 -1 1 0
0O 0 0O O |-6 |-6

m + 3n

m

3m +
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Je vidét, Ze soustava nema feSeni. Roviny jsou rovnobézné razne.

b) Postupujeme stejné jako v predchozim prikladu a ze soustavy

k + 2 — 3m - 2n = 7
k + 2 — 2m - n = 5
Il - 2m - n = 4,
ziskdme soustavu
k + 2 - 3m - 2n = 7
Il - 2m - n =
m + n = -=-2.

Plati h = h'= 3. Nyni maZeme napiiklad n zvolit libovolné. PoloZzime n = t. Dostaneme feSeni

k=1+t, | =-t, m=-2-t, n=t.

Dosadime toto teSeni napt. do rovnice prvni roviny:

X=(0,0,1)+ (1 +1)(1,1,0)+(-1)(2, 2,1),

tj.
X=(1,1,1)+t(-1,-1, -1).

Tim jsme ziskali rovnici pifimky, mnoziny vSech spole¢nych bodu obou rovin. Obé roviny

jsou raznobé&zné.

c) Soustavu rovnic

2k — 61l — m - 3n = 4
3 + m + n =
4k + 3 + 3m - n = 8
upravime na tvar
2k — 6l — m - 3n = 4

3 + m + n 0.

ProtoZze h = h’ = 2, mtiZzeme dvé nezndmé zvolit. Naptiklad k =r, | = 2s. Ziskdme teSeni
k=r, | =2s, m= -r-3s+2, n=r-3s-2.

Dosadime toto feSeni napt. do rovnice prvni roviny:
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X=(1,1,1)+r(2,0,4) +s(-12, 6, 6).

Je vidét, Ze mnoZina v8ech spole¢nych boda obou rovin je pravé prvni rovina.

Obe¢ roviny jsou tedy totozné.

Pokud budou roviny ps, p, dany obecnymi rovnicemi
aux + by + ¢z + d = 0,
a,Xx + b,y + ¢,z + d, = 0,
ur¢ime jejich vzajemnou polohu takto:

Ozna¢me h hodnost matice predchazejici soustavy a h’ hodnost matice rozsiiené. Potom

plati:
@ (1) Roviny p1, p2 jsou rovnobézné, riazné prave tehdy, kdyzh=1,h" = 2.
é} (2) Roviny p1, p2 jsou riznobézne prave tehdy, kdyz h =h" = 2.
@ (3) Roviny p1, p2 jsou totozné prave tehdy, kdyz h=h’ = 1.

C. Vz4jemn4 poloha pi#imky a roviny

Budeme postupovat stejné jako v predchézejicich ptipadech. Rovnice ptimky a rovnice

roviny urcuji soustavu linearnich rovnic a mohou nastat pripady:

(1) Soustava nema teSeni; ptimka nema s rovinou spole¢ny bod, je s rovinou rovnobézna.

(2) Soustava méa prav¢ jedno feSeni; piimka je s rovinou riznobézna a méa s ni spole¢ny

prave jeden spole¢ny bod, prisecik.

@ (3) Soustava ma nekone¢né mnoho eseni; primka lezi v roviné.
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Priklad Rozhodnéme o vzajemné poloze ptimky p: X = (3, 1, 3) + t(-1, -4, 3) aroviny
p: X+2y+3z+4=0.
Reseni: NapiSeme parametrické rovnice piimky p:
=3 - t
= 1 - 4t
z = 3 + 3t
Dosadime do rovnice roviny:
(3-t)+2(1-4t)+3(3+3t)+4=0.
Po Upravé dostaneme 18 = 0. Rovnice nema ieSeni, to znamena, Ze neexistuje spole¢ny bod
piimKy p a roviny p. Pfimka p je rovnobézna s rovinou p (v dané roving nelezi).
Ulohy k samostatnému feseni \N.'/
AN

1. Urcete vzdjemnou polohu piimek p, g. V pripad¢, Ze jsou riznobézné, urcete souradnice
jejich praseciku:
a) p: x=1+2r,y=7+r,z=5+4r, q: X=6+3s,y=-1-2s,z2=s5,
b) p: x=1+ry=rz=2+r, :X=-1+s,y=-2+5,Z=5,

C) p: Xx=1+2r,y=-3+4r,z=5+3r, ¢: X=55,y=2-5,z=-1+2s,

d) p: 2x -y - 42 + 5 =0 | + 4y + 52 - 3 =0
P> 15x -z + 3 =0, a 3y + 2z - 1 = 0,
X + + 2z +1 =20 + z - 1=20
e) p: Y q: Y
X —y -z -1 =0, X + vy = 0,
f) p x=1-t,y=4-5tz=-4-4t Sty = s = 1=0
PrRE Ry Ak e = " ax - 22 + 3 = 0.

2. Pro jakou hodnotu ¢isla k jsou pfimky p: x=-2+2r,y=-3r,z=1+4r
a Q. x=3+ksy=1+4s,z=7+2sraznobézne ?

3. Zjistéte vzajemnou polohu rovin o, B a v pripade, Ze jsou raznobézne, rozhodnéte, zda
jsou na sebe kolmé a urcete parametrické rovnice piimky, v niz se roviny protinaji:
a) o 2x-3y+52-7=0, B: 2x-3y+52+3=0,
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b) a: 4x+2y-4z+2=0, f: 2x+ y+2z-1=0,

C) a: Xx-3z+2=0, B: x=3+3r,y=s,z=r,

d) a: 3x-y-2z -5=0, f: x+9y-3z+2=0,

e) oo X=1+r-2s,y=1+s,z=1+2p+q, B: Xx=-p-3q,y=2+p+q,
z=-2+3p-q,

f) a: Xx=r+2s,y=r+2s,z=1+s, B: x=7+3p+29,y=5+2p+q,z=5+2p+q,

g) o: Xx=1+2r-6s,y=1+3s5,z=1+4r+3s, B: x=5+p+q,y=1-p-q,
z=9-3p+q,

h) a: x-2y+2z2=3, B: x=5+r+s,y=r,z=s.

4. Urcete cislak, | tak, aby roviny a, B byly rovnobézné:
a) o 2x+ky+3z-5=0, B:Ix-6y-62+2=0,
b) a: 3x-y+kz-9=0, B: 2x+1ly+2z-3=0.

5. Urcete ¢islo | tak, aby roviny a, B byly na sebe kolmé:
a) a:3x-5y+1z-3=0, B:x+3y+22+5=0,
b) a:b5x+y-3z-3=0, B:2x+1ly-3z+1=0.
6. Rozhodnéte o vzajemné poloze ptimky p a roviny p. V ptipadg, Ze jsou raznobézné,
urcete soufadnice jejich praseciku.
a) Piimka p je dana body A, B a rovina p body MNQ, A=(2,1,2),B=(3, 1, 3),
M=(2,21),N=(12,2),Q= (35, 3).
b) Piimka p je danabody E =(3,1,3),F=(4,5,0)arovinap:x+2y+3z+4=0.
C) p:x=56t,y=0,z=t,p:x =3+2r+s,y=1-r+2s,z=r-s.
d p:x=-2+3t,y=1-4t,z=-5+4t,p:4x-3y-62-5=0.
e) p:x=1+ty=-1-2t,z=6t p:2x+3y+z-1=0.
f) px=-2-2t,y=1+3t,z=3+2t,p: x+2y-22+6=0.
7. Pro které hodnoty k, | leZi ptimkap: x =3 +4t,y=1-4t,z=-3+t
vroving p:kx+2y-4z+1=07?
8. Pro které hodnoty K, | je rovina p: kx + ly + 3z - 5 =0 kolm& k piimce p: x =3 + 2t,
y=5-3t,z=-2-2t?
9. Pro jakou hodnotu k je ptimka p rovnobézna s rovinou p:

a)p:x=-1+3t,y=2+kt,z=-3-2t,p:x-3y+6z2+7=0,
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I
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X - 2y + z + 3

b) p:2x-y+kz-2=0, p:
)p:2x-y p{4x—3y+4z+1

I
o

Vysledky tloh k samostatnému reSeni

1. a) riznob&zné, (-3, 5, -3), b) totozné, c) mimob&zné, d) riznob&zné, ( —ﬁ,—%%)'

e) mimob¢zné, f) rovnobézné.
2. k=3.

)

3. a) rovnobézné, b) raznobézne, nejsou kolmé, p: x=-1+t,y=2-2t,z =

N |-

c) rovnobézné, d) riznobézné, kolmé, p: x = % +3t,y=t z= 1—71 + 4t

e) rovnobézné, f) riznobézné, nejsou kolmé, p: x=1-t,y=1-t,z=1-t, g) totozné,
h) riznobézné, nejsou kolmé, x =7 +4t,y =2+ 3t, z=t.

4. a)k=3,1=-4,b)k=3,1= _é. 5.2)1=6,b)l=-19.
6. a) raznobézneé, R = (1, 1, 1), b) rovnobézné, ) totozné, d) rovnobézne, e) riznobézne,

R=(2,-3,6), f)totozné. 7.k=3,1=-23. 8 k=-3,1= 2. 9.a)k=-3,b)k=-2

4




	3.6. Vzájemná poloha lineárních útvarů v E3
	Výklad
	Úlohy k samostatnému řešení
	Výsledky úloh k samostatnému řešení



