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2.6. Vlastni €isla a vlastni vektory matice

Cile @

V této ¢asti se budeme zabyvat hledanim cisla A, které je feSenim rovnice
A.x = AX, Q)
kde A je matice fdu n. Znalost reSeni takové rovnice ma radu aplikaci nejen

Vv matematice.

Definice 2.6.1.

Necht A = (a;) je matice ¥fadu n, kde a;; € C. Cislo A e C se nazyva vlastni nebo

charakteristické &islo matice A, jestliZe existuje nenulovy vektor x e C" tak, Ze

A . x = A x. Vektor x se nazyva vlastni nebo charakteristicky vektor piislusny k A.
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Poznamka

MnoZinu vSech vlastnich ¢isel matice 4 nazyvame spektrum matice A.
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ReSené Glohy

Priklad  Necht

e =D
el

7 v

To znamen4, Zze A = 3 je vlastni ¢islo matice A a x = (2, 1)" je vlastni vektor prislusny k A =

= 3. Ziejme také kazdy nenulovy nasobek vektoru x je vlastnim vektorem, protoze
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Akx)=kA . x) =k x) = 1(Kkx).

Tak napiiklad (4, 2)" je také vlastni vektor piislusny k A = 3. Plati
ElleE RS
1 2) \6) \2)°
Vyklad

Rovnici (1) mazZzeme zapsat ve tvaru

A-VE)Xx -0,
coZ piedstavuje soustavu homogennich rovnic
(a, —A)x, + X, + ..+ aX, = 0
ayX, + (A, -A)X, + .. + aX, = 0
auX, + a,X, + .. + (a,-A)x, =0

kter4 ma netrivialni feSeni, prave kdyz det (A - AE) = 0. Vypocéteme-li predchozi determinant,
ziskame polynom p(A) stupné n. Tento polynom se nazyva charakteristickym polynomem a
rovnice det (A - AE) = 0, charakteristickou rovnici matice A. Redenim rovnice p(1) = 0 jsou

vlastni ¢isla matice A. Tak dostaneme n, ne nutné raznych, vlastnich ¢isel matice A.

Resené ulohy

Priklad  Urceme vlastni ¢isla a odpovidajici vlastni vektory matice

2 -3 1
A=|1 -2 1|
1 -3 2

Reseni:
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2— A -3 1
Charakteristicka rovnice ma tvar 1 -2-» 1 |=0.
1 -3 2—A
Dostaneme (2-A)(-2-A)(2-A)-6-(-2-A) +6(2-1) =0, t].
-MA-1)? = 0.
Vlastni ¢isla matice A jsour; =0, A, =A3=1.
Spektrem matice A je tedy mnozina { 0, 1 }.
Nalezeni vlastnich vektora prislusnych k vlastnimu ¢islu A; = 0 pak vede k feSeni soustavy
rovnic
A-0.E)x=o,

COZ je soustava

1 -3  2-0/\x
tj.
2X, — 33X, + X3 =0
. — 2X, + X3 =0
X, — 3, + 2x; =0

Pouzitim Gaussovy eliminaéni metody zjistime, Ze ekvivalentni soustava ma tvar

2X, — 3, + X; = 0
- X, + X; =0
PoloZime X3 =t a dostaneme X; = X, = x3 = t. Redenfi soustavy je tedy tvaru
x =1, teC.
Kazdy nasobek vektoru (1, 1, 1)" je vlastnim vektorem matice A piislusnym k vlastnimu
¢islu A =0.

Podobné¢ pro vlastni ¢islo A, = Az =1 budeme feSit soustavu

A-1lE)x=-o,
COZ je soustava
2-1 -3 1)\(x, 0
1 -2-1 1 ||x,|=]0],
1 -3  2-1\x, 0
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g,

X, — 33X, + X; =0
X, — 3X, + X3 = 0.
X, — 33X, + X; =0

PouZzitim Gaussovy elimina¢ni metody uréime ekvivalentni soustavu
X1 - 3X2 + X3 =0.
PoloZime X, =1, x3=s adostaneme x; = 3r - s. ReSeni soustavy je tedy tvaru
x=@3r-sr,s)', rseC.
Kazdy nasobek vektoru (2, 1, 1)" je vlastnim vektorem matice A piislusnym k vlastnimu

Cislur, =A3=1.

Ulohy k samostatnému Feseni

1. Najdéte vlastni ¢isla a k nim piisludné vlastni vektory matice:

200 B3 o[

11 010 1 11 1 2
e)(23j, ) |0 0 1], g |0 2 1{, h) |0 3 ,
0 00O 00 0 5 -
2 0 00
4 -5 1 -2 0 1 020 0
)11 0 -1 |, ] 1 0 -1|, k :
) ) )0030
0 1 -1 0 1 -
0 00 4
3 000
I)4100
0 0 21
0 00 2

Vysledky tloh k samostatnému feSeni

1. @)Mm=5x=(t0A=-1, x=(,-20)", b)Aa=3x=(4t3): =2, x=(t1),
OMm=A=2, x=(t,1)7, d)r=3+4i,x=it, 1) h=3-4i, x=(-2it, t)",
=2+, x=(t @Q+D)A=2-0, x=( (1-)", HAi=r=23=0,
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x=(00" grn=2x=(tt0"A=A=1 x=(,s-s),h)r=1x=(0 0"
=4 X=(tt ) As=-2, x=(t,-t,50)", ) A =2, x=(7t, 3, 0)"; Ao = 1,

x=t2t, ) =0, x=(t t, 1), DA =A=hg=-1,x=(t, 0,17, k) A=Ay =2,
x=(,50,0"23=3, x=(0,0,t,0": A =4, x=(0,0,0,1)"; 1)1, =3,
x=(200), 2 =1 x=(0,t0,0: A3=2s=2,x=(0,0,t,0),

vzdy pror, s, t € C.

Kontrolni otazky

1. Vlastni (charakteristické) ¢islo matice A fadu n je takové ¢islo 4 € C,
a) které se v matici vyskytuje nej¢astéji,
b) Ze plati A-x=1-x, kde x je vlastni vektor,
c) Ze plati 1-A=A-x,kde x je vlastni vektor.
2. K matici A fadu n existuje
a) praveé n vlastnich ¢isel matice A,
b) nejvyse 1 vlastni ¢islo matice A,
C) pravé n raznych vlastnich ¢isel matice A .
3. Je-li vektor x vlastnim vektorem matice A, pak je vlastnim vektorem matice A take
a) kazdy nasobek vektoru x,
b) kazdy nenulovy nasobek vektoru x,
C) soucet vektoru x a jednotkoveho vektoru.
4. Charakteristickou rovnici matice A nazyvame
a) detA=0,
b) (A-1A)x=e,
c) det(A-1E) =0.
5. ReSenim charakteristické rovnice matice A dostaneme
a) vlastni ¢isla matice A,
b) vlastni vektory matice A,

c) prvky inverzni matice.
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Odpovédi na kontrolni otazky

1.b); 2. a); 3. b); 4. ¢); 5. a).

Kontrolni test

1. Najdéte vlastni ¢isla matice

9 2 6
A= 5 0 3|
-16 4 11

A M =2,p=-2,3=3 b) 1 =LH=-1L1=2

2. Najdéte vlastni ¢isla matice

1 0 3
B=3 -2 -1\
1 -1 1

a) ﬂ“l =], 2,2 =-1 1324, b) 2’1 =], 2,2 =2, 13 =-3.

3. Najdéte vlastni ¢isla a k nim prislusné vlastni vektory matice

ot}

a) ﬂ’l :1, ﬂ,z :3, Xlz (t' —t)' X2: (t, t),

b) 41 =-1 1 =4, x1=(2t,—t), x,=(3t,1).

4. Najdete vlastni ¢isla a k nim prislusné vlastni vektory matice

is

D= .

15

a) ﬂ’l =1, ﬂz = —1, X1= (1, t), Xo= (t, 2),
b) ﬂ’l = 4, /12 = 6, X1= (t,—t), XHo= (t, t)

5. Najdéte vlastni ¢isla a k nim prislusné vlastni vektory matice

2 2 -16
F=12 -7\
0 2 4

2.1

a) 2’1,2,3 =0, x=(t, gt, gt), b) 2.1’2,3 =1 x=(t,—t,1).

6. Najdéte vlastni ¢isla a k nim prislusné vlastni vektory matice

k%

122

O g




Matematika I, ¢ast | Vlastni Cisla a vlastni vektory matice

2 -1 0
6G=0 1 -1}
0 2 4

a) 4 =2, 4 3=3,x1=(t,0,0), xp=(t,-t,2t),

b) 4 =0, 23 =-2, 45 =-3,x= (L1 1), Xp=(3t,~t,1).

Vysledky testu

1. b); 2. b); 3. a); 4. b); 5. a); 6 a).

Pravodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné ve 4 pripadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opa¢ném piipad¢ je tieba prostudovat kapitolu 2.6. znovu.
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