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1.3. Ciselné mnoziny

Cile

Cilem kapitoly je sezndmeni ¢tenaie s axiomy ciselnych obora a jejich podmnozZin

(intervalt) a zavedeni novych pojmu, které nejsou naplni stredo$kolskych osnov.
Pravodce studiem

Vyvoj matematiky lze ilustrovat na vyvoji pojmu cisla. Nejdrive vznikla v jazycich slova
jeden, dva, mnoho a postupné vznikla slova oznacujici vlastnost skupin predméta stejného
poctu, dalsi ¢islovky. Déle byly zavedeny razné druhy znaku pro prirozena ¢isla. VétSina z
nich se vSak prestala uzivat a dnes uzivame pro pocitani vyhradné arabské ¢islice. Studium
zakonitosti pocitani s prirozenymi ¢isly bylo umoznéno az dalSi abstrakci, oznacenim

libovolného c¢isla pismenem.
Vyklad

Vlastni pojem prirozeného ¢isla zavadime pomoci tzv. Peanovych axidémi. MnoZina N,
ve které ke kazdému prvku x € N pritadime prvek x’(x’= x + 1), tzv. nasledovnik prvku X,

tak, Ze plati nasledujici (Peanovy) axiomy, se nazyva mnozina piirozenych ¢isel.

(P1) 1eN,

(P2) Vx e N 3 prave jeden nasledovnik y = x’,

(P3) 1 neni nasledovnikem Zadného prvku x € N,

(P4) Vx e N3nejvyse jednoy e N tak, Ze plati x = y’(razné prvky mnoziny N maji razné
nasledovniky),

(P5) pro kazdou mnozZinu M s vlastnostmi
1) 1leM,
(2 VxeMijei X' e M,

plati N < M (princip matematické indukce).
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Dalsi vyvoj v mysleni lidi si vynutil vznik cisel celych a racionalnich. ProtoZe napf.
rovnice x> = 3 nemé& v mnoZin& racionalnich &isel fedeni, pokracoval vyvoj pojmu &isla
zavedenim &isel realnych. Reseni napf. rovnice x* = -1 si vynutilo vznik &isel komplexnich.
Existuji dalSi ¢iselné mnoZziny, které vSak nachéazeji pouziti jen ve specialnich partiich
matematiky, a proto se jimi nebudeme zabyvat. Nyni nadefinujeme ¢iselné mnoziny pomoci

nekterych jejich znamych vlastnosti, které budeme v definici povaZovat za axiomy.
Neprdzdnd mnozina R, na které jsou definovany operace + a . , tj. zobrazeni

Rx R->R, (X,y) > x+YV, (X, Y) = Xy, arelace usporadani <, které splniuji nasledujici

skupiny axiému, se nazyva mnoZzina realnych éisel.

A. Axiomy pro s¢itani

(Al) VX, yeR: x+y=y+Xx komutativni zakon,

(A2) VX, yeR: (x+y)+z=x+(y+2) asociativni zakon,

(A3) vxeR3I0eR:x+0=x existence nuly,

(A4) VxeR3dyeR:x+y=0 existence opacného cisla.

B. Axiémy pro nasobeni

(Bl) VX, yeR: xy=yx komutativni zakon,

(B2) VX, y,zeR: (xy)z =x(yz) asociativni zakon,

(B3) vxeR3I1eR-{0}:x1=x existence jednicky,

(B4) VxeR-{0}dyeR:xy=1 existence prevraceného cisla,
(B5) VX y,zeR: (x+y)z=xz+yz distributivni zakon.

C. Axiémy usporadani

(Cl) Vx,yeR:(X<yvy<Xx) srovnatelnost,

(C2) VX, yeR:(XSyAy<x)=>x=Y) antisymetrie,

(C3) VX, y,ze R:(x<yany<z)=>x<z) tranzitivnost,

(C4) VX Vy,zeR:(X<y=>x+z<y+2) monotonie pro scitani,

(C5) VX,yeR:(0<xA0<y)=0<xy).
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D. Cantoriv-Dedekindiv axiom (axiom o vlozenych Useékach)
Pro kazdé dveé posloupnosti {x»}, {yn} ¢isel z R, tj. zobrazeni N - R, n — X, a zobrazeni
N — R, n > yp, svlastnosti Vn € N je x, <y, sestrojime mnoziny

Ih={xeR:Xa<x<yp} JestlizeVne N: Iy I, pak3Iye RVneN:yel,.

Poznamka
Geometrickd interpretace tohoto axiomu ukazuje, Ze pro kazdou posloupnost uzavienych
usecek, ve které je kazda usecka casti predchazejici usecky, existuje alespor jeden bod

spolecny vSem useckam.

Vyklad

Zvolime-li 1 € R jako jedni¢ku mnoZiny ptirozenych c¢isel a definujeme x’ = x + 1, d& se
ukazat, Ze existuje podmnozina v R spliujici Peanovy axiomy prirozenych cisel a tedy
N={1, 1+1=2,2+1 =3, ... } « R. Déle, d& se ukazat, Ze ke kazdému x € R existuje pravé
jedno ¢islo -x € R, tj. x + (-x) = 0. MnozZinu Z={0} u{x e R:x e Nv -x € N} =
={0,+1,+2,+3,..}c R nazyvdme mnozinou celych ¢isel. MnoZinuQ={x e R: dn e
e Ndpe Z:n.x=p} nazyvdme mnozinou ¢isel racionalnich. MnoZina R - Q se nazyva

mnozina ¢isel iracionalnich.

Znéazornéni racionalnich é&isel na &iselné ose

Racionalni ¢isla znazornujeme na piimce, zvané ¢iselna osa. Obvykle ji volime
vodorovnou, popt. svislou. Nejprve na ni zvolime néktery bod za tzv. pocatek, oznacime jej
pismenem O (prvni pismeno latinského slova origo = poc¢étek) a pritadime mu ¢islo 0. Danou
piimku pak orientujeme, tj. zvolime urcité poradi jejich bodu, a to u p¥imky vodorovné
obvykle zleva doprava, kdezto u pi¥imky svislé zdola nahoru. Orientaci ¢iselné osy znacime
Sipkou. Pocatkem O se orientovana ¢iselna osa rozdéli na dveé ¢asti, kladnou a zapornou. Pak
zvolime na kladné ¢asti bod J a Usecku OJ = j stanovime jako jednotkovou, takze bod J ma od

pocatku vzdalenost rovnou ¢islu 1. Piitadime mu proto ¢islo 1. Na takto uréené ¢iselné ose
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muazeme nyni znazornit libovolné racionélni ¢islo k = + p/q, kde p, g jsou nesoudélna
piirozena c¢isla. Provedeme to napi. tak, Ze nejdiive urcime g-ty dil jednotkové Usecky a
potom jej naneseme p-krat napravo, popi. nalevo od poc¢atku O podle toho, zda ¢islo Kk je

kladné, popt. zaporné.

Znéazornéni iracionalnich ¢isel na ¢iselné ose

To, Ze také kazdé iracionalni (a tedy kazdé realné) ¢islo je mozno znazornit na ¢iselné ose,

plyne z Cantorova - Dedekindova axiomu o vloZenych Useckach.

Poznamka

Z vySe uvedeného plyne, Ze kazdému realnému cislu x odpovida (na ciselné ose) pravé jeden
bod a obracené, Ze kazdému bodu na ciselné ose odpovida prave jedno realné cislo x. Proto
budeme casto pouZivat pro reélné cislo x také nazev bod a pro mnoZinu R vSech realnych
cisel nazev (realnd) ¢iselna osa. Déle kaZzdou podmnoZinu mnoZiny R vSech realnych cisel

budeme nazyvat ¢iselnou mnozinou.

Vyklad

ObecngjSim pojmem neZ mnoZina redlnych cisel je mnoZina ¢&isel komplexnich
C = R x Rspolu s operacemi + a ., tj. zobrazeni C x C — C, (z1, 22) »> 71 + 25,
(z1, 22) = 21 . z5, které je definovano nasledujicim zptsobem. Necht z; = (a;, by)) a

Zr = (az, bz), kde dj, do, bl, bz eR,z,2,€C, pak
21+ 2= (8.1 +a,, b+ bz) 21. 22 = (alag - bibs, a1by + azbl).

Je-liz = (a, b) € C, pak a nazyvame realnou ¢asti, b imaginarni ¢asti komplexniho ¢isla z.
V mnoziné komplexnich ¢isel je nula ¢islo (0, 0) a jednicka ¢islo (1, 0). Proz=(a, b) € C je

opacné ¢islo -z = (-a, -b) a pro z # (0, 0) je prevracené ¢islo
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Zavedeme-li oznaceni (a, 0) = a, (0, 1) =i, pak i* = (0, 1)(0, 1) = (-1,0) = -1, i*=
=i%i=(-1,0)0,1)=(0,-1) =-i a i*=1i1i=(0,-1)(0, 1) = (1, 0) = 1. Matematickou indukci

Ize pron e N dokazat, ze i*"=1, i*™ =i, i*"?=-1, j*"3

Nyni snadno dostaneme ¢asto pouZivany tvar komplexniho ¢isla
(a,b) = (&, 0)+(0,b) = (a,0)+(0,1)(b,0) = a+ib,

se kterym muzeme pocitat jako s algebraickym vyrazem.

Poznamka

Mezi definovanymi mnozinami cisel je vztah, ktery miizeme zapsat ve tvaru

NcZcQ cR cC.

Navic pro mnoZinu N plati axiémy Al, A2, B1, B2, B3, B5, C. Pro mnozinu Z plati axiomy A,
B1, B2, B3, B5, C, pro mnoZinu Q axiomy A, B, C a pro mnoZinu C axiémy A, B.

Vyklad

Intervaly a okoli bodda

Mezi nejdalezitejSi ¢iselné mnoZiny patii intervaly a okoli bodu. Intervaly rozeznavame

ohrani¢ené a neohrani¢ené.

Definice ohraniéenych intervald

Necht a, b jsou libovolna reélné ¢isla, pficemz je a < b. Pak

1. uzavieny interval (a, b) znac¢i vSechna ¢isla x € R, pro ktera plati as<x<b,
2. otevieny interval (a, b) znaci vSechna ¢isla x € R, pro ktera plati a<x<b,
3. polouzavieny interval (a, b) znaci vSechna ¢isla x € R, pro kterd plati asx<b,
4. polootevieny interval (a, b) znac¢i vSechna ¢isla x € R, pro ktera plati a<x<h.

Pritom kladné ¢islo b - a se nazyva délka intervalu.

E.r . N
* *
i’ ,i
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Interval (a, b) se nazyvad uzavi‘eny zleva a otevi‘eny zprava. Podobné interval (a, b)

nazyvame otevienym zleva a uzavienym zprava.

Definice neohraniéenych intervali

Pro kazdé realné ¢&islo a interval tvaru

1. ( a, +0) znaci vechna ¢isla x € R, pro ktera plati X >a,
2. (a, +o0) znaci vdechna ¢isla x € R, pro ktera plati X >a,
3. (- =0, @) znaci v8echna ¢isla x € R, pro ktera plati X <a,
4. (- o0, @) znaci vSechna ¢isla x € R, pro ktera plati X <a,

5. (- oo, + 00) znaci mnozinu R v3ech reélnych cisel.

Poznamka

Zvlastnimi pripady intervali jsou okoli bod:i. Definujeme je takto:
Jestlize a je libovolné realné cislo a ¢ >0 je realné cislo, nazyvame

1. levym okolim bodu a kazdy interval tvaru (a - 6, a); znacime je U(a-),

2. pravym okolim bodu a kazdy interval @, a + 9), znacime je U(a+),

3. okolim bodu a kazdy interval tvaru (a - 6, a + 9), znacime je strucne téz U(a, o), popr-.
pouze U(a),

4. nelplnym okolim bodu a sjednoceni (a - 6, a) L (a, a + 9), tj. okoli U(a; 6) s vyloucenim

bodu a; strucné je znacime U (a; o), popr. pouze U (@).

Vyklad

Absolutni hodnota reéalného ¢&isla

Absolutni hodnotou ¢isla X € R rozumime nezéporné ¢islo, které znacime | x | a které
definujeme vztahy:
a) |x|= x pro x>0,

b) [x|=-x pro x<O0.

Ef N
* *
i’ ,i
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Poznamka

Klademe vx? = | x| .

Absolutni hodnota reélného ¢isla ma nasledujici vlastnosti:
jsou-li a, b, a3, a,, ..., a, realna cisla, pak
1 Ja]=[-al,
2. #ac<]|al,
3. |ab| =lal.|b],
4. |a@..an|=lasl.laz|....|an],
5 |al|-|b|] slazb|<|a|+]|b],

n
6. > ay
k=1

< 3a
< a |,
k=1 ¥

. 2
b

a
= |—| prob=0.
|b|p

Vyklad

Supremum a infimum mnoziny

Neprazdna ¢iselnd mnozina M se nazyva:
1. ohranic¢ena shora, existuje-li takové ¢islo h € R, zvané horni zavora mnoziny M, Ze pro
VxeMijex<h,
2. ohranic¢end zdola, existuje-li takove ¢islo d € R, zvané dolni zavora mnoziny M, Ze pro
VxeMijex>d,
3. ohranic¢ena, je-li ohranicena shora i zdola,

4. neohrani¢ena, neni-li ohrani¢ena shora nebo zdola. Misto ohrani¢ena se také pouzZiva
nazvu omezena.
Nejvetsi, resp. nejmensi ¢islo mnoziny M se nazyva maximum, resp. minimum mnoziny

M, oznacujeme max M, resp. min M.
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Definujeme nyni supremum a infimum mnoziny M.

1. Ma-li neprazdna ciselna mnozina M nejmensi horni zavoru h, pak se ¢islo h nazyva
supremum mnoziny M a znaci se sup M.

2. Ma-li neprézdné ¢iselnd mnoZina M nejvetsi dolni zavoru d, pak se ¢islo d nazyva

infimum mnoziny M a znaci se inf M.

1. Supremum ¢iselné mnoziny M ma tyto dvé vlastnosti:

a) Pro kazdé ¢islo x € M plati x < sup M,

b) v kazdém levém okoli suprema lezi aspon jedno ¢islo x € M.
2. Infimum ¢iselné mnoZiny M ma tyto dvé vlastnosti:

a) Pro kazdé ¢islo x € M plati x > inf M,

b) v kazdém pravém okoli infima leZi alespon jedno ¢islo x € M.

Poznamka

| kdyZ c¢iselna mnoZina M ma supremum (pop7. infimum), nemusi ¢islo h = sup M (popr-. cislo

d = inf M) do mnoZiny M patit.

Ma-li vSak ciselnd mnoZina M maximalni prvek, pak nutné existuje sup M a plati

sup M = max M.

Podobné, ma-li c¢iselna mnozina M minimalni prvek, pak nutné existuje inf M a plati
inf M = min M.

Je nasnade, ze sup M (pops. inf M) muize existovat, aniz existuje max M (pop7. min M).

Vyklad
D4 se dokazat nasledujici tvrzeni:

1. Kazda neprazdna ciselnd mnozina M ohrani¢ena shora ma supremum,

2. kazda neprazdna ¢iselnd mnozina M ohranic¢ena zdola ma infimum.

9] )




Matematika I, ¢ast | Ciselné mnoziny

A\ ¥
Paxy

ReSené Glohy

Priklad 1. Interval (0, ) je mnoZina ohrani¢ena zdola, ma infimum inf (0, «) =0, nema
- . v 11 . . .
minimum, supremum a maximum. MnoZina M = {1, FE je mnoZina ohrani¢ena

shora i zdola, inf M =0, min M neexistuje, sup M =max M = 1.

Kontrolni otazky

1. Ktery ze vztahu plati pro mnoziny Z celych a R racionalnich ¢isel:
a) Z=R, b)ZcR, c¢)RcZ

2. Existuji cela c¢isla, ktera jsou nekladna i nezaporna, ktera to jsou:
a) vechna, b) neexistuji, c¢) ano, 0.

3. Kolik raznych racionalnich ¢isel je zapsano: Q; 22; 2,25, g; 12—6; _—72; 2+1:
8 8 4 56 -32 4

a)0, b)l, c)2.
4. Pro ktery interval plati VxeR:a<x<b:

a) polootevieny (a,b>, b)uzavieny <a,b>, c) polozavieny <a,b).

5. Patii vztah |ab|=|a|-|b|-cos ¢ mezi vlastnostmi absolutni hodnoty reélnych &isel a, b:

a) ano, b)ne, ¢) ano,je-li(pz%.

6. Pro infimum ¢iselné mnoZiny M plati jedna z vlastnosti:
a) VxeM plati x>inf M, b) Yxe M plati x<inf M, c¢) Ix e M, tak, Ze plati

X <inf M.

Odpovédi na kontrolni otazky

1.b), 2. ¢), 3. b), 4. ¢), 5. b), 6. ).

9] )
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Ulohy k samostatnému Feseni

1. Zjistéte, zda je mozné, aby soucin dvou redlnych ¢isel byl a) vétsi, b) mensi nez jakykoliv
jeho ¢initel. Kdy to nastane ?

2. Zjistéte, zda je mozné, aby soucet dvou ¢isel byl mensi nez a) néktery, b) kazdy jeho
s¢itanec. Kdy to nastane ?

3. Kterym redlnym c¢islam vyhovuji nasledujici vyrazy ? Zapiste pomoci intervala!

a) /i b)yX—-2 + 45-x, 0)4—3x2'

4. Najdéte maximum, minimum, supremum, infimum mnozin (pokud existuji):
a) (0, 1),
b) <0, 1>,

€) mnoZina viech zapornych ¢isel.

5. Najdéte maximum, minimum, supremum, infimum mnoZziny M, jejiZ prvky tvori ¢isla

n+2
n+1'

+Y

X
6. Vypoctéte B

tvaru ne N.

7. Je-lia)|a| <2,|b| < 4, b)-2<a<5,|b| <1, coplatipro|a +b|?
8. Najdete podminku vyjadienou pomoci absolutni hodnoty, kterou spliuji ¢isla x, je-li jejich
vzdalenost
a) od 0 mensi nez 5,
b) od 0 rovna 3,
¢) od -2 mensi nebo rovna 3.
9. Reste rovnice (vyuZijte vlastnosti absolutni hodnoty realného &isla):
a) [(x - 2)(x - 4)| = (x - 2)(x - 4),

|3—x| _3-X

b)|x—2| S ox-2

10. Reste nerovnice:
a) [2x - 8] < 3x - 12,
by |x + 3| <X - 5.

g )
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Vysledky tloh k samostatnému feSeni

1. a)a>1,b>1 nebo a<0,b<0,
b)a>0,b<1 neboa<0,b>1.
2. a) Je-li n¢ktery s¢itanec zaporny,
b) jsou-li oba s¢itance zaporné.
3. a)(l,o, b)<2,5> c)(-o-2)U(-2,2)U(2, ).

4. a) neexistuje, neexistuje, 1,0, b)1,0,1,0, c) neexistuje, neexistuje, 0, neexistuje.

5. maxM=supM = g min M neexistuje, inf M =1.

6. x=0:x, x<0:0.

7. a)la+b| <6, b) |a + b| < 6.

8. a)|x|<b5, b) | x| =3, C)|x+2]|<3.
9. a)xe (-0 2>U<4, o), b)xe (2,3>.

10.a) X € (4, ), b) x € (-0; 1 >.

Kontrolni test

1. Urcete maximalni ciferny soucet trojciferného cisla:
a) 999, b) 27, c) 1000.

y - x-1 e
2. Urcete, pro ktera redlna cisla x ma interval <T’ 3> neprazdny prunik s intervalem

(—o0, X+ 2):

a) Xe(-57>, b) xe(-5x), c¢)xe(-o7>.

3. ZapiSte pomoci intervala mnoZinu redlnych c¢isel, kterd vyhovuji vyrazu:

V:‘/i+ 3—x+§:
X—2 6

a) (2,©), b) (2,3), c)(2,3>.
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4. Urcete, zda existuje minimum mnoziny M = {n_+i ne N}:
n+

a) existuje, b) neexistuje, c) nelze urcit.
5. Najdéte podminku vyjadienou pomoci absolutni hodnoty, kterou splnuji ¢isla x, je-li jejich
vzdalenost od —2 mensi nebo rovno 3:
a) [x+2/<3, b)[x-2|<3, c)|x-3<2.
6. Reste rovnici: [x +1+3|x -1 = 2|x| + 3 - x.
1 5 1 5
a) X, =-1 X, ==,X,=—, b)nemérteSeni, c) X, =-1X,=—=,X;=—.
) 1 2 3 3 3 ) ) 1 2 3 3 3

7. Reste nerovnici: x+2|+3|x -1 -2|x-3>0.

5 7 57
a) X e (—o0,—=)uU(—,+o), b)nemarteSeni, c) Xxe<——,—>.
) Xe( 2) (6 ), b) f ) Xe "G

Vysledky testu

1.b), 2. a),3.c¢),4.b),5.a),6.a), 7.2).

Praivodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejmeéne ve 4 pripadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opa¢ném piipad¢ je tieba prostudovat kapitolu 1.3. znovu.

9] )




	1.3.  Číselné množiny
	Průvodce studiem
	Kontrolní otázky
	Odpovědi na kontrolní otázky
	Úlohy k samostatnému řešení
	Výsledky úloh k samostatnému řešení
	Kontrolní test
	Výsledky testu


