Matematika I, ¢ast | MnoZziny

1.2. Mnoziny

Cile
Cilem kapitoly je opakovani a rozsiteni stiedoSkolskych znalosti v oblasti teorie mnozin.
Pravodce studiem

MnozZina je jednim ze zékladnich pojmt moderni matematiky. Teorii mnoZin je mozno
budovat intuitivné nebo axiomaticky. V tomto ¢lanku se omezime na zopakovani zakladnich
pojma intuitivniho vykladu mnozZin a jejich vlastnosti, které se podrobné probiraji na vétsing

stiednich Skol.

Vyklad

Zakladni pojmy

MnoZinou rozumime souhrn (tj. skupinu, soubor) néjakych objekta, osob, véci,
abstraktnich pojmu, ktery je vymezen tak, Ze o kazdém objektu lze rozhodnout, zda do
souboru patii nebo nepatii. Objekty, které do souboru nalezeji, se nazyvaji prvky mnoZziny.
Mnoziny budeme obecné oznacovat velkymi pismeny, jejich prvky malymi pismeny. To, Ze
prvek x patéi do mnoziny M, zapisujeme X € M, z&pis a ¢ M vyjadiuje, Ze a neni prvkem
mnoziny M. MnoZina, kterd neobsahuje Zadny prvek, se nazyva prazdna mnozina,
oznacujeme ji symbolem &. MnoZina, kterd obsahuje alesponi jeden prvek, je mnoZina
neprazdnd. MnoZiny, které obsahuji kone¢ny pocet prvka, nazyvame kone¢nymi mnoZinami
na rozdil od nekone¢nych mnozin, které maji nekoneény pocet prvka. Koneénou mnozZinu M,
ktera obsahuje prvky a;, ap, ..., a,, ozna¢éime M = {a, ... , a,}. Charakteristicka vlastnost
prvka dané mnoziny je vlastnost, kterou maji vSechny prvky dané mnoZiny a kterou nemaji
prvky, jez do mnoZiny nepatii. MnoZinu M prvka danych charakteristickou vlastnosti

vyjadienou napi. vyrokovou formou S(X) zapisujeme ve tvaru

M={x e D:S(x)},
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kde mnozina D je defini¢nim oborem a mnozina M pravdivostnim oborem vyrokove formy
S(X). Tak napt. zapis M = {x € N : 5 < x < 10} zna¢i mnozinu M = {6, 7, 8, 9}.

Rekneme, 7e mnoZina A je podmnoZinou mnoZiny B (piseme A c B), jestlize kaZdy
prvek mnozZiny A je prvkem mnoziny B, tj. VX € A : (X € A) = (X € B). Platnost vyroku
A c B nevyluéuje rovnost A = B, kterd je definovana konjunkci (A < B) A (B < A).

Pripomenme, Ze prazdna mnozina je podmnoZzinou kazdé mnoZziny.

Operace s mnozZinami

Prianik mnozin A, B definujeme jako mnoZinu vSech prvku, které jsou spole¢né obéma

mnozinam A, B. Prinik mnoZin A, B oznacujeme A n B. Plati tedy

AnNnB={x :(x e A) A (X e B)} Dvé mnoziny A, B, pro néz plati A n B =, nazyvame

disjunktnimi mnozinami.

Sjednoceni mnozin A, B definujeme jako mnozZinu, jejimiz prvky jsou pravé vsechny
prvky mnoziny A a pravé vdechny prvky mnoziny B. Sjednoceni mnozin A, B oznacujeme
AuUB.Platitetdy AuB={x :(x € A) v (X € B)}.

Rozdil mnozin A, B v daném pofadi definujeme jako mnozZinu vSech prvka, které jsou
prvky mnoziny A a nejsou prvky mnoziny B. Rozdil mnozin A, B oznacujeme A - B nebo
A\B.Platitedy A-B={x : (x € A) A (X ¢ B)}.

Doplnék mnoziny A v mnoziné Z. Necht A < Z. Dopliikem mnoziny A v mnozing Z

nazyvame podmnoZinu mnoZziny Z, ktera obsahuje prvky, které nepatii do mnoZziny A.
Oznacujeme A’ a plati

A=Z-A={x: (xeZ)A(x e A}.

Uvedené pojmy budeme ilustrovat na obr. 1.
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Obr. 1

Vennovy diagramy

Vztahy mezi mnozZinami a operace s mnozinami zndzoriujeme pomoci diagramu, ve
kterych mnoZiny piedstavuji kruhy, popi. jiné geometrické obrazce (napt. obdélniky) a jejich

casti (viz obr. I, ptiklad 1, obr. 2).

Resené tlohy

Priklad Diagram na obr. 2 znazoriiuje mnozinu osob Z = {a, ... , k}, ovladajicich cizi
jazyky. A={a, b, c, d, e, f} je mnoZzina lidi, kteti mluvi anglicky, F = {d, e, f, g, h, i} je
mnoZzina lidi, ktefi mluvi francouzsky, a lidé v mnoZin¢ oznac¢ené N = {c, f, j, K} mluvi
némecky. Ur¢eme mnoZinu W lidi, ktefi mluvi francouzsky a nemluvi némecky, a mnozinu Y

lidi, kteti mluvi vSemi tiemi jazyky.
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Obr. 2

Redeni:  Podle diagramu na obr. 2 plati W= F-N ={d, e, g, h, i},
Y=AnN FAN={f}

Vyklad

Uspoiddanou dvojici (a, b) prvka a, b € M nazyvame dvojici, u které zalezi na poradi
prvku a, b, pficemzZ prvek a je prvni ¢len, prvek b druhy ¢len dvojice (a, b). Pro a # b je
(a, b) = (b, a).

Kartézskym souc¢inem A x B neprazdnych mnoZin A, B (v tomto pofadi) nazyvame

mnoZzinu vSech usporadanych dvojic (a, b), kdea € A, b € B.
Zapisujeme AxB = {(a,b):aec AADb e B}.
Je-li alespon jedna z obou mnoZin A, B prazdnd, potom A x B = &.

Je-li A = B, nazveme sou¢in A x A (druhou) kartézskou mocninou mnoziny A,

oznacujeme AZ
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A\ ¥
Paxy

ReSené Glohy

Priklad Necht A = {a, c}, B ={b, d, c}. Utvorme souciny A x B, B x A.

Redeni: AxB={(a b), (a d), (a c), (c,b), (c, d), (c,c)}.
B x A={(b, a), (b, c), (d,a), (d, c), (c, a), (c,c)}.

Poznamka

1. Kartézsky soucin A x B neni komutativni operaci, protoZe obecné plati A xB =B x A.

2. Obecné lIze zavést kartézsky soucin A; x Ay x Az x ... x A, jako mnoZinu viech

usporadanych n-tic (a, ay, ..., an), kde a; e A, a € Ay, ..., an € An.

Je-liAj= A, = ... = A, = A, budeme znacit A xA x... xA= A"

n-krat

Vyklad

Binarni relaci mezi libovolnymi neprazdnymi mnozinami A, B nazyvame kazdou

podmnoZinu R kartézského souc¢inu A x B, tj. R < A x B.
Je-li R < A x A, nazveme relaci R relaci na mnozinég A.

Je-li R binarni relace na mnozZin¢ A, x,y € A, (X, y) € R, fikame, Ze prvek x je v relaci R
s prvkem y a oznac¢ujeme xRy. Jestlize (X, y) ¢ R, piSeme xﬁy.

Zapis xRy nazyvame p#iirazenim prvku y v relaci R k prvku x.

Poznamka
Binarni relaci R < A x B, jejiz prvky (X, y) vyhovuji dané vyrokove forme f(x, y), zapiSeme ve

tvaru R ={(x,y) € A xB : f(x, y)}.
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A\ ¥
Paxy

A\ ¥
Paxy

ReSené Glohy

Priklad  Necht Q je mnoZina vSech racionalnich ¢isel a relace R = {(x, y) € Q x Q:

X +y e Z} (Z je mnoZina vSech celych ¢isel). Zjistéme, zda % R % g R g
Reeni: Plati
gﬁi, protoze E+E _ 7 ¢ Z,
3 7 3 7 2
§R§, protoze —+E =1¢eZ
8 8 8 8
vyklad

Mezi dulezité binarni relace R v mnozin¢ A patti relace ekvivalence a relace usporadani.

Relace ekvivalence spliiuje podminky:

Pl: Vxe A:XRXx reflexivnost,
P2: VX yeA:XRy = yRx symetrie,
P3: VX V,Z € A: (XRy A YRz) = xRz tranzitivnost.

Relace usporadani spliiuje podminky P1, P3 a podminky:

P4: VX, ye A:(XRyAyRXx) = x=Yy antisymetrie,

P5: VX yeA:XRyvyRx srovnatelnost.
ReSené tlohy

Priklad Zakladnim ptikladem relace ekvivalence je relace Ry, definovana pro kazdé
m e N v mnozin¢ Z (N, Z jsou po fadé mnoziny piirozenych a celych cisel) tak, Ze pro
kazdé X,y € Z plati xRy prave tehdy, kdyz délenim ¢islem m davaji ¢isla x,y tyz

zbytek.
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Vyklad

Zakladnim piikladem relace uspoiadani v mnozin¢ realnych cisel je usporadani <
redlnych cisel definované tak, Ze pro kazdé x, y € R (mnozina realnych cisel) plati x <y

prave tehdy, kdyz ¢islo y - x je nezaporné.
Znazornéni relaci

Relaci R < A x B znazoriiujeme obdobné jako kartézsky soucin A x B, kde A, B jsou

podmnoziny realnych ¢isel, tedy v kartézské soustave souradnic v roving (O, +X, +y).

Poznamka

V tomto pripadeé 7ikame, Ze jsme relaci R znazornili pomoci kartézského grafu. Casto viak

znazornujeme relaci R pomoci tzv. Sachovnicoveho grafu nebo uzlového grafu.

ReSené tlohy

Priklad Binarni relaci {(x, y) € R? : x + 2y - 4 = 0} Ize zn4zornit grafem piimky

X +2y-4=0vroviné (O, +x, +y).

Priklad Polorovina znazornéna na obr. 3 je grafem binarni relace

{(x,y) € R? : x + 2y - 4 > 0}.
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/ +y

0.2)

Obr. 3

Vyklad

Zobrazenim mnoziny A do mnoziny B nazyvame relaci F — A x B, pro kterou plati

F={(x,y) e AxB:VxeAdlyeB:(X,y) eF}L
Relace F tedy piitazuje kazdému prvku x € A pravé jeden prvek y e B tak, Ze (x, y) € F.

Zobrazeni F zapisujeme F : A — B. Mnozinu A nazyvame defini¢nim oborem zobrazeni
F. Prvek y € B zna¢ime casto F(X) a nazyvame jej obrazem vzoru x € A v zobrazeni F,
zapisujeme X — F(x).

Rovnost dvou zobrazeni F, G, F = G plati prave tehdy, kdyz F i G maji stejny defini¢ni
obor A a F(x) = G(x) pro kazdé x € A.

Resené ulohy

] . 11 . o .
Priklad Posloupnost cisel 1, L muzeme chapat jako zobrazeni F: N - R,

N |-

X — 1, tedy
X

1, .1
F = {(1, D.(2.).33) }
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Vyklad

Zobrazenim mnoziny A na mnoZinu B nazyvame zobrazeni F — A x B, pro které plati

F={(x,y) e AxB:VyeBaxeA:(x,y) eF}

tedy kazdé y € B je obrazem nékterého x € A.

Resené ulohy

Priklad Rozdéleni vyroku na pravdivé a nepravdive je zobrazeni F mnoZiny viech

vyroka na mnozinu {0, 1}.

Vyklad

Prostym zobrazenim nazyvame zobrazeni F mnoZiny A do mnoZiny B, pro které plati:

F={(X1, Y1), (X2, Y2) € Ax B Y (X1, Y1), (X2, Y2) € F: X1 # X2 = Y1 # Y»}, tedy kazdy obraz

y € B ma nejvyse jeden vzor x € A.

Poznamky

1. Prosté zobrazeni mnoziny A na mnozinu B se nazyvéa vzajemné jednoznac¢né zobrazeni.

2. Rikame, ze mnozina A je ekvivalentni s mnozinou B, prave kdyZ existuje vzajemné

jednoznacné zobrazeni mnoziny A na mnoZinu B, popripade jsou-li obé mnoZiny A, B prazdné,

zapisujeme A ~B.
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A\ ¥
Paxy

ReSené Glohy

Priklad Zobrazeni F: R = R, x — x°, které zapisujeme ve tvaruy = X°, x € R, je

vzéjemng jednoznagné, protoZe ke kazdému y e R existuje jediny vzor 3y eR.
Vyklad

Operaci (pFesnéji binarni operaci) na mnoziné A nazyvame zobrazeni F: A x A — A.
Takova operace piifazuje kazdé usporadané dvojici (x, y) € A? jednoznagné prvek
z =F(X,).
Ptikladem operace je scitani (respektive nasobeni) ptirozenych, celych, racionélnich nebo

redlnych cisel.

Kontrolni otazky

1. MnoZinou rozumime souhrn (soubor apod.) prvku, které:
a) nemaji Zzadnou spole¢nou vlastnost,
b) nemusi mit spole¢nou vlastnost,
) maji tzv. charakteristickou vlastnost prvki dané mnoziny.
2. Tvrzeni: ,Jestlize kazdy prvek mnoziny A je prvkem mnoziny B* definuje:
a) AcB, b)AvB, c¢)AAB
3. Diagramy znazornujici vztahy mezi mnozinami a operacemi mezi nimi se nazyvaji
a) Leninovy, b) Klemovy, c¢) Vennovy.

4. MnoZinu M ={x:(x € A) A (x ¢ B)} nazveme:

a) pranikem mnozin A, B,
b) doplinkem mnoziny A v mnoziné B,

¢) rozdilem mnozin A, B.
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5. Je-li alespon jedna z mnozin A, B prazdna, potom pro kartézsky souc¢in A xB mnoZin
A, B plati:
a) AxB=BxA, b) AxB=A? <) AxB=@.

6. Plati-li pro kaZdou mnoZinu R a libovolné neprdzdné mnoziny A, B vztah R — Ax B,
nazveme mnozinu R:
a) distan¢ni relaci, b) disjunktni mnoZinou, c) binarni relaci.

7. Je s¢itani prirozenych ¢isel binarni operaci na mnozing N?

a)ano, b)ne.

Odpovédi na kontrolni otazky

1.¢),2.a),3.¢),4.¢),5.¢),6.¢),7.a).
Ulohy k samostatnému Feseni

1. Utvoite vSechny podmnoziny mnoziny M = {3, -4, 5}.

2. Stanovte, kolik podmnozin ma mnozina A = {O, 1, 2, 3}, zobecnéte pro piipad, kdy
mnoZzina A ma n prvka.

3. Jsou dany mnoziny A= {1,2,4,7,11,16}, B= {1, 3,7, 13}, C= {1, 6, 11, 19}. Urcete
a)AuB,b)BuC,c)AuBUC,d)AnBe) ANC,)AnBNnC,g)A-B.

4. UvaZte, zda a) mnoZina Uhla v trojuhelniku je podmnoZinou mnoziny trojuhelniki,
b) mnoZina prvocisel je podmnozinou mnoziny lichych ¢isel, ¢) mnozina lichych ¢isel je
podmnoZinou mnozZiny prvocisel, d) mnoZina rovnostrannych trojahelnika je
podmnoZinou mnoZiny rovnoramennych trojuhelnika.

5. Je mozné, aby nékdy platiloa) A-B=A, b)A-B=J?

6. Urcete prvky mnozin A, B, C, které jsou definovany ve tvaru A = {x € R : x* - 1 = 0},
B={xeR:(x-1?=0}, C={x e R:x®-2¥*-x=-2}.

- 1w x- vs ¥ vy s . T .
7. Najdéte mnozinu, kterou tvori vSechna feSeni rovnice a) cos (Ex) =0, b) sinntx=0.

8. Zakladni mnozina je Z = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} a mnoziny A = {1, 3, 5, 7},
B={2,4,68}C={3,4,7,8} Urcetea) AUB’, b)A’'nB, ¢)B'~nC.
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9. UzZitim Vennovych diagrami rozhodnéte, zda pro libovolné podmnoziny dane zakladni
mnoziny Z plati: a) AnB)uB=AuUB, b)AuB=(AuB), ¢c)Cn(AnB)=
=(A nC)n (C'nB).

10. Ve Skole byla sestavena statistika zajmové cinnosti Zaka v télesné vychoveé. Ve skupiné
oznacené L (lehka atletika) je 34 Zaka, ve skupiné P (plavani) je 32 Zaka a ve skupiné O
(odbijend) je 25 zaka. 9 Zaka je v lehkoatletické i plavecké skuping, 5 Zaka je ¢innych
v lehké atletice a v odbijené, 7 Zaku je ve skupiné odbijené a plavani, 2 Z4ci jsou ve vSech
tiech skupinach a 34 Zaku se neucastni zajmové télovychovne ¢innosti. Nakreslete
Vennuav diagram podle uvedenych Gdaja a uréete celkovy pocet Zaka ve Skole.

11.Jsou dany mnoziny P = {1, 2, 3} a Q = {a, b}. Utvoite kartézské souciny a) P x Q,
b)QxP, c)PxP, d)QxQ.

12.Necht A={-1, 2,5, 7}, B ={0, 2}, urcete A x B.

13.V roving (O, +x, +y) zakreslete kartézsky soucin A x B, jestlize A={x € R:0< x <5},
B={xeR:-2<x<3}.

14.Je déna mnozina A = {-2, -1, 0, 1, 2}, vyctem prvka zapiSte binarni relaci
B={(x,y) e AxA, x>y}

15.V roving (O, +x, +y) zakreslete binarni relace: a) A = {(x, y) € R* : x < y},
bYB={(x,y) e R? :x*+y*<1}, c)P={(x,y) e R?:0< xy<1}.

16.Necht M = {1, 2, 3, 4}. Rozhodnéte, které z nasledujicich mnozin definuji zobrazeni
mnoziny M do R : M3 = {(3, 3), (1, 8), (4, 3), (2, 3)}, M2 = {(1, 5), (4, n), (1, 8), (2, 4)},
Ms={(2, 3), (1, 3), (3,5), (5, N} Ms={(3, 4), (2, -2), (1, n), (4, 0)}.

17.Rozhodnéte, zda dana zobrazeni F: A — B jsou napf. zobrazeni do mnoZiny B, na
mnoZzinu B, zobrazeni prosta, zobrazeni vzajemn¢ jednoznac¢na: a) F(x) je obec, v niZ ma x
trvalé bydlisté, A je mnoZina viech obyvatel CR, B mnoZina viech obci v CR, b) F(x) je
pocet obyvatel statu x, A je mnozina vSech statt, B je mnoZina vSech piirozenych ¢isel,

c) F(X) je manZelka muZze x, A je mnozina vSech Zenatych muzt, B mnoZina vSech
provdanych Zen.

18. Kazdy, kdo v Satn¢ odevzda plast, dostane listek s ur¢itym cislem. Popiste tuto situaci
jako zobrazeni mnoZiny do mnoZiny a vysvétlete, ve kterém piipadé by Slo o vzajemné

jednoznacné zobrazeni mnoziny na mnozinu.
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Vysledky tloh k samostatnému feSeni

1. Prézdna mnozina &, tti podmnoziny o jednom prvku, téi podmnoziny o dvou prvcich,
dana mnozina M.

2. 16; 2",

a){1,23,4,7,11, 13,16}, b){1,3,6,7,11, 13,19}, ¢){1,2,3,4,6,7, 11, 13, 16,

19}, d) {1, 7}, e) {1, 11}, ©) {1}, 9) {2, 4, 11, 16}.

4. a) Ne, b) ne, c)ne, d)ano.

5. a)Ano,je-i AnB=gdvB=¢, b)ano, je-li AcB.

6. A={11} B={1}, C={-1,1, 2}

;

8

9

w

. a) VSechna licha celé ¢isla, b) vSechna cela ¢isla.
. a){1,3,5 7} b){24,6,8}, c) {3, 7}
. Plati a), c).
10. 106.
11.PxQ={(1,a),(2,a),(3,a), (1 b),(2Db), (3 b} QxP={( 1), 2),(a3), (b 1),
(b, 2), (b, 3)}, PxP={(1,1),(12),(13),(21),(22),(23),31),3 2,3 3)}
QxQ={(a a), (ab), (b a), (b, b)}
12.{(-1, 0), (-1, 2), (2, 0), (2, 2), (5, 0), (5, 2), (7, 0), (7, 2)}.
13. Obdélnik, dv¢ jeho strany do mnoziny A x B nepatii.
14.B ={(-1, -2), (0, -1), (0, -2), (1, 0), (1, -1), (1, -2), (2, 1), (2, 0), (2, -1), (2, 2)}.
15. a) Dolni polorovina omezena ptimkou y = X, jez do mnoZziny nepatii, b) vnitrek kruhu,
C) ¢ast roviny mezi osami souradnic a vétvemi hyperboly xy = 1.
16. M1 a My.
17.a) Zobrazeni na mnozinu, b) pravdépodobné prosté, c¢) vzajemné jednoznacné ve
spole¢nosti, v niZ je uzakonéna monogamie.
18. Ozna¢me A mnoZzinu plasta, B mnoZinu listka s ¢isly. V ptipad¢, kdy Satna neni pIné
obsazena, jde o zobrazeni mnoziny A do mnoZziny B, v némZ kazdému vzoru a je ptifazen
prave jeden obraz b. Je-li Satna pIné obsazena, jde 0 vzajemn¢ jednoznacné zobrazeni

mnoZziny A na mnoZinu B.
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Kontrolni test

1. Urcete, kterd z odpovédi obsahuje vSechny podmnoZiny mnoziny A = {1, 4}.
a) I, b) T, {1},{4} {14}, c¢) D, {14}
2. Stanovte, kolik podmnoZin méa mnozina: A ={2,4,16,64}.

a) 2%, b) 2%, ¢)5.
3. Najdéte mnozinu, kterou tvoii vSechna reSeni rovnice cos(%xj =0:

a) vSechna licha cela ¢isla,
b) vSechna realna cisla,
¢) vSechna cela ¢isla.

4. Urgete AUB), je-li A={1,357}, B={2,4,6,8}, kde zékladni mnoZina je
7=11,2,3,4,56,7,8).
a) {1357}, b){24,68}, c) {1357}

5.V roving (0,+x,+y) zakreslete binarni relaci A = {(x,y) e R*:x* +y? < 4|

a) vnitiek kruhu,
b) vnitiek elipsy,
C) nelze zobrazit.
6. Rozhodnéte uZitim Vennovych diagrama, zda pro libovolné podmnoZiny dané zakladni
mnoziny Z plati: (ANB)UB=AUB.

a)ano, b)ne, c)nelze rozhodnout.

Vysledky testu

1.b),2.a),3.a),4.a),5.a),6.a)

Pravodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné ve 4 piipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opa¢ném piipad¢ je tieba prostudovat kapitolu 1.2. znovu.
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