o=

Matematika I, ¢ast | Nékteré pojmy logické vystavby matematiky

1. MATEMATICKA LOGIKA A MNOZINY

Pravodce studiem

V nésledujici kapitole si pfipomeneme nékteré vyzna¢né poznatky z matematické logiky a
teorie mnoZin, tvofici zaklad mnoZinové logického aparétu. S celou fadou pojmu, které zde
budou uvedeny, se ¢tenai seznamil uz v prubéhu studia na stiedni Skole, a proto se zaméiime
v podstaté na systematické utiidéni téchto pojmu a na zduaraznéni nékterych vzajemnych
souvislosti. Zatim uvedme, Ze logika se zabyva formami a pravidly spravného mysleni a
teorie mnoZin zkouma nejobecn¢jsi vztahy mezi souhrny (mnoZinami) urcitych piedméti
(prvku). Obé dnes Siroce rozvinuté matematické discipliny budeme pouZivat jen jako

vyjadrovaci prostiedek.

Predpokladané znalosti

V celé kapitole Matematicka logika a mnoZiny se piedpoklada, Ze si ¢tenai zopakuje

stredoSkolske znalosti z oblasti vyrokove logiky, teorie mnozin a ¢iselnych obord.

1.1. Neékteré pojmy logické vystavby matematiky
Cile

v Iy

Cilem kapitoly je opakovéni a rozSiteni stiedoSkolskych latky z oblasti vyrokové logiky a

vystavby matematického vyjadrovani (axiomy, definice, véty, dukazy).
Vyklad

Vyrokem nazveme kazdou vyslovenou nebo napsanou myslenku, o nizZ ma smysl fici, Ze

je bud’ pravdiva nebo nepravdiva. Vyrokem mize tedy byt pouze véta oznamovaci. Vyroky
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budeme oznacovat velkymi pismeny A, B, ..., jejich pravdivostni hodnotu, tj. pravdivost,

resp. nepravdivost vyroku, ozna¢ime symbolem (¢islici) 1, resp. 0.

Hypotézou nazveme vyrok, jehoZ pravdivostni hodnotu zatim nezndme; pokouSime se ji
odvodit logickymi operacemi z jinych pravdivych vyrokau.

Z danych vyroka Ize vytvaret nové vyroky negaci, uzitim logickych spojek a zavorek.

Negace vyroku A je novy vyrok, ktery vyjadiujeme slovy ,neplati A* a oznacujeme
symbolem non A. Je-li vyrok A pravdivy, je vyrok non A nepravdivy; je-li vyrok A
nepravdivy, je vyrok non A pravdivy. Vyroky A a non A se vzajemné vylucuji, jejich

pravdivostni hodnoty jsou opacné.

ReSené tlohy

Priklady spravné a nespravné negace vyroka

¥
l|\\

Vyrok A Negace vyroku A Vyroky, které nejsou negace-
mi vyroku A
Cislo x je zaporné. Neni pravda, Ze Cislo x je kladné.

¢islo x je zaporné.

Cislo x je nezéporné.

Mam cerveny svetr. Neni pravda, Ze Mam bily svetr.
mam cerveny svetr. Mam cerny svetr.
Nemam cerveny svetr. Mam zeleny svetr.

Negovani vyroki s tidajem o poétu prvka

Vyrok Negace vyroku

Alespon dva odesli. Nejvyse jeden odeSel.

Zadny neptigel. Alespon jeden priSel.

Zastaneme nejvyse tii. Zistaneme aspon Ctyfi.

Dané rovnice ma prave jeden koien. Dané rovnice nema Zadny koien nebo ma
alespon dva koteny.
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Vyklad

Logické spojky (funktory) jsou ¢&tyfi: 1. Spojka a, kterou oznacujeme symbolem A;
2. spojka nebo (v); 3. spojka jestlize - pak (=); 4. spojka pravé tehdy, kdyz («<>). Pomoci
logickych spojek vytvéiime z vyroka A, B nové vyroky:

Konjunkce vyroki A, B je vyrok, ktery vyjadiujeme spojkou a; oznacujeme jej A A B,
coz ¢teme A a B. Konjunkce je pravdivym vyrokem, pravé kdyZz oba vyroky A a B jsou
pravdivé. Disjunkce vyrokiz A, B je vyrok, ktery vyjadiujeme spojkou nebo; oznacujeme jej
A v B, coz ¢teme A nebo B. Disjunkce je pravdivym vyrokem, kdyzZ je pravdivy asporsi jeden

z vyroki A, B.

Implikace vyroki A, B (v daném potadi) je vyrok, ktery vyjadiujeme slovnim spojenim
jestlize - pak. Oznacujeme jej A = B, coZ ¢teme: Jestlize plati A, pak plati B. Implikace je
pravdivym vyrokem pii vSech mozZnych pravdivostnich hodnotdch vyroka A, B kromé
piipadu, kdy A je pravdivym a B nepravdivym vyrokem.

Ekvivalence vyrokit A, B je vyrok, ktery vyjadiujeme slovnim spojenim pravé tehdy,
kdyz. Oznacujeme jej A < B, cozZ ¢teme: A plati prave tehdy, kdyZ plati B. Ekvivalence je
pravdivym vyrokem, pokud vyroky A, B jsou oba pravdivé nebo vyroky A, B jsou oba

nepravdivé.

Poznamka

Tabulka pravdivostnich hodnot vyroki: odvozenych z vyroki: A, B negaci a uzitim logickych

spojek

A B non A A 2B A vB A =B A &B
1 1 0 1 1 1 1

1 0 0 0 1 0 0

0 1 1 0 1 1 0

0 0 1 0 0 1 1
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Vyklad

Vyrokova formule je zapis z pismen A, B, ..., znaku pro negaci, logickych spojek a

zavorek, ktery je sestaven tak, aby byl vyrokem, pokud pismena A, B, ... 0znacuji vyroky.

Zapisy konjunkce, disjunkce, implikace a ekvivalence jsou vyrokovymi formulemi.

VVVVVV

Vyuzivame ptitom tabulku pravdivostnich hodnot.

Resené ulohy

Priklad Sestavme tabulku pravdivostnich hodnot vyrokové formule (A A B) v non A.

¥
l|\\

Reseni:
A B AAB non A (AAB)vnonA
1 1 1 0 1
1 0 0 0 0
0 1 0 1 1
0 0 0 1 1
Vyklad

Tautologie je vyrokovad formule, ktera nabyvd ve vSech piipadech pravdivostni

hodnoty 1.

Vyrokova forma S(x) je slovni vyjadieni, v némZz se vyskytuje proménna x. Toto
vyjadieni ma tu vlastnost, Ze se stane vyrokem, jestlize proménnou nahradime prvky jiste
mnoziny, kterou ozna¢ime D a nazveme defini¢nim oborem vyrokové formy S(x). MnoZinu
v8ech prvki, pro néz je S(x) pravdivym vyrokem, nazveme oborem pravdivosti vyrokové

formy S(x) a ozna¢ime P.
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Napt. vyrokova forma ,,x je celé ¢islo* neni vyrokem, nebot’ nezndme vyznam promeénné

X. Teprve tehdy, nahradime-li proménnou x ur¢itym ¢islem, dostaneme vyrok, a to bud
pravdivy (napt. nahradime-li x ¢islem 2) nebo nepravdivy (napt. nahradime-li x ¢islem 3).

Definicnim oborem této vyrokové formy je mnoZina R, piip. C, pravdivostnim oborem

mnozina Z.

Podobné jsou definovany vyrokové formy, které obsahuji dvé a vice proménnych.

Kvantifikatory. Vedle nahrazeni proménnych konstantami existuje jesté jiny zpasob, jak

dostaneme z vyrokovych forem vyroky. Napi. vyrokova forma x + y =y + X je pravdivym

vyrokem, nahradime-li x a y libovolnymi redlnymi ¢isly. Tento vyrok vyjadiime slovy:
Pro vSechna realna cisla x, y plati x + y =y + x.
V symbolice matematické logiky piSeme tento vyrok ve tvaru
VX, yeR:X+y=y+Xx,
kde V oznacuje tzv. obecny kvantifikator.

Vyrokovéa forma x >y je pravdivym vyrokem pouze pro nékteré dvojice redlnych cisel.

Tuto vlastnost vyjadiime vyrokem:
Existuji takova redln ¢isla x, y, Ze plati x >y .
V symbolice matematické logiky piSeme tento vyrok ve tvaru
Ix,yeR:xX>y,

kde 3 je tzv. existenéni kvantifikator. Nekdy se uziva také symbol 3!, ktery ¢teme: Existuje

prave jeden ... .

Operace s vyrokovymi formami. Tak jako jsme z vyroku tvofili nové vyroky pomoci

negace, logickych spojek a zavorek, miZzeme stejnym postupem vytvorit z vyrokovych forem
nove vyrokove formy. Jestlize U(x) a V(X) jsou dvé vyrokové formy, zapisujeme nove

vyrokové formy ve tvaru:

non U(X), tj. neni pravda, Ze plati U(x),

U(X) A V(X), tj.plati U(X) a V(x),

U(x) v V(x), tj. plati U(x) nebo V(x),

U(X) = V(X), tj. jestlize plati U(x), pak plati V(x),
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U(x) < V(X), tj. U(X) plati prave tehdy, kdyz plati V(x).
Z téchto vyrokovych forem muzeme vytvéret sloZitéjsi vyrokove formy.

Zapamatujeme si: Rovnice, resp. nerovnice je vyrokovou formou; rovnost, resp. nerovnost je

vyrokem.

Axiomy, definice, véty

Axiém je pocate¢nim vyrokem budované matematickeé teorie, jehoZ pravdivost
piedpokladdme (a nedokazujeme). Napi. vyrok ,,dvéma riznymi body je uréena jedina
piimka“ je jednim z axiomu, které zvolil Euklides pro vybudovani védeckych zaklada
elementarni geometrie. Axiomaticky lze budovat matematiku a nékteré casti prirodnich ved

(napi. klasickou mechaniku, specialni teorii relativity).

Definice je ekvivalence, na jejiZz jedné stran¢ je novy pojem a na druhé strané jsou jen
pojmy diive zndmé. Definice vystihuji dulezité a ¢asto se vyskytujici pojmy dané teorie a

e

umoznuji stru¢néjsi vyjadrovani matematickych vyroka. Definice nedokazujeme.

Véta je pravdivy vyrok dokazatelny v dané teorii (z axiomua nebo piedem znamych
pravdivych vét; napt. Pythagorova véta je vétou euklidovské geometrie).

Diikaz matematickeé véty. V matematice se pouZivaji nejcastéji tyto tii typy dukaza:

1. Dukaz ptimy,
2. dtikaz nepiimy,

3. diikaz metodou matematické indukce.

Za ditkaz piFimy povazujeme tetézec pravdivych implikaci Ay = Az, A = Ag, ...,

An.1= A, za predpokladu, Ze A; je axidom nebo platna (uz dokazana) véta.

Stru¢né muzeme psat

AL A= A, A= L =A,, tEdy An.

Ef 4 B
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A\ ¥
Paxy

A\ ¥
Paxy

ReSené Glohy

Priklad DokaZme toto tvrzeni: Pro kazdé realné cislo a = 0 plati:

a>0=a+ iz 2.
a

a’+1

Redeni: a>0=(a-1)’>0=a’-2a+1>0=>a’+1>2a= >2=

:>a+122.
a

Vyklad

Za nepiimy ditkaz povazujeme dikaz implikace non B = non A, ktera je obménou

implikace A = B a ma stejnou pravdivostni hodnotu jako pavodni implikace A = B.
Resené ulohy

Priklad DokaZme vyrok: JestliZze je druha mocnina celého ¢isla k ¢islo sudé (vyrok A),

pak je ¢islo k sudé (vyrok B).

Reeni: Dokazeme obménu této implikace, tedy vyrok: Jestlize je k liché &islo (vyrok non
B), pak je <¢islo k* liché (vyrok non A). Vyjadiime-li ¢&islo k ve tvaru

k =21+ 1 (I celé), je k* = 41> + 41 + 1, tj. rovn&? liché &islo.

Vyklad

Nepiimym dizkazem je i dizkaz sporem. Tento dikaz provedeme ve tiech krocich:
1. Vyslovime negaci vyroku A, tj. non A,
2. sestavime fetézec implikaci non A = B; = ... = B, kde B neplati,

3. uzavieme, Ze neplati non A, tj. plati vyrok A.
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Resené ulohy

Priklad Dokazme, zZe ¢islo \/E neni racionalnim ¢islem.

7 w7z

Redeni: Predpokladejme, Ze \/Eje racionalni ¢islo p/qg, kde p a g = 0 jsou nesoudélna cela
¢isla a Zadne z nich neni rovno 1. Tento piedpoklad vede ke sporu. Umocnénim rovnosti
V2 = plq dostaneme

p’ =2¢°,
p? je tedy &islo sudé a podle pifkladu 3 je i p &islo sudé; maZeme je proto vyjédiit ve tvaru
p = 21 (I celé). Dosazenim za p do piedchozi rovnice dostaneme p?= 4I° = 2¢?,

q2 — 2|2’
coZ znamend, Ze také ¢islo q je sudé ¢islo. Dosli jsme tedy k zavéru, Ze ¢isla p, g jsou suda, tj.

soudélnd, coz odporuje naSemu predpokladu, Ze ¢isla p, q nejsou soudélna. Predpoklad byl

nespravny, &islo ~/2 neni racionalni.

Vyklad

Diikaz matematickou indukci se obvykle uZivad, kdyz méme dokazat, Ze pro kazde
piirozené ¢islo n (popi. pro ¢isla zacinajici ¢islem ng > 1) plati jisty vyrok (napt. vzorec),
ktery oznaéme V(n). Dukaz matematickou indukci provadime ve dvou krocich.

1. Oveéiime, Ze vyrok V(n) plati pro urcité nejmensi piirozené ¢islo ng > 1.
2. Predpokladame, Ze V(n) plati pro nékteré ptirozené cislo n = k a vypoctem nezavislym na

n dokazeme, Ze plati také pron =k + 1.

Spojeni obou krokii dokazuje platnost vyroku V(n) pro vSechna prirozena ¢isla n > no.
Resené ulohy

Priklad DokaZme, Ze pro kazdé prirozené ¢islo n plati vzorec V(n):

12+22+...+n2=%

g ‘
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Reseni: 1. Vzorec plati pron =1, nebot’ 1% = %1(1 +1)(2+1).
2. Predpokladejme, Ze vzorec plati pro n =k, tj.

12+22+ .. +k= %k(k+ 1)(2k + 1).
K ob&ma stranam rovnice piipocteme (k + 1)*

12+22+ . +k+(k+1)?% = %k(k+ 1)(2k + 1) + g(k+1)2.
Upravou pravé strany [vytknutim vyrazu %(k + 1)] a jejim porovnanim s pravou stranou

vzorce V(n) pro n = k + 1, tj. s vyrazem %(k + D[(k + 1) + 1][2(k + 1) + 1], vidime, Ze

vzorec V(n) skute¢né plati pron =k + 1.

Spojeni krokua 1 a 2 dokazuje platnost vzorce V(n) pro vSechnan e N.

Kontrolni otazky

1. Vyrokem rozumime kazdou vétu nebo sdéleni, o kterém ma smysl uvazovat, zda je
pravdivy nebo nepravdivy, piicemzZ nastane:
a) praveé jedna z moznosti,
b) alespon jedna z moznosti,
C) nenastane Zadna z moznosti.
2. Patii predpoveédi pocasi mezi:
a) hypotézy, b) vyroky.
3. Tautologie je vyrokova formule, ktera nabyva ve viech ptipadech pravdivostni hodnoty:
a) 0), b)1 c¢)0nebo 1.
4. Rovnice, resp. nerovnice je:
a) vyrokovou formou,
b) vyrokem,
c) hypotézou.
5. Dukaz sporem matematické véty radime mezi dukazy:

a) primé, b) nepiimé, c¢) matematickou indukci.

g ’
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Odpovédi na kontrolni otazky ﬂg}-ﬂ

1.a);2.a); 3. b); 4. a); 5. b).

Ulohy k samostatnému feseni

N
AR

1. Rozhodnéte, které z nasledujicich vét jsou vyroky, a pokud je to mozné, urcéete jejich
pravdivostni hodnoty: a) Ma$ penize ? b) Kéz by prestalo snézit ! ¢) V roce 2020
nebudeme mit zadné uhli. d) Lagos je hlavni m&sto Zambie. e) 4° - 62 = 2. f) 4°- 62 = 1.
g) Druha mocnina kazdého prirozeného &isla je kladna. h) x* + x - 6 = 0.

2. Rozhodnéte, zda vyrok: Alespon jeden koien této rovnice je kladny je negaci vyroku:
V8echny koteny této rovnice jsou zaporné.

3. Vyslovte negace vyrokt: a) V daném trojuhelniku je nejvy3e jeden tupy Ghel. b) Zadné
prvocislo neni sudé. c) Alespon jeden koien dané rovnice je kladny. d) Alespon jeden
koeficient dané rovnice neni zaporny. e) Alespon tfi z nds mluvi Spanélsky. f) Nedostal
Zadnou knihu. g) Kazdy micel. h) Predbéhl kazdeho soupete.

4. Rozhodnéte, zda jsou pravdive nasledujici implikace: a) Jestlize je ¢islo 25 d¢litelné 17,
pak i &fislo 471 + 7.25 je délitelné 17. b) Jestlize i je imaginarni jednotka, potom i° je
imaginarni ¢islo. ¢) Jestlize In5 = 2, potom In10 = 3. d) Jestlize 2 < 5, potom mé&
Praha vice nez milion obyvatel.

5. ZapiSte nasledujici vyroky v symbolice matematické logiky: a) Bud’ plati A a B, nebo
neplati A ani B. b) Plati nejvyse jeden z vyroka A, B. c) Plati aspon jeden z vyroku A, B.
d) Plati prave jeden z vyroka A, B.

6. Sestavte tabulky pravdivostnich hodnot vyrokovych formuli: a) (B) A = v (B = non A),
b)nonA=B,c)(A=B)A(B= A).

7. Rozhodnéte, které z nasledujicich vyrokovych formuli jsou tautologie: a) (A A B) = A,
b) AvB)=Ac) (A=>B)< (B=A).

8. Rozhodné¢te, které z nasledujicich dvojic vyrokovych formuli jsou ekvivalentni: a) A = B,

B= A b)A< B,non A< nonB,c)non (A= B), AanonB.

g ’
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9. Najdgte definicni obory a obory pravdivosti vyrokovych forem: a) Sy(x) : x> + 3x + 2 = 0,
b) Sa(X) 1 X >0 A X2 > X, €) S3(X) : X je studentem prirodovedecké fakulty UK, d) Ss(X) :
Jestlize x je muz, potom méfi vice nez 190 cm.

10. Ptimym diikazem dokaZte vyrok: Jestlize celé &islo a nenf délitelné tremi, pak &islo a® - 1
je délitelné tremi.

11. DokaZte matematickou indukci platnost vztahi: a) 1+2+3+ ...+ n= %n(n +1),
by1+3+5+..+(2n-1)=n%

12. DokaZzte, Ze ¢islo log5 je iracionalni. Zvolte dtkaz sporem.

Vysledky uloh k samostatnému FeSeni

1. a), b), h) nejsou vyroky, c) je hypotéza, €), g) jsou vyroky pravdive, d), f) jsou vyroky
nepravdivé.

2. Neni negaci, koteny mohou byt rovny nule.

3. a) alespon dva, b) alespon jedno, ¢) Zadny koten, d) Zadny koeficient, e) nejvyse dva,
f) dostal alespon jednu, g) alespon jeden nemicel, h) nepiedbéhl alespon jednoho soupere.

4. b) nepravdiva, ostatni pravdivé.

5. a) A< B, b)non (A AB),c)AvB,d) A< non B, ptip. non A < B.

7. a).

8. b),c).

9. a) Di(X) = R, Py = {-1, -2}, b) D, (X) = R, P, = (1, o), ¢) D3(x) = mnoZina vSech lidi,

Ps = mnoZina vSech studenta prirodovédecké fakulty UK, d) D4(x) = mnoZina vsech lidi,

P, =mnoZzina vSech Zen sjednocena s mnozinou vSech muza vysSich nez 190 cm.

10.Navod: a> - 1 = @+ D@ -1).

Kontrolni test

1. Urcete, ktera z nasledujicich sdéleni jsou vyroky:
a) ¢islo x je zaporné,
b) ¢islo 7 neni prvocislo,
c) trojuhelnik ABC je rovnostranny,
du-v=6,

g I :
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e) Ostrava je hlavnim méstem CR,
f) zacnéte se balit!
g) uz je palnoc?
2. Urcete, které sdéleni z bodu 1 jsou vyrokovymi formami.
3. Negaci vyroku: ,,V noci prselo* je vyrok:
a) v noci snézilo,
b) v noci bylo jasno,
c) neni pravda, Ze v noci prselo.
4. Rozhodnéte, které z nasledujicich implikaci jsou nepravdivé:
a) jestlize 3< 4, potom ma Ostrava vice nez tisic obyvatel,
b) jestlize i je imaginarni jednotka, potom i* neni imaginarni ¢islo,
c) jestlize ¢islo 15 je delitelné 3, potom i ¢islo 16+4-700 je délitelné 3.

5. Rozhodnéte, které z nasledujicich vyrokovych formuli jsou tautologie:
a) (AAB)=A, b)(AvB)=A, ¢)(A=B)<(B=A),

6. Urcete obor pravdivosti vyrokové formy S(X): x* —x-6=0.
a)R, b){3-2}, ¢ @

7. Pfimym dukazem rozhodnéte, Ze véta: ,,JestliZe celé ¢islo a neni délitelné tiemi, pak ¢islo
a’ —1 je dalitelné tiemi:

a) plati,  b) neplati, c) nelze rozhodnout.

Vysledky testu

1.b),c),e), f),q); 2.a),d); 3.¢); 4.¢); 5.a); 6.b); 7.a).

Pravodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné ve 4 piipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opa¢ném piipad¢ je tieba prostudovat kapitolu 1.1. znovu.

Ef 4 N
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